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5
Jogo com Extensoes

Neste capitulo sao apresentados os jogos associados a cada extensao
apresentada no capitulo 2 (sec. 2.3). Serd seguida uma organizagdo seme-
lhante a do capitulo 4, isto é, em cada secao sera apresentada uma extensao,
e ao longo das sub-secoes sao apresentados os jogos, as distribuigoes do lucro
sugeridas e sao feitas algumas analises.

A organizacao de cada secao é feita de maneira semelhante ao que foi
feito para o modelo basico. Os modelos dos jogos sao apenas adequagcoes
dos modelos lineares previamente apresentados para a formulacao de jogos
cooperativos. As distribui¢cdes do lucro apresentam os mesmos objetivos,
sendo que o foco principal recai sobre solugoes que pertencem ao ntcleo. As

andlises do modelo sao feitas sempre com o auxilio de exemplos.

Na se¢ao 5.1 é apresentado o jogo com o custo de transporte associado
a mercadoria. A segao 5.2 contém o jogo com economia de escala na oferta

do consumidor. A secao 5.3 apresenta o jogo com multiplos produtos.

5.1
Jogo com Custo de Transporte

Esta secao contém o jogo associado ao modelo com um custo de trans-
porte na mercadoria. Seguindo o modelo adotado no capitulo 4, primeira-
mente é apresentado o modelo de programacao linear associado ao jogo na
secao 5.1.1, em seguida é apresentado o niucleo do jogo na secao 5.1.2 e na

secao H.1.3 sao mostrados alguns exemplos desse jogo.

5.1.1
Modelo do Jogo

Conforme adiantado na se¢ao 2.3.1, a mudanca introduzida ao modelo

bésico ocorre apenas pelos coeficientes de transporte ¢;;, que representam
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o custo de transportar uma unidade da mercadoria do produtor ¢ para o

consumidor 7, e que sao introduzidos diretamente na fungao objetivo.

O jogo é definido de maneira idéntica a secao 4.1, isto é, o conjunto de
jogadores N ¢é representado por P U @ e a funcao de valoragao V é o lucro
L(S) de cada coalizao S C N formada, com V(S) =0se PNSou@NS

forem vazios.

Segue o modelo para o jogo com custo de transporte:

JEQs 1€Ps 1€Ps jEQs
Sujeito a:
Z Tij < D; i € Pg (5-2)
JEQs
Z Tij < qj JE€Qs (5-3)
1€ Pg
Yi = Z CiTij 1€ PS (5—4)
JEQs
¢j = Z ljxij ] - QS (5—5)
i€ Pg

zij 20 i€Ps  JEQs (5-6)

5.1.2
Distribuicao do Lucro

Nesta secao é apresentada a distribuicao de lucro do jogo. Esta dis-
tribuicao deve conter as mesmas propriedades do modelo bésico. Portanto,

primeiramente deve-se encontrar uma solugao que pertenca ao nicleo do
jogo.

O ntcleo pode ser deduzido de maneira analoga a da secao 4.2, ou seja,
a partir do problema dual. Assim como no modelo bésico, no modelo com

custo de transporte as variaveis duais determinam uma solucao pertencente

ao nucleo.

Segue o modelo dual associado a este jogo:
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D(S): Min Zpiui + Z q;jv; (5-7)

i€Pg JEQs
Sujeito a:
w; +v; + qw; — Ly, > —ty; i€ Ps Jj€ Qs (5-8)
u; >0 1€ Pg
v; >0 JEQs
w; > 1 1 € Py

y; > 1 JEQs

Observando a fungao objetivo deste modelo dual (eq. 5-7) percebe-se
que apenas as variaveis u; e v; estao presentes, o que sugere uma solugao

semelhante a do modelo basico: (uip1, ..., uipn; Viq1, ..., Uklm)-

Segue o teorema que prova esta afirmacao.

Teorema 5.1 Sejam (P,Q,p,q,c,l,T) os parametros do modelo e V a
fungdo caracteristica que define o jogo. Seja (u*,v*,w*,y*) a solu¢do dtima

para o problema dual D(N).

Entao, (uip1,...,uw:pn;v5q1, ..., 05 qm) pertence ao micleo do jogo

co).

PrRovA: A prova desse teorema ¢ idéntica a do Teorema 4.1. As
restricoes do problema dual sao independentes entre si, portanto se for

retirado algum produtor ou consumidor isso nao afeta a validade da solucao.

Na verdade, retirando algum produtor ou consumidor, fica claro que o
problema torna-se apenas menos restritivo. Num problema de minimizacao,
isto quer dizer que a solu¢do encontrada para qualquer problemas D(S)
é menor ou igual a soma de ujp; e vig;, para i,j € S. Expressando

matematicamente, tem-se:

V(S) < Zufpi—i— Zv;qj VS C N.

1€ Pg JjEQs

Esta é exatamente a condigao para a solugao (ujpy, ..., uspn; viq1, - ., U5 Gm)

pertencer ao nucleo. 0
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5.1.3
Analise de Resultados

Nesta secao é feita a andlise do comportamento do modelo com
esta extensao. Como feito anteriormente, esta andlise é feita através de

comentarios sobre alguns exemplos de jogos simples.

JOGO 1 - Coeficiente de Transporte Baizo: Neste exemplo o coeficiente
de transporte é desprezivel e nao altera as relagoes entre os participantes

do mercado.

Esta situacao pode ocorrer quando o coeficiente de transporte é
desprezivel em relagao aos precos dos produtos e também em relacao as
diferencas de precos entre os jogadores. Ou mesmo quando a tarifacao
¢é praticamente uniforme e nao haja grandes discrepancias entre o que é
cobrado para cada integrante do mercado.

Por exemplo, suponha uma aliquota cobrada sobre o preco de um
determinado produto. Essas aliquotas sao muitas vezes um percentual
fixo sobre o preco do produto. Neste caso, as relagoes entre os jogadores
permanecem inalteradas, uma vez que a ordem dos precos dos produtores e

consumidores nao sera alterada. !

Seguem as tabelas de dados para o jogo:

Produtor Consumidor
Id | Oferta | Lance || Id | Demanda | Lance
A 120 360 X 125 410
B 100 370 Y 130 400
C 150 375 7 120 390

Tabela 5.1: Dados de Entrada dos Produtores e Consumidores.

{ Coeficientes de Transportes ‘
Consumidores
Produtores || X | Y /
A 516 8
B 6|7 7
C 718 10

Tabela 5.2: Dados de Entrada dos Produtores e Consumidores.

A Tabela 5.1 segue o mesmo modelo das tabelas de entrada de dados

anteriores. A Tabela 5.2 é uma matriz representando os custos de transporte,

! Naturalmente, neste caso, pode haver mudanca entre as cardinalidades dos conjuntos
de produtores e consumidores que participam do mercado (U, e U.).
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onde a entrada ¢, j é o custo unitario de transporte do produtor na i-ésima

linha para o consumidor da j-ésima coluna.

Para este jogo foi feita apenas uma rodada com os dados iniciais. As

Tabelas 5.3 e 5.4 apresentam os resultados do teste.

‘ Compra e Venda ‘
Consumidores
Produtores | X Y Z
A 120 O 0
B 0 0 | 100
C 5 [ 130 ] 15

Tabela 5.3: Matriz de compras e vendas dos participantes do mercado

A Tabela 5.3 apresenta a matriz de vendas deste exemplo. A entrada
1,7 representa as vendas do produtor da i-ésima linha para o consumidor

da j-ésima coluna.

Produtor Consumidor
Id | Vendas | Retorno | P. Final || Id | Compras | Retorno | P. Final
A 120 22 382 X 125 23 387
B 100 13 383 Y 130 12 388
C 150 5 380 Z 120 0 390

Tabela 5.4: Sumarizacao dos dados de produtores e consumidores.

A Tabela 5.4 contém as sumarizagoes dos dados. Vendas e Compras
sao os totais vendidos (pelos produtores) e comprados (pelos consumidores).
Retorno significa a quantidade de lucro do sistema dada a cada jogador
por unidade de produto. P. Final é o preco final do produto, ja levando-se

em conta o retorno do sistema.

O que pode ser visto na Tabela 5.4 é que nao houve mais a fixacao
de um prego final para todos os integrantes. Para um mercado sem o custo
de transporte, esse preco final seria de 390, ou seja, o preco oferecido pelo

consumidor Z inicialmente.?

Porém, para custos que sejam despreziveis em relagao aos pregos do
mercado, ou mesmo que sejam proporcionais aos precos de cada partici-

pante?, é possivel distingiiir os comportamentos dos participantes.

2Conforme anélises feitas no Capitulo 4.
3E importante que nao se altere a ordem dos participantes com relacdo ao seu lance
no mercado
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Por exemplo: como jé foi dito, o preco final esperado para este mercado
era de 390. Porém, todos os produtores ficaram abaixo deste preco, e alguns
consumidores obtiveram pregos menores nas compras.

O tnico participante a ter prego final de 390 foi o consumidor Z, ja
que esse é 0 seu proprio preco e a sua parcela do lucro é a tnica nula, ja
que sua restricao de capacidade é a tinica com folga.

Também pode-se perceber que os produtores arcaram com os custos
do transporte. O produtor A pagou 8, B pagou 7, C pagou 10. O fato de
alguns consumidores terem conseguido precos ainda menores que 390, deve-
se a um excedente pago pelo transporte por parte dos produtores. Isso gerou

um excedente de 3 para o consumidor X e de 2 para o consumidor Y.

E importante notar que neste jogo, o padrao para se calcular o preco
final dos jogadores foi semelhante ao do modelo basico. O conjunto U, tinha
uma demanda maior que a oferta de U, (375 > 370) e portanto o prego base
foi o preco da menor oferta dos consumidores.

Este caso segue o mesmo padrao do jogo basico se for invertida a
relacao entre U, e U.. Seguindo a Tabela 5.1 trocando apenas a oferta de
A por 125 e a demanda de X por 120, leva ao resultado apresentado na
Tabela 5.5.

Produtor Consumidor
Id | Vendas | Retorno | P. Final || Id | Compras | Retorno | P. Final
A 125 17 377 X 120 28 382
B 100 8 378 Y 130 17 383
C 145 0 375 7 120 5 385

Tabela 5.5: Sumarizacao dos dados de produtores e consumidores.

Na Tabela 5.5 o que pode ser visto é que o preco base foi o preco
de C (375), que é o tnico jogador com folga na restricao de capacidade.
O custo do transporte passou a ser debitado do lucro dos consumidores, e
os produtores A e B passaram a captar o excedente retirado do lucro dos

consumidores.

A anélise deste jogo (e de sua variagao) serve para mostrar que quando
os coeficientes de transporte sao despreziveis e nao alteram os conjuntos U,
e U., o comportamento do mercado tem semelhanca com o mercado basico.

Principalmente no que diz respeito ao preco base.

JOGO 2 - Coeficientes de Transporte Altos: Neste exemplo os co-
eficientes de transporte serao menos uniformes e terao grandes discrepancias

entre si.
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Esta situacao é comum em mercados internacionais. Alguns paises
mantéem acordos de reducao de aliquotas de certos produtos, enquanto
com outros paises as mesmas aliquotas nao sofrem descontos. Isso gera
uma grande diferenca nos impostos e consequentemente no preco final do
produto.

As Tabelas 5.6 e 5.7 mostram os dados de entrada deste jogo:

Produtor Consumidor
Id | Oferta | Lance || Id | Demanda | Lance
A 120 360 X 125 410
B 100 360 Y 130 400
C 150 375 7 120 390

Tabela 5.6: Dados de Entrada dos Produtores e Consumidores.

‘ Coeficientes de Transporte ‘
Consumidores
Produtores | X | Y Z
A 5120 40
B 15| 2 2
C 10 | 2 20

Tabela 5.7: Matriz de custos de transporte entre produtores e consumidores.

Para as Tabelas 5.6 e 5.7 procurou ser mantido quase a mesma
entrada do jogo anterior, realizando mudancas apenas na capacidade do
consumidor X e nos coeficientes de transporte, que passaram a ter variacoes

bruscas e valores elevados.

Produtor Consumidor
Id | Vendas | Retorno | P. Final || Id | Compras | Retorno | P. Final
A 100 0 360 X 100 45 365
B 100 18 388 Y 130 23 377
C 130 0 375 7 100 0 390

Tabela 5.8: Sumarizacao dos dados de produtores e consumidores.

O resultados desse jogo, mostrados na Tabela 5.8 revelam alguns
comportamentos diferentes em relagao aos jogos anteriores. Dois produtores
(A e C) e um consumidor (Z) venderam apenas parte da sua capacidade
total, portanto seus precos finais permaneceram iguais aos iniciais.

O produtor B vendeu seu total para o consumidor Z e obteve um preco
final de 388. Seu preco final seria 390, mas do seu lucro foi descontado o

custo de transporte (de 2 unidades). O mesmo ocorreu com os consumidores
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X e Y: X comprou seu total de A e seu preco final foi o pregco de A
mais transporte (360+5), assim como o preco de Y foi o prego de C mais
transporte (375+2).

Os resultados apresentados por este jogo mostram que num mercado
em que o custo de transporte é consideravel e sofre muitas oscilacoes, a
determinacao do preco final nao pode mais ser feita seguindo o padrao do
modelo basico. Isto ocorre porque os conjuntos U, e U, nao podem mais ser
determinados da mesma maneira, ja que o custo de transporte praticamente
determina um preco diferente para cada par i, j de produtor e consumidor.

Esta situacao acaba sendo bastante semelhante a apresentada no
trabalho de Soriano et. al [12], onde é analisado o jogo de transporte. A
diferenca para o jogo aqui mostrado é que ele concentra num coeficiente b;;
o custo lj — ¢; — t;5.

A conclusao tirada é que a tnica garantia para produtores e consumi-
dores neste tipo de situagao é que: produtores nunca receberao menos do
que o preco pedido. E consumidores nunca pagarao mais do que o preco ofe-

recido. E isto é garantido na construgao do modelo, em sua fungao objetivo.

Como observagao final, nao é provado aqui que o conjunto de solugoes
duais sao as tunicas solugoes de nucleo existentes. No trabalho de Soriano
et. al [12], é visto que o conjunto de solucoes do niicleo contém solugoes que

nao estao no conjunto de solucoes 6timas do problema dual.

5.2
Jogo com Economia de Escala

Nesta secao sera apresentado o jogo associado ao modelo com econo-
mia de escala na oferta dos consumidores e o seu niticleo serd deduzido e
analisado. De maneira analoga ao que foi feito no capitulo 4, nesta secao
serd apresentado o modelo de programacao linear do jogo (sec. 5.2.1), em se-
guida é apresentado o ntcleo (sec. 5.2.2) e na segao 5.2.3 sdo feitas algumas

andalises.

5.2.1
O Jogo

Conforme explicado na se¢ao 2.3.2, a economia de escala no prego
oferecido pelo consumidor permite que este estabelega precos de acordo com

as quantidades compradas. Para isso cada consumidor define um vetor &’ de
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faizas de precos e um vetor I/ contendo um preco para cada faixa definida.

As matrizes B e L contém as faixas e os precos de todos os consumidores.

O jogo com economia de escala pode ser definido por uma tupla
(P,Q,p,q,¢c,L,B). O conjunto de jogadores N é P U @ e a funcao de

valoracao V que avalia o lucro de cada coalizao S C N.

Segue o modelo do jogo:

L(S): Maz Y ;= > (5-9)

JEQs i€ Pg
Sujeito a:
Z Ty < pi i € Ps
JE€Qs
Z Tij < g J € Qs
i€ Pg
’}/i:ZCi.CL’ij ’iGPS
JEQs
<Y Bay 405 J€Qs  k=1,...[V] (5-10)
iEPS

lf Preco do consumidor j para a faixa de preco k.

ﬁjk Coeficiente linear da reta. Na secao 2.3.2 é mostrado como se calcula

esse valor.

|t/| Dimensao do vetor ¥. E o ntimero de faixas de preco para o consumi-

dor j.

5.2.2
A Distribuicao do Lucro

Esta secao contém a distribuicao do lucro para o jogo com economia
de escala. Seguindo o mesmo raciocinio do modelo bésico, serao procuradas
solugoes que pertencam ao nucleo, com o intuito de que essas solucoes gerem

distribui¢oes que cumpram com os objetivos iniciais do mercado.

Novamente, sera introduzido o modelo dual, para se obter uma solugao
que pertence ao nucleo a partir das varidveis duais. Serda que visto que

também para este jogo, as variaveis duais definem uma solucao de nicleo.

Segue o modelo dual associado a este jogo:
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[b]

D(S): Min Zpiui + Z 45+ Z nyﬁf (5-11)

1€Ps JEQs JEQs k=1
Sujeito a:
o7
wit v ew — Y >0 iePs  jeQs (5-12)
k=1

u; > 0 1€ Pg

>0 J € Qs
W; 1 1 € Py
yr>1  jEQs  k=1,...|V|

Para este dual, uma mudanga importante com relacao ao dual basico.
A funcao objetivo (eq. 5-11) passa a ter as varidveis yf Como essas
variaveis sao relativas as restricoes de gasto dos consumidores, é natural
que a contribuicao dessas variaveis para o lucro seja distribuida entre os
consumidores.

Portanto, a distribuicao de lucro induzida pelas varidaveis duais seria:

cada produtor ¢ recebendo wu;p; e cada consumidor j recebendo v,g; +
k 3k

Zk Y; 6]‘ :
O teorema a seguir prova esta afirmacao. A prova segue a mesma linha

das anteriores.

Teorema 5.2 Sejam (P,Q,p,q,c, L, B) os parametros do modelo e V a
fungdo caracteristica que define o jogo. Seja (u*, v*, w*, y*) a solu¢do étima

para o problema dual D(N).

Entao, (Wip1,.. ., wipn;Vigi + Do Ui By, . U am + Dy vieBE) per-
tence ao nicleo do jogo C(V).

PRrROVA: A prova desse teorema ¢é bastante semelhante a dos Teore-

mas 4.1 e 5.1 e serd resumida aqui.

Se o problema L(S) tem solugao 6tima, sabe-se pelo Teorema da
Dualidade que o problema dual D(S) também a tem e o valor da fungao

objetivo ¢ igual. Portanto: V(S) = L(S) = D(S).

Além disso, estd claro que a solucdo do problema D(N),

* * vk xk 2k * xk 2k 4 3
(Wip1, - Wi Vi + Do YEBT - U gm + Do YiiBr), ¢ uma solucdo

factivel para o problema D(S). Portanto, por D(S) ser uma minimizagao:
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D(S) <> upi+ > (Wa+ Y "8
i€Pg J€Qs k
Portanto, a distribuigao (uip1, ..., uipe; vig + >, yi* By, . v gm +
S yik R ) pertence ao niicleo do jogo. O

m i m

5.2.3
Analises

Nesta secao é feita a andlise da distribuicao do lucro sugerida na
secao anterior. E observado se ela cumpre com os objetivos primordiais
do mercado. Além disso, é analisado o padrao de comportamento dessa

distribuicao dadas as variacoes do mercado.

JoGco 1 - Variacao da Oferta do Produtor: Este jogo apresenta 3
produtores e 3 consumidores com economia de escala no preco oferecido
pelos produtos. O teste visa capturar o comportamento do mercado a

alteracao da demanda de um dos produtores.

A Tabela 5.9 contém os parametros iniciais do jogo. Esta tabela segue
o mesmo padrao das anteriores, adicionando a informacao da economia de
escala. As faizas de preco no consumidor indica como é feita a compra.
Cada coluna das faizas de preco correspondem a uma coluna no lance. Por
exemplo, para o consumidor X, as primeiras 10 unidades ele compra a 100,

as 90 seguintes a 90 e as 500 seguintes a 78.

Produtor Consumidor
Id | Oferta | Lance || Id | Demanda | Faixas de Preco Lance
A 120 70 X 500 10 | 90 | 500 | 100 | 90 | 78
B | 310 74 Y 400 100 | 300 | - 90 | 82| -
C | 230 75 Z 500 50 | 250 | 300 | 100 | 85 | 70

Tabela 5.9: Dados de Entrada dos Produtores e Consumidores.

A partir desses dados, foram feitas 10 rodadas de testes acrescentando
100 unidades na oferta do produtor A a cada rodada. Os resultados para
estes testes estao nas tabelas 5.10 e 5.11.

A primeira observacao a ser feita sobre os resultados é que foi mantido
o comportamento de estabelecer um preco final tinico para produtores e
consumidores. Este comportamento foi visto no modelo béasico e nao se
manteve com a adi¢ao do custo de transporte.

Este modelo tem em comum com o modelo basico o fato de nao

haver diferenca de preco de um produtor para outros consumidores, situagao
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Rodada || Qt. Ofertadas Qt. Vendidas Precos Finais
A B | C A B C|A|B]|] C
120 | 310 | 230 || 120 | 310 | 230 || 82 | 82 | 82
220 | 310 | 230 || 220 | 310|230 || 82 | 82 | 82
320 | 310 | 230 || 320 | 310 | 230 | 78 | 78 | 78
420 | 310 | 230 || 420 | 310 | 230 | 78 | 78 | 78
520 | 310 | 230 || 520 | 310 | 230 | 78 | 78 | 78
620 | 310 | 230 || 620 | 310 | 230 | 78 | 78 | 78
720 | 310 | 230 || 720 | 310 | 170 || 75 |75 | 75
820 | 310 | 230 || 820 | 310 | 70 || 75|75 | 75
920 | 310 | 230 || 920 | 280 | O | 74| 74| -

1020 | 310 [ 230 || 1020 | 180 | O || 74 | 74| -

[S—
o © 00~ OOk W =Tk

Tabela 5.10: Resultados para os produtores no JOGo 1.

Rodada || Qt. Demandadas | Qt. Compradas || Precos Finais
# XY Z XY Z X, Y, Z
1 500 | 400 | 500 || 100 | 260 | 300 82
2 500 | 400 | 500 || 100 | 360 | 300 82
3 500 | 400 | 500 || 160 | 400 | 300 78
4 500 | 400 | 500 || 260 | 400 | 300 78
5 500 | 400 | 500 || 360 | 400 | 300 78
6 500 | 400 | 500 || 460 | 400 | 300 78
7 500 | 400 | 500 || 500 | 400 | 300 75
8 500 | 400 | 500 || 500 | 400 | 300 75
9 500 | 400 | 500 || 500 | 400 | 300 74
10 500 | 400 | 500 | 500 | 400 | 300 74

Tabela 5.11: Resultados para os consumidores no JOoGo 1.

possivel em um mercado com custo de transporte. Isto é, nao faz diferenga
para um produtor, o consumidor para o qual ele esta vendendo e vice-versa.
Com isso, o conceito dos conjuntos U, e U, permanece praticamente o mesmo
do modelo bésico, com pequenas alteragoes para se adequar ao sistema de

preco com economia de escala.

Logo no resultado da primeira rodada, ja pode ser notado um com-
portamento peculiar deste jogo. Todos os produtores vendem o total de sua
capacidade de produgao. Nenhum dos consumidores teve sua demanda total
suprida. Ainda assim, os consumidores receberam algum retorno do sistema
devido & contribuicao Y. 37, yi 0.

O consumidor X vendeu 100 unidades, 10 por 100 e 90 por 90. O
consumidor Y comprou 260 unidades, 100 a 90, 160 a 82. O consumidor Z
comprou 300 unidades, 50 a 100 e 250 a 85. Se ao invés de serem consideradas

as demandas totais, passarem a ser consideradas as faixas de preco, pode-
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se ver que apenas um consumidor nao vendeu o total de sua faixa: o
consumidor Y, que vendeu 160 de 300. O preco dessa faixa é 82, que é
o preco final estabelecido nessa rodada.

Interessante notar que apesar do consumidor Y ter comprado algumas
unidades a 90 e outras a 82, o sistema consolidou o preco de 82. Para
os outros consumidores o preco também foi fixado nesse valor, ja que o

Teorema 4.2 é valido neste caso.

A partir da 3% rodada, quando o consumidor Y supriu sua demanda,
os produtores passaram a vender para o consumidor X, na sua 3 faixa de
prego (78), e esse passa a ser o prego estabelecido até a 7* rodada, quando
o consumidor X supriu sua demanda total e o produtor C deixou de vender
o total de sua producao, portanto o preco passou a ser o preco oferecido

por C (75). Na 9% rodada, o produtor C saiu do mercado e o prego passou
a ser o de B (74).

A principal mudanca do comportamento desse jogo para o jogo bdsico
é que a determinacao do preco final nao depende mais exclusivamente das
capacidades de producao e consumo. As faixas de preco funcionam como
delimitadores de consumo e com isso passam a determinar o preco de

mercado.

5.3
Jogo com Muiltiplos Produtos

Esta secao contém o jogo associado ao modelo com multiplos produtos
no mercado. Seguindo o modelo das secoes anteriores, na secao 5.3.1 é
apresentado o jogo, na secao 5.3.2 é apresentado o seu ntucleo e na na

secao H.3.3 sao feitas algumas andlises sobre exemplos de jogos.

Em seguida é apresentado como restricoes de acoplamento pode alterar
esse jogo Restricoes de acoplamento sao aquelas que reinem mais de um
produto sob uma mesma restricao. Por exemplo, pode haver uma restri¢ao
de capacidade total de producao, ou uma restricao de total gasto pelos
consumidores.

Restrigoes desse tipo pode gerar a compra de produtos em quantida-
des fracionarias. Se o produto puder ser comercializado com quantidades
fracionarias, o modelo pode ser aplicado sem mudancas. Porém, se o mer-
cado estiver lidando com produtos indivisiveis (isto é, se o item s6 puder
ser comercializado a quantidades inteiras) ocorrem mudangas profundas de

como este modelo deve ser encarado.
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Na sec¢ao 5.3.4 é apresentado o jogo com uma restricao de acoplamento
e na secao 5.3.5 é feita uma analise das implicacoes da insercao desse tipo

de restricao com produtos indivisiveis ou nao.

5.3.1
O Jogo

O jogo com multiplos produtos é fundamentalmente o jogo basico
extendido para mais de um produto, acrescido de eventuais restricoes de

acoplamento sobre os produtos. Segue o modelo do jogo:

L(S): Max Z Z@/}f— Z va (5-13)

JEQs k=1 i€Pg k=1
Sujeito a:
szgpf 1€ Ps k=1,...,p (5_14)
JEQs
doaf<qf jeQs  k=1,....p (5-15)
1€ Pg
JEQs
¢j:ZZ?IZ’ J€Qs k=1,...,p (5-17)
i€Pg

x; >0  i€Ps  jEQs k=1...p
Todas as varidveis e parametros aparecem com um indice k (ex: xfj)
que indica o produto correspondente. A quantidade p representa o nimero

de produtos no mercado.

5.3.2
Distribuicao do Lucro

Nessa secao é apresentada a distribui¢ao do lucro para o modelo com
multiplos produtos. A organizacao segue os padroes anteriores: primeiro
¢é introduzido o problema dual e é apresentada a solucao induzida pelas

variaveis duais. Depois é provado que esta solucao pertence ao nticleo.

Segue o modelo dual:
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D(S): Min ) ipfuf%— > Zp:qfvf (5-18)

i€Ps k=1 JEQs k=1
Sujeito a:
uf + U;-“ + lft? >0 i € Pg jE Qs (5-19)
uf >0 i€ Pg
>0 jEQs
whk>1 i€ Py

th>1 JEQs

A mudanca em relacdo ao modelo basico esta apenas em considerar
os outros produtos, com isso a parcela dos produtores na fungao objetivo
passa a ser y_. ., uip; ¢ a dos consumidores é Y. 37, uipf. As restricoes
do problema permaneceram iguais, apenas foram multiplicadas pelo niimero

p de produtos.

O teorema a seguir mostra que a solucao induzida pelas variaveis duais

pertence ao nicleo deste jogo.

Teorema 5.3 Sejam (P,Q,p,q,c,l) os parametros do modelo e V a fungao
caracteristica que define o jogo. Seja (u*,v*,w* t*) a solugdio Jtima do
problema dual D(N).

4 P 14 14
~ *k_xk sk xk. sk xk xk xk
Entao, E Uy Py E Uy, Py s E V1qy .-, E U 9m, per-
k=1 k=1 k=1 k=1

tence ao nicleo do jogo C(V).

Prova:Como ja foi dito, este jogo com p produtos é equivalente a
p jogos bdsicos. E como nao ha qualquer ligacao entre as restricoes dos
diferentes produtos, os argumentos para provar o nucleo do jogo bdsico
seguem valendo neste caso.

Em suma, as restricoes do problema permanecem independentes,
portanto a solugao (>, wiFpi®, ... > wkprk S vk, 3, vikgrk) 6
sempre valida para o problema. Sendo o dual, um problema de minimizagao

é valido que:

V(S)=V(D(S) < D3 uwtpk+ 3 D wikh

i€Pg k JjEQs k

E o teorema é valido trivialmente. O
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5.3.3
Analises

Nesta secao sao feitas as andlises das caracteristicas desse jogo através

de comentérios sobre exemplos.

JoGo 1 - Variacoes Distintas para Cada Produto: Este exemplo mos-
tra como este jogo tem comportamento independente para cada produto, e
como ele se comporta como se fossem jogos bdsicos distintos.

Sao 2 produtos no mercado, cada um com lances, ofertas e demandas
distintos entre os jogadores. Foram feitas 10 rodadas variando 2 parametros

no jogo (um para cada produto):

- A capacidade de produc¢ao do primeiro produto para o produtor A foi

aumentada em 10 unidades por rodada.

- O lance do segundo produto para o consumidor Z foi diminuido em 2

unidades por rodada.

Seguem as tabelas com os dados:

( Produtores ‘

Id || Ofertas Lances

A || 150 | 80 | 370 | 180
B || 150 | 100 || 395 | 178
C | 120 | 60 || 390 | 190

Tabela 5.12: Dados de Entrada dos Produtores para o JOGo 1.

A Tabela 5.12 contém a entrada de dados dos produtores para o JOGO
1. As colunas Ofertas e Lances tem duas colunas, uma para cada produto

do leilao (esquerda para o produto 1, direita para o produto 2).

‘ Consumidores ‘

Id || Demandas Lances
Y || 220 | 120 || 400 | 200
Z || 230 | 100 || 410 | 197

Tabela 5.13: Dados de Entrada dos Produtores para o JOGO 1.

A Tabela 5.13 contém os dados de entrada do JOGO 1 para os

consumidores. Sua organizagao segue os padroes da Tabela 5.12.

A Tabela 5.14 apresenta os resultados do jogo para os produtores. Sao

apresentadas as Quantidades Vendidas e os Precos Finais. Cada produtor
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(A, B e C) tem duas colunas de resultados: a esquerda sao os dados do
produto 1 e a direita os dados do produto 2.

A Tabela 5.15 apresenta os dados dos consumidores e tem organizacao

semelhante.

{ Rodada H Quantidades Vendidas ” Precos Finais
# A B C A B C
1 150 | 80 || 150 | 100 || 120 | 40 || 400 | 190 || 400 | 190 || 400 | 190
2 160 | 80 || 150 | 100 || 120 | 40 || 400 | 190 || 400 | 190 || 400 | 190
3 170 | 80 || 150 | 100 || 120 | 40 || 400 | 190 || 400 | 190 || 400 | 190
4 180 | 80 || 150 | 100 || 120 | 40 || 400 | 190 || 400 | 190 || 400 | 190
5 190 | 80 || 140 | 100 || 120 | O || 395 | 189 || 395 | 189 || 395 | -
6 200 | 80 || 130 | 100 || 120 | O | 395 | 187 || 395 | 187 || 395 | -
7 210 | 80 || 120 | 100 || 120 | O | 395 | 185 || 395 | 185 || 395 | -
8 220 | 80 || 110 | 100 || 120 | O | 395 | 183 || 395 | 183 || 395 | -
9 230 | 80 || 100 | 100 || 120 | O | 395 | 181 || 395 | 181 || 395 | -
10 240 | 20 || 90 | 100 || 120 | O | 395 | 180 || 395 | 180 || 395 | -

Tabela 5.14: Resultados para os produtores no JOGo 1.

‘ Rodada H Quantidades Compradas H Precos Finais
# Y Z Y Z
1 190 | 120 || 230 100 400 | 190 || 400 | 190
2 200 | 120 || 230 100 400 | 190 || 400 | 190
3 210 | 120 || 230 100 400 | 190 || 400 | 190
4 220 | 120 || 230 100 400 | 190 || 400 | 190
5 220 | 120 || 230 60 395 | 189 || 395 | 189
6 220 | 120 || 230 60 395 | 187 || 395 | 187
7 220 | 120 || 230 60 395 | 185 || 395 | 185
8 220 | 120 || 230 60 395 | 183 || 395 | 183
9 220 | 120 || 230 60 395 | 181 || 395 | 181
10 220 | 120 || 230 0 395 | 180 || 395 | -

Tabela 5.15: Resultados para os consumidores no JOGo 1.

O que pode ser visto pelos resultados é que de fato as mudancgas
associadas a um produto nao interferem no outro. O mercado funciona como

2 leiloes independentes.

Para o primeiro produto houve apenas uma mudanca no preco, na 5%
rodada, quando cap(U,) passa a ser maior que cap(U.). Com isso, o preco
passa de 400 (preco de Y) para 395 (preco de B).

Para o segundo produto, até a 4* rodada cap(U,) > cap(U.), com isso
o prego vigente era o de C (190). A partir da 5* rodada a relagao entre as

capacidades se inverteu e o preco passou a ser determinado pelo prego de Z.
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O prego foi diminuindo a cada rodada (189 a 181) até que o consumidor Z

deixou de vender, e o preco passou a ser determinado pelo produtor A (180).

5.3.4
Restricoes de Acoplamento

Restrigoes de acoplamento sao aquelas que unem sob uma regra mais
de um produto do mercado. Nesta secao sera estudado o que muda no

comportamento do jogo a adicao de uma restricao deste tipo no mercado.

A restrigao adicionada é a mesma citada na secao 2.3.3: sera estabele-
cida uma quantia maxima a ser gasta no mercado. Ao modelo apresentado

na secao anterior basta adicionar este conjunto de restrigoes:

P
dowb <o, jeQs (5-20)
k=1

O modelo dual nao fica muito diferente. A fungao objetivo passa a ser:

P o
D(S): Min Z pruf + Z quvf + Z 2;0; (5-21)

i€Pgs k=1 JEQs k=1 JEQs

E a restricao 5-19 passa a ser:

uf + 05 +cfwy — It +152;, >0  iePs jeQs (5-22)
Onde z; ¢ a varidvel dual associada a restricao do j-ésimo consumidor.

Nao sera mostrado aqui, mas é razoavel considerar que para este
problema, a solucao induzida pelas variaveis duais seja uma solucao de
nucleo. Todos os argumentos para provar os teoremas anteriores perma-

necem validos.

5.3.5
Analises

Esta secao contém jogos semelhantes ao apresentado na secao 5.3.3,
porém contendo a restricao da quantia maxima a ser gasta. Um jogo contém

variaveis que continuas e o outros contém variaveis inteiras.
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Joco 1 - Jogo com Varidveis Continuas: Para este jogo as varidveis
k
]
disso, o limite de gastos imposto que nao é suficiente para que o consumidor

x7; (as mercadorias em questao) podem assumir valores ndo inteiros. Além

supra toda a sua demanda por produtos. E claro que se o limite de gasto
nao for atingido, o problema se torna equivalente a uma formulagao sem

essa restrigao.

Para esta analise é feita apenas uma rodada, pois ela sera suficiente

para mostrar as diferencas no comportamento deste jogo.

Seguem as tabelas de entrada de dados:

‘ Produtores ‘

Id || Ofertas Lances

A || 150 | 80 | 370 | 180
B || 150 | 100 || 395 | 178
C | 120 | 60 || 390 | 190

Tabela 5.16: Dados de Entrada dos Produtores para o JoGco 1.

A Tabela 5.16 estd organizada de maneira idéntica a da se¢ao anterior.

L Consumidores ‘

Id || Demandas Lances Limite
Y || 220 | 120 | 400 | 200 || 100000
Z || 230 | 100 || 410 | 197 || 105100

Tabela 5.17: Dados de Entrada dos Consumidores para o JOGO 1.

A Tabela 5.17 contém os dados de entrada do JOGO 1 para os
consumidores. Ela é praticamente idéntica a Tabela 5.13, com o acréscimo

da coluna referente ao Limite de gastos.

As Tabelas 5.18 e 5.19 contém os resultados para esta instancia do

problema.

‘ Produtores ]

Vendas Retornos || Precgos Finais

150 80 || 25| 9.723 | 395 | 189.973

147.512 | 100 || O | 11.792 || 395 | 189.973
120 0 5 - 395 -

QW

Tabela 5.18: Resultado dos Produtores para o JoGo 1.

Para a tabela 5.18, a coluna Vendas indica o total vendido pelo

produtor correspondente (a esquerda, produto 1 e a direita, produto 2), a
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coluna Retorno indica a parcela do lucro retornada ao produtor por unidade
de produto. A coluna Precos Finais mostram o preco final de uma unidade

do produto. O prego final considera o lance inicial e o retorno do sistema.

Nesta tabela ja foi possivel ver a maior conseqiiéncia da insercao de
uma restricao de acoplamento: a venda do produto 1 do produtor B nao
foi um numero inteiro. Isto ocorreu pelo fato da restricao de gasto maximo
nao ter permitido a compra de uma unidade inteira do produto, portanto

foi comprada uma fracao dele.

‘ Consumidores ‘

Id Compras Retorno 1 || Retorno 2 || Precos Finais
Y 190 120 | 0 | 7.707 1250 395 | 189.973
Z || 227512 | 60 | O 0 3845.121 || 395 | 189.973

Tabela 5.19: Resultado dos Consumidores para o JOGO 1.

Para a Tabela 5.19, a organizacao é semelhante a da 5.18. A diferenca
é que os Retornos estao divididos em 2 colunas. Isto acontece porque
para os consumidores, a fungao objetivo (ou, o retorno do sistema) tem

2 contribuicoes distintas:

k k . N . ~ .
-3 ; >_x 43V - associada as restrigoes de capacidade de consumo (Re-

torno 1).

~ >_; %t - associada as restrigoes de gasto maximo (Retorno 2).

As quantidades em Retorno 1 sao os retornos por unidade de produto,
enquanto em Retorno 2 sao os retornos absolutos dados pelo sistema.

A razao desta diferenga é que a contribuicao » | i 2;0; nao discrimina os
produtos. Portanto, nao se sabe a principio como esta quantia serd dividida

entre os produtos para formar o preco final da mercadoria.*

Para determinar o preco final, basta observar os produtores. Para eles
nao ha indefinicao. Seu preco final pode ser calculado normalmente ja que

sua parcela do lucro é bem definida para cada produto:
- > ik pFuk - associada as restrigdes de capacidade de producao.

Tendo o preco final determinado para os produtores, deve-se reparar
que o Teorema 4.2 é valido nessa situagao, portanto os precos finais sao

Unicos para todos os integrantes do mercado.

4Vale lembrar que para o consumidor isto nao faz diferenca ja que a quantia serd
creditada a ele de qualquer maneira. Porém, em certas ocasides pode ser necessario
calcular o pregco da mercadoria.
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Obviamente, com o preco final é possivel determinar que parte do
Retorno 2 vai para qual produto. Por exemplo, dos 1250 dados ao consumi-
dor X, 950 sao para o produto 1 (para levar o preco a 395) e 300 sao para
o produto 2 (levando o prego a 189.973).

JOGO 2 - Jogo com Varidveis Inteiras: Este jogo é idéntico ao anterior
a nao ser pelo fato das variaveis do modelo serem inteiras. Esta diferenca
¢ muito importante pois com variaveis inteiras o modelo passa a lidar com
itens indivisiveis.

A entrada do problema é igual a do jogo anterior (tab. 5.16 e 5.17). E

as solucgoes estao apresentadas nas Tabelas 5.20 e 5.21.

‘ Produtores ‘

Id | Vendas || Retornos || Pregos Finais
A || 150 | 80 |40 | 17 | 410 197
B || 147 | 100 O | 19 | 395 197
Cl120] 1 (10| O 400 190

Tabela 5.20: Resultado dos Produtores para o JOGO 2.

[ Consumidores
Id || Compras || Retorno 1 || Retorno 2 || Precos Finais
Y || 190 | 120 || ? ? ? ? ?
Z || 227 | 61 || 7 ? ? ? ?

Tabela 5.21: Resultado dos Consumidores para o JOGO 2.

Primeiramente esta solucao, apesar de ser a 6tima para o problema
inteiro, nao ¢ a solugao étima para a sua relaxacao linear. O valor da fungao
objetivo para este jogo foi de 12332, enquanto que para sua relaxacao linear
foi de 12332.68293.

Este fato traz uma conseqiiéncia imediata. A distribuicao do lucro
deixa de poder ser determinada pela solugao do problema dual. Primeira-
mente porque a solugao dual nao é mais necessariamente igual a primal
(premissa fundamental para as provas dos Teoremas de distribuigao de lu-
cro). Neste jogo, por exemplo existe um gap de integralidade, e portanto a
solucao étima primal é menor que a dual. Conseqiientemente a distribuicao
do lucro nao pode ser determinada pelas variaveis do problema dual, ja que
o lucro a ser dividido (£(.5)) é menor que o total determinado pela solugao
dual (D(5)). Isto explica os sinais de ‘?” nas colunas Retorno 1, Retorno 2 e
Preco Final, uma vez que esses valores nao puderam ser determinados para

este jogo.
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Sendo mais especifico, havendo gap de integralidade ja nao é certo de
que haja solucao de nicleo para o jogo. Para muitos problemas, é NP-
Completo verificar se o nucleo é vazio ou nao. Goemans e Skutella [13]
provaram que este é o caso para o problema Facility Location, e um

comportamento semelhante é esperado para o modelo em questao.

Como observagao final vale dizer que esta instancia pequena do EXEM-
PLO 2 levou praticamente 10 minutos para ser resolvida. Apesar do com-
putador utilizado® ser rdpido para os padrdes atuais, o método de resolucao
foi muito simplista. Foi feito um Branch é Bound para a determinacao do
valor das variaveis inteiras. Foram resolvidos aproximadamente 120000 pro-
blemas lineares (mostrando que o nimero de branches foi grande, mesmo
para uma instancia tao pequena).

Este fato vem comprovar a necessidade de métodos eficientes para se
resolver o problema inteiro. Estes métodos nao foram desenvolvidos neste

trabalho, mas sao um bom tema para trabalhos futuros.

SPC Athlon 1 GHz, 256 Mb.
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