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2
O Modelo

Neste capitulo é apresentado o modelo de mercado proposto na dis-
sertacao. Apesar de simples, esse modelo pode ser aplicado em diversas
situagoes, como sera mostrado ao longo da dissertagao. O modelo desenvol-
vido apresenta uma versao basica, mais simples e algumas extensoes para

reproduzir algumas situagoes existentes em mercados reais.

O modelo elaborado, por sua simplicidade, pode ser considerado um
modelo de leilao, que tem como regra bésica priorizar compradores que
oferecam os precos mais altos ou, visto pelo lado do vendedor, aquele que

oferecer seu produto pelo menor preco tem a prioridade.

O capitulo esta organizado da seguinte maneira. Na secao 2.1 é apre-
sentado o modelo geral do leilao proposto nesta dissertagao. Na secao 2.2
¢é apresentada uma versao linear para o leilao, isto é, todas as regras do
modelo serao representadas por fungoes lineares. Na secao 2.3 sao mostra-
das as extensoes feitas ao modelo basico. Na secao 2.5 sao mostrados alguns

exemplos numéricos para o mercado proposto.

2.1
Modelo Geral

O modelo geral proposto nesta dissertacao é um leilao “bi-lateral”,
onde compradores e vendedores dao seus lances. Para um comprador, o lance
significa o pre¢o maximo de compra. Para o vendedor, este lance representa
o preco minimo de venda.

Neste modelo geral, convencionou-se que pode ser vendida uma quan-
tidade arbitréria de um (e s6 um) tipo de mercadoria. A quantidade a ser
vendida, depende das capacidades de compra por parte dos consumidores, e
de produgao (ou estoque) por parte dos produtores. Essas capacidades sao

pré-definidas por cada participante como entrada do leilao.
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O objetivo bésico desse mercado é maximizar uma determinada fungao
de lucro L que serd funcao dos precos e quantidades compradas e vendidas

pelos participantes do mercado.

Formalizado o leilao tem-se: um conjunto P com n produtores, dois
vetores p e ¢ de dimensao n, contendo a quantidade oferecida por cada
produtor e o preco cobrado por unidade do produto. Um conjunto () com
m consumidores, dois vetores ¢ e [ de dimensao m com as demandas e pregos
oferecidos pelos consumidores. E um conjunto R de regras a serem seguidas

no leildo.

No restante do texto serao convencionado os termos produtores e con-
sumidores para os vendedores e compradores do leilao. Naturalmente, o
mercado nao se restringe a vendedores que efetivamente produzam suas
mercadorias. Esta terminologia serd utilizada apenas por motivos de sim-

plificacao.

Expressando matematicamente, tem-se:

Maz L(p,c,q,1)
Sujeito a:

R(p,c,q,1)

2.2
Modelo Basico Linear

Uma escolha légica para a funcao de lucro é que ela seja a diferenca en-
tre o que foi gasto pelos consumidores, pelo que foi ganho pelos produtores.
Além de ser a escolha mais natural, ela ainda apresenta a caracteristica de
ser uma funcao linear. Isto é importante pois permite o uso de resolvedores
de programacao linear para encontrar solugoes para instancias do modelo.

A tnica regra a ser imposta nesse modelo bésico, é a da limitacao das
compras e vendas de cada participante nao poder exceder suas capacidades

previamente declaradas (representadas pelos vetores p e q).
Algumas variaveis foram introduzidas ao modelo para que se pudesse

expressar a funcao do lucro e as regras. Estas sao:

x;; Elemento da matriz X de dimensao n x m. Representa a quantidade

vendida do produtor ¢ para o consumidor j.
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v; Elemento do vetor 7 de dimensao n. Representa o ganho total do

produtor .

¥; Elemento do vetor ¢ de dimensao m. Representa o gasto total do

consumidor j.

Com essas variaveis, o modelo pode ser escrito como se segue:

Maz Yy ;=) (2-1)
j=1 i=1

Sujeito a:
ZIUSPl z:l,,n (2—2)
j=1
dwy<q  j=1....m (2-3)
i=1
’Yz':zcixij izl,...,n (2—4)
j=1
wj:lefL'ij j:]_,...,m (2—5)
i=1
z;; >0 i=1,...,n j=1,...,m (2-6)

A equagao (2-1) é a funcao objetivo do modelo. Conforme dito
anteriormente, ela visa maximizar o lucro gerado por este mercado.

A inequagao (2-2) restringe as vendas de cada produtor i a sua
respectiva capacidade de produgdo p;, e a inequagao (2-3) restringe as
compras de cada consumidor j a sua capacidade de consumo g;.

As equacoes (2-4) e (2-5) apenas atribuem as varidveis 7; e 1; seus
valores corretos. v; é calculado com base nos pregos ¢; estipulados por cada
produtor ¢, e 1; ¢ calculado com base nos pregos [; estipulados por cada

consumidor j.

2.3
Extensoes

Esta secao é dedicada as extensoes feitas ao modelo basico. O objetivo
dessas extensoes é de adicionar ao modelo algumas caracteristicas que
existam em mercados reais. Posteriormente, sera mostrado que mesmo com

essas extensoes, as propriedades fundamentais do modelo permanecem.
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Esta segao estd dividida da seguinte forma. Na sec¢ao 2.3.1 é adicionado
o custo de transporte ao modelo. Na secao 2.3.2 é adicionada a economia
de escala no preco oferecido pelo consumidor. Na secao 2.3.3 é apresentado

o modelo para multiplos produtos.

2.3.1
Custo de Transporte

O custo de transporte associado a mercadoria é na verdade qualquer
custo associado a venda de um produto. Pode ser o custo de transportar a
mercadoria, ou pode ser algum imposto sobre o produto. Considera-se neste
modelo, o custo de transporte como uma func¢ao linear com a quantidade

vendida.

Para adicionar o custo de transporte ao modelo, basta definir a matriz
T n x m, onde t;; define o custo de transportar uma unidade do produto do
produtor ¢ para o consumidor j.

O custo de transporte pode ser adicionado no modelo diretamente na

funcao objetivo.

Maxzwj — Z%’ — Zztijﬂfij (2-7)
=1 i—1

i=1 j=1

A inserc¢ao do custo de transporte muda ligeiramente as caracteristicas
do leilao definidas na secao 2.2'. Nem sempre o consumidor com maior
oferta, ou o produtor com menores pregos serao escolhidos. O custo do
transporte, se nao for desprezivel frente ao preco da mercadoria, pode
representar um importante diferencial na determinagao de quem entra no

mercado.

2.3.2
Economia de Escala

A economia de escala no consumidor permite que cada consumidor
defina seus precos de acordo com faixas de quantias compradas. Essa pratica
¢ muito comum quando se compra mercadorias em grandes quantidades.
Quanto maior a quantidade, menor o preco o oferecido.

Para adicionar a economia de escala, é necessario que cada consumidor

j defina um vetor &’ de dimensao (3;, onde 3; é o nimeros de pontos de quebra

1O modelo da secdo 2.2 é um caso especial em que o custo de transporte é zero entre
os participantes do mercado.
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na funcao. Os [3; pontos de quebra definem (3; 41 faixas de prego. Os pregos
para cada faixa sao definidos nos vetores 7.

Com isso, as restricoes 2-5, que definem as quantidades gastas por
cada consumidor, devem ser modificadas para suportar diferentes precos
para diferentes quantias. Neste caso, uma simples linearizacao por partes
resolve o problema para este modelo, visto que sempre se desejarda o maior

preco possivel.

02

01

by by B

Figura 2.1: Economia de escala em 2 dimensoes.

A figura 2.1 ilustra em 2 dimensoes a composicao de retas para
expressar a funcao da economia de escala para um dos consumidores. Neste
exemplo com dois pontos de quebra estabelecidos (b; e by), sdo estabelecidas
trés faixas de prego (os coeficientes I3, 15 e [3). Os valores de 07 sao os

coeficientes lineares destas retas e sao calculados da seguinte maneira:

: . (2-9)
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233
Miuiltiplos Produtos

Este modelo permite considerar um leilao com multiplos produtos. As
vantagens de ter se ter essa possibilidade sao 6bvias. A maior delas é a
flexibilizacao do mercado.

Na pratica, um leilao com multiplos produtos pode ser considerado
como multiplos leiloes de um produto, salvo pelas chamadas restricoes de
acoplamento que possam vir a existir no leilao. Estas sao restrigoes que
envolvam mais de um tipo de produto. Alguns exemplos deste tipo de
restricao sao: restricoes orcamentarias para os consumidores, ou restricoes

de matéria prima no caso dos produtores.

Num leilao de p produtos, cada produtor ¢ devera definir um vetor p;
de dimensao p, contendo as k capacidades de producao. Deste modo, o vetor
p que definia as capacidades, passa a ser uma matriz P, onde o elemento p¥
é o preco do produtor ¢ para o produto k.

Mudancas anédlogas devem ser feitas ao vetor de pregos do produtor,

as demandas e precos dos consumidores e aos custos de transporte.

A equacao abaixo mostra a generalizacao da restricao de capacidade

de produgao para o modelo com multiplos produtos:

Como exemplo de restricao de acoplamento, suponha que o consu-
midor j tenha um limite total de gasto ;. Nitidamente, essa restricao ira
agir sobre todos os produtos, uma vez que os gastos com certos produtos,
influenciam na compra de outros.

Segue a equacao desta restricao:

P
k<o, j=1,....m (2-11)
k=1

2.4
Modelo Completo

Esta secao contém apenas a formulacao completa do modelo, juntando

todas as extensoes. Segue o modelo:
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n

m  p p
Maz > 0= -
i=1 k=1

j=1 k=1

n m p

k .k
ZZ%%
i=1 j=1 k=1

Sujeito a:

fojgpf i=1,....,n k=1,...,p

Zx”_ j=1....m k=1,...,p
”yf:Zcfxfj t=1,....n k=1,...,p
j=1

Uk <Zla%k+5a’f j=1,....om k=1,....,p a=1,...,5

A(z,,7)
;>0 i=1...n j=1,....m k=1...p

Onde, A(x,, ) representam o conjunto de restri¢oes de acoplamento.

2.5
Exemplos

Esta se¢ao contém dois exemplos de como o modelo efetua a compra e
venda de produtos entre os participantes do leilao. E visto como produtores
que oferecem seus produtos por um preco menor sao priorizados na venda,

bem como consumidores que oferecam maiores pregos.

EXEMPLO 1: Neste exemplo é resolvida uma instancia do modelo

bésico, sem as extensoes. Segue a entrada de dados para este modelo.

Produtores
Id | Oferta | Lance
A 125 375
B 100 380
C 150 385
D 100 395

Tabela 2.1: Dados de Entrada dos Produtores para o EXEMPLO 1.

A Tabela 2.1 contém os dados de entrada dos produtores. As colunas

determinam os parametros do problema e os dados de cada produtor esta


DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 0016036/CA


PUC-Rio - Certificacédo Digital N° 0016036/CA

Um Modelo para Determinagao de Pregos para Leiloes 12

nas linhas. A coluna Oferta representa a capacidade maxima de producao

e a coluna Lance representa o preco do produto.

Consumidores
Id | Demanda | Lance
W 140 405
X 150 400
Y 120 385
7 100 390

Tabela 2.2: Dados de Entrada dos Consumidores para o EXEMPLO 1.

A Tabela 2.2 contém os dados de entrada dos consumidores e tem
organizacao semelhante a anterior. A coluna Demanda representa a capa-
cidade méaxima de consumo. A coluna Lance representa o prego oferecido

pelo produto.

‘ Compra e Venda ‘
Consumidores
Produtores | W | X | Y | Z
A 12510 [0 O
B 15 |8 0| 0
C 0 [65]0 |85
D 0 0100

Tabela 2.3: Matriz de compras e vendas dos participantes do EXEMPLO 1

A Tabela 2.3 apresenta os resultados para este exemplo em forma de
uma matriz de compras e vendas. Nas linhas estao as quantias vendidas pelos

produtores e nas colunas as quantidades compradas pelos consumidores.

O valor da funcao objetivo para este problema foi de 7225. Sobre
este exemplo, é importante ressaltar o principio béasico deste modelo que
é o de maximizacao do lucro. Olhando para os dados de entrada, pode-
se facilmente organizar uma distribuicdo em que aumente as vendas do
mercado, porém este nao é o objetivo primordial do mercado.

Este comportamento é um dos fatores que estimula produtores a cobra-
rem menos e consumidores a pagarem mais. Pois com este comportamento,

eles estarao aumentando suas respectivas chances de participar do mercado.

EXEMPLO 2: Neste exemplo € resolvida uma instancia do modelo com
todas as suas extensoes. Segue a entrada de dados para este modelo.

A Tabela 2.4 contém os dados de entrada para os produtores. Esta
tabela segue o padrao do exemplo anterior, porém com dois produtos no

mercado.
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‘ Produtores ‘

Produto 1 Produto 2
Id || Oferta | Lance || Oferta | Lance
A 125 40 500 100
B 100 42 400 98
C 150 41 420 103

Tabela 2.4: Dados de Entrada dos Produtores para o EXEMPLO 2.

[ Consumidores
Produto 1 Produto 2
Id || Demanda | Lance | Demanda | Faixas de Preco Lance
Y 160 45 600 50 | 100 | 500 | 121 | 115 | 105
7 150 42 700 100 | 700 | - 120 | 105 | -

Tabela 2.5: Dados de Entrada dos Consumidores para o EXEMPLO 2.

A Tabela 2.5 contém os dados de entrada dos consumidores. Além da
mudanca de conter 2 produtos, para o produto 2 os consumidores utilizam
economia de escala nos precos. Com isso, sao definidas as faixas de preco e
os precos correspondentes para essas faixas. Por exemplo, o consumidor Y
compra os primeiros 50 produtos a 121, pelos 100 seguintes ele paga 115 e

para o restante paga 105.

‘ Coeficientes de Transporte ‘
Produto 1 Produto 2
Consumidores Consumidores
Produtores | X Y Produtores | X Y
A 5 6 A 2 2
B 9 3 B 3 1
C 8 10 C 1 1

Tabela 2.6: Matriz de custos de transporte entre produtores e consumidores.

A Tabela 2.6 apresenta as matrizes dos custos de transporte. As linhas
contém os dados por produtor e nas colunas estao os dados por consumidor.
Uma entrada (i,j) é o custo unitario de transporte do produtor i para o
consumidor j.

A Tabela 2.7 mostra os resultados desse jogo. A organizacao desta
tabela é semelhante a do jogo anterior, porém com informagcao para dois
produtos. O valor da funcao objetivo é de 9860. O modelo se comporta
exatamente como dois modelos dissociados, um para cada produto. O valor
da funcao objetivo para o problema com apenas o produto 1 é de 2260, e

apenas com o produto 2 é de 7600 (totalizando os 9860).
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‘ Compra e Venda ‘
Produto 1 Produto 2
Consumidores Consumidores
Produtores | X Y Produtores | X Y
A 75 50 A 200 300
B 0 100 B 0 400
C 85 0 C 400 0

Tabela 2.7: Matriz de compra e venda entre os participantes do EXEMPLO
2.

Além disso, é possivel ver que o custo de transporte pode ter grande
influéncia no mercado, dependendo de sua relevancia em relacao ao precgo
da mercadoria e da diferenga entre os pares (produtor, consumidor). Por
exemplo, o produtor C mesmo oferecendo prego menor em relacao a B
nao conseguiu vender seu total, pois suas altas taxas de transporte o

prejudicaram.

As analises feitas nesses exemplos sao superficiais e servem apenas para
apresentar instancias do modelo e suas solucoes. Analises mais aprofundadas
sao feitas mais a frente, nos capitulos 4 e 5, quando é apresentada também

a divisao do lucro para o modelo basico e suas extensoes.
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