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Resumo

Schlittler, João Gabriel; Craizer, Marcos; Valladao, Davi. Seleção
de carteiras de ativos financeiros via Data-driven Distri-
butionally Robust Optimization. Rio de Janeiro, 2018. 54p.
Dissertação de Mestrado – Departamento de Matemática, Pontifí-
cia Universidade Católica do Rio de Janeiro.

Otimização de portfólio tradicionalmente assume ter conhecimento da
distribuição de probabilidade dos retornos ou pelo menos algum dos seus
momentos. No entanto, é sabido que a distribuição de probabilidade dos re-
tornos muda com frequência ao longo do tempo, tornando difícil a utilização
prática de modelos puramente estatísticos, que confiam indubitavelmente
em uma distribuição estimada. Em contrapartida, otimização robusta con-
sidera um completo desconhecimento da distribuição dos retornos, e por
isto, buscam uma solução ótima para todas as realizações possíveis den-
tro de um conjunto de incerteza dos retornos. Mais recentemente na liter-
atura, técnicas de distributionally robust optimization permitem lidar com
a ambiguidade com relação à distribuição dos retornos. No entanto essas
técnicas dependem da construção do conjunto de ambiguidade, ou seja, dis-
tribuições de probabilidade a serem consideradas. Neste trabalho, propomos
a construção de conjuntos de ambiguidade poliédricos baseado somente em
uma amostra de retornos. Nestes conjuntos, as relações entre variáveis são
determinadas pelos dados de maneira não paramétrica, sendo assim livre
de possíveis erros de especificação de um modelo estocástico. Propomos um
algoritmo para construção do conjunto e, dado o conjunto, uma reformu-
lação computacionalmente tratável do problema de otimização de portfólio.
Experimentos numéricos mostram que uma melhor performance do modelo
em comparação com benchmarks selecionados.

Palavras-chave
Otimização Distributionally Robust; Probabilidade; Otimização

de Portfólio; Otimização sob Ambiguidade; Otimização sob Incerteza;
Otimização de Portfólio Sob Ambiguidade; Otimização Data-Driven.

DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 1512244/CA



Abstract

Schlittler, João Gabriel; Craizer, Marcos (Advisor); Valladao,
Davi (Co-Advisor). Portfolio selection via Data-driven Dis-
tributionally Robust Optimization. Rio de Janeiro, 2018. 54p.
Dissertação de Mestrado – Departamento de Matemática, Pontifí-
cia Universidade Católica do Rio de Janeiro.

Portfolio optimization traditionally assumes knowledge of the proba-
bility distribution of returns or at least some of its moments. However is well
known that the probability distribution of returns changes over time, mak-
ing difficult the use of purely statistic models which undoubtedly rely on
an estimated distribution. On the other hand robust optimization consider
a total lack of knowledge about the distribution of returns and therefore it
seeks an optimal solution for all the possible realizations wuthin a set of
uncertainties of the returns. More recently the literature shows that distri-
butionally robust optimization techniques allow us to deal with ambiguity
regarding the distribution of returns. However these methods depend on
the construction of the set of ambiguity, that is, all distribution of proba-
bility to be considered. This work proposes the construction of polyhedral
ambiguity sets based only on a sample of returns. In those sets, the re-
lations between variables are determined by the data in a non-parametric
way, being thus free of possible specification errors of a stochastic model.
We propose an algorithm for constructing the ambiguity set, and then a
computationally treatable reformulation of the portfolio optimization prob-
lem. Numerical experiments show that a better performance of the model
compared to selected benchmarks.

Keywords
Distrubutionally Robust Optimization; Probability; Portfolio Op-

timization; Optimization Under Ambiguity; Optimization Under Uncer-
tainty; Portfólio Optimization Under Ambiguity; Data-Driven Optimiza-
tion.
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1
Introdução

Durante décadas, o universo de estratégias de investimento foi ampla-
mente dividido em dois campos: estratégias fundamentalistas e quantitativas
(Quants). Os primeiros geralmente tomam decisões de investimento com base
em inúmeras métricas, como as demonstrações de lucros, setor de atuação,
análise macroeconômica, ou seja, nos fundamentos da empresa. Já os quants
estavam menos preocupados com estes fundamentos e mais interessados em
saber o que os dados históricos poderiam dizer sobre o movimento futuro dos
preços dos ativos. Neste caso, para uma estratégia ser bem-sucedida, ela precisa
ser capaz de captar as tendências dos preços dos ativos em seus estágios ini-
ciais, à medida que os computadores executam constantemente cenários para
localizar ineficiências antes que outros o façam. Apesar dos modelos serem ca-
pazes de analisar um grande grupo de investimentos simultaneamente, onde
analistas tradicionais podem olhar apenas alguns de cada vez, sua eficiência
depende essencialmente de dois componentes: a qualidade dos dados utilizados
e a base teórica do próprio modelo.

Com a evolução tecnológica, testemunhamos uma explosão na quantidade
disponível de dados que são rotineiramente coletados em tempo real em
diversos setores da economia, o que facilitou a utilização de um número
crescente de técnicas quantitativas, as quais, se tornaram muito difundida em
diversos setores, em especial na administração de investimento. Primeiramente
foi aplicada na gestão do risco proveniente de diferentes fontes, mas nos dias de
hoje, os modelos quantitativos são considerados imprescindíveis em todas as
principais áreas de gestão de investimentos, onde possui uma vasta e crescente
lista de aplicações, como modelos de precificação de opções, otimização de
portfólio para alocação de ativos, algoritmos autônomos para execução ordens,
et cetera.

Toda esta evolução teve como origem o artigo Portfolio Selection publi-
cado por Harry Markowitz [35], que foi um grande avanço em direção a gestão
quantitativa de carteiras, fornecendo as bases da teoria moderna de portfólio
como um problema matemático. Seu modelo, que é conhecido como otimiza-
ção de média-variância, fornece uma estrutura para construir portfólios, tendo
como base o valor esperado dos investimentos e o nível de aversão ao risco do

DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 1512244/CA



Capítulo 1. Introdução 11

investidor, que é quantificado pela variância. A grande contribuição desta teo-
ria foi a mudança do foco da análise de investimento, que na visão do modelo,
tinha como essência a seleção individual de ativos em direção ao conceito da
diversificação e o impacto de cada ativo nas características de risco e retorno
do portfólio.

Atualmente é de conhecimento comum que os retornos dos ativos não
são normalmente distribuídos e simétricos, logo, apenas o valor esperado
e a estrutura de covariância não descrevem completamente a distribuição
conjunta do retorno dos ativos, consequentemente muitos riscos e cenários
indesejados por gestores de portfólios não podem ser capturados apenas com
o valor esperado e a variância. Esta questão foi o estopim para que houvesse,
nas últimas décadas, uma “corrida” para o desenvolvimento de modelos que
melhor mensurassem o risco, com o intuito de aperfeiçoar sua administração
em portfólios financeiros. Dentre as medidas desenvolvidas, temos as medidas
de risco de downside, que possuem o objetivo de maximizar a probabilidade de
um portfólio gerar retornos acima de algum nível aceitável, também referido
como nível benchmark.

Em seu livro original [34], Markowitz propôs o uso da semivariância com o
intuito de corrigir o fato que a variância penaliza igualmente retornos positivos
e negativos. A semivariância [33], por exemplo foi uma tentativa de considerar
a assimetria das distribuições e caracterizar o risco apenas como os retornos
negativos. O Value ate Risk (VaR) [27], que é provavelmente a medida de
risco mais conhecida, está relacionado com os percentis de distribuições de
perdas, quantifica o valor da perda financeira máxima de um investimento
dado um período de tempo e nível de significância. Apesar do amplo uso
prático, havia uma falta de estudos que definissem quais características uma
medida de risco desejável precisaria ter [41]. Neste sentido, surgiu toda uma
corrente na literatura que discute, propõe e critica as propriedades teóricas
que determinada medida de risco deve cumprir. Com base nesta discussão
teórica, o uso indiscriminado do VaR passou a sofrer fortes crítica, devido a
suas deficiências, e com isto, [1] apresenta um conjunto de propriedades que
uma medida de risco deve possuir, definindo as medidas coerentes de risco.

O Conditional Value at Risk (CVaR) [40], [49] que é uma medida coerente
de risco, avalia a probabilidade, dado um certo nível de confiança, de haver uma
perda que exceda o VaR, passou a ser defendido como medida de risco a ser
utilizada. Matematicamente falando, o CVaR é derivado da média condicional
entre Value at Risk e as perdas que o excedem.

Diversos modelos de otimização apresentam parâmetros, que apesar de
não serem conhecidos ao certo, são utilizados como estimativas precisas, de
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Capítulo 1. Introdução 12

forma a possibilitar a resolução do problema. No entanto, na presença de
erros de estimação, a solução encontrada pode diferir substancialmente do real
solução ótima. Os erros de estimação na estratégia de portfólio ótimo pode
produzir pesos extremos para cada ativo, gerando grandes flutuações através
do tempo como também performances ruins fora da amostra. Por exemplo
[36] documenta a necessidade de uma longa série histórica de retorno para
obter uma estimativa precisa do retorno esperado. Em adição, [26] relata
que a estimativa da matriz de variância-covariância é mal comportada. [38]
mostra que a contribuição relativa do erro da matriz de covariância depende
principalmente do índice de Sharpe da carteira de mercado e da frequência de
amostragem dos dados históricos. Por esta razão, muitos autores propuseram
extensões do modelo média-variância [35] para reduzir erros de estimação, com
o intuito de melhorar a performance do modelo. Para maiores detalhes, ler [17],
[32].

Otimização robusta (RO) é uma área de estudo que visa tornar o modelo
matemático factível em relação às restrições do problema para um determinado
conjunto definido pela incerteza nos parâmetros, através da resolução de uma
contraparte robusta, a qual é dada através da seguinte restrição semi-infinita
(1.1). Dessa forma, há uma redução da dependência do resultado do modelo
aos parâmetros incertos.

v(x, r) ≥ γ ∀r ∈ C (1.1)

ou equivalente

inf
r∈C

v(x, r) ≥ γ (1.2)

onde C ⊂ Rd é o conjunto de incerteza dos retornos, r ∈ Rd é o vetor dos
retornos, x ∈ Rd é a variável de decisão, v : Rd × Rd → R a função objetivo,
convexa. A restrição (1.1) torna robusta a solução do problema de otimização,
ao requerer que a alocação x seja viável para todas as realizações do retornos
r ∈ C.

Os primeiros trabalhos deste tipo datam da década de 50, onde se
dedicavam na análise do pior caso e modelos maxmin (ou minmax), porém na
década de 70, ganhou força com o trabalho de [47], que considerou um modelo
determinístico de otimização linear viável para todos os elementos de um
conjunto convexo. Atualmente existem inúmeros trabalhos sobre otimização
robusta, como [4], [5], [6], [9], [19], [20].

O conceito de robustez está intrinsecamente atrelado a definição de um
conjunto de incerteza C, cuja geometria é fundamental para a tratabilidade
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Capítulo 1. Introdução 13

computacional do problema, e com isto, ser possível elaborarmos um problema
robusto (contraparte robusta), através de reformulações no problema original,
que gere soluções imunes a erros de estimação dos dados de entrada, tal que
cada solução no novo problema seja viável para todas realizações do modelo
original.

O trabalho [47] apresentou a ideia de utilizar a norma supremum para
representar o conjunto de possíveis valores para os parâmetros incertos. Neste
modelo é utilizado o nível máximo de proteção possível contra o pior caso e
assume-se que todos os parâmetros incertos realizarão simultaneamente o pior
resultado possível. A vantagem é que o método possui uma implementação
muito simples, porém ele gera um elevado grau de conservadorismo em suas
soluções. Para reduzir o conservadorismo desta representação, [6] propõe uma
estrutura geométrica elipsoidal para o conjunto de incerteza. A intuição deste
modelo se refere ao conceito de que a probabilidades de todos os parâmetros
assumirem ao mesmo tempo seus piores casos é muito baixa. A vantagem desta
proposta é a possibilidade de controlar o nível de conservadorismo através
do diâmetro do conjunto, a desvantagem está no aumento da complexidade
do problema. Na mesma linha de redução de conservadorismo, [9] propôs
uma representação poliédrica de fácil implementação, onde a ideia é ajustar
a robustez da solução em relação às preferências individuais e atitudes em
relação ao risco do tomador de decisão, através de um parâmetro ajustável Γ.

Apesar da simplicidade ao caracterizar incerteza através de conjuntos,
otimização robusta tem sido muito bem sucedida ao oferecer modelos compu-
tacionalmente tratáveis para uma ampla variedade de problemas complexos.
No entanto, nota-se que tipicamente as estruturas dos problemas de RO não
requerem nenhuma informação sobre a distribuição dos parâmetros do mo-
delo, e por isto, não exploram tais informações distribucionais que possam
estar disponíveis. Consequentemente, nestes casos, RO podem propor soluções
excessivamente conservadoras. Em uma linha diferente, otimização estocástica
explicitamente conta com informações sobre as distribuição de probabilidade
dos parâmetros, e as modela através de restrições esperança, na forma:

EP0 [v(x, r̃)] ≥ γ (1.3)

onde r̃ ∈ Rd é o vetor dos retornos aleatório, x ∈ Rd é a variável de decisão,
v : Rd × Rd → R a função objetivo, convexa e a esperança, que é tomada com
respeito a distribuição P0 de r̃. Contudo, as principais críticas ao modelo de
otimização estocástica são, que estes problemas podem demandar um alto
custo computacional, como também, na prática, raramente as informações
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Capítulo 1. Introdução 14

sobre a distribuição estão disponíveis. Além disto, há o fato de que a própria
distribuição de probabilidade está sujeita a incerteza, e com isto, tais modelos
podem levar a soluções enganosamente ótimas.

A incerteza em relação a distribuição levou muitos autores investigarem
portfólios sob informação ambígua em relação aos retornos dos ativos. Apesar
do grande esforço necessário para lidar com erros de estimativa, estratégias de
portfólio são incapazes de dominar consistentemente a carteira 1/N1. O tra-
balho [39] mostrou que a estratégia de investimento uniforme é racional para
investidores que lidam com um alto grau de ambiguidade em relação a distri-
buição de perda, para varias classes de medidas de risco. Também mostrou que
a decisão ótima converge para a estratégia 1/N quando aumenta a incerteza
em relação ao modelo probabilístico. [18] compara o desempenho de inúme-
ras estratégias de otimização de portfólio, tendo como benchmark a estratégia
1/N. Neste trabalho, analisaram o desempenho do modelo clássico de seleção
de carteiras de Markowitz, também algumas das suas principais extensões e
abordagens mais recentes baseadas nas crenças dos investidores sobre vários
modelos de precificação de ativos. Além disso, os autores incluem abordagens
que tentam minimizar a influência dos erros de estimação através da restri-
ção do percentual investido em cada ativo ou concentrando-se inteiramente
no portfólio de menor variância (mínimo de risco), ignorando totalmente os
ganhos/perdas esperadas. Os resultados mostram que a carteira 1/N supera a
maioria das outras estratégias envolvidas em termos de índice de Sharpe, equi-
valente certo e turnover2, e o benchmark não foi consistentemente superado
por nenhum dos modelos avaliados. Os autores explicam os resultados, afir-
mando que os erros na estimação dos parâmetros dos modelos de otimização
superam os ganhos das metodologias mais avançadas.

Distributionally robust optimization (DRO) é a metodologia que estuda
uma variante da restrição estocástica (1.3), onde a distribuição P0 é também
sujeita a incerteza, e cujo objetivo é achar o vetor de decisão que garante
a viabilidade da medida de valor do investidor para diferentes medidas de
probabilidade P. Mais precisamente:

EP[v(x, r̃)] ≥ γ ∀P ∈ P (1.4)
1Também conhecido como estratégia de investimento uniforme ou ingênua, é quando o

investidor divide sua riqueza uniformemente dentre todos os ativos disponíveis.
2No setor de investimentos, o turnover é definido como a porcentagem de uma carteira

que é vendida em um determinado mês ou ano. Uma alto índice de turnover gera maiores
custos de corretagem.
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Capítulo 1. Introdução 15

ou equivalente

inf
P∈P

EP[v(x, r̃)] ≥ γ (1.5)

Neste tipo de problema, o pior caso é tomado sobre o conjunto de
ambiguidade P , isto é, a família de distribuições que são caracterizadas através
de propriedades conhecidas em relação a distribuição P. DRO é estudada desde
os anos 50 com o trabalho [42], mas apenas após o surgimento de técnicas
modernos de otimização robusta que esta metodologia passou a receber maior
atenção [3], [9].

A principal característica da distributionally robust optimization está
no conjunto de ambiguidade P , pois este deve ser grande o suficiente para
incluir a real distribuição dos parâmetros aleatórios e, ao mesmo tempo,
suficientemente pequeno para excluir distribuições indesejadas que possam
gerar soluções extremamente conservadoras, enquanto preserva a tratabilidade
computacional, permitindo que o problema seja solucionado com algum solver
comercial. Por exemplo [16] considera problemas DRO sob ambiguidade tanto
na média quanto na covariância, e mostram como este tipo de problema pode
ser resolvido em tempo polinomial quando o suporte das incertezas é convexo
e compacto. [24] fornece uma formulação tratável quando DRO é aplicado
em uma classe de problemas de otimização estocástica de dois estágios. Mais
recentemente [53] fornece uma estrutura unificada para problemas DRO, onde
o conjunto de ambiguidade é construído através de restrições probabilísticas
e de momentos. Respeitando as condições de Slater, como também limitações
em relação ao conjunto suporte, os autores provêm uma reformulação tratável
do problema.

Este trabalho foca na construção do conjunto de ambiguidade P ,
baseando-se somente nos dados observados, sem a necessidade de estimação
ou especificação de qualquer parâmetro, tomando como base as condições de
regularidade do trabalho [53].

As contribuições deste trabalho são:

1. Propomos a construção de conjuntos de ambiguidade poliédricos baseado
somente em uma amostra de retornos. Nestes conjuntos, as relações entre
variáveis são determinadas pelos dados de maneira não paramétrica,
sendo assim livre de possíveis erros de especificação de um modelo
estocástico.

2. Apresentamos um algoritmo para construção do conjunto e, dado o
conjunto, uma reformulação computacionalmente tratável do problema
de otimização de portfólio.
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1.1
Revisão Bibliográfica

Distributionally robust optimization é uma poderosa metodologia de
modelagem, pois diferentemente da otimização robusta clássica e programação
estocástica, a contraparte distributionally robust (1.4) consegue explicitamente
capturar a aversão ao risco e ambiguidade. Sendo esta última, uma questão
extremamente relevante na teoria da decisão, pois existe o consenso que o
tomador decisão possui baixa tolerância à incerteza em relação à distribuição
P0, veja [23] e [22]. Logo, para estes agentes é racional decidir tendo em vista
a pior distribuição possível, dado as informações disponíveis.

Recentemente foi mostrado que, sob hipóteses específicas em relação ao
conjunto de ambiguidade P e a função objetivo v, a contraparte distributionally
robust (1.4) herda a capacidade computacional da contraparte robusta clássica
(1.1).

A história da distributionally robust optimization começou nos anos 50,
onde muitos pesquisadores dependiam da construção de hipóteses com a fina-
lidade de defender a elaboração de distribuições para o pior caso, que seriam
modeladas em classes de problemas bem estruturados. Por exemplo, [42] estu-
dou o problema do jornaleiro onde apenas a média e a variância da demanda
é conhecida, enquanto [54] deriva da reformulação tratável para programação
linear estocástica, onde somente o suporte e a média dos parâmetros aleatórios
estavam disponíveis. Restrições de esperança distributionally robust podem
eventualmente ser reduzidas em restrições esperança comuns, envolvendo dis-
tribuição de mistura, que é representável como uma combinação convexa de
somente alguns membros do conjunto de ambiguidade. Caso possamos determi-
nar explicitamente a distribuição da mistura, a restrição esperança subjacente
se torna suscetível à técnicas de amostragem de Monte Carlo, por exemplo
[31], [43] e [44].

Os trabalhos [25], [45] e [11] mostram que aproximações distributionally
robust dependem do resultado de dualidade para problemas de momentos.
[21] estudou problemas de distributionally robust optimization de quantis,
onde mais tarde, seus métodos foram estendidos para restrições probabilísticas
lineares e cônicas, onde apenas a média, matriz covariância e o suporte da
distribuição de probabilidade subjacente são especificados, veja [12], [13], [14]
e [55].

Os trabalhos [15] e [16] estudam reformulações robustas da forma (1.5),
sob a hipótese que o conjunto de ambiguidade especifica o suporte e o con-
junto de incerteza cônico para a média e a matriz covariância dos parâmetros
aleatórios. O autor também fornece uma uma metodologia para construção

DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 1512244/CA



Capítulo 1. Introdução 17

de conjuntos de ambiguidade através dos dados históricos, utilizando a desi-
gualdade de McDiarmid. [53] propõe uma estrutura conjuntos de ambiguidade
padronizados e condições de regularidade, sobre os quais problemas de distri-
butionally robust optimization são computacionalmente tratáveis. Programas
distributionally robust lineares de dois estágios com informação de momentos
de primeira e segunda ordem são investigados por [24]. Aproximações tratá-
veis para programas genéricos lineares distributionally robust de dois-estágios
ou multi-estágios, dos quais assumem termos conhecimento apenas do suporte,
média, matriz covariância e/ou desvios direcionais do problema de incerteza
dos parâmetros derivam dos trabalhos [24] e [30].

O conceito de distributionally robust em relação a violação das restrições
por famílias de conjuntos de ambiguidade paramétricos foi estendido por [2]. O
artigo [50] mostra como calcular a persistência das variáveis de decisão binárias,
isto é, a probabilidade destas variáveis assumirem o valor 1 em soluções ótimas.
Existe uma forte conexão entre otimização robusta clássica, distributionally
robust optimization e teoria sobre medida coerente de risco, veja [8], [37] e
[52].

Apesar dos grandes avanços em distributionally robust optimization,
ainda não foi desenvolvido uma estrutura unificada que permite modelar
este tipo de problemas, sendo similar ao que ocorria com otimização robusta
clássica, que em período anterior a publicação dos trabalhos [4] e [10] também
não possuía uma metodologia para reformular classes genéricas de contraparte
robustas.

1.1.1
Notação

Para representar conjuntos, utilizamos letras maiúsculas em negrito A
tal que A = ∂A ∪

o
A, onde ∂A é a fronteira do conjunto,

o

A seu interior
e ∂A ∩

o
A = ∅. Letras minúscula, tais como r representam elementos da

reta, enquanto letras minúsculas em negrito r representam matrizes, ri são
vetores coluna e r′ e r′

ì são as respectivas transpostas. Definimos r̃i como
vetores aleatórios e ΘN = {r̂1, r̂2, r̂3, . . . , r̂N} é a amostra com N retornos
observados, que foram extraídos de uma distribuição P desconhecida. Os
conjuntosM+(Rd) e P0(Rd) representam os espaços de medidas não negativas
e distribuição de probabilidade em Rd, respectivamente. Se P ∈ P0(Rd×Rk) é
a distribuição de probabilidade conjunta de dois vetores aleatórios r̃ ∈ Rd

ũ ∈ Rk, então ∏
r̃ P ∈ P0(Rd) denota a distribuição marginal de r̃ sobre

P. Estendemos a definição de conjuntos de ambiguidade P ⊆ P0(Rd × Rk),
estabelecendo ∏r̃P = ∪P∈P{

∏
r̃ P} para o cone próprio K, isto é, convexo,

DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 1512244/CA



Capítulo 1. Introdução 18

fechado e pointed3, a relação x �K y indica que x − y ∈ K. Denotamos por
Sd(Sd+) os cones de matrizes simétricas (positivas definidas) em Rd ×Rd. Para
K,J ∈ Sp, utilizamos K � J para abreviar K �Sp J .

A função indicadora de um subconjunto A de um conjunto X é a função
I{x∈A} : X→ {0, 1}, definida como

I{x∈A} :=

1 se x ∈ A
0 se x /∈ A

(1.6)

Sejam r, x ∈ Rd, b ∈ R+ e A ⊂ Rd.
A função d(r,x) =

√∑d
i=1(ri − xi)2 é a métrica euclidiana. Quando

dizemos que d(r,A) = b, é o mesmo que d(r,x) =
√∑d

i=1(ri − xi)2 = b ∀x ∈
A.

3Um cone K ⊆ RN é pointed se ele é não degenerado e a ∈ K, a 6= 0. implica que −a /∈ K.
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2
Base Teórica.

Distributionally robust optimization é um modelo para tomada de decisão
sob incerteza, onde o problema de incerteza dos dados é governado por uma
distribuição de probabilidade, a qual também está sujeita a incerteza. Para lidar
com este tipo de problema, assume-se que esta distribuição, que não conhecemos,
pertence à um conjunto de ambiguidade que possui todas as distribuições possíveis,
e que sejam compatíveis com as informações à priori do tomador de decisão.
Contudo, há de ter cuidado na escolha destes conjuntos, pois há a necessidade de
mantermos a tratabilidade computacional. O trabalho [53] foca na representação
de conjuntos de ambiguidade que são representados com restrições probabilísticas
e de momentos. Apesar de conceitualmente simples, os autores mostram que
estes conjuntos possibilitam a modelagem de indicadores estatísticos que ainda
não foram considerados na literatura de otimização robusta, como por exemplo,
momentos de alta ordem, medianas marginais, bem como medidas de dispersão
baseadas no desvio médio absoluto e na função perda de Huber, que são estudadas
em estatísticas robustas.

O artigo [53] propõe uma metodologia para DRO, com o intuito de desen-
volver uma forma canônica para este tipo de problemas, que sob certas condições
de regularidades conseguem resolver restrições do tipo (1.5) em tempo polinomial.
Em suma, as condições são respeitadas se a função restrição v é convexa e afim
por partes, tanto nas variáveis de decisão quando nos vetores aleatórios, como
também o conjunto de ambiguidade respeita a condição de aninhamento 1. Os
autores assumem que o conjunto de ambiguidade P em (1.4) é representável na
seguinte forma padrão:

P =


P ∈ P0(Rd × Rk) : P[(r̃, ũ) ∈ Ci] ∈ [pi, pi],

EP[Ar̃ + Bũ] = b,

∀i ∈ I

 (2.1)

onde P representa a distribuição de probabilidade conjunta do vetor aleatório
r̃ ∈ Rd, que aparece na função restrição (1.5), e algum vetor auxiliar ũ ∈ Rk.

1Tradução de condição Nesting.
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Assumem que A ∈ Rj×d, B ∈ Rj×k, b ∈ Rk e I = {1, 2, 3, . . . , I}, onde os
conjuntos Ci são definidos como

Ci = {(r,u) ∈ Rd × Rk : Cir + Diu �Ki
ci} (2.2)

com Ci ∈ RLi×d, D ∈ RLi×k, ci ∈ RLi e Ki é o cone adequado. Os autores
assumem que j ou k sejam iguais a zero, e neste caso ou a esperança do (2.1) é
nula ou o vetor ũ é ausente. Também assumem que p

i
, pi ∈ [0, 1] e p

i
≤ pi para

todo i ∈ I.
Requerem que o conjunto de ambiguidade P satisfaça as seguintes condições

de regularidade:
(C1) O conjunto CI é limitado e possui probabilidade um, isto é, p

I
= pI = 1

(C2) Existe uma distribuição de probabilidade P ∈ P tal que P[(r̃, ũ) ∈
Ci] ∈ (p

i
, pi), onde pi < pi para todo i ∈ I.

A condição (C1) garante que o conjunto de maior índice CI possui o suporte
do vetor aleatório (r̃, ũ). A segunda condição, também conhecida como condição
de Slater, estipula que existe uma medida de probabilidade P ∈ P que satisfaz a
desigualdade estrita p

i
< pi em (2.1), sempre que o intervalo for não degenerado.

Em relação a função restrição (1.5), requer que ela satisfaça a seguinte
condição:

(C3) A função restrição v(x, r) pode ser escrita da seguinte forma:

v(x, r) = max
l∈L

vl(x, r),

onde L = {1, . . . , L} e as funções vl : RN × Rd → R são da forma

vl(x, r) = sl(r)Tx + tl(r)

com sl(r) = Slr + sl, Sl ∈ RN×d e sl ∈ RN , tl(r) = tTl r + tl, tl ∈ R. Onde
v deve ser convexa e linear por partes tanto nas variáveis de decisão quanto nos
vetores aleatórios. A condição (C3) permitirá a utilização de técnicas de otimização
robusta na reformulação da restrição semi-infinita que surge da reformulação dual
da restrição (1.5). Contudo (C3) pode ser relaxada em inúmeras situações, veja
[53] para mais detalhes.

Em relação aos conjuntos Ci, ∀i ∈ I, assumimos que eles respeitam a
seguinte condição:

(N) Para todo i, i′ ∈ I, i 6= i′, temos Ci b Ci′ , Ci′ b Ci ou Ci ∩ Ci′ = ∅
A condição de aninhamento (N), que é ilustrada2 na figura 2.1, além de suficiente,
é necessária para tratabilidade da restrição (1.5), e sua violação torna os problemas

2Figura retirada do artigo [53].
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de otimização NP-hard, mesmo se o problema sem a restrição seja tratável. Con-
tudo, os autores apresentam uma alternativa para tratar conjuntos de ambiguidade
que violam a condição de aninhamento.

Figura 2.1: Ilustração da condição de aninhamento (N). Dentre os gráficos que
mostram diferentes arranjos dos conjuntos Ci, somente o primeiro à esquerda
respeita a condição (N), enquanto os demais violam. Fonte:[53]

Eles também apresentam inúmeros casos especiais do conjunto de ambigui-
dade (2.1), que através do teorema lifting, apresentado pelos autores, é possível
codificar as informações sobre certos momentos de alta ordem do vetor aleatório
r̃ como por exemplo:

• Exemplo 1: Média
Assuma que GEP0 [̃r] �K f , para um cone próprio K e G ∈ RM×d, f ∈ RM ,

e considere o seguinte exemplo para o conjunto de ambiguidade (2.1), o qual
abrange um vetor aleatório auxiliar ũ ∈ RM :

P =

P ∈ P0(Rd × RM) : P[Gr̃ �K ũ] = 1,

EP[ũ] = f


onde temos P0 ∈

∏
r̃P = {P ∈ P0(Rd) : GEP [̃r] �K f}.

• Exemplo 2: Variância
Estabeleça µ = EP0 [̃r] e assuma EP0 [(r̃− µ)(r̃− µ)T ] � Σ para Σ ∈ Sd+.

Considere o seguinte exemplo para o conjunto (2.1), o qual abrange uma matriz
auxiliar Ũ ∈ Rd×d:

P =


P ∈ P0(Rd × Rd×d) : EP[r̃] = µ,EP[Ũ] = Σ

P


 1 (r̃− µ)T

(r̃− µ) Ũ

 � 0

 = 1


onde temos P0 ∈ ∏

r̃P = {P ∈ P0(Rd) : EP [̃r] =
µ,EP0 [(r̃− µ)(r̃− µ)T ] � Σ}.

• Exemplo 3: Coeficiente de Variação
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Assuma que
√
EP0 [(fT z̃− fTµ)2]/fTµ ≤ V para f ∈ Rd, V ∈ R+ e

µ = EP0 [r̃], tal que fTµ >0. Considere o seguinte exemplo para o conjunto
de ambiguidade (2.1), o qual abrange um vetor aleatório auxiliar ũ ∈ R:

P =


P ∈ P0(Rd × R) : P[ũ ≥ (fT r̃− fTµ)2] = 1,

EP[r̃] = µ,

EP[ũ] = V(fTµ)2


onde temos
P0 ∈

∏
r̃P = {P ∈ P0(Rd) : EP [̃r] = µ,

√
EP0 [(fT z̃− fTµ)2]/fTµ ≤ V}.

• Informações de Momentos de Alta Ordem
Assuma que EP0 [fm/n(r̃)] ≤ σ para funções não negativas f : Rd → R+ com

epígrafe de representação cônica, enquanto m,n ∈ N com m > n. Considere o
seguinte exemplo para o conjunto de ambiguidade (2.1), o qual abrange um vetor
aleatório auxiliar ũi,j ∈ R+, i = 1, . . . , l, j = 1, . . . , 2l−i e ṽ ∈ R+.

P =



P ∈ P0(Rd × R2l

+) : EP[ṽ] = σ,

P


ũi,j ≤

√
ũi−1,2j−1ũi−1,2j

∀i = 1, . . . , l,

∀j = 1, . . . , 2l−i

f(r̃) ≤ ũl,1

 = 1


onde l = log2 m e ũ0,l = ũl,1 para j = 1, . . . , 2l − m;= ṽ para j =

2l−m+1, . . . , 2l−m+n;=1 caso contrário. Aplicando o teorema lifting, conclui-se
que o conjunto que ambiguidade satisfaz
P0 ∈

∏
r̃P = {P ∈ P0(Rd) : EP[fm/n(r̃)] ≤ σ}.

Para maior detalhamento em relação aos conjuntos de ambiguidade apresen-
tados, como também obtenção de mais exemplos, consulte do trabalho [53].

Em suma, esta metodologia requer a estimação de informações em relação
aos momentos da variável aleatória, o que pode ser um problema, caso não
tenhamos ao dispor informações suficientes para tal feito. Por isto, o propósito
deste trabalho é apresentar uma metodologia completamente data driven, a qual
será apresentada nos capítulos subsequentes, para tomada de decisão sob incerteza
e ambiguidade.
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3
Data-driven Portfolio Optimization Model - DPOM

3.1
Apresentação do Modelo

Considere um problema de alocação de portfólio sob ambiguidade. Seja
(Ω,F) um espaço mensurável e r̃ : Ω → Rd uma função F −mensurável que
representa o retorno aleatório dos d ativos.

max
x∈χ

{
min
P∈P

EP[v(x, r̃)]︸ ︷︷ ︸
(3.0)

}
(3.1)

onde,
P =

P ∈M+(Rd)
∣∣∣∣P(r̃ ∈ Ci) ∈ [pi, pi], ∀i ∈ F

, (3.2)

Ci ( R,∀i ∈ F\{0}, R ⊂ C0 e F = {0, 1, · · · , I}, onde o conjunto χ representa
as escolhas possíveis para o vetor de decisão. v : χ×R → R é a função payoff,
côncava, que depende tanto do vetor x ∈ Rd quanto das realizações de r̃ dos
parâmetros aleatórios. R é o suporte da variável aleatória r̃, isto é, o menor
conjunto R ⊂ Rd tal que P(r̃ ∈ R) = 1, P é o conjunto de ambiguidade, onde
P é a distribuição de probabilidade do vetor r̃, e p

i
, pi ∈ [0, 1] e p

i
≤ pi para

todo i ∈ F. {C}i∈F é uma família de conjuntos convexos, dos quais existe uma
vasta e crescente literatura que sugere diferentes meios para construí-los. Cada
uma destas formulações enfrentam trade-offs distintos, que geram vantagens e
desvantagens em relação a cada tipo de problema, com diferentes níveis de robus-
tez em relação a garantia de não violação das restrições, onde alguma formulação
irregular destes conjuntos pode gerar soluções excessivamente conservadoras ou
conduzir à intratabilidade do problema.

3.2
Metodologia para Construção de um Conjunto de Ambiguidade Polié-
drico: Uma Abordagem Data-Driven

Assumimos as condições (C1), (C2) e a condição de aninhamento (N) do
artigo [53] para garantir a tratabilidade do nosso problema, isto é, requeremos que
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o conjunto de ambiguidade P satisfaça as seguintes condições de regularidade,
onde:

(C1) O conjunto C0 é limitado e possui probabilidade um, isto é, p0 = p0 = 1
(C2) Existe uma distribuição de probabilidade P ∈ P tal que P(r̃ ∈ Ci) ∈

(p
i
, pi), onde pi < pi para todo i ∈ F\{0}.

Em relação aos conjuntos Ci, ∀i ∈ F, assumimos que eles respeitam a
seguinte condição:

(N) Para todo i, i′ ∈ F, i 6= i′, temos Ci b Ci′ , Ci′ b Ci ou Ci ∩ Ci′ = ∅
A primeira condição garante que o suporte do vetor aleatório r̃ esteja contido

no conjunto de incerteza de menor índice C0. A segunda condição estipula que
existe uma distribuição de probabilidade P ∈ P que satisfaz os limites estritos de
probabilidade em (3.2), sempre que o intervalo [pi, pi] for não degenerado.

Este trabalho propõe modelar a incerteza dentro do problema, ao restringir
que os parâmetros aleatórios pertençam ao conjunto de incerteza poliedral Ci,
∀i ∈ F, descritos na definição 3.1. Como também, sugerimos a utilização da
metodologia indicada na definição 3.4 para construção dos intervalos, descritos no
conjunto de ambiguidade 3.2.

Definição 3.1 Seja Ci o fecho convexo de Ai, ∀i ∈ F, onde {Ai}i∈F é uma
família de subconjuntos de Rd, e A0 é o conjunto de todos os retornos observados
dos ativos, e os Aj, ∀j ∈ F\{0}, são definidos da seguinte forma:

A0 = {r̂1, r̂2, r̂3, . . . , r̂N}

A1 = A0\(∂C0 ∩A0)

A2 = A1\(∂C1 ∩A1)
...

AI = AI−1\(∂CI−1 ∩AI−1).

Teorema 3.2 Seja {Ci}i∈F uma família de fechos convexos da Definição 3.1,
então:

CI b CI−1 b CI−2 b . . . b C0.

Demonstração. Primeiro mostraremos que (CI−1 ∩AI−1) 6= ∅.
Pela definição de fecho convexo, r ∈ AI−1 ⇒ r ∈ CI−1, então para qualquer
r ∈ AI−1 temos r ∈ ∂CI−1 ou r ∈

o

CI−1 e pelo fato do fecho convexo ser um
conjunto compacto, temos (CI−1 ∩AI−1) 6= ∅ ⇒ AI ⊂ AI−1 ⇒ CI ⊂ CI−1.
Para provar que CI b CI−1 basta mostrar que (AI ∩ ∂CI−1) = ∅.
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Se ∃r ∈ AI tal que d(r, ∂CI−1) = 0 ⇒ r ∈ (∂CI−1 ∩ AI−1), mas como AI =
AI−1\(∂CI−1 ∩AI−1) então r /∈ AI . Logo se CI−1 não está compactamente
contido em CI então (AI ∩ ∂CI) 6= ∅, logo CI−1 b CI .

�

Figura 3.1: Família de Fechos Convexos

Família de conjuntos de incerteza construídos como na Definição 3.1.

Com isto, o teorema 3.2 garante (N) seja satisfeita.

Definição 3.3 Para construção dos intervalos [p
i
, pi] de (3.2), utilizamos a aproxi-

mação Normal, que é satisfeita para um N suficientemente grande1. Consideramos
p̂ a distribuição empírica, isto é

p̂i = 1
N

N∑
j=1

I{r̂j∈Ai} ∀i ∈ F (3.3)

Pelo Teorema Central do Limite temos que, para um tamanho de amostra
grande, podemos considerar que a proporção amostral p̂i possui aproximadamente
distribuição Normal com média pi e variância pi(1−pi)

N
. Desse modo segue que

p̂i ∼ N

pi, pi(1− pi)
N

 ∀i ∈ F

Como não conhecemos o parâmetro p, e pelo fato de N ser suficientemente
grande, podemos substituí-lo por p̂, com isto temos,

Z = p̂i − pi√
pi(1−pi)

N

∼ N (0, 1) ∀i ∈ F

1Assumimos que uma amostra de tamanho N é suficientemente grande se: Np ≥ 5
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Logo, considerando o mesmo procedimento, construímos o intervalo de
confiança com 100(1− α)% nível de significância para pi:

IC(1−α) =
[
p̂i − z(1−α/2)

√
p̂i(1− p̂i)

N
, p̂i + z(1−α/2)

√
p̂i(1− p̂i)

N

]
∀i ∈ F (3.4)

onde

p
i

= p̂i − z(1−α/2)

√
p̂i(1− p̂i)

N
e pi = p̂i + z(1−α/2)

√
p̂i(1− p̂i)

N
∀i ∈ F

Em relação a condição (C2), a metodologia de construção do intervalo de
confiança na definição 3.3 garante que ela seja satisfeita.

3.3
Reformulação do problema.
Teorema 3.4 O problema de alocação de portfólio (3.1) pode ser escrito da
seguinte forma:

max
x∈χ,λ,κ

∑
i∈F

(p
i
λi − piκi)

s.a.

v(x, r̃)−
∑
i∈F

I{r∈Ci}(λi − κi) ≥ 0 ∀r ∈ C0

λi, κi ≥ 0

onde I é a função indicadora.
Demonstração. Reescrevemos o problema de minimização (3.0), que esta dentro
de do problema (3.1) da seguinte forma:

min
P∈M+

∫
C0
v(x, r̃)dP (3.5)

s.a.∫
C0
I{r∈Ci}dP ≥ p

i
∀i ∈ F∫

C0
I{r∈Ci}dP ≤ pi ∀i ∈ F

O Lagrangiano do problema (3.5) problema é:
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L(P,κ,λ) =
∫

C0
v(x, r̃)dP−

∫
C0

∑
i∈F

[
λi(I{r∈Ci} − pi)

]
dP

+
∫

C0

∑
i∈F

[
κi(I{r∈Ci} − pi)

]
dP

=
∫

C0
v(x, r̃)dP−

∫
C0

∑
i∈F

[
I{r∈Ci}(λi − κi)

]
dP

+
∫

C0

∑
i∈F

(λipi − κipi)dP

=
∫

C0

[
v(x, r̃)−

∑
i∈F

I{r∈Ci}(λi − κi)
]
dP +

∑
i∈F

(λipi − κipi).

Logo,

max
λ,κ

{
min
P∈M+

L(P,κ,λ)
}

= max
λ,κ

{
min
P∈M+

∫
C0

[
v(x, r̃)−

∑
i∈F

I{r∈Ci}(λi − κi)
]
dP +

∑
i∈F

(λipi − κipi)
}
.

Note que

min
P∈M+

∫
C0
v(x, r̃)−

∑
i∈F

I{r∈Ci}(λi − κi)dP =
 0, se

∫
C0
v(x, r̃)−∑i∈F I{r∈Ci}(λi − κi)dP ≥ 0

−∞, caso contrário
(3.6)

Dado que (C1) é respeitado, temos que toda medida possível dentro deste
problema é naturalmente identificada como uma medida de probabilidade P ∈ P ,
cujo suporte está em C0. Na maximização de minP∈M+ L(P,κ,λ), precisamos
apenas considerar os valores de λ,κ dos quais (3.6) é diferente de −∞. Então,
segue pelo teorema da dualidade forte [45], que é aplicável devido à condição
(C2), também conhecida como condição de qualificação de Slater [48], que o
problema dual de (3.5) possui a mesma solução ótima que o problema primal
(3.0). Logo, o dual do problema de momentos é
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max
λ,κ

∑
i∈F

(λipi − κipi)

s.a.

v(x, r̃)−
∑
i∈F

I{r∈Ci}(λi − κi) ≥ 0 ∀r ∈ C0

λi, κi ≥ 0

Com isto, podemos reescrever o problema (3.1):

max
x∈χ

{
max

λ,κ

∑
i∈F

(λipi − κipi)

s.a.

v(x, r̃)−
∑
i∈F

I{r∈Ci}(λi − κi) ≥ 0, λi, κi ≥ 0
}

∀r ∈ C0

que é equivalente à

max
x∈χ,λ,κ

∑
i∈F

(λipi − κipi) (3.7)

s.a.

v(x, r)−
∑
i∈F

I{r∈Ci}(λi − κi) ≥ 0 ∀r ∈ C0 (3.8)

λi, κi ≥ 0

� ’

3.4
Tratabilidade

A ideia de uma contraparte robusta está relacionada ao tratamento compu-
tacional de um problema robusto, algo que ainda não é possível em relação ao
problema (3.7) por causa da existência da função indicadora na da restrição (3.8).

Para facilitar nossa notação, assumimos as definições dos conjuntos de índices
proposto pelo trabalho [53], isto é, denotamos A (i) = {i} ∪ {i′ ∈ F : Ci b Ci′}
(Ascendentes), e D(i) = {i′ ∈ F : Ci′ b Ci} (Descendentes).
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Figura 3.2: Conjuntos ascendentes e descendentes do conjunto de incerteza C2
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Na figura da esquerda mostra os conjuntos descendentes do conjunto de
incerteza C2 enquanto o da direita os conjuntos ascendentes.

Devido a condição (N), é possível particionar o suporte C0 em I conjuntos
disjuntos não vazios Ci = Ci\ ∪i′∈D(i) Ci′ , onde i ∈ F e D(i) denota o conjunto
de índices de subconjuntos estritos de Ci.

Figura 3.3: Conjuntos Ci gerados com o particionamento do suporte C0
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Família de conjuntos gerados com a metodologia apresentada de
particionamento do suporte C2.

Logo, a restrição (3.8) do problema (3.7) é equivalente ao seguinte conjunto

DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 1512244/CA



Capítulo 3. Data-driven Portfolio Optimization Model - DPOM 30

de restrições:

v(x, r)−
∑

i′∈A (i)
(λi′ − κi′) ≥ 0 ∀r ∈ Ci, ∀i ∈ F (3.9)

como a desigualdade acima é válida para todo r ∈ Ci, para todo i ∈ F, temos que
(3.9) é equivalente a

min
r∈Ci

{
v(x, r)

}
≥

∑
i′∈A (i)

(λi′ − κi′) ∀i ∈ F

A expressão dentro da minimização herda a concavidade da função v, e por isto
a solução ótima do problema é atingida nos vértices do conjunto poliedral Ci,
que devido a condição (N), coincide com os vértices do conjunto Ci, que são
equivalentes ao pontos extremos de Ai. Com isto, temos

min
r∈Ai

{
v(x, r)

}
≥

∑
i′∈A (i)

(λi′ − κi′) ∀i ∈ F

Assim, o problema (3.1) é equivalente a:

max
x∈χ,λ,κ

∑
i∈F

(λipi − κipi) (3.10)

s.a

v(x, r)−
∑

i′∈A (i)
(λi′ − κi′) ≥ 0 ∀r ∈ Ai,∀i ∈ F (3.11)

λi, κi ≥ 0

Logo, o problema (3.10) é tratável com Solvers comerciais.

3.5
Hipóteses

Neste trabalho, desenvolvemos um problema de seleção de portfólio onde
o tomador de decisão deve selecionar a estratégia antes de observar os valores
assumidos pelos parâmetros aleatórios. Seja r̃t o retorno dos ativos no período t, o
qual é uma variável aleatória, EP[v(x, r̃t) | ΘN ] é o retorno esperado do portfólio
com base nas informações obtidas na amostra de tamanho s, representada por
ΘN . Consideramos que o modelo realiza alocações diariamente, e para cada t, a
figura 3.4 mostra a estrutura de estimação das variáveis e a implementação do
modelo.
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Figura 3.4: Diagrama de estimação e período implementação do modelo

Consideramos que as decisões de alocação são feitas no início do período
t, tendo como base as informações obtidas através da amostra de realizações
observadas ΘN = {r̂t−1, r̂t−2, . . . , r̂t−N}, no início do período t+ 1, a alocação é
desfeita.

Chamamos de ChullN , cada estratégia do DPOM quando utilizamos uma
amostra de tamanho N para implementação do nosso modelo.
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4
Aplicação do Modelo

4.1
Estudo de Caso

Nesta seção, demostraremos como a nossa metodologia de construção de
conjuntos de incerteza pode ser utilizada em um problema de otimização de
portfólio. Esta classe de problemas são extremamente desafiadores, pois estamos
interessados em maximizar o retorno do portfólio em um período, com base apenas
nas informações obtidas através da amostra das realizações observadas do retornos
dos ativos que irão compor este portfólio. Seja o problema de maximização de
portfólio:

max
xt

{
min
P∈P

EP [̃r′

txt]
}

(4.1)

s.a.

xt ∈ χ

(4.2)

Assumimos que a função v(xt, r̃t) = r̃′
txt, o conjunto das escolhas possíveis

para o vetor de decisão é definido por χ = {xt ∈ Rd
+|
∑d
i=1 xi,t = 1}, o

vetor dos retornos dos ativos é representado por r̃′
t = [r̃t,1, r̃t,2, . . . , r̃t,d] e x′

t =
[xt,1, xt,2, . . . , xt,d] é o vetor de variáveis de decisão, onde cada xt,i corresponde ao
parcela da riqueza que será alocada no ativo i no início do dia t, e d é o número
total de ativos disponíveis.

Assumimos que o conjunto poliedral que descreve a incerteza é construído,
usando a definição 3.1, tendo como base as informações disponíveis na amostra
ΘN antes que a otimização robusta seja implementada.

4.2
Experimento Numérico

Avaliamos a estrutura do nosso modelo de otimização usando dados diários
do Industry Portfólios com 2 ativos, em um horizonte de 20 anos (20/03/1998
até 29/03/2018), totalizando 5040 observações, extraídas da base de dados do
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Kenneth French[29]. A carteira com 2 ativos foi extraída aleatoriamente da carteira
com 5 ativos e os dados da série histórica do índice SP500 e Down Jones foram
extraído do site Yahoo! Finance[46].

Seja o dia inicial t0, consideramos que as decisões de alocação
são realizadas diariamente, e comparamos o desempenho do algorítimo,
assumindo diferentes amostras de retornos observados ΘN onde N =
{5, 10, 15, 30, 50, 100, 252, 350, 400, 450, 500, 600}, que foram escolhidos arbi-
trariamente.

Implementamos o algorítimo de otimização de portfólio sem considerar os
custos de transação. Foi utilizado o solver Xpress[51] para resolver os problemas
de otimização, como também a linguagem de programação Julia[28] e JuMP1 para
formular o algorítimo utilizado na solução computacional.

Como benchmark2, utilizamos as estratégias de gestão passiva, onde o
portfólio é completamente investido no índice SP500, como também a estratégia
naive3 1/d, que investe a mesma fração do portfólio em cada um dos d ativos
disponíveis em cada data de rebalanceamento. Existe uma vasta literatura que
apresenta a superioridade da estratégia naive, pois esta consistentemente gera
performances superiores à grande parte dos modelos de alocação de portfólio, ver
[7] e [18]. Para analisar os resultados obtidos por cada estratégia, consideramos a
métrica de retorno acumulado dado por

RT =
T∏
t=1

(1 + r̂t)− 1 (4.3)

onde r̂t é o retorno observado do portfólio no tempo t, e como métricas de
performance, utilizamos o índice de Sharpe4(ISp) do portfólio

ISp = rp − rf
σp

(4.4)

onde rp = (1 + RT ) 252
T − 1, que é retorno efetivo anualizado do portfólio, σp é o

desvio padrão5 dos retornos anuais do portfólio, rf 6 é a taxa livre de risco ao ano.
1Julia for Mathematical Optimization, que é um domínio específico para modelagem

matemática, embutido dentro da programação Julia.
2Estratégia Benchmark é a referência contra a qual o desempenho da nossa estratégia

será comparada.
3Naive (ingênua), pois o tomador de decisão não utiliza algum modelo mais elaborado de

alocação, apenas aloca igualmente em cada um dos ativos disponíveis, independentemente
do risco de cada ativo.

4O IS é uma medida de performance que foi desenvolvido pelo economista, laureado pelo
Prêmio Nóbel de Economia, Willian F. Sharpe, que mensura o retorno médio em excesso,
relativo à taxa livre de risco, por unidade de volatilidade.

5Calculamos o desvio padrão dos retorno gerados em uma janela rolante de 252 dias úteis,
deslocando a janela a cada um dia útil.

6Utilizamos a taxa anual do título do tesouro americano de 1 mês. A taxa foi extraída
da carteira Fama/French 3 Factors [Daily], na aba U.S. Research Returns Data.
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Também calculamos o máximo drawdown (MDDT ) da carteira, o qual podemos
visualizar mais facilmente na Figura 4.1.

MDDT = min
τ∈[0,T ]

{
min
t∈[0,τ ]

[
0, Rτ

Rt

− 1
]}

(4.5)

onde MDDT corresponde a maior perda percentual do portfólio investido em um
determinado período.

Figura 4.1: Máximo Draw Down

O MDD é a distância entre o maior pico e o menor vale subsequente dado
um período específico.

Avaliamos o desempenho do portfólios ótimos contra as estratégias bench-
mark, realizando um backtest dos modelos ChullN , do investimento passivo do
índice SP500 e da estratégia naive da carteira 1/d. Basicamente simulamos as
diferentes estratégias nos dados históricos e avaliamos como os modelos se com-
portaram.

A tabela 4.1 apresenta o resultado comparativo para diferentes amostras ΘN

para um período de 20 anos. Na segunda coluna estão os retornos acumulados por
cada carteira em todo período analisado, na terceira coluna os retornos anualizados,
a quarta coluna mostra o desvio padrão dos retornos anuais e a última coluna
mostra o tempo computacional, em segundos, utilizados para definir a estratégia
à cada dia.
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Tabela 4.1: Tabela comparativa da estratégia ChullN , com 2 ativos, para
diferentes especificações. Amostra entre 20/03/1998 e 29/03/2018, totalizando
5040 observações.

Notamos na tabela 4.1 que sete das carteiras que utilizaram a estratégia pro-
posta apresentaram retorno acumulado superior aos respectivos benchmarks, em
especial a Chull10, que teve o melhor desempenho dentre todas as carteiras. Po-
rém, percebemos uma maior variação no desempenho das carteiras que utilizaram
tamanhos de amostras ΘN menores, onde inicialmente identificou-se a tendência
de redução no desempenho, ao passo que aumentamos o tamanho da amostra.
Logo em seguida percebemos não somente uma retomada no ganho de perfor-
mance na carteira Chull350, mas também nota-se que o desempenho das demais
carteiras oscilam em níveis muito próximos. Quando levamos em consideração o
Índice de Sharpe e o máximo drawdown, a carteira Chull400 foi a que apresentou
a melhor relação entre o risco e retorno dentre as demais carteiras.

A Figura 4.2 mostra gráfico da evolução da performance acumulada de todas
as estratégias Chull contra a carteira 1/d e o índice SP500.
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Figura 4.2: Evolução da performance Acumulada (%) de cada uma das carteiras
com 2 ativos contra os respectivos Benchmarks entre 20 de março de 1998 e
29 de março de 2018.

As estratégias Chull10, Chull350 e Chull400 foram as que apresentaram
performances mais consistentes em relação à todas as outras. No entanto, a
primeira foi a única que foi estocasticamente dominante em relação a carteira
1/d durante o período analisado, enquanto a segunda acumulou performance
superior até 2018, porém durante o período de crise gerou perdas que a fez
empatar com a carteira 1/d. Em 2009, a Chull350 iniciou uma rápida recuperação
que possibilitou uma retorno acumulado aproximadamente 11.5% maior que o
benchmark. A terceira carteira manteve até o final de 2011 um comportamento
muito próximo da estratégia 1/d e, a partir deste ano, melhorou sua performance,
descolando a diferença do desempenho até o final do período analisado.

As carteiras Chull15, Chull30, Chull450, Chull500 e Chull600 se comporta-
ram muito próximos a carteira 1/d em praticamente todo o período observado, e
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tal comportamento, foi ainda mais parecido entre os anos de 2007 e 2008, período
que deflagrou a crise do subprime.

Durante os primeiros três anos do período analisado, o índice SP500 foi
superior a todas as estratégias, porém o índice permaneceu de lado7 por quase 12
anos, tornado a estratégia passiva a pior entre todas.

A Figura 4.3 mostra a relação entre risco e retorno oferecido pela estratégia
sugeridas por este trabalho. O eixo vertical é retorno diário médio dos dias que
a estratégia proposta foi implementada e no eixo horizontal, a volatilidade8 dos
retornos diários dos portfólios.

Figura 4.3: Relação entre Risco e Retorno das estratégias entre 20 de março
de 1998 e 29 de março de 2018.
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Notamos uma boa relação entre o risco e o retorno das estratégias Chull
em relação aos benchmarks. Apesar das carteiras Chull30, Chull50, Chull100

e Chull252 terem gerado retornos acumulados inferiores a carteira 1/d, elas
compensam com um risco, representado pela volatilidade diária, significativamente
menor que o benchmark. Contudo as estratégias Chull10, Chull15, Chull350,
Chull400, Chull450, Chull500, Chull600 apresentaram as relação risco x retorno
mais atrativas em comparação a carteira igualitária, pois geraram uma rentabilidade
superior com o mesmo nível de volatilidade. Em relação a análise da Figura 4.3,

7A expressão "O mercado está de de lado" significa que o preço das ações valorizam e
desvalorizam em pequenas proporções ao longo do tempo, fazendo com que o índice de ações
oscile dentro de um intervalo de preço por um longo período.

8Utilizamos o desvio padrão como métrica de risco, que é um dos mais usados em
aplicações.
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as carteiras Chull10 e Chull400 são as mais atrativas, e dependendo de qual fator
seja mais importante para o tomador e decisão, volatilidade ou rentabilidade média,
qualquer uma das duas estratégias pode ser considerada a melhor, e com isto, uma
opção mais vantajosa que a carteira 1/d. A estratégia passiva, que investe no índice
SP500 resultou tanto no menor rendimento quando no maior risco.

Para checar a qualidade do nosso modelo em diferentes períodos em relação
a amostra, consideramos que o investidor mantenha a estratégia por diferentes
intervalos de tempo. A Figura 4.4 mostra o Trailing dos retornos da nossa estratégia
que melhor performou na amostra analisada (Chull10) para vários intervalos de
tempo junto com o da carteira 1/d. O trailing das outras carteiras estão no
apêndice. O trailing9 dos retornos exibe praticamente e mesma frequência de
rendimentos positivos que o benchmark, alem disso observamos que a nossa
estratégia aumenta este comportamento quando ampliamos o intervalo de tempo
de manutenção considerado.

Figura 4.4: Trailing de retornos do modelo Chull10 e da carteira 1/d para vários
intervalos (6 meses, 1 aqnos, 2 anos e 3 anos), amostra de 5040 observações
diários entre os dias 20 de março de 1998 e 29 de março de 2018
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9Retorno observado de uma ativo em um determinado período de tempo.
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Na Figura 4.4, notamos que as duas estratégias possuem uma correlação
significativa entre elas, pois ambas as carteiras apresentam retornos positivos e
negativos simultaneamente em praticamente todos os períodos, e quando uma car-
teira apresenta um resultado mais extremo, a outra também apresenta. Contudo,
nota-se que o modelo Chull10 gerou, na maiorias das vezes, resultados positivos
maiores e negativos menores, que a carteira 1/d. Este fato pode ser melhor verifi-
cado na Tabela A.2, que mostra a proporção de dias em que cada estratégia gerou
um retorno superior a carteira 1/d. Nesta tabela, verificamos que todas as estra-
tégias Chull geraram na maioria dos dias retornos inferiores a carteira igualitária,
indicando que as carteiras mais rentáveis "perdem" por pouco, mas "ganham" por
uma diferença mais relevante.

Na Tabela 4.2, podemos observar o resultado exposto na figura 4.4 de
uma outra perspectiva, pois mostra a proporção de retornos positivos e negativos
observados nas janelas rolantes e períodos analisados no trailing da figura 4.4, para
todas as carteiras.

Tabela 4.2: Proporção (%) dos retornos positivos e negativos observados de
cada estratégia com 2 ativos, em diferentes intervalos de tempo do traling em
relação a amostra que 20 de março de 1998 e 29 de março de 2018.

Apesar da estratégia Chull10 possuir a maior rentabilidade acumulada, a
carteira esteve entre as piores em relação a proporção de retornos positivos em
todas as janelas de tempo observadas. Somente na análise de intervalos de um
ano, que todas as estratégias Chull perderam simultaneamente para a carteira
1/d. Dentre todas as estratégias, a Chull400 foi a mais competitiva, superando
o benchmark em praticamente todos os cenários, seguida pela Chull15 que
performou muito próximo da carteira 1/d. Porem, ao analisarmos o ganho de
performance, isto é, o aumento na proporção do número de períodos com retornos
positivos em cada intervalo de tempo analisado do traling, as estratégias Chull
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com N = {5, 10, 15, 350} foram as únicas que obtiveram ganho de performance à
cada aumento de intervalo. A carteira Chull350 foi a que gerou o maior aumento
na proporção de retorno positivos, num total de 19.19% entre os períodos de 6
meses e 3 anos, seguido pelas carteiras Chull5 e Chull500, que melhoraram em
13.85% e 13.70% respectivamente.

As informações obtidas até o momento indicam que apesar da estratégia
proposta gerar uma maior frequência de perdas que a carteira 1/d, as carteiras
tendem a compensar com rendimentos de maior magnitude, fato que permitiu
grande parte das carteiras superarem o benchmark. Para analisarmos mais deta-
lhadamente este fato, a Tabela 4.3 mostra a proporção de dias, dentre os 5040
observados, que as estratégias geraram retornos positivos (primeira coluna), como
também a proporção de dias que as carteiras realizaram retornos maiores que a
carteira igualitária e o índice SP500.

Tabela 4.3: Tabela com a proporção de dias que as estratégias geraram
rendimentos positivos e a proporção de dias que superaram as carteira 1/d
e o índice SP500 em relação ao retorno gerado.

Notamos que todas as carteiras geraram proporções muito próximas de
dias com rendimentos positivos, com uma diferença entre a maior e menor
de aproximadamente 1.17% entre elas. Comparando o resultado diário de cada
carteira, todas as estratégias Chull, inclusive as que tiveram maior retorno
acumulado, obtiveram uma maior frequência de dias com retornos inferiores que
os gerados pelos benchmarks, exceto a Chull10 com o SP500.

Em seguida mostraremos como se comportaram algumas das carteira com
2 ativos em relação a ao percentual da riqueza total investido em cada um dos
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ativos disponíveis. O ativo 2 foi o que apresentou maior volatilidade, como também
rendimento no período analisado.

Figura 4.5: Alocação percentual em relação a riqueza total das carteiras Chull5,
Chull10, Chull100, Chull252, Chull500 e Chull600 com 2 ativos, ao longo do
tempo, entre os dias 20 de março 1998 e 29 de março de 2018.
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Na Figura 4.5 mostra que o modelo apresenta um comportamento cada vez
mais passivo em relação a alocação da riqueza, isto é, efetua um número cada
vez menor de mudanças no percentual da riqueza alocado em cada ativo, quando
aumentamos a janela de tempo observada para elaboração das estratégias. Além
disto, também apresenta uma preferência pelo ativo com maior volatilidade.

Para investigar como o nosso modelo se comporta durante o processo de
tomada decisão em diferentes condições do mercado, a figura 4.6 mostra a
dispersão do retorno dos ativos em diferentes condições de mercado, sendo eles
um período de crise (setembro, outubro de novembro de 2008) e um período
de não crise (setembro, outubro e novembro de 2017). A figura também mostra
os conjuntos de incerteza dos parâmetros, que foram construídos com os dados
observados em cada período, e os intervalos de confiança, definido em (2.4). Nesta
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figura estão os retornos diários dos ativos da carteira Industry Portfólio com dois
ativos.

Figura 4.6: Gráfico de dispersão do retorno dos ativos arriscados, seus respec-
tivos conjuntos de incerteza e intervalos de confiança: Portfólio Industry com
2 ativos em diferentes condições de mercado.
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Notamos na Figura 4.6 a ocorrência de retornos extremos durante o período
de crise, o que gera conjuntos de incerteza dos parâmetros aleatórios bem
maiores que os formados em períodos fora de crise. O formato dos conjuntos
no período de não crise sugere uma baixa correlação dos retornos, indicando
que a formação do preço de cada ativos é uma função dos fatores de risco do
mercado10, mas principalmente de fatores de risco específicos11 de cada empresa.
Já o formato do conjunto no período de crise fornece evidências da convergência da
correlação dos retornos para um, onde todos os ativos se desvalorizam/valorizam
concomitantemente, sugerindo que os fatores de mercado têm maior relevância na
formação do preço dos ativos.

Para investigarmos um pouco mais o comportamento exibido na Figura
4.6, também construímos os fechos convexos de outra carteira com dois ativos
arriscados, que investe nos índices Down Jones e SP500, para os períodos de crise
e não crise, apresentado na Figura 4.7.

10São características da economia como um todo, que afetam todos os participantes do
mercado, como colapso do sistema financeiro, grandes variações na taxa de juros e câmbio,
etc.

11São características específicas da empresa, como setor de atuação, fatores operacionais,
qualidade da governança corporativa, entre outros, que afetam a avaliação da empresa pelos
agentes financeiros e consequentemente o preço da ação.
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Figura 4.7: Gráfico de dispersão do retorno da carteira de 2 ativos, formada
com os índices SP500 e Down Jones, seus respectivos conjuntos de incerteza.

Notamos uma correlação ainda maior entre os dois índices, pois no período de
crise o conjunto formado é ainda mais achatado, mostrando que os ativos assumem
praticamente os mesmos valores, enquanto no período de menor volatilidade (não
crise) é formado um conjunto com elementos distribuídos mais uniformemente em
torno do ponto com zero em todas as coordenadas.

Para termos uma avaliação mais minuciosa do desemprenho da nosso algorí-
timo, realizamos o backtest mais carteiras, porém com 5, 10, 17 e 30 ativos, que
foram elaboradas com os mesmos tamanhos de amostra Θ utilizados na elabora-
ção das carteira com 2 ativos e, comparamos o desemprenho gerado entre elas.
A figura 4.4 mostra a proporção total de dias que todas as carteiras a estratégia
proposta, com carteiras compostas com 2, 5, 10, 17 e 30 ativos, geraram retornos
positivos. No Apêndice colocamos tabelas com resultados mais detalhados de cada
carteira.
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Tabela 4.4: Tabela comparativa com a proporção de dias que houve retorno
positivo carteiras com 2, 5, 10, 17 e 30 ativos.

Não identificamos alguma mudança no comportamento das carteiras ao
analisar a Tabela 4.4. Praticamente não houve alteração nas proporções de dias
com retornos positivos ao passo que aumentamos o número de ativos, pois todas as
carteiras tiveram um comportamento muito similar, oscilando esta proporção em
cada alteração de tamanho da amostra ΘN que analisamos. A carteira Chull400 foi
a que gerou maior frequência, inclusive superando estratégia naive na maioria das
carteiras com diferentes números de ativos, sendo estas duas as únicas que tiveram
uma frequência média maior que 54%. Apesar do comportamento estático em
relação à proporção dos dias com rendimento positivo identificado na Tabela 4.4,
as Tabelas A.3 e A.4, mostram que o aumento para 5 ativos foi quanto o modelo
apresentou o maior aumento geral na performance de todas as carteiras, tanto
que a carteira 1/d gerou o segundo pior desempenho, ficando à frente somente
da Chull5. Em relação a variação do número de ativos, reparamos, ao passo que
aumentamos o tamanho das carteiras, um ganho de performance nas estratégias
ChullN elaboradas com amostas ΘN maiores e perda de performance nas carteiras
com amostras menores. Em especial, temos Chull500, que foi a carteira mais
consistente, tendo em vista todas as métricas utilizadas.

Logo em seguida, apresentamos uma tabela comparativa com o desvip padrão
dos retornos diários de cada uma das carteiras analisadas.

DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 1512244/CA



Capítulo 4. Aplicação do Modelo 45

Tabela 4.5: Tabela comparativa da volatilidade dos retornos diários das car-
teiras com 2, 5, 10, 17 e 30 ativos.

Podemos perceber na Tabela 4.5 uma diminuição do risco diário da carteira,
mensurado através da sua volatilidade, quando aumentamos o número de ativos,
dado que fixamos o o tamanho na amostra ΘN . O mesmo acontece quanto
fixarmos o número de ativos e aumentamos o N da amostra, exceto na carteira
com 1/d, que há uma aumento da volatilidade em carteiras com maiores números
de ativos.
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5
Conclusão

Este trabalho apresenta uma metodologia para construção de conjuntos de
incerteza poliedrais data-driven para modelo de distributionally robust optimization
de portfólio para um período, tendo como base os retornos observados dos ativos
disponíveis. Consideramos diferentes tamanhos de amostras para construção destes
conjuntos, de forma que descartamos o dado mais antigo e incluímos na amostra o
dado mais recente à cada período t que avançamos. Testamos o modelo sem
considerar os custos de transação, volume negociado dos ativos ou quaisquer
outras restrições, podendo gerar decisões de alocação completamente diferentes
da realidade, tanto em carteiras com tamanhos distintos quanto em diferentes
cenários econômicos. Não consideramos o ativo livre de risco como uma opção de
investimento, pois queríamos comparar diretamente a estratégia proposta com a
carteira igualitária. Também não permitimos venda à descoberto nem alavancagem
em relação ao patrimônio para termos um maior controle do risco que buscávamos
analisar.

Os resultados empíricos, mostram que no geral, o modelo é uma opção
superior ao benchmark, quando consideramos as carteiras com janelas mais longas
(amostra ΘN maior), enquanto as estratégias com janelas curtas performam
bem, apenas para carteiras com até 5 ativos, perdendo qualidade em dimensões
superiores. Identificamos nos mercados com 5 ativos o melhor desempenho geral
do modelo, pois neste cenário, aparentemente atingiu a melhor capacidade de
adaptação das diferentes condições de mercado que se realizam, permitindo tirar
maior proveito da dinâmica dos preços dos ativos. Em suma, o modelo foi capaz de
se proteger nos cenários com maior volatilidade, com isto, quando comparado com
os respectivos benchmarks, realizou perdas menores e ganhos maiores. Também
reconhecemos um padrão comportamental do modelo quando aumentamos o
número de ativos, onde as carteiras com janelas maiores obtiveram um ganho
de performance enquanto as com janelas menores perdem significativamente sua
qualidade.

Quando aumentamos a janela observada, o modelo passa adotar um padrão
mais passivo de alocação, isto é, faz poucas alterações nas alocações, o que geraria
um menor impacto no seu desempenho quando incluirmos, na análise, os custos
de transação, que pretendemos investigar em um próximo trabalho.
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Apêndice

Tabela A.1: Tabelas com o retorno diário médio das carteiras com 2, 5, 10, 17
e 30 ativos.

Tabela A.2: Tabelas com a proporção de dias em que cada uma das carteiras
Chull com 2, 5, 10, 17 e 30 ativos ganhou da carteira 1/d.

DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 1512244/CA



Apêndice A. Apêndice 53

Tabela A.3: Tabelas de performance das carteiras elaboradas com o DPOM
com 5 e 10 ativos.
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Tabela A.4: Tabelas de performance das carteiras elaboradas com o DPOM
com 17 e 30 ativos.
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