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Resumo

Schlittler, Joao Gabriel; Craizer, Marcos; Valladao, Davi. Selecao
de carteiras de ativos financeiros via Data-driven Distri-
butionally Robust Optimization. Rio de Janeiro, 2018. 54p.
Dissertagao de Mestrado — Departamento de Matematica, Pontifi-
cia Universidade Catoélica do Rio de Janeiro.

Otimizacao de portfélio tradicionalmente assume ter conhecimento da
distribuicao de probabilidade dos retornos ou pelo menos algum dos seus
momentos. No entanto, é sabido que a distribuicao de probabilidade dos re-
tornos muda com frequéncia ao longo do tempo, tornando dificil a utilizagao
pratica de modelos puramente estatisticos, que confiam indubitavelmente
em uma distribui¢do estimada. Em contrapartida, otimizacao robusta con-
sidera um completo desconhecimento da distribuicao dos retornos, e por
isto, buscam uma soluc¢ao O6tima para todas as realizagoes possiveis den-
tro de um conjunto de incerteza dos retornos. Mais recentemente na liter-
atura, técnicas de distributionally robust optimization permitem lidar com
a ambiguidade com relagao a distribuicado dos retornos. No entanto essas
técnicas dependem da construgao do conjunto de ambiguidade, ou seja, dis-
tribuigoes de probabilidade a serem consideradas. Neste trabalho, propomos
a construcao de conjuntos de ambiguidade poliédricos baseado somente em
uma amostra de retornos. Nestes conjuntos, as relagoes entre variaveis sao
determinadas pelos dados de maneira nao paramétrica, sendo assim livre
de possiveis erros de especificacdo de um modelo estocastico. Propomos um
algoritmo para construgao do conjunto e, dado o conjunto, uma reformu-
lacao computacionalmente tratavel do problema de otimizacao de portfélio.
Experimentos numéricos mostram que uma melhor performance do modelo

em comparacao com benchmarks selecionados.

Palavras-chave
Otimizacao Distributionally Robust; Probabilidade; Otimizacao
de Portfélio;  Otimizagdo sob Ambiguidade;  Otimizacao sob Incerteza;

Otimizacao de Portfélio Sob Ambiguidade;  Otimizacao Data-Driven.
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Abstract

Schlittler, Jodo Gabriel; Craizer, Marcos (Advisor); Valladao,
Davi (Co-Advisor). Portfolio selection via Data-driven Dis-
tributionally Robust Optimization. Rio de Janeiro, 2018. 54p.
Dissertacao de Mestrado — Departamento de Matematica, Pontifi-
cia Universidade Catoélica do Rio de Janeiro.

Portfolio optimization traditionally assumes knowledge of the proba-
bility distribution of returns or at least some of its moments. However is well
known that the probability distribution of returns changes over time, mak-
ing difficult the use of purely statistic models which undoubtedly rely on
an estimated distribution. On the other hand robust optimization consider
a total lack of knowledge about the distribution of returns and therefore it
seeks an optimal solution for all the possible realizations wuthin a set of
uncertainties of the returns. More recently the literature shows that distri-
butionally robust optimization techniques allow us to deal with ambiguity
regarding the distribution of returns. However these methods depend on
the construction of the set of ambiguity, that is, all distribution of proba-
bility to be considered. This work proposes the construction of polyhedral
ambiguity sets based only on a sample of returns. In those sets, the re-
lations between variables are determined by the data in a non-parametric
way, being thus free of possible specification errors of a stochastic model.
We propose an algorithm for constructing the ambiguity set, and then a
computationally treatable reformulation of the portfolio optimization prob-
lem. Numerical experiments show that a better performance of the model

compared to selected benchmarks.

Keywords

Distrubutionally Robust Optimization; Probability; Portfolio Op-
timization; Optimization Under Ambiguity; Optimization Under Uncer-
tainty;  Portfolio Optimization Under Ambiguity;  Data-Driven Optimiza-

tion.
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1
Introducao

Durante décadas, o universo de estratégias de investimento foi ampla-
mente dividido em dois campos: estratégias fundamentalistas e quantitativas
(Quants). Os primeiros geralmente tomam decisoes de investimento com base
em inumeras métricas, como as demonstracoes de lucros, setor de atuacao,
analise macroecondmica, ou seja, nos fundamentos da empresa. Ja os quants
estavam menos preocupados com estes fundamentos e mais interessados em
saber o que os dados histéricos poderiam dizer sobre o movimento futuro dos
precos dos ativos. Neste caso, para uma estratégia ser bem-sucedida, ela precisa
ser capaz de captar as tendéncias dos pregos dos ativos em seus estagios ini-
ciais, a medida que os computadores executam constantemente cenarios para
localizar ineficiéncias antes que outros o fagam. Apesar dos modelos serem ca-
pazes de analisar um grande grupo de investimentos simultaneamente, onde
analistas tradicionais podem olhar apenas alguns de cada vez, sua eficiéncia
depende essencialmente de dois componentes: a qualidade dos dados utilizados
e a base tedrica do proprio modelo.

Com a evolugao tecnoldgica, testemunhamos uma explosao na quantidade
disponivel de dados que sao rotineiramente coletados em tempo real em
diversos setores da economia, o que facilitou a utilizacdo de um nimero
crescente de técnicas quantitativas, as quais, se tornaram muito difundida em
diversos setores, em especial na administracao de investimento. Primeiramente
foi aplicada na gestao do risco proveniente de diferentes fontes, mas nos dias de
hoje, os modelos quantitativos sdo considerados imprescindiveis em todas as
principais areas de gestao de investimentos, onde possui uma vasta e crescente
lista de aplicagoes, como modelos de precificacdo de opgoes, otimizacao de
portfélio para alocacao de ativos, algoritmos autonomos para execugao ordens,
et cetera.

Toda esta evolucao teve como origem o artigo Portfolio Selection publi-
cado por Harry Markowitz [35], que foi um grande avango em dire¢ao a gestao
quantitativa de carteiras, fornecendo as bases da teoria moderna de portfélio
como um problema matemético. Seu modelo, que é conhecido como otimiza-
¢ao de média-variancia, fornece uma estrutura para construir portfélios, tendo

como base o valor esperado dos investimentos e o nivel de aversao ao risco do
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investidor, que é quantificado pela varidncia. A grande contribuicao desta teo-
ria foi a mudanca do foco da andlise de investimento, que na visao do modelo,
tinha como esséncia a selecao individual de ativos em dire¢do ao conceito da
diversificagao e o impacto de cada ativo nas caracteristicas de risco e retorno
do portfolio.

Atualmente é de conhecimento comum que os retornos dos ativos nao
sao normalmente distribuidos e simétricos, logo, apenas o valor esperado
e a estrutura de covariancia nao descrevem completamente a distribuicao
conjunta do retorno dos ativos, consequentemente muitos riscos e cenarios
indesejados por gestores de portfélios nao podem ser capturados apenas com
o valor esperado e a variancia. Esta questao foi o estopim para que houvesse,
nas ultimas décadas, uma “corrida” para o desenvolvimento de modelos que
melhor mensurassem o risco, com o intuito de aperfeigoar sua administracao
em portfélios financeiros. Dentre as medidas desenvolvidas, temos as medidas
de risco de downside, que possuem o objetivo de maximizar a probabilidade de
um portfélio gerar retornos acima de algum nivel aceitavel, também referido
como nivel benchmark.

Em seu livro original [34], Markowitz propds o uso da semivariancia com o
intuito de corrigir o fato que a varidncia penaliza igualmente retornos positivos
e negativos. A semivariancia [33], por exemplo foi uma tentativa de considerar
a assimetria das distribui¢oes e caracterizar o risco apenas como os retornos
negativos. O Value ate Risk (VaR) [27], que é provavelmente a medida de
risco mais conhecida, estd relacionado com os percentis de distribuigoes de
perdas, quantifica o valor da perda financeira maxima de um investimento
dado um periodo de tempo e nivel de significincia. Apesar do amplo uso
pratico, havia uma falta de estudos que definissem quais caracteristicas uma
medida de risco desejavel precisaria ter [41]. Neste sentido, surgiu toda uma
corrente na literatura que discute, propoe e critica as propriedades teodricas
que determinada medida de risco deve cumprir. Com base nesta discussao
tedrica, o uso indiscriminado do VaR passou a sofrer fortes critica, devido a
suas deficiéncias, e com isto, [1] apresenta um conjunto de propriedades que
uma medida de risco deve possuir, definindo as medidas coerentes de risco.

O Conditional Value at Risk (CVaR) [40], [49] que é uma medida coerente
de risco, avalia a probabilidade, dado um certo nivel de confianca, de haver uma
perda que exceda o VaR, passou a ser defendido como medida de risco a ser
utilizada. Matematicamente falando, o CVaR é derivado da média condicional
entre Value at Risk e as perdas que o excedem.

Diversos modelos de otimizacao apresentam parametros, que apesar de

nao serem conhecidos ao certo, sdo utilizados como estimativas precisas, de
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forma a possibilitar a resolucdo do problema. No entanto, na presenca de
erros de estimagao, a solugao encontrada pode diferir substancialmente do real
solugao 6tima. Os erros de estimacao na estratégia de portfélio 6timo pode
produzir pesos extremos para cada ativo, gerando grandes flutuagoes através
do tempo como também performances ruins fora da amostra. Por exemplo
[36] documenta a necessidade de uma longa série histérica de retorno para
obter uma estimativa precisa do retorno esperado. Em adigdo, [26] relata
que a estimativa da matriz de varidncia-covaridncia é mal comportada. [38]
mostra que a contribuicao relativa do erro da matriz de covariancia depende
principalmente do indice de Sharpe da carteira de mercado e da frequéncia de
amostragem dos dados histéricos. Por esta razao, muitos autores propuseram
extensoes do modelo média-varidncia [35] para reduzir erros de estimagao, com
o intuito de melhorar a performance do modelo. Para maiores detalhes, ler [17],
(32].

Otimizagao robusta (RO) é uma érea de estudo que visa tornar o modelo
matematico factivel em relagao as restrigoes do problema para um determinado
conjunto definido pela incerteza nos parametros, através da resolucao de uma
contraparte robusta, a qual é dada através da seguinte restricao semi-infinita
(1.1). Dessa forma, hd uma redugao da dependéncia do resultado do modelo

aos parametros incertos.

v(x,r) > VreC (1.1)
ou equivalente
i > .
infu(x,r) >y (1.2)

onde C C R?% é o conjunto de incerteza dos retornos, r € R? é o vetor dos
retornos, x € R? é a varidvel de decisdo, v: R? x R — R a funcdo objetivo,
convexa. A restri¢do (1.1) torna robusta a solugdo do problema de otimizagao,
ao requerer que a alocacao x seja viavel para todas as realizagoes do retornos
recC.

Os primeiros trabalhos deste tipo datam da década de 50, onde se
dedicavam na anédlise do pior caso e modelos maxmin (ou minmax), porém na
década de 70, ganhou forga com o trabalho de [47], que considerou um modelo
deterministico de otimizacao linear viavel para todos os elementos de um
conjunto convexo. Atualmente existem intimeros trabalhos sobre otimizacao
robusta, como [4], [5], [6], [9], [19], [20].

O conceito de robustez estd intrinsecamente atrelado a definigdo de um

conjunto de incerteza C, cuja geometria é fundamental para a tratabilidade
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computacional do problema, e com isto, ser possivel elaborarmos um problema
robusto (contraparte robusta), através de reformulagoes no problema original,
que gere solugdes imunes a erros de estimacao dos dados de entrada, tal que
cada solugao no novo problema seja viavel para todas realizagoes do modelo
original.

O trabalho [47] apresentou a ideia de utilizar a norma supremum para
representar o conjunto de possiveis valores para os parametros incertos. Neste
modelo é utilizado o nivel maximo de protecao possivel contra o pior caso e
assume-se que todos os parametros incertos realizarao simultaneamente o pior
resultado possivel. A vantagem é que o método possui uma implementacao
muito simples, porém ele gera um elevado grau de conservadorismo em suas
solugbes. Para reduzir o conservadorismo desta representacao, [6] propoe uma
estrutura geométrica elipsoidal para o conjunto de incerteza. A intuicdo deste
modelo se refere ao conceito de que a probabilidades de todos os parametros
assumirem ao mesmo tempo seus piores casos é muito baixa. A vantagem desta
proposta é a possibilidade de controlar o nivel de conservadorismo através
do didmetro do conjunto, a desvantagem estd no aumento da complexidade
do problema. Na mesma linha de reducdo de conservadorismo, [9] propds
uma representacao poliédrica de facil implementacdo, onde a ideia é ajustar
a robustez da solugao em relacao as preferéncias individuais e atitudes em
relacao ao risco do tomador de decisao, através de um parametro ajustavel I'.

Apesar da simplicidade ao caracterizar incerteza através de conjuntos,
otimizacao robusta tem sido muito bem sucedida ao oferecer modelos compu-
tacionalmente trataveis para uma ampla variedade de problemas complexos.
No entanto, nota-se que tipicamente as estruturas dos problemas de RO nao
requerem nenhuma informacao sobre a distribuicdo dos parametros do mo-
delo, e por isto, nao exploram tais informacoes distribucionais que possam
estar disponiveis. Consequentemente, nestes casos, RO podem propor solugoes
excessivamente conservadoras. Em uma linha diferente, otimizacao estocastica
explicitamente conta com informagoes sobre as distribuicao de probabilidade

dos parametros, e as modela através de restri¢goes esperanca, na forma:
Epo[v(x, F)] > 7 (1.3)

onde ¥ € R? é o vetor dos retornos aleatério, x € R¢ é a varidvel de decisdo,
v: RY x R = R a funcdo objetivo, convexa e a esperanca, que é tomada com
respeito a distribuicao P° de ¥. Contudo, as principais criticas ao modelo de
otimizacao estocédstica sao, que estes problemas podem demandar um alto

custo computacional, como também, na pratica, raramente as informagoes
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sobre a distribuicao estao disponiveis. Além disto, ha o fato de que a propria
distribuicao de probabilidade esta sujeita a incerteza, e com isto, tais modelos
podem levar a solugoes enganosamente 6timas.

A incerteza em relacao a distribuicao levou muitos autores investigarem
portfélios sob informacao ambigua em relagdo aos retornos dos ativos. Apesar
do grande esforgo necessario para lidar com erros de estimativa, estratégias de
portfélio sdo incapazes de dominar consistentemente a carteira 1/N'. O tra-
balho [39] mostrou que a estratégia de investimento uniforme é racional para
investidores que lidam com um alto grau de ambiguidade em relacao a distri-
buicao de perda, para varias classes de medidas de risco. Também mostrou que
a decisdo 6tima converge para a estratégia 1/N quando aumenta a incerteza
em relagdo ao modelo probabilistico. [18] compara o desempenho de intime-
ras estratégias de otimizagdo de portfélio, tendo como benchmark a estratégia
1/N. Neste trabalho, analisaram o desempenho do modelo cléssico de sele¢ao
de carteiras de Markowitz, também algumas das suas principais extensoes e
abordagens mais recentes baseadas nas crencas dos investidores sobre varios
modelos de precificacao de ativos. Além disso, os autores incluem abordagens
que tentam minimizar a influéncia dos erros de estimagao através da restri-
¢ao do percentual investido em cada ativo ou concentrando-se inteiramente
no portfélio de menor varidncia (minimo de risco), ignorando totalmente os
ganhos/perdas esperadas. Os resultados mostram que a carteira 1/N supera a
maioria das outras estratégias envolvidas em termos de indice de Sharpe, equi-

valente certo e turnover?

, € 0 benchmark nao foi consistentemente superado
por nenhum dos modelos avaliados. Os autores explicam os resultados, afir-
mando que os erros na estimagao dos parametros dos modelos de otimizacao
superam os ganhos das metodologias mais avancadas.

Distributionally robust optimization (DRO) é a metodologia que estuda
uma variante da restricio estocastica (1.3), onde a distribui¢do P° é também
sujeita a incerteza, e cujo objetivo é achar o vetor de decisdao que garante
a viabilidade da medida de valor do investidor para diferentes medidas de

probabilidade P. Mais precisamente:

Es[v(x,F)] > v VP € P (1.4)

!Também conhecido como estratégia de investimento uniforme ou ingénua, é quando o
investidor divide sua riqueza uniformemente dentre todos os ativos disponiveis.

2No setor de investimentos, o turnover é definido como a porcentagem de uma carteira
que é vendida em um determinado més ou ano. Uma alto indice de turnover gera maiores
custos de corretagem.
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ou equivalente
. S\ > .
inf Bplv(x,T)] >~ (1.5)

Neste tipo de problema, o pior caso é tomado sobre o conjunto de
ambiguidade P, isto é, a familia de distribui¢oes que sao caracterizadas através
de propriedades conhecidas em relagao a distribuicao IP. DRO é estudada desde
os anos 50 com o trabalho [42], mas apenas ap6s o surgimento de técnicas
modernos de otimizac¢ao robusta que esta metodologia passou a receber maior
atencao [3], [9].

A principal caracteristica da distributionally robust optimization esta
no conjunto de ambiguidade P, pois este deve ser grande o suficiente para
incluir a real distribuicao dos parametros aleatérios e, ao mesmo tempo,
suficientemente pequeno para excluir distribui¢oes indesejadas que possam
gerar solucgoes extremamente conservadoras, enquanto preserva a tratabilidade
computacional, permitindo que o problema seja solucionado com algum solver
comercial. Por exemplo [16] considera problemas DRO sob ambiguidade tanto
na média quanto na covariancia, e mostram como este tipo de problema pode
ser resolvido em tempo polinomial quando o suporte das incertezas é convexo
e compacto. [24] fornece uma formulagao tratédvel quando DRO ¢é aplicado
em uma classe de problemas de otimizacao estocastica de dois estagios. Mais
recentemente [53] fornece uma estrutura unificada para problemas DRO, onde
o conjunto de ambiguidade é construido através de restrigoes probabilisticas
e de momentos. Respeitando as condi¢oes de Slater, como também limitacoes
em relacao ao conjunto suporte, os autores provem uma reformulacao tratavel
do problema.

Este trabalho foca na construcdo do conjunto de ambiguidade 7P,
baseando-se somente nos dados observados, sem a necessidade de estimacgao
ou especificacdo de qualquer parametro, tomando como base as condigoes de
regularidade do trabalho [53].

As contribuigoes deste trabalho sao:

1. Propomos a construcao de conjuntos de ambiguidade poliédricos baseado
somente em uma amostra de retornos. Nestes conjuntos, as relacoes entre
variaveis sao determinadas pelos dados de maneira nao paramétrica,
sendo assim livre de possiveis erros de especificagdo de um modelo

estocastico.

2. Apresentamos um algoritmo para constru¢ao do conjunto e, dado o
conjunto, uma reformulacao computacionalmente tratavel do problema

de otimizacao de portfélio.
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1.1
Revisao Bibliografica

Distributionally robust optimization é uma poderosa metodologia de
modelagem, pois diferentemente da otimizagao robusta classica e programacao
estocdstica, a contraparte distributionally robust (1.4) consegue explicitamente
capturar a aversao ao risco e ambiguidade. Sendo esta ultima, uma questao
extremamente relevante na teoria da decisao, pois existe o consenso que o
tomador decisdo possui baixa tolerancia a incerteza em relagao a distribuicao
PY veja [23] e [22]. Logo, para estes agentes é racional decidir tendo em vista
a pior distribuicao possivel, dado as informacoes disponiveis.

Recentemente foi mostrado que, sob hipoteses especificas em relacao ao
conjunto de ambiguidade P e a func¢ao objetivo v, a contraparte distributionally
robust (1.4) herda a capacidade computacional da contraparte robusta classica
(1.1).

A historia da distributionally robust optimization comegou nos anos 50,
onde muitos pesquisadores dependiam da construcao de hipéteses com a fina-
lidade de defender a elaboracao de distribui¢des para o pior caso, que seriam
modeladas em classes de problemas bem estruturados. Por exemplo, [42] estu-
dou o problema do jornaleiro onde apenas a média e a varidncia da demanda
é conhecida, enquanto [54] deriva da reformulacao tratével para programagao
linear estocastica, onde somente o suporte e a média dos parametros aleatorios
estavam disponiveis. Restricoes de esperanca distributionally robust podem
eventualmente ser reduzidas em restrigoes esperanca comuns, envolvendo dis-
tribuicao de mistura, que é representavel como uma combinacao convexa de
somente alguns membros do conjunto de ambiguidade. Caso possamos determi-
nar explicitamente a distribuicao da mistura, a restrigdo esperanca subjacente
se torna suscetivel a técnicas de amostragem de Monte Carlo, por exemplo
[31], [43] e [44].

Os trabalhos [25], [45] e [11] mostram que aproximagoes distributionally
robust dependem do resultado de dualidade para problemas de momentos.
[21] estudou problemas de distributionally robust optimization de quantis,
onde mais tarde, seus métodos foram estendidos para restricdes probabilisticas
lineares e coOnicas, onde apenas a média, matriz covariancia e o suporte da
distribuigao de probabilidade subjacente sao especificados, veja [12], [13], [14]
e [55].

Os trabalhos [15] e [16] estudam reformulagoes robustas da forma (1.5),
sob a hipdtese que o conjunto de ambiguidade especifica o suporte e o con-
junto de incerteza conico para a média e a matriz covariancia dos parametros

aleatérios. O autor também fornece uma uma metodologia para construcao
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de conjuntos de ambiguidade através dos dados historicos, utilizando a desi-
gualdade de McDiarmid. [53] propoe uma estrutura conjuntos de ambiguidade
padronizados e condig¢oes de regularidade, sobre os quais problemas de distri-
butionally robust optimization sao computacionalmente trataveis. Programas
distributionally robust lineares de dois estagios com informacao de momentos
de primeira e segunda ordem sao investigados por [24]. Aproximagoes traté-
veis para programas genéricos lineares distributionally robust de dois-estagios
ou multi-estagios, dos quais assumem termos conhecimento apenas do suporte,
média, matriz covariancia e/ou desvios direcionais do problema de incerteza
dos pardmetros derivam dos trabalhos [24] e [30].

O conceito de distributionally robust em relagao a violagao das restrigoes
por familias de conjuntos de ambiguidade paramétricos foi estendido por [2]. O
artigo [50] mostra como calcular a persisténcia das variaveis de decisao binérias,
isto é, a probabilidade destas variaveis assumirem o valor 1 em solugoes 6timas.
Existe uma forte conexao entre otimizacao robusta classica, distributionally
robust optimization e teoria sobre medida coerente de risco, veja [8], [37] e
[52].

Apesar dos grandes avancos em distributionally robust optimization,
ainda nao foi desenvolvido uma estrutura unificada que permite modelar
este tipo de problemas, sendo similar ao que ocorria com otimizagao robusta
classica, que em periodo anterior a publicagdo dos trabalhos [4] e [10] também
nao possuia uma metodologia para reformular classes genéricas de contraparte

robustas.

1.1.1
Notacao

Para representar conjuntos, utilizamos letras maitisculas em negrito A
tal que A = 0A U K, onde JA ¢é a fronteira do conjunto, ‘& seu interior
e 0A N & = (). Letras mintscula, tais como r representam elementos da
reta, enquanto letras minusculas em negrito r representam matrizes, r; sao
vetores coluna e r e r; sao as respectivas transpostas. Definimos r; como
vetores aleatérios e Oy = {fy,f9,T3,...,Fn} é a amostra com N retornos
observados, que foram extraidos de uma distribuicdo P desconhecida. Os
conjuntos M+(Rd) e Po(R?) representam os espacos de medidas ndo negativas
e distribuicdo de probabilidade em R?, respectivamente. Se P € Py(R?4 x R¥) é
a distribuicdo de probabilidade conjunta de dois vetores aleatérios ¥ € R?
i € R* entdo [[;P € Py(R?) denota a distribuicio marginal de ¥ sobre
P. Estendemos a defini¢do de conjuntos de ambiguidade P C Py(R¢ x R¥),

estabelecendo [[z P = Upep{[Iz P} para o cone préprio K, isto é, convexo,
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fechado e pointed®, a relacdo x <, v indica que z — y € K. Denotamos por
S%(S%) os cones de matrizes simétricas (positivas definidas) em R? x R?. Para
K, J € SP, utilizamos I < J para abreviar K <s» J.

A funcao indicadora de um subconjunto A de um conjunto X é a funcao

Iixeay: X — {0, 1}, definida como

1 se xeA
Iy = 1.6
bxea {0 se x¢& A (1.6)
Sejamr,x € R4, b e Rt e A C R%
A funcao d(r,x) \/ ZZ 1(ri — x;)? é a métrica euclidiana. Quando
dizemos que d(r, A) = b, é o mesmo que d(r, x) \/Z —1;)2=b Vx¢€

A.

3Um cone K C R é pointed se ele é ndo degenerado e a € K, a # 0. implica que —a ¢ K.


DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 1512244/CA


PUC-Rio- CertificagaoDigital N° 1512244/CA

2
Base Tedrica.

Distributionally robust optimization é um modelo para tomada de decisdo
sob incerteza, onde o problema de incerteza dos dados é governado por uma
distribuicdo de probabilidade, a qual também esta sujeita a incerteza. Para lidar
com este tipo de problema, assume-se que esta distribuicdo, que ndo conhecemos,
pertence a um conjunto de ambiguidade que possui todas as distribuicdes possiveis,
e que sejam compativeis com as informacdes a priori do tomador de decisao.
Contudo, ha de ter cuidado na escolha destes conjuntos, pois ha a necessidade de
mantermos a tratabilidade computacional. O trabalho [53] foca na representacdo
de conjuntos de ambiguidade que sdo representados com restricoes probabilisticas
e de momentos. Apesar de conceitualmente simples, os autores mostram que
estes conjuntos possibilitam a modelagem de indicadores estatisticos que ainda
ndo foram considerados na literatura de otimizacdo robusta, como por exemplo,
momentos de alta ordem, medianas marginais, bem como medidas de dispersao
baseadas no desvio médio absoluto e na funcdo perda de Huber, que sio estudadas
em estatisticas robustas.

O artigo [53] propde uma metodologia para DRO, com o intuito de desen-
volver uma forma candnica para este tipo de problemas, que sob certas condicdes
de regularidades conseguem resolver restrices do tipo (1.5) em tempo polinomial.
Em suma, as condicdes sdo respeitadas se a funcao restricio v é convexa e afim
por partes, tanto nas varidveis de decisdo quando nos vetores aleatérios, como
também o conjunto de ambiguidade respeita a condicio de aninhamento . Os
autores assumem que o conjunto de ambiguidade P em (1.4) é representavel na

seguinte forma padrao:

P e Py(R? x R¥): P[(t,a) € C] € [pi, i),
P = Ep[AF + Bii] = b, (2.1)
Vied
onde P representa a distribuicao de probabilidade conjunta do vetor aleatério
T € RY que aparece na funcdo restricio (1.5), e algum vetor auxiliar 1 € R*.

ITraducdo de condicdo Nesting.
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Assumem que A € R4 B € R™** b € RF e Z = {1,2,3,...,1}, onde os

conjuntos C; sdo definidos como
C; = {(I‘, ll) c ]Rd X Rki C;,r + D;u ——<IC1' C,‘} (22)

com C; € RExd D e REXF ¢, € R e K; é o cone adequado. Os autores
assumem que j ou k sejam iguais a zero, e neste caso ou a esperanca do (2.1) é
nula ou o vetor @i é ausente. Também assumem que p.,p; € [0,1] e p, < P; para
todo i € 7.

Requerem que o conjunto de ambiguidade P satisfaca as seguintes condicdes
de regularidade:

(C1) O conjunto C; € limitado e possui probabilidade um, isto é, p, = p; = 1

(C2) Existe uma distribuicdo de probabilidade P € P tal que P[(F,4) €
Ci| € (p,;p;), onde p, < p; para todo i € J.

A condicdo (C1) garante que o conjunto de maior indice C; possui o suporte
do vetor aleatério (¥,@). A segunda condicdo, também conhecida como condi¢do
de Slater, estipula que existe uma medida de probabilidade P € P que satisfaz a
desigualdade estrita p. < p; em (2.1), sempre que o intervalo for ndo degenerado.

Em relacdo a funcdo restricdo (1.5), requer que ela satisfaca a seguinte
condicdo:

(C3) A funcdo restricdo v(x,r) pode ser escrita da seguinte forma:
v(x,r) = max u(x,r),
onde £L = {1,...,L} e as funcdes v;: RN x RY — R s3o da forma
v(x,1) = s;(r) x + t;(r)

com si(r) = S;r+s;, S, € RV e g € RY, #)(r) = tfr + 1, t; € R. Onde
v deve ser convexa e linear por partes tanto nas varidveis de decisao quanto nos
vetores aleatdrios. A condicdo (C3) permitird a utilizac3o de técnicas de otimizacdo
robusta na reformulacdo da restricdo semi-infinita que surge da reformulacdo dual
da restricdo (1.5). Contudo (C3) pode ser relaxada em indmeras situagdes, veja
[53] para mais detalhes.

Em relacdo aos conjuntos C;, Vi € J, assumimos que eles respeitam a
seguinte condicdo:

(N) Para todo 7,i' € J, i # i, temos C; € Cy, Cy €C;0uC;NCy =10
A condicdo de aninhamento (N), que é ilustrada® na figura 2.1, além de suficiente,

é necessaria para tratabilidade da restricdo (1.5), e sua violacdo torna os problemas

2Figura retirada do artigo [53].
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de otimizacdo NP-hard, mesmo se o problema sem a restric3o seja tratavel. Con-
tudo, os autores apresentam uma alternativa para tratar conjuntos de ambiguidade

que violam a condicdo de aninhamento.

[ ®® = T

Figura 2.1: Tlustragdo da condigao de aninhamento (N). Dentre os gréficos que

mostram diferentes arranjos dos conjuntos C;, somente o primeiro a esquerda

respeita a condi¢do (N), enquanto os demais violam. Fonte:[53]

Eles também apresentam inlimeros casos especiais do conjunto de ambigui-
dade (2.1), que através do teorema lifting, apresentado pelos autores, é possivel
codificar as informacdes sobre certos momentos de alta ordem do vetor aleatério
I como por exemplo:

e Exemplo 1: Média

Assuma que GEp,[F] <i f, para um cone préprio K e G € RM*? f ¢ RM,
e considere o seguinte exemplo para o conjunto de ambiguidade (2.1), o qual

abrange um vetor aleatério auxiliar 1 € RM:

P € Py(R? x RM): P[GF = ii] = 1,
Es[dl] = f

onde temos Py € [[; P = {P € Py(R?): GEp[F] < f}.

e Exemplo 2: Variancia

Estabeleca pu = Ep,[f] e assuma Ep [(F — p)(F — p)’] < X para X € SL.
Considere o seguinte exemplo para o conjunto (2.1), o qual abrange uma matriz
auxiliar U € R4

Pe P()(Rd X RdXd)I Ep[f‘] = [,L,E]}D[U] =X

onde temos P, e I[P = {P € Py(RY: Eplf =
p, Epy [(F— p)(F— )] < 2}

e Exemplo 3: Coeficiente de Variacao
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Assuma que \/Epo[(fTi—fTu)2]/fTu < Vopaaf € R,V € Ry e
p = Epo[r], tal que fTp >0. Considere o seguinte exemplo para o conjunto
de ambiguidade (2.1), o qual abrange um vetor aleatério auxiliar @ € R:

Pe PRI R): Pli> (75 — 7)Y = 1,
P = Ep[r] = p,

Epla] = V(" p)*

onde temos
Py € [I; P = {P € Po(R?): Bp[f] = pr, \/Ee, [(£72 — £7pu)2] /£ < V}.

e Informacoes de Momentos de Alta Ordem
Assuma que Ep,[f™"(F)] < o para funcdes nio negativas f: R? — R, com
epigrafe de representacdo conica, enquanto m,n € N com m > n. Considere o

seguinte exemplo para o conjunto de ambiguidade (2.1), o qual abrange um vetor

aleatério auxiliar u;; e Ry, i=1,...,0,j=1,...,2 e v € R,
P € Po(RY x RY): Ep[d] = o,
) _ _ Vi=1,...,1,
P = a;; < \/ui71,2j71ui71,2j ,
P Vi=1,... 927 | =1
f(F) <tya
onde | = logym e gy = @y para j = 1,...,2' — m;= 0 para j =
2'—m+1,...,2'—m+n;=1 caso contrério. Aplicando o teorema lifting, conclui-se

que o conjunto que ambiguidade satisfaz
Py € [I; P = {P € Py(RY): Ep[f™/?(¥)] < o}.

Para maior detalhamento em relacao aos conjuntos de ambiguidade apresen-
tados, como também obtencdo de mais exemplos, consulte do trabalho [53].

Em suma, esta metodologia requer a estimacdo de informacdes em relacdo
aos momentos da varidvel aleatéria, o que pode ser um problema, caso nao
tenhamos ao dispor informacdes suficientes para tal feito. Por isto, o propésito
deste trabalho é apresentar uma metodologia completamente data driven, a qual
sera apresentada nos capitulos subsequentes, para tomada de decisao sob incerteza

e ambiguidade.
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3
Data-driven Portfolio Optimization Model - DPOM

3.1
Apresentacao do Modelo

Considere um problema de alocacdo de portfélio sob ambiguidade. Seja
(€2, F) um espaco mensuravel e ¥ : Q — R? uma funcdo F — mensuravel que
representa o retorno aleatério dos d ativos.

max { min Ep[v(x, T)] } (3.1)

xex | PeP

(3.0)
onde,

P={Pc M (R)PFEcC)<p,ml] VicFy, (3.2)

C:CR,VieF\{0}, RCCye §={0,1,---,1}, onde o conjunto x representa
as escolhas possiveis para o vetor de decisdo. v: x XR — R é a funcdo payoff,
cdncava, que depende tanto do vetor x € R¢ quanto das realizacdes de ¥ dos
parametros aleatérios. R é o suporte da variavel aleatéria T, isto é, o menor
conjunto R C R? tal que P(f € R) = 1, P é o conjunto de ambiguidade, onde
P ¢ a distribuicdo de probabilidade do vetor ¥, e p,p; € [0,1] e p, < P, para
todo i € §. {C}icz é uma familia de conjuntos convexos, dos quais existe uma
vasta e crescente literatura que sugere diferentes meios para construi-los. Cada
uma destas formulacoes enfrentam trade-offs distintos, que geram vantagens e
desvantagens em relacao a cada tipo de problema, com diferentes niveis de robus-
tez em relacdo a garantia de n3o violacdo das restricoes, onde alguma formulac3o
irregular destes conjuntos pode gerar solucdes excessivamente conservadoras ou

conduzir a intratabilidade do problema.

3.2
Metodologia para Construcao de um Conjunto de Ambiguidade Polié-
drico: Uma Abordagem Data-Driven

Assumimos as condicdes (C1), (C2) e a condicdo de aninhamento (N) do

artigo [53] para garantir a tratabilidade do nosso problema, isto é, requeremos que
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o conjunto de ambiguidade P satisfaca as seguintes condicdes de regularidade,
onde:

(C1) O conjunto Cy € limitado e possui probabilidade um, isto é, p, = p, = 1

(C2) Existe uma distribuicdo de probabilidade P € P tal que P(f € C;) €
(p,:P;), onde p. < p; para todo i € F\{0}.

Em relacdo aos conjuntos C;, Vi € §, assumimos que eles respeitam a
seguinte condicdo:

(N) Para todo 4,7 € §, i # ¢, temos C; €ECy, Cy EC;0uC;NCyr =10

A primeira condicao garante que o suporte do vetor aleatério T esteja contido
no conjunto de incerteza de menor indice Cy. A segunda condicdo estipula que
existe uma distribuicdo de probabilidade P € P que satisfaz os limites estritos de
probabilidade em (3.2), sempre que o intervalo [p;, ;| for ndo degenerado.

Este trabalho propde modelar a incerteza dentro do problema, ao restringir
que os parametros aleatérios pertencam ao conjunto de incerteza poliedral C;,
Vi € §, descritos na definicio 3.1. Como também, sugerimos a utilizacdo da
metodologia indicada na definicdo 3.4 para construcao dos intervalos, descritos no
conjunto de ambiguidade 3.2.

Definicao 3.1 Seja C; o fecho convexo de A;, Vi € §, onde {A;}icz é uma
familia de subconjuntos de R%, e A é o conjunto de todos os retornos observados
dos ativos, e os A;, Vj € F\{0}, sdo definidos da seguinte forma:

AO = {f‘lvf‘%f'?n' c. af'N}
A1 == Ao\(acO N A0>
Ay, = A\ (0C; NAY)

A=A 1\(0C-1NA).

Teorema 3.2 Seja {C;}icz uma familia de fechos convexos da Definicdo 3.1,
ent3o:
CireCi1e€l;,€...cCy.

Demonstracdo. Primeiro mostraremos que (C;_1 N A;_ 1) # 0.

Pela definicao de fecho convexo, r € A; ;1 = r € C;_q, entdo para qualquer
rec A;_ytemosr € 0C;_;our € C;,l e pelo fato do fecho convexo ser um
conjunto compacto, temos (C;_1 NA; 1) #D=A; CA; 1=C; CC/ 1.
Para provar que C; € C;_; basta mostrar que (A; N AC;_1) = ().
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Se dr € A tal que d(r,0C; 1) =0 =1 € (0C;_1 N A;_1), mas como A; =
A; \(0C;_1NA;_) entdo r ¢ A;. Logo se C;_; ndo estd compactamente
contido em C; ent3o (A;NAC;) # 0, logo C;_1 € Cy.

O

Figura 3.1: Familia de Fechos Convexos

Familia de conjuntos de incerteza construidos como na Definicao 3.1.

Com isto, o teorema 3.2 garante (N) seja satisfeita.

Definicdo 3.3 Para construcdo dos intervalos [p,, p;| de (3.2), utilizamos a aproxi-
macio Normal, que é satisfeita para um N suficientemente grande'. Consideramos

P a distribuicdo empirica, isto é

N
D=~ > Tirean VieF (3.3)
j=1

==

Pelo Teorema Central do Limite temos que, para um tamanho de amostra
grande, podemos considerar que a proporcdo amostral p; possui aproximadamente

T T in o pi(l—p;
distribuicdo Normal com média p; e variincia LNP). Desse modo segue que

ﬁiNN(pi,p< p)) Vieg
N
Como ndo conhecemos o pardmetro p, e pelo fato de N ser suficientemente

grande, podemos substitui-lo por p, com isto temos,

A

Di — Di .
= — v 1
Z G N(O, ) Vi eg§
N

! Assumimos que uma amostra de tamanho N é suficientemente grande se: Np > 5
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Logo, considerando o mesmo procedimento, construimos o intervalo de

confianca com 100(1 — «) % nivel de significincia para p;:

. pi(1—pi) . Pi(1 — P .
ICH o) = |Di — 2(1—as2) Pl —po) ),pi + Z(1-a/2) Pl — i) Vieg (3.4)
N N
onde
. Pi(1 — ps . Di(1 — P ‘
D, = Pi — Z(1-a/2) g € D =Dit 21-a/2) ( ) Vie§

Em relacdo a condi¢do (C2), a metodologia de construcdo do intervalo de

confianca na definicao 3.3 garante que ela seja satisfeita.

3.3
Reformulacao do problema.

Teorema 3.4 O problema de alocacdo de portfélio (3.1) pode ser escrito da

seguinte forma:

2o, 2 = i)
s.a.
r) — ZH{I‘ECJ()‘Z — /'ii) Z 0 Vr € CO
1€F
ik >0

onde 1 é a funcio indicadora.
Demonstracdo. Reescrevemos o problema de minimizacdo (3.0), que esta dentro

de do problema (3.1) da seguinte forma:

nin /Co v(x,T)dP (3.5)
S.a.
/ TieceydP > p. Vieg
Co -t
/c Iirec,dP < B Vie§
0

O Lagrangiano do problema (3.5) problema é:
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L(P, K, A) = /

C

v(x,T)dP — / Z |:)\i(1[{r€ci} - pi)]dIP’
0 Co s
-
= / ’U(X,f’)dlp) — / Z [H{recl}<)‘l - "ii)
Co Cojeg
—i—/c > (\ip, — wip;)dP
0

i€§
= /Co [v(x, ) — > Tecy (N — &)

i€F

Hi(ﬂ{reci} - Pz)] dp

dp

i€F

Logo,

max{ min L(IP,I{,)\)} = max{ min /Co [v(x,f‘)—

ALK PeM ALK PeM

5 Teey (= )| dP + 3 (Ovp, = ip,)

1EF €S

Note que

i r)— Iirecr (N — Ky)dP =
228, J, 00 ) = Lloeea )

0, se [o,v(X,T) — Xicg lirec,y(Ni — ki)dP >0

—00, caso contrario

(3.6)

Dado que (C1) é respeitado, temos que toda medida possivel dentro deste
problema é naturalmente identificada como uma medida de probabilidade P € P,
cujo suporte estd em Cy. Na maximizagdo de minpep, L(IP, &, ), precisamos
apenas considerar os valores de A, k dos quais (3.6) é diferente de —oo. Entdo,
segue pelo teorema da dualidade forte [45], que é aplicavel devido a condicdo
(C2), também conhecida como condi¢do de qualificacdo de Slater [48], que o
problema dual de (3.5) possui a mesma solucdo 6tima que o problema primal

(3.0). Logo, o dual do problema de momentos é
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>0 Vr € Cy

Com isto, podemos reescrever o problema (3.1):

max ¢ max KD
XGX{ ALK % Zp lpl)

S.Q.

- Z ]I{I‘ECi}()‘

€T

que é equivalente a

max
xexmz iD, — KiD;)

s.a.
r) = > Treca (A
1€F
Ai ki >0

34
Tratabilidade

KZZ’> Z O, )\i,:‘ii Z O} Vr € CO

ki) >0 Vr € Cy (3.8)

A ideia de uma contraparte robusta esta relacionada ao tratamento compu-

tacional de um problema robusto, algo que ainda nao é possivel em relacao ao

problema (3.7) por causa da existéncia da funcdo indicadora na da restricdo (3.8).

Para facilitar nossa notacdo, assumimos as definicdes dos conjuntos de indices
proposto pelo trabalho [53], isto é, denotamos <7 (i) = {i} U{i' € §:C; € Cy}
(Ascendentes), e Z(i) = {i’ € § : C;» € C;} (Descendentes).
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Figura 3.2: Conjuntos ascendentes e descendentes do conjunto de incerteza Cq

Na figura da esquerda mostra os conjuntos descendentes do conjunto de

incerteza Co enquanto o da direita os conjuntos ascendentes.

Devido a condicdo (N), é possivel particionar o suporte Cy em I conjuntos
disjuntos ndo vazios C; = C;\ Uycg() Cy, onde i € § e 2(i) denota o conjunto
de indices de subconjuntos estritos de C;.

Figura 3.3: Conjuntos C; gerados com o particionamento do suporte Cg
Co = Co\ Ures(o) Cr Ci=Ci\Ureoq) Cr C2 = C2\ Urey(a) C

T~

0 : > : 5 3
Ca = Ca\ Urega) Cr ’ Cs = C5\ Uyeg(s) Cir

\k
o
{

Familia de conjuntos gerados com a metodologia apresentada de

particionamento do suporte Cs.

Logo, a restricdo (3.8) do problema (3.7) é equivalente ao seguinte conjunto
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de restricOes:

U(X,I‘) — Z ()\,L/ — KZZ'/) Z 0 Vr € él,VZ € S (39)

como a desigualdade acima é vélida para todo r € C;, para todo i € §, temos que

(3.9) é equivalente a

min {v(x,r)} > > (M — k) Vie§
r€Ci i'cd (i)

A expressdo dentro da minimizacao herda a concavidade da funcdo v, e por isto
a solucdo étima do problema é atingida nos vértices do conjunto poliedral C;,
que devido a condicdo (N), coincide com os vértices do conjunto C;, que sdo

equivalentes ao pontos extremos de A;. Com isto, temos

min {U(X,r)} > Z (A — Kir) Vieg§

A;
re e (i)

Assim, o problema (3.1) é equivalente a:

e S\, — ) (3.10)
1€
S.a
U(X, I‘) — Z ()\z’ — :‘ii/) Z 0 Vr € AZ,VZ € 8" (311)
e (i)
Ais ki >0

Logo, o problema (3.10) é tratavel com Solvers comerciais.

3.5
Hipoteses

Neste trabalho, desenvolvemos um problema de selecdo de portfélio onde
o tomador de decisao deve selecionar a estratégia antes de observar os valores
assumidos pelos parametros aleatérios. Seja ; o retorno dos ativos no periodo ¢, o
qual é uma variavel aleatéria, Ep[v(x,T;) | ©n] é o retorno esperado do portfélio
com base nas informacGes obtidas na amostra de tamanho s, representada por
O . Consideramos que o modelo realiza alocacdes diariamente, e para cada ¢, a
figura 3.4 mostra a estrutura de estimacdo das varidveis e a implementacdo do

modelo.
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Figura 3.4: Diagrama de estimagao e periodo implementacao do modelo

Janela de Estimagdo

Janela de Implementagio

O, Es[v(x,T) | O]

F 3
L
il
Ll
il
~l
il

L J

Consideramos que as decisdes de alocacao s3o feitas no inicio do periodo
t, tendo como base as informacdes obtidas através da amostra de realizacdes
observadas ©n = {t;_1,%_2,...,T;_n}, no inicio do periodo ¢ + 1, a alocacdo é
desfeita.

Chamamos de Chully, cada estratégia do DPOM quando utilizamos uma

amostra de tamanho N para implementacao do nosso modelo.
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Aplicacao do Modelo

4.1
Estudo de Caso

Nesta secao, demostraremos como a nossa metodologia de construcdo de
conjuntos de incerteza pode ser utilizada em um problema de otimizacdo de
portfélio. Esta classe de problemas sdo extremamente desafiadores, pois estamos
interessados em maximizar o retorno do portfélio em um periodo, com base apenas
nas informacoes obtidas através da amostra das realizacGes observadas do retornos
dos ativos que irdo compor este portfélio. Seja o problema de maximizaciao de

portfélio:

max { %161})1 Ep [f;xt]} (4.1)
S.a.
X €X

(4.2)

Assumimos que a funcdo v(xy, ¥/) = ¥,x;, 0 conjunto das escolhas possiveis
para o vetor de decisdo é definido por x = {x; € RSHZ?ZI xiy = 1}, o
vetor dos retornos dos ativos é representado por f'; = [Ft1,Tt2, - Tral € x; =
[Ti1,Teo, ..., xrq| € 0 vetor de varidveis de decisdo, onde cada z;; corresponde ao
parcela da riqueza que sera alocada no ativo ¢ no inicio do dia ¢, e d é o nimero
total de ativos disponiveis.

Assumimos que o conjunto poliedral que descreve a incerteza é construido,
usando a definicdo 3.1, tendo como base as informacdes disponiveis na amostra

O antes que a otimizacao robusta seja implementada.

4.2
Experimento Numérico

Avaliamos a estrutura do nosso modelo de otimizacdo usando dados diarios
do Industry Portfélios com 2 ativos, em um horizonte de 20 anos (20/03/1998
até 29/03/2018), totalizando 5040 observacdes, extraidas da base de dados do
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Kenneth French[29]. A carteira com 2 ativos foi extraida aleatoriamente da carteira
com 5 ativos e os dados da série histérica do indice SP500 e Down Jones foram
extraido do site Yahoo! Finance[46].

Seja o dia inicial t;, consideramos que as decisdes de alocacdo
sao realizadas diariamente, e comparamos o desempenho do algoritimo,
assumindo diferentes amostras de retornos observados Oy onde N =
{5, 10, 15, 30, 50, 100, 252, 350, 400, 450, 500, 600}, que foram escolhidos arbi-
trariamente.

Implementamos o algoritimo de otimizacdo de portfélio sem considerar os
custos de transacdo. Foi utilizado o solver Xpress[51] para resolver os problemas
de otimizac3o, como também a linguagem de programac3o Julia[28] e JuMP! para
formular o algoritimo utilizado na solu¢cdo computacional.

Como benchmark?, utilizamos as estratégias de gest3o passiva, onde o
portfélio é completamente investido no indice SP500, como também a estratégia
naive® 1/d, que investe a mesma fracio do portfélio em cada um dos d ativos
disponiveis em cada data de rebalanceamento. Existe uma vasta literatura que
apresenta a superioridade da estratégia naive, pois esta consistentemente gera
performances superiores a grande parte dos modelos de alocacdo de portfélio, ver
[7] e [18]. Para analisar os resultados obtidos por cada estratégia, consideramos a
métrica de retorno acumulado dado por

Ry = ﬁ(1 7)) —1 (4.3)

t=1
onde 7; é o retorno observado do portfélio no tempo ¢, e como métricas de

performance, utilizamos o indice de Sharpe*(1.S,) do portfélio

IS, = 71 (4.4)

Tp
252
T

onde r, = (1 + Rr)

desvio padrdo® dos retornos anuais do portfélio, r;® é a taxa livre de risco ao ano.

— 1, que é retorno efetivo anualizado do portfélio, o, é o

L Julia for Mathematical Optimization, que é um dominio especifico para modelagem
matematica, embutido dentro da programacao Julia.

2Estratégia Benchmark é a referéncia contra a qual o desempenho da nossa estratégia
serd comparada.

3 Naive (ingénua), pois o tomador de decisdo ndo utiliza algum modelo mais elaborado de
alocagdo, apenas aloca igualmente em cada um dos ativos disponiveis, independentemente
do risco de cada ativo.

40 IS é uma medida de performance que foi desenvolvido pelo economista, laureado pelo
Prémio No6bel de Economia, Willian F. Sharpe, que mensura o retorno médio em excesso,
relativo a taxa livre de risco, por unidade de volatilidade.

5Calculamos o desvio padrao dos retorno gerados em uma janela rolante de 252 dias tteis,
deslocando a janela a cada um dia ttil.

6Utilizamos a taxa anual do titulo do tesouro americano de 1 més. A taxa foi extraida
da carteira Fama/French 3 Factors [Daily], na aba U.S. Research Returns Data.
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Também calculamos o méaximo drawdown (M D Dr) da carteira, o qual podemos
visualizar mais facilmente na Figura 4.1.
R,
MDDr = mi i — -1 4.
e i i 0 ) (43)

onde M D Dy corresponde a maior perda percentual do portfélio investido em um

determinado periodo.

Figura 4.1: Maximo Draw Down

Pico | __________ cmPofereduperacae . ‘

! Maximum
i Drawdown
(MDD,)

Retorno acumulado

Tempo T

O MDD ¢ a distancia entre o maior pico e o menor vale subsequente dado

um periodo especifico.

Avaliamos o desempenho do portfélios étimos contra as estratégias bench-
mark, realizando um backtest dos modelos C'hully, do investimento passivo do
indice SP500 e da estratégia naive da carteira 1/d. Basicamente simulamos as
diferentes estratégias nos dados histéricos e avaliamos como os modelos se com-
portaram.

A tabela 4.1 apresenta o resultado comparativo para diferentes amostras O 5
para um periodo de 20 anos. Na segunda coluna estao os retornos acumulados por
cada carteira em todo periodo analisado, na terceira coluna os retornos anualizados,
a quarta coluna mostra o desvio padrao dos retornos anuais e a dltima coluna
mostra o tempo computacional, em segundos, utilizados para definir a estratégia

a cada dia.
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Tabela 4.1: Tabela comparativa da estratégia Chully, com 2 ativos, para
diferentes especificagoes. Amostra entre 20/03/1998 e 29/03/2018, totalizando
5040 observagoes.

Estratégia Ry rp o, 1S, MDD, Cuml;:;ﬂi’uml
Chull 5 360.31% 7.93% 17.14% 0.38 -55.47% 0.006
Chudl 504.48% 5.41% 15.00% 0.53 -46.66% 0.014
Chudl ;5 457.96% §.98% 14.56% 0.52 -43.65% 0.023
Chudl ;5 392.54% 8.30% 14.65% 0.47 -46.39% 0.090
Chull 5 356.82% 7.89% 15.10% 0.43 -46.69% 0.176
Chull 159 344.19% 7.74% 15.33% 0.41 -50.46% 1.091
Chull 5, 333.23% 7.61% 14.79% 042 -45.92% 4.840
Chull 335 455.48% 8.95% 17.14% 0.4 -39.56% 9.277
Chull 44 475.32% 9.14% 14.16% 0.54 -43.20% 12.355
Chuedl 45 416.99% 8.36% 13.77% 0.52 43.20% 15.208
Chull 555 431.46% 8.71% 13.79% 0.53 -43.20% 19.692

- Chull gy 444.92% 8.85% 13.76% 0.54 -43.20% 30.369

Carteira 1/d ~ 409.08% 8.48% 14.27% 0.49 -46.54%

SP500 141.81% 451% 16.74% 0.18 -56.78%

Notamos na tabela 4.1 que sete das carteiras que utilizaram a estratégia pro-
posta apresentaram retorno acumulado superior aos respectivos benchmarks, em
especial a C'hullyg, que teve o melhor desempenho dentre todas as carteiras. Po-
rém, percebemos uma maior variacdo no desempenho das carteiras que utilizaram
tamanhos de amostras © menores, onde inicialmente identificou-se a tendéncia
de reducdo no desempenho, ao passo que aumentamos o tamanho da amostra.
Logo em seguida percebemos nao somente uma retomada no ganho de perfor-
mance na carteira C'hullssg, mas também nota-se que o desempenho das demais
carteiras oscilam em niveis muito préximos. Quando levamos em consideracdo o
Indice de Sharpe e 0 maximo drawdown, a carteira C'hullyy foi a que apresentou
a melhor relacdo entre o risco e retorno dentre as demais carteiras.

A Figura 4.2 mostra grafico da evolucdo da performance acumulada de todas

as estratégias C'hull contra a carteira 1/d e o indice SP500.
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Figura 4.2: Evolucao da performance Acumulada (%) de cada uma das carteiras
com 2 ativos contra os respectivos Benchmarks entre 20 de margo de 1998 e

29 de margo de 2018.
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PERIODO.

As estratégias Chullyg, Chullssg € Chullyy foram as que apresentaram
performances mais consistentes em relacio a todas as outras. No entanto, a
primeira foi a Gnica que foi estocasticamente dominante em relacdo a carteira
1/d durante o periodo analisado, enquanto a segunda acumulou performance
superior até 2018, porém durante o periodo de crise gerou perdas que a fez
empatar com a carteira 1/d. Em 2009, a C'hullss iniciou uma rapida recuperagdo
que possibilitou uma retorno acumulado aproximadamente 11.5% maior que o
benchmark. A terceira carteira manteve até o final de 2011 um comportamento
muito préximo da estratégia 1/d e, a partir deste ano, melhorou sua performance,
descolando a diferenca do desempenho até o final do periodo analisado.

As carteiras C'hullys, C'hullsy, Chullysg, Chullsgg € Chullgyy se comporta-

ram muito préximos a carteira 1/d em praticamente todo o periodo observado, e
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tal comportamento, foi ainda mais parecido entre os anos de 2007 e 2008, periodo
que deflagrou a crise do subprime.

Durante os primeiros trés anos do periodo analisado, o indice SP500 foi
superior a todas as estratégias, porém o indice permaneceu de lado” por quase 12
anos, tornado a estratégia passiva a pior entre todas.

A Figura 4.3 mostra a relacdo entre risco e retorno oferecido pela estratégia
sugeridas por este trabalho. O eixo vertical é retorno didrio médio dos dias que
a estratégia proposta foi implementada e no eixo horizontal, a volatilidade® dos

retornos diarios dos portfélios.

Figura 4.3: Relacao entre Risco e Retorno das estratégias entre 20 de margo
de 1998 e 29 de marco de 2018.
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0.035F @Chulloo
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0.030
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0.025 sps00 @
1.05 110 115 120

VOLATILIDADE MEDIA DIARIA

Notamos uma boa relacdo entre o risco e o retorno das estratégias C'hull
em relacdo aos benchmarks. Apesar das carteiras Chullsg, Chullsy, Chullygg
e Chullssy terem gerado retornos acumulados inferiores a carteira 1/d, elas
compensam com um risco, representado pela volatilidade diaria, significativamente
menor que o benchmark. Contudo as estratégias Chullyy, Chullys, Chullss,
Chullygg, Chullysy, Chullsgg, Chullgyy apresentaram as relacdo risco x retorno
mais atrativas em comparacao a carteira igualitaria, pois geraram uma rentabilidade

superior com o mesmo nivel de volatilidade. Em relacdo a andlise da Figura 4.3,

TA expressio "O mercado estd de de lado" significa que o preco das acdes valorizam e
desvalorizam em pequenas proporgoes ao longo do tempo, fazendo com que o indice de agbes
oscile dentro de um intervalo de preco por um longo periodo.

8Utilizamos o desvio padrdao como métrica de risco, que é um dos mais usados em
aplicagoes.
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as carteiras Chull;g e C'hullyyy sao as mais atrativas, e dependendo de qual fator
seja mais importante para o tomador e decisdo, volatilidade ou rentabilidade média,
qualquer uma das duas estratégias pode ser considerada a melhor, e com isto, uma
opg¢do mais vantajosa que a carteira 1/d. A estratégia passiva, que investe no indice
SP500 resultou tanto no menor rendimento quando no maior risco.

Para checar a qualidade do nosso modelo em diferentes periodos em relacdo
a amostra, consideramos que o investidor mantenha a estratégia por diferentes
intervalos de tempo. A Figura 4.4 mostra o Trailing dos retornos da nossa estratégia
que melhor performou na amostra analisada (Chullyo) para vérios intervalos de
tempo junto com o da carteira 1/d. O trailing das outras carteiras estdo no
apéndice. O trailing® dos retornos exibe praticamente e mesma frequéncia de
rendimentos positivos que o benchmark, alem disso observamos que a nossa
estratégia aumenta este comportamento quando ampliamos o intervalo de tempo

de manutencdo considerado.

Figura 4.4: Trailing de retornos do modelo Chully e da carteira 1/d para varios
intervalos (6 meses, 1 aqnos, 2 anos e 3 anos), amostra de 5040 observagoes
diarios entre os dias 20 de marco de 1998 e 29 de margo de 2018
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9Retorno observado de uma ativo em um determinado periodo de tempo.
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Na Figura 4.4, notamos que as duas estratégias possuem uma correlacao
significativa entre elas, pois ambas as carteiras apresentam retornos positivos e
negativos simultaneamente em praticamente todos os periodos, e quando uma car-
teira apresenta um resultado mais extremo, a outra também apresenta. Contudo,
nota-se que o modelo C'hull,y gerou, na maiorias das vezes, resultados positivos
maiores e negativos menores, que a carteira 1/d. Este fato pode ser melhor verifi-
cado na Tabela A.2, que mostra a proporcao de dias em que cada estratégia gerou
um retorno superior a carteira 1/d. Nesta tabela, verificamos que todas as estra-
tégias C'hull geraram na maioria dos dias retornos inferiores a carteira igualitéria,
indicando que as carteiras mais rentaveis "perdem" por pouco, mas "ganham" por
uma diferenca mais relevante.

Na Tabela 4.2, podemos observar o resultado exposto na figura 4.4 de
uma outra perspectiva, pois mostra a proporcao de retornos positivos e negativos
observados nas janelas rolantes e periodos analisados no trailing da figura 4.4, para

todas as carteiras.

Tabela 4.2: Proporgao (%) dos retornos positivos e negativos observados de
cada estratégia com 2 ativos, em diferentes intervalos de tempo do traling em

relagao a amostra que 20 de margo de 1998 e 29 de marco de 2018.

6 meses 1 ano 2 anos 3 anos

Estratégias % Prop. dos Retornos % Prop. dos Retornos % Prop. dos Retornos % Prop. dos Retornos

Positivos Negativos Positivos Negativos Positivos Negativos Positivos  Negativos
Chull 5 73.25% 26.75% 76.69% 2331% 77.97% 22.03% §3.40% 16.60%
Chudl g 74.13% 2587% 79.09% 20.91% 82.56% 17.44% §3.47% 16.53%
Chull ;5 76.12% 23.88% 79.67% 20.33% 81.96% 18.04% §2.56% 17.44%
Chull 34 74.29% 25.71% 79.30% 20.70% 81.96% 18.04% 79.06% 20.94%
Chull 72.03% 27.97% 77.40% 22.60% 81.48% 18.52% 78.61% 21.39%
Chull 55 72.81% 27.19% 78.88% 21.12% 81.23% 18.77% 78.50% 21.50%
Chull 353 71.48% 28.52% 79.38% 20.62% 83.40% 16.60% 80.32% 19.68%
Chull 355 74.96% 25.04% 80.49% 19.51% 8331% 16.69% §9.35% 10.65%
Chull 49 76.31% 23.69% 78.71% 21.2%% 86.06% 13.94% §5.13% 14.87%
Chull 455 75.21% 24.79% 78.40% 21.60% 85.91% 14.09% §4.54% 15.46%
Chull 559 74.35% 25.65% 78.98% 21.02% 85.95% 14.05% §4.54% 15.46%
Chull g9 75.05% 24.95% 80.07% 19.93% 85.84% 14.16% 84.26% 15.74%
Carteira 1/d 75.68% 24.32% 81.52% 18.48% 82.98% 17.02% 85.53% 14.47%
SP500 69.01% 30.99% 73.22% 26.78% 71.36% 28.64% 66.08% 33.92%

Apesar da estratégia C'hull;y possuir a maior rentabilidade acumulada, a
carteira esteve entre as piores em relacdo a proporcao de retornos positivos em
todas as janelas de tempo observadas. Somente na andlise de intervalos de um
ano, que todas as estratégias C'hull perderam simultaneamente para a carteira
1/d. Dentre todas as estratégias, a Chullyo foi a mais competitiva, superando
o benchmark em praticamente todos os cenérios, seguida pela Chullis que
performou muito préximo da carteira 1/d. Porem, ao analisarmos o ganho de
performance, isto é, o aumento na proporcdo do nimero de periodos com retornos

positivos em cada intervalo de tempo analisado do traling, as estratégias C'hull
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com N = {5, 10, 15, 350} foram as dnicas que obtiveram ganho de performance a
cada aumento de intervalo. A carteira Chullss foi a que gerou o maior aumento
na proporcdo de retorno positivos, num total de 19.19% entre os periodos de 6
meses e 3 anos, seguido pelas carteiras C'hull; e C'hullsyy, que melhoraram em
13.85% e 13.70% respectivamente.

As informacdes obtidas até o momento indicam que apesar da estratégia
proposta gerar uma maior frequéncia de perdas que a carteira 1/d, as carteiras
tendem a compensar com rendimentos de maior magnitude, fato que permitiu
grande parte das carteiras superarem o benchmark. Para analisarmos mais deta-
lhadamente este fato, a Tabela 4.3 mostra a proporcdo de dias, dentre os 5040
observados, que as estratégias geraram retornos positivos (primeira coluna), como
também a proporcao de dias que as carteiras realizaram retornos maiores que a

carteira igualitaria e o indice SP500.

Tabela 4.3: Tabela com a propor¢ao de dias que as estratégias geraram
rendimentos positivos e a propor¢do de dias que superaram as carteira 1/d

e o indice SP500 em relacao ao retorno gerado.

%Prop. dos %o Prop. Dias que o Retorno

Estratégias Dias com da Estratégia foi Superior a
113:::1:'2 Carteira 1/d SP500
Chull 53.55% 48 43% 49.56%
Chull 1 53.83% 48.29% 50.22%
Chull ;5 53.65% 48 21% 49 80%
Chull ;5 54.01% 48 25% 49 60%
Chull 55 53.83% 47 82% 49.60%
Chull 1pg 54.11% 47.94% 49.33%
Chull ;55 54.03% 48 06% 4933%
Chull ;55 54 38% 48 27% 49 68%
Chull 455 54.31% 48.25% 49 .66%
Chull 459 54.25% 48.31% 49.62%
Chull 505 54.13% 48.29% 49 46%
Chull 55 54.13% 48 41% 49 50%
Carteira 1/d 54 44% - 48.97%
SP500 53.27% 51.03% -

Notamos que todas as carteiras geraram proporcdes muito préximas de
dias com rendimentos positivos, com uma diferenca entre a maior e menor
de aproximadamente 1.17% entre elas. Comparando o resultado diario de cada
carteira, todas as estratégias Chull, inclusive as que tiveram maior retorno
acumulado, obtiveram uma maior frequéncia de dias com retornos inferiores que
os gerados pelos benchmarks, exceto a Chull;o com o SP500.

Em seguida mostraremos como se comportaram algumas das carteira com

2 ativos em relacao a ao percentual da riqueza total investido em cada um dos
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ativos disponiveis. O ativo 2 foi o que apresentou maior volatilidade, como também

rendimento no periodo analisado.

Figura 4.5: Alocacao percentual em relacdo a riqueza total das carteiras C'hulls,
Chullyy, Chullygy, Chullyse, Chullsgg e Chullgyy com 2 ativos, ao longo do
tempo, entre os dias 20 de margo 1998 e 29 de marcgo de 2018.
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Na Figura 4.5 mostra que o modelo apresenta um comportamento cada vez
mais passivo em relacdo a alocacido da riqueza, isto é, efetua um ndmero cada
vez menor de mudancas no percentual da riqueza alocado em cada ativo, quando
aumentamos a janela de tempo observada para elaboracdo das estratégias. Além
disto, também apresenta uma preferéncia pelo ativo com maior volatilidade.

Para investigar como o nosso modelo se comporta durante o processo de
tomada decisdo em diferentes condicoes do mercado, a figura 4.6 mostra a
dispersdo do retorno dos ativos em diferentes condicdes de mercado, sendo eles
um periodo de crise (setembro, outubro de novembro de 2008) e um periodo
de n3o crise (setembro, outubro e novembro de 2017). A figura também mostra
os conjuntos de incerteza dos parametros, que foram construidos com os dados

observados em cada periodo, e os intervalos de confianca, definido em (2.4). Nesta

m Ativo 1
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figura estdo os retornos diarios dos ativos da carteira Industry Portfélio com dois

ativos.

Figura 4.6: Grafico de dispersao do retorno dos ativos arriscados, seus respec-
tivos conjuntos de incerteza e intervalos de confianca: Portfélio Industry com

2 ativos em diferentes condi¢oes de mercado.
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Notamos na Figura 4.6 a ocorréncia de retornos extremos durante o periodo
de crise, o que gera conjuntos de incerteza dos parametros aleatérios bem
maiores que os formados em periodos fora de crise. O formato dos conjuntos
no periodo de ndo crise sugere uma baixa correlacdo dos retornos, indicando
que a formacdo do preco de cada ativos é uma funcdo dos fatores de risco do
mercado'?, mas principalmente de fatores de risco especificos!' de cada empresa.
Ja o formato do conjunto no periodo de crise fornece evidéncias da convergéncia da
correlacdo dos retornos para um, onde todos os ativos se desvalorizam /valorizam
concomitantemente, sugerindo que os fatores de mercado tém maior relevancia na
formacdo do preco dos ativos.

Para investigarmos um pouco mais o comportamento exibido na Figura
4.6, também construimos os fechos convexos de outra carteira com dois ativos
arriscados, que investe nos indices Down Jones e SP500, para os periodos de crise

e nao crise, apresentado na Figura 4.7.

10830 caracteristicas da economia como um todo, que afetam todos os participantes do
mercado, como colapso do sistema financeiro, grandes variagoes na taxa de juros e cambio,
etc.

1850 caracteristicas especificas da empresa, como setor de atuacdo, fatores operacionais,
qualidade da governanga corporativa, entre outros, que afetam a avaliacdo da empresa pelos
agentes financeiros e consequentemente o preco da acio.
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Figura 4.7: Grafico de dispersao do retorno da carteira de 2 ativos, formada

com os indices SP500 e Down Jones, seus respectivos conjuntos de incerteza.
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Notamos uma correlacdo ainda maior entre os dois indices, pois no periodo de
crise o conjunto formado é ainda mais achatado, mostrando que os ativos assumem
praticamente os mesmos valores, enquanto no periodo de menor volatilidade (n3o
crise) é formado um conjunto com elementos distribuidos mais uniformemente em
torno do ponto com zero em todas as coordenadas.

Para termos uma avaliacdo mais minuciosa do desemprenho da nosso algori-
timo, realizamos o backtest mais carteiras, porém com 5, 10, 17 e 30 ativos, que
foram elaboradas com os mesmos tamanhos de amostra © utilizados na elabora-
cdo das carteira com 2 ativos e, comparamos o desemprenho gerado entre elas.
A figura 4.4 mostra a proporcao total de dias que todas as carteiras a estratégia
proposta, com carteiras compostas com 2, 5, 10, 17 e 30 ativos, geraram retornos
positivos. No Apéndice colocamos tabelas com resultados mais detalhados de cada

carteira.
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Tabela 4.4: Tabela comparativa com a proporcao de dias que houve retorno

positivo carteiras com 2, 5, 10, 17 e 30 ativos.
PROPOR(;.:\O DE DIAS COM RETORNOS POSITIVOS
Estratégias 2 ATIVOS 5 ATIVOS 10 ATIVOS 17 ATIVOS 30 ATIVOS

Chull 5 533.54% 53.60% 5332% 33.24% 33.46%
Chull 53.82% 54.16% 53.62% 54.14% 53.32%
Chull 5 53.64% 53.50% 3366% 34.26% 53.01%
Chull 3, 34.00% 53.94% 53.86% 53.82% 33.74%
Chull 55 53.82% 53.17% 53.58% 53.62% 52.95%
Chull 159 34.10% 53.66% 53.60% 53.38% 32.53%
Chull 355 54.02% 54.16% 3384% 33.86% 53.09%
Chull ;55 34.38% 53.90% 5392% 53.84% 33.90%
Chull 455 54.30% 54.16% 5422% 54.38% 54.26%
Chull ;55 54.25% 54.14% 53.86% 53.30% 34.02%
Chull 559 54.13% 53.72% 53.66% 53.62% 54.00%
Chull zpg 54.13% 54.20% 3338% 33.52% 34.24%
Cart. 1/d 34.44% 53.99% 3435% 53.93% 34.05%

N3o identificamos alguma mudanca no comportamento das carteiras ao
analisar a Tabela 4.4. Praticamente n3o houve alteracdo nas proporcdes de dias
com retornos positivos ao passo que aumentamos o nimero de ativos, pois todas as
carteiras tiveram um comportamento muito similar, oscilando esta proporcao em
cada alteracdo de tamanho da amostra © que analisamos. A carteira C'hullygg foi
a que gerou maior frequéncia, inclusive superando estratégia naive na maioria das
carteiras com diferentes niimeros de ativos, sendo estas duas as (inicas que tiveram
uma frequéncia média maior que 54%. Apesar do comportamento estatico em
relacdo a proporcdo dos dias com rendimento positivo identificado na Tabela 4.4,
as Tabelas A.3 e A.4, mostram que o aumento para 5 ativos foi quanto o modelo
apresentou o maior aumento geral na performance de todas as carteiras, tanto
que a carteira 1/d gerou o segundo pior desempenho, ficando a frente somente
da C'hulls. Em relacdo a variacdo do nimero de ativos, reparamos, ao passo que
aumentamos o tamanho das carteiras, um ganho de performance nas estratégias
Chully elaboradas com amostas © 5 maiores e perda de performance nas carteiras
com amostras menores. Em especial, temos Chullsgy, que foi a carteira mais
consistente, tendo em vista todas as métricas utilizadas.

Logo em seguida, apresentamos uma tabela comparativa com o desvip padrao

dos retornos didrios de cada uma das carteiras analisadas.
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Tabela 4.5: Tabela comparativa da volatilidade dos retornos diarios das car-

teiras com 2, 5, 10, 17 e 30 ativos.

DESVIO PADRAO DOS RETORNOS DIARIOS
Estratégias 2 ATIVOS 5 ATIVOS 10 ATIVOS 17 ATIVOS 30 ATIVOS

Chull 5 1.202% 1.115% 1.097% 1.172% 1.250%
Chull 1 1.076% 1.036% 0.998% 1.004% 1.021%
Chull 5 1.042% 1.030% 0.977% 0.973% 0.974%
Chull 5 1.033% 1.017% 0.9534% 0.945% 0.942%
Chull 55 1.035% 1.019% 0.947% 0.938% 0.932%
Chull 159 1.033% 1.010% 0.943% 0.936% 0.925%
Chull 555 1.03%% 1.023% 0.953% 0.968% 0.935%
Chaull 359 1.039% 1.021% 0.955% 0.263% 0.943%
Chul 459 1.033% 1.020% 0.962% 0.964% 0.947%
Chull 455 1.034% 1.022% 0.966% 0.966% 0.950%
Chull 555 1.035% 1.027% 0.96%9% 0.969% 0.956%
Chull 59 1.037% 1.031% 0.982% 0.968% 0.961%
Cart. 1/d 1.092% 1.163% 1.138% 1.236% 1.213%

Podemos perceber na Tabela 4.5 uma diminuicdo do risco diario da carteira,

mensurado através da sua volatilidade, quando aumentamos o nimero de ativos,

dado que fixamos o o tamanho na amostra ©n. O mesmo acontece quanto

fixarmos o nimero de ativos e aumentamos o /N da amostra, exceto na carteira

com 1/d, que hd uma aumento da volatilidade em carteiras com maiores nimeros

de ativos.
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Conclusao

Este trabalho apresenta uma metodologia para construcdo de conjuntos de
incerteza poliedrais data-driven para modelo de distributionally robust optimization
de portfélio para um periodo, tendo como base os retornos observados dos ativos
disponiveis. Consideramos diferentes tamanhos de amostras para construcdo destes
conjuntos, de forma que descartamos o dado mais antigo e incluimos na amostra o
dado mais recente a cada periodo ¢ que avancamos. Testamos o modelo sem
considerar os custos de transacdo, volume negociado dos ativos ou quaisquer
outras restricoes, podendo gerar decisdes de alocacdo completamente diferentes
da realidade, tanto em carteiras com tamanhos distintos quanto em diferentes
cenarios econdmicos. Ndo consideramos o ativo livre de risco como uma opcao de
investimento, pois queriamos comparar diretamente a estratégia proposta com a
carteira igualitaria. Também nao permitimos venda a descoberto nem alavancagem
em relacdo ao patrimonio para termos um maior controle do risco que buscavamos
analisar.

Os resultados empiricos, mostram que no geral, o modelo é uma opcdo
superior ao benchmark, quando consideramos as carteiras com janelas mais longas
(amostra O maior), enquanto as estratégias com janelas curtas performam
bem, apenas para carteiras com até 5 ativos, perdendo qualidade em dimensoes
superiores. Identificamos nos mercados com 5 ativos o melhor desempenho geral
do modelo, pois neste cendrio, aparentemente atingiu a melhor capacidade de
adaptacdo das diferentes condicoes de mercado que se realizam, permitindo tirar
maior proveito da dindmica dos precos dos ativos. Em suma, o modelo foi capaz de
se proteger nos cendrios com maior volatilidade, com isto, quando comparado com
os respectivos benchmarks, realizou perdas menores e ganhos maiores. Também
reconhecemos um padrao comportamental do modelo quando aumentamos o
numero de ativos, onde as carteiras com janelas maiores obtiveram um ganho
de performance enquanto as com janelas menores perdem significativamente sua
qualidade.

Quando aumentamos a janela observada, o modelo passa adotar um padrao
mais passivo de alocacdo, isto é, faz poucas alteracées nas alocacdes, o que geraria
um menor impacto no seu desempenho quando incluirmos, na anélise, os custos

de transacao, que pretendemos investigar em um préximo trabalho.
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Tabela A.1: Tabelas com o retorno diario médio das carteiras com 2, 5, 10, 17

e 30 ativos.

RETORNO DIARIO MEDIO
Estratégias 2 ATIVOS 5 ATIVOS 10 ATIVOS 17 ATIVOS 30 ATIVOS
Chul 0.0375%  0.0357%  0.0382% 0.0304% 0.0369%
Chull;;  0.0415%  0.0442%  0.0316% 0.0293% 0.0263%
Chull;;  0.0396%  0.0465%  0.0314% 0.0318% 0.0249%
Chull;;  0.0370%  0.0413%  0.0292% 0.0282% 0.0238%
Chull;;  0.0355%  0.0392%  0.0314% 0.0318% 0.0255%
Chull ;;;  0.0349%  0.0373%  0.0356% 0.0323% 0.0242%
Chull;;;  0.0345%  0.0389%  0.0372% 0.0328% 0.0309%
Chull;;,  0.0394%  0.0402%  0.0399% 0.0331% 0.0397%
Chull p  0.0401%  0.0407%  0.0420% 0.0357% 0.0457%
Chull ;;;  0.0380%  0.0421%  0.0425% 0.0339% 0.0421%
Chullspp  0.0385%  0.0422%  0.0440% 0.0347% 0.0456%
Chullge,  0.0390%  0.0404%  0.0374% 0.0345% 0.0451%
Cart. 1/d  0.0384%  0.0369%  0.0367% 0.0393% 0.0404%

Tabela A.2: Tabelas com a proporc¢ao de dias em que cada uma das carteiras

Chull com 2, 5, 10, 17 e 30 ativos ganhou da carteira 1/d.
PRUPUR(;;‘LU DE DIAS QUE GANHOU DA CARTEIRA 1/d
Estratégias 2ATIVOS SATIVOS 10 ATIVOS 17 ATIVOS 30 ATIVOS

Chull 5 48 46% 48.92% 4838% 48 74% 48 74%
Chull 1, 48 34% 48.90% 4836% 48 48% 48.16%
Chull ;5 48 24% 48.58° 48.52% 48.94% 48.12%
Chudl 55 48.28% 48.58° 48 46% 47.87% 47.69%
Chudl 55 47.83% 48.28" 4822% 47.47% 47.73%
Chadl 10 47.93% 48.16% 4830% 48.03% 47.83%

o
g~ &~ &~

o~

Chudl 555 48.08% 48.07% 4838% 48.07% 48.14%
Chull 355 48.28% 48.07% 4799% 48.38% 48 48%
Chull s55 48.26% 48.22% 4824% 43.03% 48.50%
Chull 455 48.32% 48.08% 48.50% 47.79% 48.42%

Chull ;pp  48.30%  48.28¢
Chull gy~ 48.42%  48.30°

48.70% 48.10% 48.48%
4826% 47.73% 48.38%

an

o
&
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Tabela A.3: Tabelas de performance das carteiras elaboradas com o DPOM

com b e 10 ativos.

CARTEIRA COMS ATIVOS

- Tempo
Estratégia Rt Ip o; IS, MDD+ Cumput:::iunal
Chull;  34049%  7.70%  16.01% 0.39 45 27% 0.007
Chull;;  603.62% 10.26%  15.40% 0.57 38.66% 0.011
Chull;;  696.83% 10.93%  13.38% 0.68 34.07% 0.001
Chull;;  517.68% 9.53%  15.30% 0.53 39.28% 0.039
Chull;;  434.53% 8.94%  16.29% 046  -43.74% 0.082
Chull 15y 405.34%  8.44%  15.76% 044  -43.60% 0.340
Chull ;;;  44428% 8.84%  15.48% 0.48 -40.45% 1.358
Chull ;5  483.02% 9.22%  14.23% 0.33 -38.33% 2.603
Chull 4  498.64% 9.36%  14.82% 034  -3734% 3.505
Chull ;55 539.43%  9.72% 1477% 036  -37.34% 4.71%
Chull 555 343.60%  9.76%  12.93% 0.64  -39.36% 6.026
Chull gy 485.99% 924%  14.04% 036  -37.34% 11.230
Cart. 1/d  352.00% 7.83% 16.07% 040  -53124%
CARTEIRA COM 10 ATIVOS
Estratégia Ry r, o, IS, MDD Cumi:ﬂunal

Chull;  404.55%  843%  19.77% 0.35 -56.30% 0.006
Chull;;  283.11%  6.93%  17.37% 0.31 -47.32% 0.011
Chull;;  281.60% 6.93%  17.03% 0.32 -47.05% 0.016
Chuldl ;;  245.79%  6.40%  14.89% 0.33 -47.30% 0.038
Chull;;  288.81% 7.03%  16.95% 0.33 -53.27% 0.080
Chull 155 381.49% 8.18%  15.93% 0.42 -48 26% 0.282
Chull ;;;  418.71%  8.38%  14.435% 049  -4407% 1.170
Chull ;5 492.94%  931%  12.93% 0.61 -39.56% 2305
Chull ;op  557.90%  9.88%  14.82% 0.57 -42 18% 2675
Chull ;55 574.01%  10.01%  12.93% 0.66  -39.36% 4.115
Chullspp  623.01% 10.40% 12.93% 0.69  -39.36% 4.702
Chullgyp  416.70% 8.56%  14.53% 049  42.18% 7.536
Cart. 1/d  352.32% 7.84%  16.25% 039  -32.49%
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Tabela A.4: Tabelas de performance das carteiras elaboradas com o DPOM

com 17 e 30 ativos.

CARTEIRA COMI17 ATIVOS

- Tempo
Estratégia Bt rp o; IS, MDD+ Cumput:::iunal
Chull;  22663% 6.10%  19.23% 0.24 -56.91% 0.006
Chull;;  239.88% 6.31%  16.00% 0.30 -51.76% 0.011
Chull ;s 29044%  7.05%  14.78% 0.38 -43 48% 0.018
Chull ;;  22981% 6.15%  13.57% 0.33 -48.16% 0.044
Chull ;5 296.82% 7.13%  14.64% 0.39 -48.71% 0.106
Chull jgp 30745% 728%  13.30% 0.44 -42.42% 0.289
Chull 35, 312.45%  7.34% 14.73% 0.40 -49 81% 1.398
Chull ;;p  31883%  742%  1481% 0.40 -50.79% 3.682
Chull ;gp  377.59% 8.13%  14.67% 0.46 -50.25% 3.319
Chull ;;;  335.74%  7.64%  14.37% 0.43 -50.12% 7.451
Chull 55,  352.94%  7.85%  14.32% 0.45 -49.69% 8.782
Chull gpp  349.34%  7.80%  14.75% 0.43 -45 58% 11.728
Cart. 1/d  38724% 824%  17.36% 0.39 -53.93%
CARTEIRA COM 30 ATIVOS
Estratégia Ry r, o, IS, MDD Cmi':ﬂ:ﬂﬂﬂ
Chudl ;  332.09%  7.5%9%  19.64% 0.31 -49.92% 0.006
Chull;;  189.48%  546%  18.05% 0.22 -59.23% 0.013
Chull ;; 175.82%  520%  17.83% 0.21 -60.90% 0.021
Chull ;p  16523%  5.00%  16.40% 0.22 -48.62% 0.059
Chull ;5 190.04%  547%  15.76% 0.26 -53.15% 0.151
Chull jgp 172.33%  5.14%  13.49% 0.27 -40.63% 0.450
Chull 35, 281.02%  6.92%  12.93% 0.42 -39.56% 1.127
Chull 35, 489.98% 928%  14.77% 0.53 -40.92% 2.820
Chull ;p;  696.65% 1093%  15.19% 0.63 -3%.33% 5.071
Chull ;;;  565.87% 9.94%  1487% 0.57 -38.67% 8.619
Chull 55, 689.93% 10.89%  14.69% 0.64 -38.67% 11.851
Chull gy 667.30% 10.73%  15.08% 0.62 -38.67% 11.851

Cart. I/d 423.70% 8.63% 17.83% 0.40 -57.09%
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