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Resumo

Genovesi, Julia Figueiredo; Silva, Raul Rosas e. Aspectos da Modelagem
de Estruturas sob Acao de Forcas Seguidoras. Rio de Janeiro, 2018. 106
p. Dissertagdo de Mestrado — Departamento de Engenharia Civil e
Ambiental. Pontificia Universidade Catolica do Rio de Janeiro.

Nesta dissertacdo estuda-se em detalhe o modelo de coluna submetido a
carregamentos nao conservativos dependentes do deslocamento. Analisa-se a
influéncia da base elastica de Winkler e de apoios eldsticos nos dois problemas
classicos de Beck e Leipholz. Apresenta-se uma metodologia para o método
dindmico de determinacao da condi¢do e carga critica através de uma formulacao
matricial. A modelagem ¢ desenvolvida para um elemento de viga esbelta através
do método de Rayleigh-Ritz com o campo de deslocamentos descrito pela
combinagdo de polindmios cubicos e fungdes trigonométricas. Desenvolveu-se
um programa em MATLAB® de acordo com a metodologia apresentada. Os
problemas classicos foram utilizados para avaliar numericamente a eficacia desta
abordagem. Apresentam-se as andlises de influéncia de base eldstica e apoios
elasticos avaliados tanto separadamente como em conjunto. Isto permite mostrar
que as cargas criticas e respectivos modos sao afetados de forma distinta para cada
tipo de apoio elastico e forma de carregamento. Finalmente, as analises sdo
comparadas com resultados presentes na bibliografia, de modelos mais completos,
considerando movimento de fluido ao longo do elemento, com o objetivo de
avaliar a faixa de aplicabilidade do modelo de Beck para o caso de tubulagdes.

Palavras-chave

Flambagem dinamica; Forgas seguidoras; Apoios e base -elasticos;
Métodos numéricos
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Abstract

Genovesi, Julia Figueiredo Cardoso; Silva, Raul Rosas e (Advisor). On
the Modelling of Structures Subjected to Follower Forces. Rio de
Janeiro, 2018. 106 p. Dissertacio de Mestrado — Departamento de
Engenharia Civil e Ambiental. Pontificia Universidade Catodlica do Rio de
Janeiro.

In this dissertation, the model of column subjected to displacement-
dependent non-conservative loads is studied in detail. The influence of Winkler’s
elastic foundation and elastic supports is carried out for some classical problems
such as Beck's and Leipholz's. A methodology based on a matrix formulation is
presented for determining the critical condition and load in a dynamic approach.
The model developed is based on Rayleigh-Ritz method, using a combination of
cubic polynomials and trigonometric functions to describe the displacement field
of slender beam elements. This methodology was implemented in a computer
program developed in MATLAB®. The classical problems were used as
numerical tests to evaluate the accuracy of this approach. Later, the analysis of
elastic foundation and elastic supports influence are presented separately and
together. It was possible to show that both critical load and its respective modes
are affected differently for each type of elastic support and load distribution.
Finally, the influence analysis of Beck’s problem is compared to results presented
in in bibliography of a model which includes fluid movement within the element.
This comparison has the purpose to estimate a range of applicability of the
classical Beck’s model to a pipe conveying fluid.

Keywords

Dynamic buckling; Follower forces; Elastic supports and foundation;
Numerical methods.
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rotacdo impedida

Carregamento constante distribuido ao longo do elemento de coluna

Pardametro de carga adimensional para o carregamento distribuido
aplicado

Parametro de carga adimensional critico para o carregamento
distribuido aplicado

Pardmetro de carga adimensional critico para o carregamento
distribuido aplicado de tendéncia para a condicdo de contorno
engastada e apoiada

Parametro de carga adimensional critico para o carregamento
distribuido aplicado de tendéncia para a condicdo de contorno
engastada e com rotacdo impedida

Residuo de uma solucao (Método de Galerkin)
Posicao inicial de equilibrio

Energia cinética total do sistema

Tempo

Energia interna de deformacao eléstica do sistema
Velocidade constante do fluido ao longo da tubulacao
Potencial das forcas externas

Funcgao do deslocamento transversal

Fungdo aproximada do deslocamento transversal
Func¢des de ponderacao (Método de Galerkin)

Trabalho realizado pelas forcas ndo dependentes dos deslocamentos,
linear

Variagdo do trabalho realizado pelas for¢as ndo conservativas

Trabalho realizado pelas forgas dependentes dos deslocamentos,
quadratico

Coordenada espacial no eixo longitudinal
Coordenada espacial no eixo transversal

Coordenada espacial fora do plano
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Energia potencial total do sistema

Parametro adimensional que relaciona a massa linear do fluido com a
massa linear total no modelo de tubulagao

Variagdo

Constante adimensional da base elastica

Parametro de carga

Parametro adimensional para o comprimento do elemento
Parametro adimensional para a posi¢ao em x=L

Tensdo ao longo da secdo transversal

Parametro adimensional para o tempo no modelo de tubulagao
Frequéncia de vibragdo

Constante adimensional da frequéncia

Primeira frequéncia de vibragao do sistema

Segunda frequéncia de vibracao do sistema

Frequéncia de coalescéncia entre as frequéncias de vibragdes do
modelo
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1. Introducgao

1.1. Consideragoes Iniciais

O estudo de instabilidade em sistemas ndo conservativos teve grande
avango no século XX devido ao crescimento da industria aeroespacial e
aerondutica, principalmente nos anos 60 e 70. Estes sistemas sdo caracterizados
por uma variacdo de energia total, verificado em sistemas que apresentam
interagdo entre fluido e estrutura e presenca de forcas de atrito ou
eletromagnéticas.

O primeiro estudo em estruturas submetidas a cargas ndo conservativas foi
desenvolvido em 1929-1930 por Nikolai [1] ao investigar instabilidade elastica
em barras submetidas a torsdao. Bolotin [1] e Ziegler [2] deram continuidade a esta
linha de pesquisa através de publicacdes de extrema relevancia, apresentando
defini¢des de conceitos basicos e solu¢des de diversos problemas de instabilidade
dindmica.

Dentre os tipos de carregamentos ndo conservativos estudados, o
carregamento seguidor ou circulatorio se destaca entre um dos mais conhecidos.
Este carregamento tem como principal caracteristica a mudanca de dire¢do na
deformada da estrutura em que estd aplicado de forma a permanecer sempre
tangente a mesma. Um dos primeiros problemas a serem solucionados com este
tipo de carregamento foi uma coluna engastada e livre submetida a uma carga
seguidora na extremidade livre. Beck publicou o primeiro trabalho com a
determinacdo da carga critica deste problema [1, 3], tendo entdo atualmente seu
nome associado ao problema como homenagem.

Muitos trabalhos foram inspirados pelo problema da coluna de Beck ao
longo dos anos, analisando diferentes pardmetros como condi¢des de contorno,
leis constitutivas e variacdes no carregamento. As diferencas nos carregamentos
marcaram os primeiros trabalhos a determinarem cargas criticas para colunas,
também nomeadas em homenagem aos primeiros autores a pesquisarem o0s
problemas, Leipholz [4] e Pfiiger [5]. Ambos problemas apresentam mesmas
restricdes de deslocamento nas extremidades da viga, engastada e livre. O
primeiro apresenta um carregamento seguidor distribuido ao longo do elemento,
j& o segundo tem um carregamento concentrado misto na extremidade livre,
composto por uma for¢a seguidora e outra de direcdo constante.

Os métodos estatico e dinamico, sdo utilizados na teoria da estabilidade
eléstica para determinagdo do parametro critico de um sistema. O método estatico
define o parametro critico como o menor valor capaz de gerar configuragdes de
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equilibrio proximas a fundamental. J4 método dindmico avalia as vibragdes do
sistema em torno de uma configuracdo de equilibrio. Sendo entdo o pardmetro de
carga critico determinado como o menor valor capaz de tornar as vibragdes do
sistema instaveis.

O desenvolvimento da solu¢dao dos problemas nao conservativos ¢ feito
através da formulagdo de equacdes diferenciais de movimento. A solucao analitica
de alguns casos, principalmente com a inclusdo de novos parametros e utilizando
modelos mais complexos, ¢ ardua e em alguns casos inviavel. Recorre-se entdo a
métodos aproximados para a resolugcdo destes problemas. Independentemente do
método adotado, a determinacdo do pardmetro critico de carga requer o calculo de
valores caracteristicos de problema de valores de contorno.

Um sistema ndo conservativo submetido a um carregamento seguidor,
diferentemente de um sistema conservativo usual, pode perder a estabilidade de
duas formas: estatica (divergéncia) ou dinamica (“flutter”). O fendomeno da
divergéncia ¢ comum a sistemas conservativos e ¢ caracterizado, em colunas, pela
perda de rigidez efetiva ao atingir a carga critica assim adotando uma
configuracdo de equilibrio préxima a inicial. Esse tipo de condicdo critica pode
ser investigado através dos métodos estatico e dinamico sem nenhum prejuizo ao
resultado.

O fendmeno de “flutter”, entretanto, se distingue pelo movimento
oscilatério com amplitudes crescentes ao redor da configuracao inicial, observado
no atingimento da carga critica. A possibilidade desta condi¢do critica faz
necessaria a utilizagdo do método dinamico. Assim, a utilizagdo do método
dindmico ¢ recomendavel para analise de estabilidade de sistemas nao
conservativos.

1.2. Motivagao

A dificuldade de validacao experimental de diversos trabalhos submetidos
a forcas circulatorias, principalmente dos modelos classicos de coluna como a de
Beck, despertou grande questionamento sobre a aplicabilidade do modelo
utilizado [6, 7]. Além da falta da validacdo experimental, Elishakoff [7] usa
também como argumentagdo o resultado, considerado paradoxal, da indiferenca
do modelo na presenca de base elastica [8]. Este ponto serd esclarecido nesta
dissertacgao.

Koiter [6] e Elishakoff [7] sugerem entdo o abandono da idealiza¢do de
forcas seguidoras em modelos, considerando os estudos puramente tedricos € com
pouca representatividade. Para Elishakoff o modelo de colunas submetidas a
apenas cargas seguidoras ndo gera um modelo util para caracterizar o principal
foco de andlise, em sua opinido, da tubulacdio com movimento de fluido. Os
resultados divergentes da analise de influéncia da base eléstica [8, 9] e a pequena
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complexidade a mais envolvida num modelo mais realista, sustentam sua opinido.
Elishakoff sugere a utiliza¢do apenas do modelo de tubulagdo com movimento de
fluido em que sdo considerados os efeitos da forca centrifuga e de Coriolis para
trabalhos futuros.

Houve algumas respostas aos questionamentos e criticas feitos as forcas
seguidoras, como a de Sugiyama et al. [10]. Alegando a forte importancia na
industria aeroespacial e descrevendo exemplos de aplicagdo que incluem
tubulagdo com movimento de fluido, atrito entre discos de freio automobilisticos e
foguetes, Sugiyama et al. defende a relevancia deste tipo de carregamento.
Experimentos realizados em foguetes sdo considerados por Sugiyama et al. como
bem sucedidos em demonstrar a instabilidade dindmica em foguetes [11], a
verificagdo qualitativa da carga critica de “flutter” no sistema [12] e seu efeito
estabilizador [13]. A carga seguidora na extremidade da coluna representa o
impulso do foguete, podendo ser mais realista ao considerar uma forga peso
concentrada na extremidade, se aproximando entdo mais do modelo de coluna de
Pfliiger. Recentemente também foi reportado por Bigoni & Noselli [14] um
experimento relativamente simples validando o modelo de coluna de Ziegler,
coluna engastada livre com dois graus de liberdade submetida a uma carga
concentrada seguidora na extremidade livre. A forca de atrito entre a ponta da
coluna e uma chapa em movimento com velocidade constante representou a forca
seguidora na extremidade.

Essa certa polémica envolvendo a aplicabilidade de modelos classicos de
colunas sob efeito de forcas seguidoras e da propria idealizagdo desta forca
motivou a realizagdo deste trabalho. A falta de um consenso a respeito desse tema
gera incerteza quanto aos resultados obtidos dos modelos simplificados e dividas
quanto ao seu emprego, em diversas referéncias. Na verdade, a discussao moderna
sobre aplicacdo de forgas seguidoras deve lembrar a existéncia de sensores e
atuadores com os mais diversos comportamentos, possibilitando o controle
dindmico de estruturas. Os atuadores, portanto, se constituem em agdes nao
conservativas.

1.3. Objetivo

A principal finalidade deste trabalho ¢ a realizagdo de um estudo detalhado
do modelo de coluna submetido a dois tipos de carregamento seguidor,
concentrado na extremidade e distribuido ao longo do elemento. Neste estudo
analisa-se a influéncia da base elastica de Winkler e dos apoios elasticos na
condigdo critica da estrutura. A avaliagdo da aplicabilidade dos modelos faz-se
possivel com os resultados destas analises € a comparacdo com o modelo de
tubulagdo com movimento de fluido, por ser considerado mais representativo.

O desenvolvimento deste estudo ¢ feito através de uma rotina
implementada no programa MATLAB, desenvolvida através do método
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aproximado de Rayleigh-Ritz com adi¢ao de efeitos ndo conservativos. Utiliza-se
um elemento de viga reta com hipotese de Euler-Bernoulli com o campo de
deslocamentos descrito por uma combinacdo de fungdes cubicas com
trigonométricas. O programa permite, considerando pequenos deslocamentos, a
determinagdo da condi¢cdo e parametro critico de colunas sob acdo de forgas
seguidoras, de direcao constante ou dirigidas a um ponto.

Um objetivo secundério estd entdo associado a avaliagdo da eficacia do
método e da implementacdo computacional através de comparagdes com solugdes
analiticas e numéricas que ja estdo bem definidas na literatura.

1.4. Organizacao da dissertagao

Além da introducdo, esta dissertagdo contém outros quatro capitulos. No
capitulo 2 faz-se uma apresentacdo de conceitos relacionados ao estudo de
estabilidade de sistemas ndo conservativos além de uma breve revisdo
bibliografica de trabalhos contendo estudos de estabilidade de colunas submetidas
a cargas seguidoras. O capitulo 3 apresenta o desenvolvimento da formulagdo
matricial para o desenvolvimento do problema de estabilidade analisado neste
trabalho, bem como a descricdo da implementagdo computacional adotada no
MATLAB® para desenvolvimento da solu¢do. A apresentacdo da validacao da
metodologia implementada no programa e dos resultados das diferentes analises
de influéncia realizadas nos problemas classicos de coluna de Beck e Leipholz
estdo no capitulo 4. Neste capitulo também ¢ realizada uma apreciagao e analise
dos resultados obtidos em cada um dos casos € uma breve comparagdao do modelo
de coluna com o modelo de tubulagdo com movimento de fluido. Por ultimo, no
capitulo 5 as conclusdes e sugestdes para trabalhos futuros sao apresentadas.
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2. Estabilidade de Sistemas Nao Conservativos

2.1. Introducao

Este capitulo apresenta os principais conceitos para uma analise de
estabilidade de sistemas elasticos submetidos a carregamentos ndo conservativos.
A classificagdo das forcas atuantes na estrutura ¢ feita com o objetivo de
esclarecer a natureza dos carregamentos assim como a exposi¢ao dos critérios de
estabilidade e métodos para desenvolvimento da solugao.

Ap0s a exposicdo desses conceitos, ¢ feita uma breve revisdo de trabalhos
relacionados ao estudo de estabilidade de sistemas ndo conservativos classicos.

2.2. Classificagao das forgas

Uma classificagdo precisa das forgas € necessaria tanto para o estudo de
instabilidade quanto para qualquer investigagdo do comportamento mecanico de
um sistema. Além disso, um estudo quanto a natureza destas forcas ¢ fundamental
para idealizagcdo de modelos, de modo que representem a sua real complexidade.

Neste contexto, as for¢as podem ser divididas em dois grupos quanto a
conservagdo de energia. As forcas conservativas podem ser descritas através de
uma funcdo potencial dependente apenas da configuragdo final e inicial do
sistema. As for¢as ndo conservativas, entretanto, ndo possuem um potencial
associado. O trabalho relacionado a este tipo de carregamento ¢ dependente da
trajetoria de deformagdo do sistema ao estagio final. A Figura 2.1 apresenta de
forma esquematica a classificagdo de forgas.
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Figura 2.1 - Classificacao das forcas.

As forgas conservativas compdem os carregamentos mais usuais na analise
estrutural e podem ser classificadas quanto a dependéncia do deslocamento. As
forgas dirigidas a um ponto fixo ou forca centrifuga exemplificam as forcas
dependentes do deslocamento, j& a for¢a peso que tem dire¢do constante
exemplifica as forcas independentes.
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As forgas ndo conservativas, objeto de estudo deste trabalho, sdo
classificadas quanto a dependéncia do tempo. As forcas ndo conservativas
independentes do tempo, ditas como estacionarias, sdo divididas em dois grupos
distintos: dependentes e independentes da velocidade. As forcas dependentes da
velocidade podem ser dissipativas ou giroscopicas. As forcas dissipativas tém
como caracteristica a produ¢do de um trabalho negativo, dissipando energia do
sistema, ja as forcas giroscopicas apresentam um trabalho nulo.

As forgas giroscopicas correspondem a uma excecdo da definicao feita
acima, pois, devido ao trabalho nulo, s3o consideradas conservativas apesar de
nao serem derivadas de uma funcdo potencial. Forcas como a de Coriolis,
associada ao giro ou deformagdo do eixo de referéncia, ou de Lorentz, associada a
campos eletromagnéticos, apresentam uma dependéncia da velocidade tal que o
trabalho sobre um movimento real do sistema ¢ sempre nulo [2, 15].

As forgas ndo conservativas independentes da velocidade sdo ditas como
circulatorias ou seguidoras devido a dependéncia do deslocamento. Estas forgas
sd0 mais comuns do que costuma ser suposto e estdo normalmente associadas a
forgas aerodinamicas, hidrodindmicas e de atrito. Vale ressaltar exemplos de
sistemas lineares sob efeito deste carregamento uma vez que correspondem aos
sistemas avaliados neste trabalho, sendo eles:

e tubulagdes com movimento de fluido [15];

e foguetes e aecronaves submetidos a forga de propulsao [11, 13];

e coluna humana submetida ao esfor¢o compressivo do ato de
levantar [16].

2.3. Conceito de Estabilidade

A avaliacdo de estabilidade de um determinado sistema deve ser feita a
partir da introducdao de uma perturbagdo em sua configuragdo indeformada [17]. A
estabilidade do sistema esta entdo associada ao nivel de perturbacdo necessario
para que o sistema atinja o limite entre uma situacdo estavel e instavel. A Figura
2.2 representa um exemplo ilustrativo em que ¢ avaliado o equilibrio de uma
esfera rigida inserida num campo gravitacional com os trés possiveis estados,
instavel (a), estavel (b) e indiferente (c).
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(a) (®) (c)

Figura 2.2 - Trés situagdes de equilibrio: (a) instavel; (b) estavel; (¢) neutro.

Na situagdo (a) a esfera se encontra em uma posi¢do instavel, pois existe
uma tendéncia de grandes deslocamentos para qualquer intensidade de impulso a
ser aplicado. Ja no caso (b), equilibrio estavel, os deslocamentos da esfera sdo
limitados e a esfera tende a oscilar em torno da posi¢do de equilibrio
indefinidamente, desprezando o efeito do amortecimento, ou tende a retornar a
posicdo inicial. As curvas (a) e (b) presentes na Figura 2.3 representam
respectivamente estes dois movimentos de equilibrio estdvel, mostrando a
variacao do deslocamento generalizado ao longo do tempo t.
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deslocamento

Figura 2.3 - Deslocamento x tempo para a situacdo de equilibrio estavel: (a) sem
amortecimento; (b) com amortecimento.

A situagdo descrita na Figura 2.2¢ representa uma situacdo neutra, para
uma dada perturbagdo a esfera ird se deslocar em movimento uniforme. Mesmo
em uma nova posi¢ao a esfera permanecera em equilibrio.

O comportamento de um sistema estrutural pode depender de diversos
parametros, como: parametros mecanicos, de carga e possivelmente o tempo. A
estabilidade do mesmo depende dos valores destes pardmetros e no exemplo das
esferas ilustrado na Figura 2.2 o pardmetro de controle para a avaliacdo da
estabilidade poderia ser a altura do impulso aplicado. A magnitude do impulso
aplicado na esfera ¢ determinante para identificar a sua estabilidade e ele ¢ dito
como critico quando corresponde ao valor limite entre a condi¢do estavel e
instavel. Assim, a fronteira de estabilidade ¢ determinada pela investigacdo de
valores criticos do sistema, podendo ser definida através de consideragdes
dindmicas ou estaticas.

Os sistemas ndo conservativos t€ém possibilidade de perder estabilidade de
duas formas: através de um movimento oscilatorio com amplitudes crescentes
chamado de “flutter” ou divergéncia. A Figura 2.4 representa no grafico de
deslocamento x tempo o fendmeno de “flutter”.
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Figura 2.4 - Deslocamento x tempo para a perda de estabilidade por "flutter".

A utilizagdo de consideragdes estdticas em sistemas que podem perder
estabilidade por “flutter” leva a conclusdes erroneas, como indicado por Nikolai
em 1930 [1]. A investigacao da instabilidade elastica de barras submetidas a um
momento de tor¢do tinha como objetivo comprovar a previsdo de que ndo ha
formas de equilibrio proximas da configuragdo indeformada. Nikolai, entretanto,
obteve utilizando consideragdes estaticas o resultado de que para qualquer
intensidade de momento a barra permaneceria na posi¢ao original. O momento de
torcao de direcdo constante aplicado na extremidade livre ¢ definido como um
esforco ndo conservativo [2] e os resultados paradoxais obtidos indicaram a
necessidade de consideracdes dindmicas para a avalicado destes sistemas. O
trabalho de Nikolai marca o inicio do estudo de instabilidade em sistemas nao
conservativos.

Devido ao papel fundamental da resposta dinamica no estudo de
estabilidade de sistemas ndo conservativos, o critério de Liapunov ¢ aplicavel para
verificagdo da estabilidade do sistema [18]. Logo, o sistema ¢ dito como estavel
caso uma perturbagdo suficientemente pequena gere um movimento com
pequenos deslocamentos e velocidades ou caso estas quantidades tenderem a se
anular com o tempo.

2.4. Critério de Estabilidade

O limite entre o equilibrio estavel e o instavel, chamado de fronteira de
estabilidade, pode ser determinado através do critério estdtico, de energia ou
dindmico.
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O critério estatico corresponde a simples observagdo das forgas resultantes
do sistema na configuracdo perturbada. A tendéncia restauradora ou ndo destas
forcas caracterizara a estabilidade do sistema. Este critério pode ser aplicavel ao
exemplo das esferas na Figura 2.2, através da resultante das forcas peso (na
direcdo da aceleracdo da gravidade) e normal (perpendicular & superficie). A
tendéncia da esfera se afastar ou retornar a posicao original, Figura 2.2a e Figura
2.2b, configuram respectivamente posi¢des de equilibrio instavel e estavel. No
caso da esfera na Figura 2.2¢ as forgas estdo em equilibrio sempre, assim sendo
classificada como uma posicao de equilibrio neutro.

O critério de energia apresenta uma certa equivaléncia ao critério estatico,
porém com uma maior aplicabilidade devido a dependéncia de quantidades
escalares em vez de vetoriais. O teorema de Lagrange-Dirichlet ¢ a base deste
critério, relacionando a estabilidade do sistema ao minimo de energia potencial
total. A energia potencial total ¢ definida como:

r=U+V (2_1)

onde U ¢ a energia interna de deformagao elastica e V' ¢ o potencial das forcas
externas. A relacao

or =0 (2.2)

¢ valida para o equilibrio do sistema uma vez que hé conservagao de energia.

A andlise de estabilidade em torno de uma posi¢ao de equilibrio 1, pode
ser feito através da expansdo em séries de Taylor,

w(r, +6r) = m(r,) + 67 (r,) + %5%(%) + %5%(%) +.. (2.3)

Havendo equilibrio na posi¢do 1y a equagdo (2.2) ¢ satisfeita, ox(rg) = 0,
indicando um extremo (maximo ou minimo). Ao avaliar se estd posi¢do trata-se
de um maximo ou um minimo, verifica-se entdo se a estrutura esta estavel ou nao.
O primeiro termo seguinte nao nulo da equagdo (2.3) fornece as indicagdes sobre
o comportamento do sistema, caso ele seja positivo a configuracao ¢ dita como
estavel, caso contrario a configuragao ¢ instavel.

Uma vez que o critério de energia s6 deve ser empregado em sistemas
conservativos e o uso do critério estatico ndo garante a validade dos resultados em
sistemas ndo conservativos, a determinacao das fronteiras de estabilidade nestes
sistemas deve ser feita pelo critério dindmico. A estabilidade de sistemas nao
conservativos ¢ entdo analisada através da observacdo do movimento do sistema
em torno da posi¢ao de equilibrio ap6s a introdugao de pequenas perturbacdes. A
obten¢do da equacdo que governa o problema ¢ feita através do principio de
Hamilton.

O principio de Hamilton, estendido para casos ndo conservativos [19],
estabelece que a variacdo da soma das parcelas do Lagrangeano (L) e a variagdo
do trabalho associado ao carregamento ndo conservativo (W"“)deve ser nula num
intervalo de tempo arbitrado. Ele pode ser escrito como
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5]2 Ldt + Té‘W"Cdt =0 (2.4)

4 ]
onde o Lagrangeano ¢ dado por:
sendo

T = energia cinética total do sistema;
7 = energia potencial total do sistema.

A equacdo (2.4) pode ser interpretada como uma abordagem mais geral,
sendo comum aos sistemas ndo conservativos € conservativos. Assim os sistemas
conservativos configuram apenas um caso especial em que a expressdo depende
apenas da primeira variagcdo do Lagrangeano (L). Por analisar diferentes formas de
instabilidade, o critério dinamico atinge o mesmo resultado obtido nos outros
critérios ao avaliar a estabilidade de sistemas conservativos.

Cabe ressaltar que o principio de Hamilton esta normalmente associado a
sistemas fechados, em que ha conservagdo de massa. Porém, a partir de algumas
hipoéteses simplificadoras como a desconsideracdo do atrito entre o fluido e a
parede do tubo e da possibilidade de movimento turbulento do fluido ele pode ser
aplicado em tubulagdes [20, 21]. Benjamin [22] e Paidoussis & Gregory [23]
afirmam que estas hipoteses sdo validas para a analise de instabilidade de
tubulagdes por avaliarem que seus efeitos ndo tém muita relevancia no resultado.
Ha entretanto uma vasta quantidade de trabalhos em que esses efeitos sao
considerados, como Lee [24], Curling & Paidoussis [25] e Hellum et al. [26].

2.5. Métodos Aproximados

As equagdes de movimento, obtidas através da aplicagdo do principio de
Hamilton, sdo particulares para cada problema e dependem das caracteristicas do
material e carregamentos da estrutura. A equagdo de movimento ¢ tida como um
problema de valor de contorno e a sua solugdo, fun¢do que descreve o
comportamento do sistema, depende tanto das coordenadas espaciais (x,y,z) como
do tempo (7). Esta fungdo pode ser descrita pelo produto de duas fungdes,

w(x, y,z,t) = N(x, y,z)d(t). (2.6)

A fungao que dependente apenas das coordenas espaciais descreve o modo de
flambagem, enquanto a outra descreve o comportamento do sistema no tempo,
respectivamente N(x,y,z) € d(t).

Devido a grande dificuldade em obter solugdes analiticas para as equagdes
de movimento, principalmente considerando modelos estruturais complexos, o
uso de métodos aproximados se torna cada vez mais necessario. Os métodos de
Rayleigh-Ritz e Galerkin se destacam na aproximacao dos deslocamentos
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espaciais da estrutura devido a facil implementacdo e alta confiabilidade dos
resultados.

A solugdo aproximada utilizando o método de Rayleigh depende do uso de
uma funcdo arbitraria que satisfaca as condigdes de contorno e de continuidade.
Por se tratar de uma aproximacao com o uso de apenas uma funcao arbitraria, a
qualidade dos resultados ¢ proporcional a quao proxima a fungdo escolhida esta da
configuragdo fundamental exata.

Uma expansdo deste método, chamada de Rayleigh-Ritz, descreve o
deslocamento do sistema através de uma série de fungdes aproximadas
multiplicadas por fatores amplificadores, chamados de graus de liberdade. O
nimero de funcdes necessarias para descrever a forma do deslocamento do
sistema ¢ determinado de acordo com a precisdo necessaria. Assim a solugdo
aproximada ¢ desenvolvida pela combinagao linear

=Y an, (2.7)
i=1

de uma quantidade n de fung¢des admissiveis N;.

O método de Galerkin corresponde a um dos métodos de residuos
ponderados mais utilizados. A solu¢do aproximada, nesse caso, estd associada a
minimizagdo dos residuos obtidos com o emprego de uma combinagdo de fungdes
arbitrarias. A solu¢do aproximada deve entdo satisfazer além das condig¢des de
contorno e de continuidade, a condi¢ao de minimo residuo.

A condi¢ao de minimo residuo ¢ obtida através de

R=Dw 2.8)

f W,R dV =0 (2.9)

fWiR av =20 parai=12,..,n

onde:
R =Fungao de residuo;
D = Operador diferencial;
w = Solugdo aproximada;
W; = Fung¢des de ponderagao.

As fungdes de ponderagdo também sdo arbitrarias, porém ¢ comum o uso
de funcdes de ponderacdo relacionadas a primeira derivada da solucdo
aproximada. Existe, porém, recomendacdes na literatura de funcdes de
ponderacdo que geram resultados com melhor convergéncia para determinados
problemas.
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Ambos métodos descritos acima podem ser combinados com a subdivisao
do dominio. O método dos elementos finitos, por exemplo, corresponde a divisao
do dominio em diversos subdominios a serem desenvolvidos separadamente pelo
método de Rayleigh-Ritz.

2.6. Formas de Instabilidade

Ao atingir o parametro de carga critica, a configuracao de equilibrio do
sistema tem suas caracteristicas modificadas e seu comportamento estd
relacionado tanto ao tipo de carregamento quanto as condigdes de contorno
geométricas. Os sistemas conservativos perdem estabilidade apenas por
divergéncia. J& os sistemas ndo conservativos podem perder estabilidade por duas
formas, divergéncia e “flutter”. A conceituagdo entdo, das duas possiveis formas
de instabilidade se faz necessaria.

i.  Divergéncia.

Processo de perda de estabilidade estatica em que apO6s um parametro
critico a estrutura tem sua rigidez efetiva reduzida e assim grandes deslocamentos
sdo observados para pequenas variagdes de carga.

1.  Flutter.

A perda de estabilidade ocorre de maneira dinamica, a partir de um
parametro critico a estrutura inicia um processo vibratério com amplitudes
crescentes (Figura 2.4). A vibragdo do sistema ¢ um produto da variacao
observada nas frequéncias da estrutura em decorréncia da transferéncia de energia
verificada em sistemas nao conservativos.

Ao analisar a estabilidade de um sistema através do critério dinadmico, a
forma de instabilidade ¢ determinada pelo comportamento das frequéncias
naturais de vibragdo ao incremento de carga. A divergéncia se da quando pelo
menos uma das frequéncias se anula, configurando a condi¢ao critica (Figura 2.5).
Quando em equilibrio estdvel a estrutura apresenta frequéncias reais e ao
ultrapassar o ponto critico, pelo menos alguma frequéncia se torna imaginaria
caracterizando o equilibrio instavel.
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Figura 2.5 - Variagdo das duas primeiras frequéncias de um sistema conservativo.

O “flutter”, todavia, pode ocorrer de duas formas: através da coalescéncia
de duas frequéncias vizinhas (“couple-mode flutter”) ou apenas quando uma das
frequéncias se torna instavel (“single-mode flutter”). Os modelos classicos: a
coluna de Beck [1] e a tubulagdo engastada-livre [9, 15] com movimento de fluido
exemplificam as duas formas respectivamente. A Figura 2.6 representa a variacao
das primeiras frequéncias da coluna de Beck e o fendmeno de coalescéncia das
frequéncias marca o parametro critico da estrutura e o inicio do movimento

oscilatorio.

frequéncia natural (o)

parametro de carga (A)

Figura 2.6 - Variagdo das primeiras frequéncias em um sistema nao-conservativo

("couple-mode flutter").
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O modelo da tubulagdo engastada-livre com movimento de fluido se
diferencia da coluna de Beck principalmente pela presenga da for¢a de Coriolis
além da forca seguidora na extremidade comum aos dois. A forca de Coriolis,
devido a dependéncia de velocidade, funciona como um pseudo-amortecimento e
a coalescéncia das frequéncias ndo ¢ mais observada mesmo sofrendo perda de
instabilidade dindmica. Neste caso as frequéncias sdo representadas por um
complexo conjugado e a perda de estabilidade ocorre quando a parte real se torna
positiva.

Os sistemas podem ser classificados também com respeito a forma de
instabilidade. Os sistemas conservativos apresentam instabilidade apenas por
divergéncia, mas podem ser divididos em dois grupos. O primeiro grupo ¢
constituido de sistemas submetidos a carregamentos conservativos e pela
definicdo classica tem sua energia potencial conservada. J4 o segundo grupo,
apesar de estar submetido a carregamentos ndo conservativos, apresenta
conservagdo da energia potencial. O sistema representado nas Figuras 2.7 (a) e (b)
exemplifica este segundo grupo. A condi¢do de apoio geométrico nesse caso € o
fator determinante para que o funcional de energia seja conservado.

(2) (b)

Figura 2.7 - Coluna engastada-apoiada submetida a for¢a seguidora na
extremidade do apoio: (a) indeformada; (b) deformada.

No caso de tubulagdes bi-apoiadas ou bi-engastadas, essa regra nio se
aplica. Objeto de muitos estudos ao longo dos anos, estes sistemas apresentam,
em uma analise linear, a possibilidade de perda de estabilidade dindmica na
condigdo pods critica, apesar de serem caracterizados como conservativos [15, 27].
Nao ha, entretanto, nenhum experimento comprobatério deste fendomeno
observado por Holmes [28], ao analisar esse problema incluindo os efeitos nao-
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lineares verifica-se que ndo ha mais a possibilidade de perda de instabilidade por
“flutter” nesses sistemas.

Os sistemas nado conservativos podem ser também divididos em dois
grupos. Os sistemas que perdem estabilidade apenas por “flutter” compdem o
primeiro grupo, enquanto que sistemas hibridos, que podem perder estabilidade
tanto por “flutter” como por divergéncia compdem o segundo grupo.

2.7. Colunas Submetidas a Carregamentos Circulatérios

O primeiro estudo em colunas sujeitas a carregamentos circulatorios foi
desenvolvido por Beck em 1952 [1], sendo ele o primeiro a determinar parametro
de carga critica do modelo. O sistema ¢ composto por uma coluna engastada-livre
submetida a uma forca seguidora em sua extremidade livre (Figura 2.8 (a)). A
componente restauradora da forga P desse sistema faz com que o sistema s6 perca
estabilidade dinamicamente com um parametro critico superior a oito vezes a da
mesma coluna quando submetida a uma forca com dire¢do constante (Figura 2.8

(b)).

X X
A A
/P P
| 4 v
i i
L L
L >y L >
(a) (b)

Figura 2.8 - Coluna submetida a for¢a concentrada na extremidade: (a) seguidora
(Coluna de Beck); (b) de direcao constante.

Diversos outros sistemas nao conservativos foram analisados ao longo dos
anos seguintes, com destaque as colunas de Pfliiger, Ziegler e Leipholz [1, 5, 29,
4]. A coluna de Pfliiger (Figura 2.9 (a)) é engastada-livre e se diferencia da coluna
de Beck pela combinagdo de dois tipos de carregamento na extremidade livre,
forca seguidora e de direcao constante (representada na Figura 2.9 (a) pela forca
peso proporcional a massa na extremidade). A coluna de Ziegler (Figura 2.9 (b))
se distingue por se tratar de um sistema com duas barras rigidas e apenas dois
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graus de liberdade. J4 a coluna de Leipholz (Figura 2.9 (c)) apresenta um
carregamento seguidor distribuido ¢ ao logo do comprimento, tornando o sistema
consideravelmente mais estavel do que a coluna de Beck, sendo a carga critica gL
aproximadamente duas vezes maior.

X X X

'y
A, g P
—— 6] —— — i
/Mg
/ q4

L f T L

S e v e >V s >y R R =V

(a) (b) (c)

Figura 2.9 - Colunas submetidas a carregamentos seguidores: (a) Coluna de
Pfliiger; (b) Coluna de Ziegler; (c) Coluna de Leipholz.

Apesar dos grandes avangos no estudo desses modelos, principalmente nos
anos 60, alguns questionamentos comecaram a surgir quanto a sua validade
pratica principalmente devido a dificuldade de realizagdo de experimentos. Koiter
[6] foi o precursor deste movimento em 1996 defendendo a eliminagdo de estudos
deste tema da literatura. A sua proposta teve grande repercussdo e obteve
respostas tanto de acordo quanto discordante. A defesa destes modelos feita por
Sugiyama et al. [10] em 1999 discute a realidade do esfor¢o ndo conservativo em
exemplos como discos de freio, mangueiras e foguetes. Argumenta ainda que os
modelos simplificados, como a coluna de Beck, mantém as caracteristicas
fundamentais de estabilidade. Deve ser lembrada aqui a existéncia,
modernamente, de sensores e atuadores generalizados que certamente exercem
acOes nao conservativas, podendo induzir respostas dindmicas instaveis.

Alguns experimentos foram realizados visando a validagdo de alguns
modelos simplificados cldssicos. Entre eles vale destacar os realizados por
Sugiyama et al. [11, 13] e por Bigoni & Noselli [14]. O ensaio reportado por
Sugiyama et al. corresponde a um modelo simplificado de um foguete, estrutura
livre-livre, por uma coluna de Pfliiger [11] e um modelo mais refinado
considerando também a massa distribuida ao logo do comprimento [13] (Figura
2.10). A perda de estabilidade dindmica foi verificada, porém devido ao curto
tempo de ensaio, inferior a 10 segundos, ndo foi possivel uma comparagdo com as
cargas criticas tedricas dos modelos cléssicos. O ensaio realizado por Bigoni &
Noselli, notavelmente mais simples, foi capaz de validar experimentalmente a
carga critica da coluna de Ziegler. A carga seguidora foi idealizada no ensaio
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através do atrito entre uma roda acoplada na extremidade da coluna e uma placa
de aluminio em movimento uniforme (Figura 2.11).

-y

(a) (b)

Figura 2.10 - Ensaio de Sugiyama et al.: (a) Foto do sistema utilizado no ensaio
[13]; (b) Idealizagdo do modelo

Figura 2.11 - Ensaio Bigoni & Noselli (adaptado [14])

Com o objetivo de esclarecer certa polémica que envolvia este tema,
Elishakoff [7] publicou em 2005 uma vasta revisdo bibliografica e apresentou
uma opinido similar & de Koiter [6]. A justificativa usada, porém, ndo ¢ feita
apenas com base na falta de experimentos, mas também em resultados paradoxais
de alguns trabalhos sobre a influéncia do pardmetro critico dos modelos classicos
de coluna na presenca de base eldstica. Assim, por acreditar que o modelo de
tubulagdes com movimento de fluidos (Figura 2.12) tem uma representacdo do
carregamento mais proxima a realidade e apresenta vastos experimentos
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comprobatorios, Elishakoff recomenda a utilizacdo deste modelo em trabalhos
futuros. Entretanto, como aqui ja mencionado, esquece da questdo de sensores e
atuadores que podem ser fontes importantes de cargas ndo conservativas.

L i _

Figura 2.12 - Modelo de tubulag@o engastada-livre com movimento de fluido

Mesmo antes desses questionamentos, diversos problemas ja haviam sido
desenvolvidos para andlise de instabilidade de tubulagdes com o modelo sugerido
por Elishakoff. O primeiro estudo foi realizado por Bourriéres em 1939 ([30]
apud [15]) porém devido a segunda grande guerra este foi esquecido. Novos
avangos neste tema foram s6 obtidos cerca de 20 anos depois por pesquisas como
a de Benjamin [22] em 1961, Paidoussis & Gregory [23] em 1966.

A facilidade de realizacdo de experimentos deste modelo ¢ comprovada
pela vasta quantidade de trabalhos que obtém grande convergéncia de resultados
com a teoria. Os primeiros ensaios em tubulacdes com condicdo de apoio
engastada-livre foram realizados por Paidoussis & Gregory [31] para diferentes
tipos de fluido e materiais do tubo e Benjamin [32] para tubos articulados. Outros
trabalhos se destacam por uma boa compatibilidade com os resultados tedricos,
como Greenwald & Dungundji ([33] apud [15]) , com diferenga inferior a 2%, e
Becker et al. ([34] apud [15]), que mesmo ao utilizar um simples ensaio com
canudos obtiveram diferenca inferior a 6%.

O modelo da coluna de Beck, com carga seguidora concentrada na
extremidade, ¢ o modelo de tubulagdo com movimento de fluido na condi¢ao
engastada-livre se diferenciam apenas pela contribui¢do do termo associado a
forca de Coriolis. A contribuicdo da Forca de Coriolis pode ser comparada ao
efeito de um amortecimento interno no modelo de coluna [9], para pequenas
magnitudes o efeito ¢ desestabilizador, j4 para maiores tem-se um efeito
estabilizador [9, 15].

Sendo um dos argumentos utilizados por Elishakoff [7], a presenca da
forgca de Coriolis traz como consequéncia a diferenga da resposta do sistema
quanto a presenca de base elastica no estudo de estabilidade. Primeiro estudado
por Smith & Hermann [8] e depois generalizado por Elishakoff & Wang [35], o
modelo da coluna de Beck apresenta indiferenca no parametro critico ao
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incorporar a base elastica ao longo de todo o comprimento da coluna. O mesmo
resultado também foi obtido por Kim et al. [36] para o modelo de coluna de
Leipholz. A presenca da base eléstica, para esses sistemas, resulta apenas em um
aumento das frequéncias de vibragdo. O esperado, dentro de um conceito quase
estatico, porém, seria que o aumento de rigidez do sistema obtida pela introdugao
da base elastica resultasse em um efeito estabilizador. Portanto, o aparente
paradoxo decorre de um erro de interpretagdo do fendmeno, ao se utilizar de um
conceito estatico de carga de flambagem em um problema regido pela troca de
energias entre dois modos de vibragdo. Na carga critica, havera vibragdes em
“flutter” apresentando frequéncias crescentes cujas amplitudes se reduzem com o
aumento da rigidez da base elastica, por limitacdo da energia externa introduzida
no sistema. Portanto, ndo ha contradigdo nem paradoxo no resultado preconizado
por Hermann e Smith. Isto ¢ confirmado no modelo desenvolvido nesta
dissertacdo, cujos resultados sao apresentados no Cap. 4.

J& para o modelo de tubulagdes a presenca de base eléstica resulta sim em
um aumento do pardmetro critico. O efeito estabilizador no sistema foi
comprovado em estudos feitos por Lottati [9] para base elastica de Winkler.
Djondjorov et al. [37] e Marzani et al. [38] deram continuidade a este estudo
analisando a influéncia de bases elasticas ndo simétricas e ndo uniformes, também
observando o seu efeito estabilizador.

Apesar das diferencas entre as respostas dos modelos de coluna e do
modelo de tubulagdo para a influéncia da base elastica, o estudo de influéncia de
apoios elasticos na extremidade livre dos sistemas demonstra consisténcia entre
eles. Para ambos os modelos a adi¢do de um apoio eléstico na extremidade pode
resultar em uma subita perda de estabilidade por divergéncia. Esse fendmeno foi
investigado para a coluna de Beck por Sundararajan [39] e Suanno [40] e para a
coluna de Leipholz por Venuraju & Ramu [41] através de um processo
incremental de rigidez de um apoio eldstico translacional (Figura 2.13 (a) e (b)). O
incremento de rigidez do apoio para um valor inferior ao definido como limite
tem efeito estabilizador e a perda de estabilidade ocorre por “flutter”. Ja para
valores de rigidez superiores a esse limite o processo de perda de estabilidade se
altera para divergéncia, e o incremento de rigidez apresenta efeito
desestabilizador.
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(a) (b)

Figura 2.13 — Modelo de coluna com apoio eléstico translacional com: (a) Carga
concentrada na extremidade; (b) Carregamento distribuido.

Um fendmeno similar a esse foi observado experimentalmente por
Benjamin [32] ao adicionar um apoio exercido pelo contato de seu dedo com a
extremidade do tubo e depois comprovado por Sugiyama et al. [42]. No
experimento realizado por Benjamin uma tubulacdo engastada livre de dois graus
de liberdade foi submetida a uma certa velocidade em que o sistema se encontrava
estavel. Porém, ao adicionar um apoio mesmo que leve exercido pelo dedo na
extremidade o sistema subitamente perdia estabilidade estaticamente.

Sugiyama et al. [42] compararam as previsdes tedricas com experimentos
ao analisar o efeito da rigidez do apoio elastico e da posi¢ao deste ao longo de
uma tubulacdo continua na estabilidade do sistema. As mesmas conclusdes
obtidas no modelo analitico de coluna foram observadas no experimento: apos
uma determinada rigidez elastica da mola, havia uma mudanga do comportamento
critico para divergéncia, sendo observado entdo um efeito desestabilizador do
incremento de rigidez. Observou-se que a posicdo do apoio eldstico na
extremidade x = L teve maior efeito desestabilizador que as demais analisadas (x
=0,25L, x=0,5Lex =0,75L).

Em uma andlise numérica feita por Noah & Hopkins [43] para o modelo
de tubulacdo, este fendmeno também foi observado tanto para o apoio elastico
translacional como para o rotacional (Figura 2.14). Foi analisada também a
influéncia conjunta dos dois apoios na extremidade, uma condicdo de engaste
parcial, sendo observado que combinagdes com rigidez de mola superiores aos
limites individuais ainda permitiriam a instabilidade dindmica. Assinalou-se entao
que nesse caso o comportamento do sistema ndo dependeria apenas do valor
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individual de rigidez eléstica de cada apoio, mas também da relagdo entre suas
magnitudes.

Figura 2.14 - Modelo de tubulagdo com apoio elastico translacional e rotacional
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3. Formulacao das Equacgoes Matriciais para Determinagao
da Carga Critica e Implementagio do Programa
Computacional

3.1. Introducao

Neste capitulo desenvolve-se a formulacao utilizada para descrever o
problema de estabilidade do modelo de coluna sujeita a um carregamento nao
conservativo do tipo circulatorio. Esta formulagdo foi desenvolvida de modo a
permitir e facilitar a andlise de influéncia de base elastica e diferentes condi¢des
de contorno.

Além disso, faz-se a descricdo do programa desenvolvido no MATLAB
com a finalidade de determinar o parametro e condi¢dao critica de uma coluna
submetida a diferentes condi¢des de contorno e tipo de carregamento.

3.2. Obtenc¢ao das Equagoes Matriciais

Foi admitido um material de comportamento elastico, com pequenos
deslocamentos ¢ deformagdes ¢ rotacoes moderadas. Nao foram considerados na
analise os efeitos de cisalhamento e inércia rotacional. As deformagoes axiais sao
consideradas pequenas, nao sendo incluidas na descrigdo do campo de
deslocamento, baseando-se a formulacdo na configuragdo inicial do elemento de
viga [44].

O vetor generalizado de deslocamentos w ¢ descrito como o produto entre
duas fungdes N(x) e d(t), dependentes da coordenada espacial x e do tempo ¢
respectivamente.

w(x,t) = N(x)d(t) (3.1)

onde a funcao N(x) ¢ descrita através do método apresentado no item seguinte e
d(t), vetor de deslocamentos nodais generalizados, ¢ descrito por

d(t) = anﬁjeigf’ (3.2)

sendo D; a amplitude de uma das fungdes de aproximagdo j em um certo modo de
vibragdo, cuja frequéncia corresponde a ©; e a letra i corresponde a unidade
imagindria.

Cabe ressaltar que diversos trabalhos se destacam por avaliarem com
maior profundidade algumas das simplificagdes adotadas neste trabalho, como os
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realizados por Suanno [40] e Inch [45].Ambos avaliaram a influéncia do efeito de
cisalhamento em colunas sujeitas a cargas seguidoras. Além deste efeito, Suanno
avaliou também a influéncia da inércia rotacional e Inch a influéncia de um
modelo constitutivo viscoelastico tanto em elementos de viga quanto em
elementos so6lidos.

3.3. Método Utilizado — Rayleigh Ritz

O elemento adotado ¢ o elemento de viga, cujo campo de deslocamentos ¢
descrito através do método de Rayleigh-Ritz. A formulacdo do elemento ¢
desenvolvida de acordo com a teoria de vigas de Euler-Bernoulli, sendo
necessario o uso de apenas uma fung¢do aproximada para descrever os
deslocamentos transversais e rotagdes uma vez que um se relaciona ao outro
através da derivagao.

A importancia do efeito de flexdo no processo de flambagem faz com que
seja necessario o uso de fungdes de maior grau na descricdo dos deslocamentos do
que as utilizadas em uma andlise estatica de tensdes. Assim, os deslocamentos
transversais do elemento de viga foram descritos através do enriquecimento das
funcdes do elemento de viga esbelta convencional. H4 entdo a combinagdo de dois
conjuntos de funcdes para descrever o campo dos deslocamentos, um responsavel
pela descricao dos deslocamentos da viga a partir dos deslocamentos nodais e
outro pelo refino interno da aproximagao.

W)=Y N(),d, (33)
W(x):iNB(x)idBi+Zn:NA(x)jdAj (34)

onde:
Np = funcdes de forma do elemento de viga Euler-Bernoilli
N4 = fungdes adicionais
dp = graus de liberdade associados as fungdes Np

d4 = graus de liberdade associados as funcdes N4

O conjunto de fungdes Np correspondem as funcdes convencionais de um
elemento de viga do tipo Euler-Bernoulli. Este elemento ¢ composto por quatro
graus de liberdade, dp, sendo dois em cada extremidade representando o
deslocamento e rotagao nodal, Figura 3.1.
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Figura 3.1 - Representagdo do elemento de viga com os quatro primeiros graus de
liberdade.

As fungdes de forma convencionais Np sdo dadas por:

3x2 2x3

Ny(x), =1- IE + Iz ;
2x?  x3

Ny(x), =x— +—;
p(0), =3 T

3x2  2x3 (3.3)

Ny, =2+ 25
x?  x3

N, (x —_ .
B( )4 L L2

em que cada se relaciona ao seu respectivo grau de liberdade representado na
Figura 3.1.

As fungdes adicionais, N4 sdo desenvolvidas de forma a gerarem
deslocamentos e rotagdes nulos nas extremidades do elemento, contribuindo
apenas para melhorar a interpolacdo dos deslocamentos e rotagdes ao longo do
elemento. De acordo com a teoria de vigas esbeltas, em que a primeira derivada
da funcdo que descreve o deslocamento representa a rotacdo. Com isto as
condigdes de contorno das fung¢des adicionais devem ser

N(0), =0;N (L), =0:N', (0), =0;N", (L), =0 (3.6
onde ( )’ representa a derivagao na coordenada espacial x. Tais condigdes sao
atendidas para as n funcdes a serem incorporadas no modelo.

Essa caracteristica ¢ aqui garantida pela combina¢do de um polindmio de
terceiro grau e uma funcdo seno. Este conjunto de funcdes adicionais pode ser
interpretado como uma fung¢do generalizada da série de Fourier.
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N,(x), = —%x + "L—’f[z + (-1 —’2—’:[1 + (-1 e+ sin(%) 3.7)

As Figuras 3.2 (a), (b) e (c) apresentam as trés primeiras fungdes
adicionais, parcelas que contribuem para o refino do deslocamento. Estas figuras
exemplificam os comentarios feitos acima a respeito da imposicao de
deslocamentos ¢ rotagdes nulos na extremidade do elemento.
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s Y
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Figura 3.2 - Func¢des adicionais: (a) n = 1; (b) n = 2; (c) n = 3.

O desenvolvimento da solucdo da deflexao do elemento esta em funcao do
numero de fungdes adicionais a serem inseridos na discretizacdo. Quanto maior o
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nimero de fungdes, maior serd a precisdo do método. O niimero 6timo a ser
incorporado no modelo deve ser determinado através de processo de convergéncia
do resultado.

Alguns beneficios do uso deste método de aproximagdo foram
determinantes para a sua escolha como o baixo nimero de graus de liberdade e
um refinamento da solu¢do com maior significado fisico, ndo sendo necessarias
informacdes sobre nos adicionais. O principal beneficio, porém, foi que através da
escolha das fungdes de aproximagdo, uma variedade de condi¢des de contorno
pode ser facilmente imposta através de um método anilogo ao método da
penalidade. Este topico vai ser abordado no item 3.7 em detalhe.

3.4. Matriz de Massa e de Rigidez Tangente

O desenvolvimento da formulagdo matricial ¢ feito através de
consideracdes dindmicas, a partir da equagao do principio de Hamilton estendido,

<ﬁLm+T&VWﬁ=O. (3.83)

O Lagrangeano descrito na equagao (3.8) pode ter a parcela relacionada a
energia cinética escrita como:

T:%MMM% (3.9)

onde o ponto simboliza a derivacdo no tempo ¢ e M;; corresponde a matriz de
massa do elemento, descrita por

M, = ImN[N_/dL (3.10)
L

sendo m €é a massa linear do material.

Dessa forma, o elemento ¢ descrito através de uma matriz consistente de
massa, op¢do mais adequada para avaliar a estabilidade dindmica de estruturas
sujeitas a cargas seguidoras pois, de acordo com Suanno & Silva [46],0 uso de
distribuicdo concentrada de massas (“lumped masses”) pode levar a erros
acentuados ao se estimar a carga de coalescéncia das frequéncias, como por eles
exemplificado para as colunas de Beck e Leipholz (a coluna de Leipohlz
mostrando-se mais sensivel).

A energia de deformagao interna ¢ descrita como:

Uzéme% (3.11)


DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 1613046/CA


PUC-Rio- CertificagcaoDigital N° 1613046/CA

46

onde K';; representa a rigidez tangente. A matriz tangente é descrita pela a soma
de duas parcelas [47],

Kl_t’j = K,EJ +Kf;j. (3.12)

Enquanto a matriz de rigidez elastica estd associada a configuragdo
indeformada da estrutura, a matriz de rigidez tangente considera as deformagdes
da estrutura durante a aplicacio da carga. A matriz KC;; representa entdo a nio
linearidade do sistema e, para sistemas com baixa nao-linearidade, pode ser
relacionada a um parametro de carga. Sendo elas descritas como:

Kl = jElw",. w' dL (3.13)
L

K=

L

U oW, W, dAjdL (3.14)

A

onde £ é o modulo de elasticidade do material, / o momento de inércia € o a
tensdo ao longo da se¢do transversal de area 4 e ( )’ representa a segunda
derivada em relagdo a coordenada espacial.

3.5. Matriz de Rigidez Associada ao Comportamento da Carga

As estruturas submetidas a carregamentos dependentes de deslocamentos
devem ter seus vetores de carregamento reescritos em funcdo dos graus de
liberdade [48, 49]. S3o incorporados a estes vetores, matrizes capazes de
descrever o comportamento da carga a medida que a intensidade da carga aumente
e a estrutura se deforme.

As cargas dirigidas a um ponto, classificadas como conservativas, tem seu
vetor de forga descrito por:

L
f=Kd; (3.15)
sendo esta matriz que relaciona o vetor de forga f; ao vetor de deslocamento d|.

Vale ressaltar que por ser conservativa, esta carga ¢ derivada de um
potencial, porém a dependéncia do deslocamento faz com que o potencial
associado a esta carga seja quadratico, diferentemente das cargas de direcdo
constante.

VVlinear = J(l‘d (3 16)
|
I/unad = VVlinear + EdiKi,jdj (3 17)

onde f; corresponde ao vetor de cargas com direcao constante.
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Para o carregamento do tipo circulatorio, dependente do deslocamento e
ndo conservativo, i. e., ndo ha um potencial associado a ele, ¢ necessario
incorporar o efeito em forma incremental através de

W =3 f,5d, (3.18)
[ =K"d, (3.19)

onde f; corresponde ao vetor de cargas seguidoras e K";; a matriz que relaciona
o carregamento ao vetor de deslocamento d;.

O processo de obtencdo das matrizes K%;; e K™;; é bastante similar, porém
elas se diferenciam quanto a simetria. Os sistemas nao conservativos apresentam
um carater nao autoadjunto, associado a uma matriz de rigidez tangente ndo
simétrica, representada pela matriz K";;. Ja os problemas conservativos, em geral
de carater autoadjunto, apresentam a matriz de rigidez tangente simétrica.

Como ja descrito anteriormente no item 2.6, para determinadas condi¢des
de contorno, mesmo que o sistema seja submetido a um carregamento
circulatorio, ele pode ser classificado como conservativo. Nesse caso ele ainda ¢
caracterizado como de cardter ndo autodjunto, mas as restrigdes do sistema
alteram a natureza do problema.

As Figura 3.3 e Figura 3.4 apresentam de forma simplificada o processo de
obten¢do das matrizes associadas ao comportamento da carga para uma carga
pontual dirigida a um ponto e outra seguidora, respectivamente.

B 5d
r
4 sd;, | |
i T \ > dl 4 v
d,
&
1
L
| |
6P, =0 8P, =0
8P2 == 1/C 6P2 = 0
(a) (b) (c)

Figura 3.3 - Matriz de comportamento da carga nodal dirigida a um ponto: (a)
coluna indeformada e graus de liberdade; (b) variacdo no deslocamento d;; (c)
varia¢ao no deslocamento d>.
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P P
: &d
. 6d1 P \2_
¥ s R A
d;
L
__ L
P, =0 8P, = 6d,
6P, =0 8P, =0
(a) (b) (©)

Figura 3.4 - Matriz de comportamento da carga nodal seguidora Cf. [40]: (a)
coluna indeformada e graus de liberdade; (b) variagao no deslocamento d;; (¢)
varia¢ao no deslocamento d>.

Para o carregamento circulatdrio continuo, descrito na coluna de Leipholz,
duas abordagens podem ser usadas para descrevé-lo no modelo: aplicagdo de um
carregamento circulatdrio continuo ao longo de todo o dominio (Figura 3.5 (a)) ou
a subdivisdo do dominio em »n elementos com forcas seguidoras nodais (Figura
3.5 (b) para n=3). Importa ressaltar que para a segunda op¢ao ¢ necessario um
estudo de convergéncia para que o carregamento seja descrito corretamente.

X X
A A
| /P
I
: "’ﬂ M‘"‘
&3
q v
L Jf L
| /P
v !
'm' {
i ;
Y ;
< >y i TS -y
(a) (b)

Figura 3.5 - Coluna de Leipholz: (a) Um tnico elemento com carregamento
continuo; (b) Trés elementos com carregamento nodal.
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Como neste trabalho foi utilizado o método de Rayleigh-Ritz sem
subdivisdo do dominio, apenas um elemento de viga enriquecido, a primeira
op¢ao descrita se mostra mais conveniente e foi adotada. Sendo entdo a
contribuicao deste carregamento descrita por

K™ —\gw' w.dL
& !q N (3.20)

3.6. Base Elastica

Ao avaliar a estabilidade de um sistema submetido a presenca de base
elastica a rigidez correspondente a esta agdo também deve ser incorporada a
analise. Neste trabalho foi avaliada a influéncia da base elastica de Winkler, cuja a
forca de reagdo da base ¢ proporcional a deflexdo do elemento em cada ponto.
Esta base elastica pode entdo ser idealizada com molas translacionais,
infinitamente proximas, sem resisténcia ao cisalhamento (Figura 3.6). Assim, a
contribuicdo da rigidez deste elemento ¢ dada por

K, = [kww,dlL
J ! / (3.21)

sendo £ o modulo elastico da fundacao de Winkler.

Caso fosse analisada a influéncia de uma base eldstica ndo uniforme seria
apenas necessdrio alterar o parametro k, constante para a base elastica de Winkler,
por uma fun¢do k(x). A possibilidade de uma base elastica distribuida
parcialmente ao longo do elemento também poderia ser facilmente implementada,
apenas alterando o dominio da integragao para o trecho correspondente.

3.7. Condigoes de Contorno

A escolha das fungdes de interpolagdo do método Rayleigh-Ritz para
descrever a deformada do elemento de viga permitiu que as caracteristicas das
condigdes de contorno ficassem restritas apenas nos quatro primeiros graus de
liberdade. Assim, de forma similar a considera¢ao da influéncia da base elastica
no modelo, as condigdes de apoio podem ser idealizadas como molas, nesse caso
discretas, translacionais e rotacionais nas extremidades (Figura 3.6).
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y.w

El

Figura 3.6 - Elemento de viga sob base elastica com apoios elasticos.

A imposicao das condi¢des de contorno ¢ feita através de constantes de
rigidezes elésticas nas extremidades para deslocamento transversal e rotagao. Esse
procedimento ¢ analogo ao método da penalidade e o peso incorporado na matriz
de rigidez corresponde a constante de rigidez das molas, equagdo (3.22). Assim,
caso o deslocamento seja restrito no nd, ¢ atribuido um valor de rigidez
suficientemente grande e quanto maior for seu valor mais restrito o vinculo estara.

ki 0 0 O 0
0 k&2 0 O
0 0 ks O
ch= O 0 O k4 (3.22)
0
0 0

No método da penalidade a escolha do parametro de penalidade a ser
aplicado ao ndé com restricdo de deslocamento ¢ importante para o
condicionamento da matriz. O valor ndo pode ser superior a um limite,
considerado como 6timo, uma vez que a tendéncia ¢ produzir uma matriz singular
ao tender o parametro a infinito [47]. Como ¢ sabido, este efeito ¢ muito mais
pronunciado quando a restricdo imposta via penalidade ocorre envolvendo
interacdo entre dois ou mais deslocamentos (no caso em aprego, cada restricao
incide em apenas um deslocamento.)

Para a condicdo de vinculo restrito foi incorporada uma constante de
rigidez suficientemente alta, sendo este valor definido a partir de alguns testes. Ja
para a condi¢do de deslocamento livre foi adotada uma constante nula. Entdo, os
valores intermediarios estdo relacionados a restrigdes parciais, apoios elasticos.
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O estudo da influéncia dos apoios elasticos foi considerado neste trabalho
como a idealiza¢do de um sistema estrutural composto por um pilar e uma viga,
(Figura 3.7). A constante de mola das restri¢cdes elasticas na extremidade x=L esté
associada aos parametros da coluna,

3
k, =k, L—;
o (3.23)
o=k, L. '
El
ELL
(a) (b)

Figura 3.7 - Idealizag@o do sistema estrutural para andlise da influéncia de apoios
elasticos: (a) Sistema composto por viga e coluna; (b) Idealizacdo com apoios
elasticos na extremidade da coluna.

3.8.0btenc¢ao da Carga Critica: Problema de Autovalor

A equagdo de movimento, com as parcelas de energia na forma matricial,
pode entdo ser descrita como:

)
j (—M+K P +K+ K" + K™ + K" + K“)De™dt =0 .

4

(3.24)

A independéncia do tempo ¢ dos termos € possivel escrever

(KF+K°+K"+K" +K"+K“)D=Q>MD. (3.25)
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onde:
KE= Matriz de rigidez elastica da estrutura
K¢ = Matriz de rigidez geométrica

K = Matriz de correcio de carga associada ao carregamento
conservativo

K" = Matriz de correcao de carga associada ao carregamento
nao-conservativo

K" = Matriz associada a rigidez da base elastica
K¢ = Matriz que incorpora as condi¢des de contorno da estrutura

M = Matriz de massa

D = Vetor de deslocamentos generalizados

A equagdo (3.25) caracteriza um problema de autovalor generalizado em
que o quadrado das frequéncias naturais corresponde ao autovalor. Uma vez que
os esfor¢os e deformacdes foram considerados proporcionais ao carregamento que
a estrutura ¢ submetida, pode-se reescrevé-la com a inclusdo de um pardmetro
associado ao nivel de carga. Assim, a equacao ¢ dada por

[K"+K"+K“+A(K®+K"+K")|D=C2MD. (3.26)

A analise de estabilidade entdo, através de um processo incremental de
carga e, para cada passo, as frequéncias naturais sdo avaliadas. A variagdo de
comportamento das frequéncias ao incremento de carga ¢ investigada para a
determinagdo do parametro critico de carga e caracterizagdo do tipo de

instabilidade.

As frequéncias do sistema apresentam os seguintes comportamentos,
classificados em duas etapas:

Etapa [

O carregamento aplicado no sistema ¢ baixo, as frequéncias do sistema sao

reais e distintas. Assim, quando nessa regido o comportamento ¢ classificado
como estavel e seu movimento permanece limitado.

Etapa II

Com o aumento do carregamento o sistema pode apresentar duas formas
perda de estabilidade: divergéncia e “flutter”. A condi¢dao critica ¢ observada
quando pelo menos uma das frequéncias se torna imaginaria, assim o parametro
critico ¢ determinado pelo limite desta condigdo. Caso uma das frequéncias se
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anule, a instabilidade ¢ por divergéncia. Este processo, entretanto, ndo ocorre se o
sistema perde estabilidade por “flutter”, pois apds o parametro de carga critico a
frequéncia se torna complexa sem antes se anular.

Cabe ressaltar que para sistemas conservativos com baixa ndo linearidade
a obtencdo do parametro critico pode ser feita de forma bastante simplificada, sem
a necessidade de um processo incremental de carga. A andlise de estabilidade
pode ser feita através de consideragdes estaticas através da seguinte equagao

(K + K" +K*)+A(K° +K* +K")1D=0. (3.27)

3.9. Implementacao

A formulagdo desenvolvida nos capitulos anteriores foi avaliada
numericamente através de um programa desenvolvido no MATLAB R2016b®
[50]. A estabilidade de elementos de coluna foi avaliada através de carregamentos
concentrados na extremidade e distribuidos ao longo do elemento, conservativos
ou nao conservativos do tipo circulatorio.

O objetivo do programa ¢, através de uma andlise de estabilidade global,
determinar o pardmetro de carga critico da estrutura bem como o tipo de condigdo
critica.

3.9.1. Descrig¢ao do Programa

Na etapa de introducao dos dados de entrada, primeira etapa do programa,
sdao definidos o tipo de carregamento, constante da base elastica de Winkler, o
numero inicial de graus de liberdade associados as fun¢des de enriquecimento
(ngs) e as condigdes de contorno. Esses pardmetros sdo fundamentais para a
determinagdo da metodologia da solucdo e em consequéncia dos resultados a
serem obtidos.

Os carregamentos podem ser concentrados na extremidade x=L ou
distribuidos através de uma funcdo ao longo do comprimento da coluna. Estes
carregamentos podem ser conservativos (de dire¢do constante ou dirigidos a um
ponto) ou a ndo conservativos (com dire¢do variavel de acordo com a deformada).
O programa também permite diferentes condi¢des de apoio, incluindo apoios
elasticos tanto transversais como rotacionais.

Em seguida ¢ feita a montagem das matrizes de rigidez elastica,
geométrica ¢ de massa. Caso o sistema esteja submetido & um carregamento
dependente do deslocamento, a matriz de rigidez associada a ele € incorporada ao
modelo. Assim as matrizes globais do sistema sdo definidas K%, K M (problema
de autovalor).
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A analise de estabilidade do sistema é feita através da resolu¢ao do
problema de autovalor, desenvolvido com o auxilio da fun¢ao eig do MATLAB.
Esta funcdo avalia as caracteristicas das matrizes do problema, e caso sejam
simétricas, positivas e definidas faz-se o uso da fatoragdo de Choleski (cho
algorithm), caso contrario, a decomposicdo de Shur ¢ utilizada (QZ algorithm).
Logo, para os problemas conservativos a analise foi feita através da fatoracdo de
Choleski, ja para os ndo conservativos o algoritmo “QZ” foi utilizado.

A definicdo do tipo de critério a ser utilizado depende do tipo de
carregamento, caso o sistema fosse submetido a apenas cargas conservativas o
critério adotado seria o estatico. Mesmo gerando mesmos resultados dos obtidos
no critério dindmico essa diferenciagdo de métodos de calculo ¢é feita visando
agilizar o processo, quando possivel. No caso, ao utilizar o critério estatico em
sistemas conservativos o resultado do problema de instabilidade ¢ obtido em
apenas uma etapa.

O critério dinamico, utilizado nos sistemas ndo conservativos, ¢€
desenvolvido através de um processo incremental de carga. O incremento de carga
¢ variavel e a medida que o sistema se aproxima ou ultrapassa de pontos criticos o
passo de carga ¢ corrigido de forma que o carregamento critico do sistema tenha
menos de 1% de variabilidade. As duas op¢des de perda de estabilidade, dindmica
e estatica, sdo avaliadas e a funcdo retorna tanto o parametro critico como o
comportamento das frequéncias frente ao incremento de carga.

Hé entdo uma andlise do nimero de graus de liberdade associados as
funcdes de enriquecimento (ng.), sendo feito um estudo de convergéncia. Nesta
analise todas as etapas sdo refeitas aumentando o numero de graus adicionais do
modelo. Assim o resultado ¢ gerado apenas quando a variabilidade do parametro
critico € pequena ao incremento de graus de liberdade.

3.9.2. Descricao das Sub-rotinas/ Algoritmo do Programa

1. Leitura dos dados
1.1. Carregamento
1.2. Condigdes de contorno
1.3. Graus de liberdade adicionais

2. Monta matrizes globais
2.1. Matriz de rigidez eléstica
2.1.1. Impde as condi¢gdes de contorno
2.2. Matriz de massa
2.3. Matriz de rigidez geométrica
2.4. Se existir carregamento ndo conservativo
2.4.1. Matriz associada ao comportamento da carga nao
conservativa
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3. Determinacao da carga critica
3.1. Se o sistema for conservativo
3.1.1. Utilizacao do critério estatico (energia)
3.2. Se o sistema for ndo conservativo
3.2.1. Utilizagao do critério dinAmico

4. Convergéncia dos resultados
4.1. Aumento do numero de graus de liberdade adicionais, repete etapas
2e3
4.2. Se a diferenca entre o pardmetro critico anterior e o atual for
aceitavel
4.2.1. Terminar

Sendo

4.2.2. Voltar ao passo 4.1
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4. Resultados e Analise

4.1. Introdugao

Neste capitulo sdo apresentados os resultados da analise de influéncia de
alguns pardmetros em dois problemas classicos: coluna de Beck e de Leipholz.
Para ambos os problemas, designados como caso I e II respectivamente, sdao
analisadas a influéncia de base elastica e apoios elasticos, translacionais e
rotacionais. As andlises sdo feitas separadamente e depois em conjunto de modo a
avaliar melhor a relevancia destes parametros na estabilidade dos sistemas.

Os resultados sdo expostos neste capitulo em itens separados de forma a
possibilitar uma melhor comparacdo do comportamento dos sistemas do caso I e
I ao avaliar a influéncia de cada pardmetro. Em sequéncia faz-se uma breve
comparagdo dos resultados obtidos no modelo de coluna de Beck com o modelo
de tubulacao engastada livre.

4.2. Estudo dos Modelos Classicos de Colunas (Beck e Leipholz)

Os modelos das colunas de Beck e Leipholz sao exemplos classicos na
literatura e se distinguem quanto a distribuicdo do carregamento do tipo
circulatorio. Enquanto a coluna de Beck, caso I, apresenta um carregamento
concentrado aplicado na extremidade livre da coluna, a coluna de Leipholz, caso
II, apresenta um carregamento distribuido ao longo da coluna.

As equagdes diferenciais parciais que governam os dois modelos sdo dadas

por
o*'w 0*w 0*w
El e +m e -I-kw—i—Pax2 =0 4.1)
0w o*w 0w
EI e +m v +kw+q(L—x) N =0 (4.2)

Ambos os problemas foram desenvolvidos através do método descrito no
item 3.3, com apenas um elemento de viga esbelto enriquecido com fungdes
adicionais. A exposi¢do dos resultados entdo, ¢ em forma adimensional através
dos parametros:
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k, =k, —;
EI EI

(4.3)
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A metodologia implementada neste trabalho foi validada pelo comparativo
de valores de referéncia da literatura do parametro critico e frequéncia de
coalescéncia para a coluna de Beck [1, 51] e de Leipholz [4, 52] (Tabela 4.1).

Tabela 4.1- Carga critica estatica e dindmica das colunas de Beck e Leipholz

Coluna de Beck Coluna de Leipholz

7. =2005 7., = 40,06

w:.=11,0 w:.=11,0

Os graficos representados nas Figuras 4.1 e 4.2 apresentam a variagdo das
duas primeiras frequéncias com o incremento de carga, respectivamente
associados ao caso [ e II. O ponto em que ha a coalescéncia das frequéncias marca
a condicdo critica do sistema e o carregamento correspondente ¢ denominado
como critico. Estdo representadas, em cada um dos graficos, duas linhas pretas
tracejadas que correspondem ao pardmetro de carga critico e de frequéncia de
coalescéncia de referéncia expostos na Tabela 4.1. Para ambos os casos os
resultados apresentam uma oOtima correlagdo com os valores usados como

referéncia.
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Figura 4.1 - Variagao das duas primeiras frequéncias ao incremento de carga (caso
D).
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Figura 4.2 - Variacdo das duas primeiras frequéncias ao incremento de carga (caso

D).
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4.2.1. Estudo de Convergéncia

O estudo de convergéncia acompanhou todo o processo, desde a analise
das versdes classicas até as analises de influéncia tanto da base eléstica quanto dos
apoios elasticos, nos dois casos. O aumento no numero de fungdes adicionais
incorporadas na descricdo da forma do elemento corresponde a uma melhor
aproximacado do modelo. Para determinar o numero necessario de fungdes
adicionais, considerou-se aceitavel uma variacdo relativa de cerca de 10™* entre
duas aproximacodes sucessivas. Assim, nas Figuras 4.3 ¢ 4.4 ha a representacao da
variacdo das primeiras frequéncias ao incremento de carga, ja apresentada nas
Figuras 4.1 e 4.2, porém para diferentes niimeros de graus adicionais (ng.)

incorporados aos respectivos casos I e II.

25 T T T I T T :
I = )
: Ng,=Tiwy
e o | = .
R . : N 1 wy
M . | N nga=2,' Wy
3 =, : nga:3" iy
15 | y I R _nga:3" iy &
\_ ! — — -p__- Coluna de Beck
3 | o
5 y
10 /)| i
s
o |
_ 1
-f“f-. I
5F L I 1
e I
|
I
I
0 i i i | i i i
0 5 10 15 20 25 30 35

Figura 4.3 - Estudo de convergéncia (caso I).
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Figura 4.4 - Estudo de convergéncia (caso II).

O carregamento distribuido ao longo do elemento no caso II faz com que a
discretiza¢dao tenha mais relevancia do que no caso I em que o carregamento ¢é
nodal e concentrado na extremidade. Assim, nota-se que a convergéncia das
respostas do caso I (Figura 4.3) ¢ perceptivel com um numero menor de graus
adicionais (7¢.) do que no caso II (Figura 4.4).

Durante o processo de andlise de influéncia tanto da base elastica quanto
dos apoios elasticos, foi utilizado um numero de graus adicionais (ng4)
determinado pela combinacdo extrema em questdo (Tabela 4.2). Esta opcao
agilizou as andlises, uma vez que para o estudo de cada parametro era necessario
investigar o comportamento do sistema em diversas combinacdes de valores de
constantes de base elastica e de mola associada ao apoio elastico.
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Tabela 4.2 - Numero de graus adicionais associados as fungdes de refinamento
(ngq) utilizado nas analises realizadas.

Caso I Caso 11
Influéncia base elastica (k) Nga =4 Nga =8
Influéncia do apoio eléstico
. =6 =17
translacional (k) lea lea
Influéncia do apoio eléstico I h =8
rotacional (k) &4 &4
Influéncia da combinagdo dos
c1a € o ¢ Hga = 11 figa = 19
apoios elasticos (ke k)
Influéncia da combinagao
apoio elastico com base Nga = 6 Nga = 17
elastica (ke x; k- e k)

4.2.2. Analise da influéncia da base elastica de Winkler

A analise de influéncia da base elastica de Winkler foi feita através da
analise incremental do parametro relacionado a base (k). Os graficos
representados nas Figuras 4.5 e 4.6, caso I e II respectivamente, mostram a
variagdo das duas primeiras frequéncias ao incremento de carga para diferentes
valores do parametro de base elastica (k).
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Figura 4.5 - Variagao das duas primeiras frequéncias ao incremento de carga para
diferentes valores do parametro de base elastica (Caso I).
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Figura 4.6 - Variagao das duas primeiras frequéncias ao incremento de carga para
diferentes valores do parametro de base eléstica (Caso II).
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O comportamento das colunas de ambos os casos ¢ bastante similar: o
acréscimo do parametro de base elastica ndo altera o valor critico de carga nem o
tipo de condicdo critica. Ou seja, a perda de estabilidade continua sendo dinamica
e o parametro critico do modelo o mesmo, relacionado ao respectivo sistema na
forma cléssica, sem base eldstica. A principal mudanga observada ¢ entdo o
aumento das frequéncias de coalescéncia de acordo com o acréscimo do
parametro K.

No grafico da Figura 4.7 estdo representadas de forma discreta as
frequéncias de coalescéncias das combinagdes analisadas nos graficos das Figuras
4.5 ¢ 4.6 e uma funcao polinomial continua que melhor descreve a variagdo das
frequéncias no dominio do pardmetro de base elastica analisado. Destaca-se que
em ambos os casos o comportamento das frequéncias e seus valores ¢ 0 mesmo,
podendo assim ser expresso pela mesma fungdo, um polindmio quadratico que
apresenta um bom ajuste aos valores discretos. Como pode ser observado, a
varia¢ao ¢ muito proxima da linear.

15

-*- q}ﬁ' casol

10 F () w,-casoll .

\

Polindmio de ajuste - f{x)

D 1 1 1 1 1 1 1 1 1
0 10 20 30 40 50 60 70 80 90 100

K
Figura 4.7 - Comportamento das frequéncias de coalescéncias dos casos I e II ao
incremento de rigidez da base elastica.

Como a perda de estabilidade ¢ caracterizada pela coalescéncia das
frequéncias, ao sofrerem um aumento proporcional ao acréscimo de k, a carga
critica ndo se altera. A presenca de base elastica em sistemas com essa condi¢ao
critica ndo gera um efeito estabilizador, sendo a estabilidade do sistema
indiferente a constante de rigidez da base elastica. O resultado descrito ¢ entdo
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consistente com o obtido por Hermann & Smith [8] ao analisar a influéncia em
um sistema correspondente ao caso L.

Essa relagdo de indiferenga do parametro critico a presenga de base
elastica ¢, entretanto, considerada paradoxal pois, para sistemas conservativos,
cuja perda de estabilidade se d4 por divergéncia, a presenca de base elastica
resulta em um efeito pronunciadamente estabilizador. Essa caracteristica presente
no modelo da coluna de Beck ¢ vista como forte argumento para a ndo
representatividade deste modelo [7].

Repetimos aqui o argumento apresentado anteriormente. O aparente
paradoxo decorre de um erro de interpretagdo do fendmeno, ao se utilizar de um
conceito estatico de carga de flambagem em um problema regido pela troca de
energias entre dois modos de vibragdo. Na carga critica, haverd vibragdes em
“flutter” apresentando frequéncias crescentes, cujas amplitudes se reduzem com o
aumento da rigidez da base eldstica, em virtude da limitacdo da energia externa
introduzida no sistema. Portanto, ndo hé contradi¢gdo nem paradoxo no resultado
preconizado por Hermann e Smith, aqui confirmado.

4.2.3. Analise da Influéncia dos Apoios Elasticos

O estudo de influéncia dos apoios elasticos foi feito através da analise do
comportamento dos casos I e II para restricdes elasticas de deslocamento
transversal e de rotagdo, primeiro avaliadas separadamente e depois combinadas.

4.2.3.1. Anadlise da influéncia dos Apoios Elasticos Separados

O estudo de influéncia dos apoios elasticos ¢ feito através do incremento
da constante de mola dos apoios elasticos. A andlise se inicia com uma constante
de mola igual a zero, relacionada a condi¢dao de contorno da coluna engastada-
livre, depois para a condicdo parcialmente restrita, tanto para o deslocamento
transversal como para a rotagdao (Figuras 4.8 (a) e 4.9 (a)). A tendéncia de
comportamento dos sistemas nas condi¢cdes dos apoios restritos, quando a
constante de mola tende a infinito (Figuras 4.8 (b) e 4.9 (b)), também ¢
incorporada a andlise.
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‘ ;\ k—x

(a) (b)

Figura 4.8 - Apoio eléstico - mola translacional: (a) Coluna engastada e com
deslocamento transversal parcialmente restrito; (b) Coluna engastada-apoiada.

(a) (b)

Figura 4.9 - Apoia elastico - mola rotacional: (a) Coluna engastada e com rotagao
parcialmente restrita; (b) Coluna engastada e com restri¢ao a rotagao.

As curvas representadas nas Figuras 4.10 e 4.11 correspondem a variagao
da carga critica do caso I ao incremento de rigidez dos apoios elasticos &; e 4,
respectivamente. Ambos graficos apresentam um comportamento similar: para
valores inferiores de rigidez a condi¢do critica ¢ dinamica, “flutter”, e a partir de
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um determinado ponto a condi¢do ¢ alterada de “flutter” para divergéncia. Os
pontos de transi¢do sdo

k *(I)=34,8; (4.4)
k *(I)=4,60, (4.5)

sendo o valor k*() e comportamento da coluna do caso I, engastada-
elasticamente apoiada, consistente com os resultados reportados por Sundararajan
[39] e Suanno [40].
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Figura 4.10 - Carga critica vs. rigidez translacional da mola (k) — Caso I.
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Figura 4.11 - Carga critica vs. rigidez rotacional da mola (k) — Caso 1.

Inicialmente hd um efeito estabilizador ao incremento de rigidez dos
apoios, com o pardmetro de carga critico aumentando com o incremento de
rigidez. Porém, apds o ponto de transicdo ha uma queda brusca do parametro
critico e uma mudanca no comportamento. H4 um efeito desestabilizador no
trecho de divergéncia e o pardmetro critico converge para

2

= m_ T .

Par =077 (4.6)
— (2

P, =7 (4.7)

Estes parametros correspondem aos casos classicos de flambagem estatica de
colunas engastada-apoiada e engastada com rotagdo impedida sob agdo de cargas
de dire¢do constante, respectivamente [18].

Na Figura 4.12 esta representada a variagdo do parametro critico de carga
ao incremento de rigidez de mola translacional (k;) para o caso II. A influéncia
deste apoio elastico no caso II ¢ similar a que foi apresentada anteriormente para o
caso I. Assim como no caso I, hd a mudanga de comportamento e condigao critica
em uma determinada constante de mola do apoio elastico, dita como ponto de
transi¢do, dado por

k,*(I1)=97,5. (4.8)
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Apds o ponto de transi¢do a condigdo critica ¢ estdtica, sendo também
perceptivel efeito desestabilizador ao incremento de k: neste trecho e a tendéncia
de convergéncia do pardmetro de carga

7., =570. (4.9)

cr -

Esta tendéncia foi, entretanto, mais suave que no caso I uma vez que foi
necessario um intervalo de valores de constante de mola k; consideravelmente
maior para explicitar o comportamento. Além disso, diferentemente dos valores
observados para os parametros criticos estaticos do caso I (equacdo (4.6) e
equacdo (4.7)), no caso II ndo ¢ atingido o pardmetro de carga critico do sistema
conservativo correspondente (coluna sob peso proprio) [53, 54]

7. (conservativo) = 52,5. (4.10)

O comportamento da coluna no caso II para a condigdo de apoio
engastada-elasticamente apoiada estd de acordo com o resultado reportado por
Venuraju & Ramu [41]. O valor do parametro de carga de tendéncia (equagao
(4.9)) e o valor do ponto de transi¢ao (equacdo (4.8)) foram consistentes com o0s
apresentados por Venuraju & Ramu, apenas apresentando no segundo uma
variacao de 1%.

100 T : . . : . . . .
— "flutter"
i —— divergéncia )
L - = -q,=57,01 |
N datal

70 ——4q_, (conservativo)=52.,5| |
B ———— |
S50 | :
40 |
30 o
20 4
10 - |

D | ] | i | | | | i

0 100 200 300 400 500 600 700 800 900 1000

K

Figura 4.12 - Carga critica vs. rigidez translacional da mola (k;) — Caso II.

Cabe destacar que os pontos de transicdo, valores de constante de mola
que marcam a fronteira entre as condigdes criticas de “flutter” e divergéncia,
correspondem ao valor 6timo de rigidez dos apoios. A maior carga critica
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observada nos casos das Figuras 4.10, 4.11 e 4.12 associadas a estas constantes de
rigidez (equagdo (4.11)).

Dok, =k, *(1))=38,3 ;
q.,.(k, =k *(I))=91,3 .

A influéncia do apoio elastico com a mola rotacional (k) no caso II,
apresentada na Figura 4.13, ¢ bastante distinta das apresentadas anteriormente
(Figuras 4.10, 4.11 e 4.12). Nao ¢ observada a mudanga na condi¢do critica,
permanecendo a perda de estabilidade por “flutter” para qualquer valor de 4,
desde a extremidade livre (k- = 0) até a extremidade restrita (k- — o). H4 um
efeito estabilizador com a convergéncia do pardmetro critico de carga em

— (2) _
4., =653 (4.12)

Observa-se também que o valor de tendéncia do parametro critico nesse caso nao
esta associado ao parametro critico estatico do sistema na condi¢do de rotacao
restrita. O pardmetro critico (equagao (4.12)) corresponde a aproximadamente
340% do parametro estatico para a coluna com respectiva condi¢do de contorno e
carregamento conservativo (coluna sob peso proprio) [53, 54]

c?cr(z)(conservativo) =18,9. (4.13)
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Figura 4.13 - Carga critica vs. rigidez rotacional da mola (k-)— Caso IL
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Os comportamentos dos sistemas observados nos casos I e II para o
incremento de rigidez dos apoios elésticos podem ser justificados pelo efeito deste
incremento de rigidez na parcela restauradora do carregamento seguidor. As
Figuras 4.14 (b) e 4.15 (b) apresentam em detalhe as componentes restauradoras,
na direcdo y, para os dois carregamentos estudados.

x e
‘ I
/P
_‘V
: T
| %V
I‘ ..";. P Vv
= w1
(a) (b)

Figura 4.14 - Representacdo da componente restauradora - coluna de Beck: (a)
Coluna deformada; (b) Detalhe das parcelas da carga P quando deformada.

t~
-
<
=
-

(a) (b)

Figura 4.15 - Representacdo da componente restauradora - coluna de Leipholz: (a)
Coluna deformada; (b) Detalhe das parcelas do carregamento ¢ quando
deformada.
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Assim, a mudanca de tipo de condicao critica no caso I e caso II estd
associada a diminuicdo do efeito da parcela restauradora na estabilidade do
sistema. Durante a andlise incremental de rigidez dos apoios, a componente
restauradora vai tendo seu efeito diminuido, principalmente nos exemplos do caso
I uma vez que o carregamento ¢ concentrado em x=L.

A distribuicdo do carregamento ao longo do comprimento da coluna no
caso II faz com que a forma da deformada do elemento seja importante para
avaliar a influéncia do incremento de rigidez dos apoios. A Figura 4.16 apresenta
o carregamento do tipo circulatério ou seguidor distribuido na coluna nas duas
condi¢cdes extremas, impedimento ao deslocamento transversal (Figura 4.16 (a)) e
a rotacdo na extremidade (Figura 4.16 (b)).

?
q l q/
; , 4
+ |
(a) (b)

Figura 4.16 - Distribui¢@o do carregamento g na coluna deformada para diferentes
condi¢des no apoio superior: (a) translagdo impedida, rotacdo livre; (b) translacao
livre, rotagdo impedida.

Vale ressaltar a diferenga da distribuicdo da parcela restauradora do
carregamento para a restrigdo de deslocamento transversal e rotacional. A
restricdo ao deslocamento transversal no apoio faz com que as parcelas
horizontais tendam a se anularem (Figura 4.16 (a)). Dessa forma a relevancia
dessa parcela da carga na analise de estabilidade diminui, permitindo que o
sistema tenha o parametro critico convergindo para um parametro préximo ao de
uma coluna com peso proprio. Entretanto, permanece algum efeito estabilizador,
mesmo que diminuido, e o parametro critico estatico desse sistema ndo coincide
totalmente ao de coluna de secdo constante sob peso proprio (sistema
conservativo correspondente).
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Na Figura 4.16 (b), entretanto, ndo hd o equilibrio entre as parcelas
horizontais dessa forma mesmo na condi¢do limite, rotagdo impedida, a parcela
restauradora continua a ter papel relevante na estabilidade da coluna. O sistema
entdo ndo apresenta uma perda de estabilidade estatica e a tendéncia do parametro
critico ao analisar valores crescentes de k- sera de um valor superior ao estatico
classico.

Para uma melhor compreensao do estudo de influéncia do apoio eléstico a
Figura 4.17 apresenta a variacdo das duas primeiras frequéncias de vibracdo com
o parametro de carga p para diversos valores de k.. Este grafico ¢ representativo
para a restricdo elastica translacional do caso I e II devido ao comportamento
similar observado nos graficos das Figuras 4.10,4.11 e 4.12.
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Figura 4.17 - Primeira e segunda frequéncia de vibracao vs. parametro de carga,
para diferentes parametros de rigidez rotacional (k) — Caso 1.

O gréafico representado na Figura 4.17 permite avaliar como corre a perda
de estabilidade e os correspondentes valores de parametro critico, seja por
coalescéncia das frequéncias ou por anulacdo da primeira frequéncia, no caso L.
Nota-se que a curva da primeira frequéncia sofre grandes alteragcdes a medida que
a constante de rigidez k- ¢ modificada. O incremento de rigidez do apoio eléstico
altera o sinal da inclinacdo da curva de w;, de positivo para negativo. Assim, apos
o ponto de transi¢ao (equacao (4.5)) a inclinagdo da curva ¢ mais negativa e o
parametro de carga critica ¢ definido pela interceptacdo da curva com o eixo das
abcissas, caracterizando divergéncia.
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Ja a influéncia do apoio eléstico rotacional no caso II ¢ bastante diferente,
como se v€ na representacdo da variagdo das duas primeiras frequéncias ao
incremento de carga com diferentes valores de k-, na Figura 4.18. Os valores
escolhidos para a rigidez do apoio elastico rotacional foram definidos de forma a
melhor representar o comportamento observado na Figura 4.13. Para pequenos
valores de k- € perceptivel um efeito estabilizador, que vai diminuindo a medida
que o valor do pardmetro aumenta. O parametro critico de carga apresenta entdo
uma tendéncia de convergir ao valor apresentado na equacdo (4.12) assim
apresentando uma certa indiferenca ao incremento do parametro de apoio eldstico
rotacional. Além do parametro de carga critico, a frequéncia de coalescéncia do
sistema também tende a um Unico valor a medida que a rigidez do apoio elastico
rotacional aumenta.
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Figura 4.18 - Primeira e segunda frequéncia de vibragdo vs. parametro de carga,
para diferentes parametros rigidez rotacional (k) — Caso IL.

Para concluir a andlise de influéncia dos apoios elasticos nos casos I e II,
avalia-se na Figura 4.19 a variacdo das frequéncias de coalescéncia com o
incremento do parametro de rigidez do apoio elastico, no trecho de “flutter". As
linhas pretas verticais marcam o limite entre a condi¢do critica dindmica e estatca
associado aos pontos de transi¢ao dos apoios elasticos.

A curva que mais difere das demais descreve a variagdo das frequéncias
para a analise de influéncia do apoio rotacional no caso II (k-— casoll). Devido a
perda de estabilidade ndo ser alterada com o aumento da restricdo rotacional do
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apoio, nao ha um ponto de transi¢do e a frequéncia de coalescéncia sofre um leve
aumento e depois tende a

a)ll(kr —)00)211,6 (4‘14)
para uma analise incremental da constante k.

As demais curvas apresentam pontos de transi¢do € uma mudanca na
condigdo critica, representado pela reta na vertical, apds esse valor de parametros
de apoio elastico a instabilidade ocorre por divergéncia. Observa-se que o trecho
que antecede o ponto de transi¢do tem inclina¢do negativa e sofre uma mudanca
abrupta pois, quando a condi¢do critica muda a frequéncia que marca a condigdo
critica passa a ser nula. Os valores de frequéncia associados aos pontos de
transicao correspondem a

o, (k, =k *(1))=17,52 (4.15)
o, (k, =k *(1))=17,90 (4.16)
o, (k, =k, *(II))=9,98 (4.17)

Apesar das semelhancas entre as curvas k — caso I, k- — caso I e
ki — caso Il descritas no paragrafo anterior, o aspecto da curva enquanto a
instabilidade por “flutter” ocorre ¢ notavelmente distinto. A relacdo entre a
frequéncia de coalescéncia e o acréscimo de rigidez dos apoios eldsticos se
distingue quanto a forma, apresentando boas aproximagdes por fungdes
respectivamente: linear, polinomial de segunda ordem e polinomial de quarta
ordem. Ha também a presenca de um trecho com inclinagdo positiva para
pequenos valores de rigidez dos apoios elasticos para as curvas k; — caso I e
k: — caso II, sendo o intervalo da ultima consideravelmente maior. A curva
k-— caso I apresenta, entretanto, apenas um trecho com inclina¢ao negativa.
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Figura 4.19 - Variacao das frequéncias de coalescéncia com o incremento do
parametro dos apoios elasticos (k; e k).

4.2.3.2. Anadlise da Influéncia dos Apoios Elasticos Combinados

A combinacdo dos apoios elasticos translacional e rotacional na
estabilidade do modelo de coluna nos dois casos, I e II, consiste em um engaste
parcial na extremidade x=L da coluna (Figura 4.20). Este efeito foi avaliado
através de combinagdes de parametros de apoios elasticos escolhidos de forma a
possibilitar uma compreensao da interagdo entre os dois levando em consideragao
os comportamentos e valores dos pontos de transi¢do ao serem analisados
isoladamente.
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V'*J**v\_\' > x

Figura 4.20 - Coluna engastada e com deslocamento transversal e rotagao
parcialmente restritos

Cada valor de parametro do apoio elastico k;, ilustrada na Tabela 4.3, foi
combinado com os diferentes valores de k.. A andlise conjunta das restri¢des
eléasticas (k; e k) na estabilidade das colunas do caso I e II foi feita através da
observacgao da variagdo das primeiras frequéncias ao incremento do parametro de
carga para cada uma das combinagdes e os graficos foram separados entdao pelos
valores do parametro k.. Em cada um deles foram expostas as quatro combinagdes
com k, sendo possivel comparar o tipo de condicao critica e parametro critico de
cada uma.

Tabela 4.3 - Valores de parametro elastico dos apoios a serem combinados nas
analises dos casos [ e II

Caso I Caso II
k=10 kr=0 +=70 kr=0
ki =20 kr=5 k=100 kr=15
1= 36 kr=10 k=150 k=30
ki =40 k=15 k=180 k=90

As Figuras 4.21 a 4.24 apresentam a variagdo das duas primeiras
frequéncias ao incremento de carga para as combinagdes de apoios eldsticos do
caso I (Tabela 4.3). Nos graficos € possivel perceber que a analise combinada dos
apoios elasticos se diferencia bastante da feita no item 4.2.3.1 para os parametros
separados. Os pontos de transicdo observados ao analisar separadamente as
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restricdes elasticas, que marcam o limite entre “flutter” e divergéncia, ndo ¢
respeitado na andlise combinada. Para diversas combinagdes cujas restricdes
elasticas rotacional e translacional foram superiores aos respectivos limites,
ki*(1)=34,8 e k-*{)=4,60 (ver item 4.2.3.1), foi observada perda de estabilidade
por “flutter”. Isto indica que o comportamento do sistema depende da relacdo
entre os valores dos parametros dos apoios eldsticos e ndo somente de seus
valores individuais.

Mesmo sendo observada instabilidade por “flutter” para valores de k.
superiores a k- *(I), as Figuras 4.21 e 4.22 apresentaram um comportamento de
certa forma esperado de acordo com as andlises dos parametros individuais.
Nessas combinagdes, em que k; ¢ inferior a k/*(l), o aumento do parametro de
apoio elastico rotacional (k) fez com que a condicao critica alterasse para estatica.

30 T T T T T T T
;‘“ T w, (k=10 k =0)
T == -w, (k=10 k =0)
L e e = = m
25 sofa, w, (k=10 k =5)
M~ S — =~ w, (k=10 k =5)
- o ~I%8s, —— w (k=10k=10) |
9 s — — ~w, (k=10 k =10)
b - ~
T —w, (k=10 k =15)
" ™ i - =
315t by o |===w, (k=10 k=15) |l

35 40

Figura 4.21 - Variagao das duas primeiras frequéncias ao incremento de carga
para a combinagdo de k; =10 e k- =[0; 5; 10; 15] (Caso I).
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Figura 4.22 - Variagdo das duas primeiras frequéncias ao incremento de carga
para a combinacao de k; =20 e k-=[0; 5; 10; 15] (Caso I).
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As combinagdes analisadas para k=36 (Figura 4.23), superior a k/*(1),
apresentaram, entretanto, um comportamento um tanto inesperado. Na primeira
combinagdo analisada para k=0 o sistema perde estabilidade por divergéncia e
com o aumento do pardmetro &, o sistema altera a condi¢ao critica para dindmica.
A curva da primeira frequéncia para os valores de k- >5 se aproxima do eixo das
abcissas, inicialmente indicando que a condigdo critica seria estatica ao anular a
w7, porém em um certo ponto ha uma mudanga brusca da tangente da curva e as
frequéncias se igualam. O aumento de rigidez do apoio teve um efeito
estabilizador quando a condicao critica foi alterada para dinamica e, enquanto a
condig¢do foi esta, o aumento do parametro k- gerou pouca alteracdo no parametro

critico.
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Figura 4.23 - Variacdo das duas primeiras frequéncias ao incremento de carga
para a combinacgao de k; =36 e k-=[0; 5; 10; 15] (Caso I).

O gréfico representado na Figura 4.24 para as combinagdes com k=40
apresenta um comportamento esperado e usual de sistemas conservativos. Pois o
aumento de k., aumento da restricdo do apoio, tem efeito estabilizador, sendo s6
observada nessas combinagdes a divergéncia.


DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 1613046/CA


PUC-Rio- CertificagcaoDigital N° 1613046/CA

80

35 ; ; : . : . : ; .
——w, (k=40 k =0)
30 Ea — = ew, (k=40k=0) | |
M, ——w, (k=40 k =5)
25_‘==h:‘:333¥_ =, (=40K=D) |
ey " ——w, (k=40 k =10)
~~23 S - = = w, (k=40 k =5)
20 F n, —w, (k=40 k=15) |
3 T — = =, (k=40 k =15)

40 45 50

Figura 4.24 - Variacdo das duas primeiras frequéncias ao incremento de carga
para a combinacgao de k; =40 e k-=[0; 5; 10; 15] (Caso I).

As Figuras 4.25 a 4.28 apresentam a variacdo das duas primeiras
frequéncias ao incremento de carga para as combinagdes de apoios eldsticos do
caso II (Tabela 4.3). Vale ressaltar a diferenca entre os casos I e II observada na
andlise de influéncia do apoio elastico rotacional separado apresentada item
4.2.3.1. O incremento de & no caso Il ndo altera a condicdo critica apresentando
apenas “flutter” e o parametro critico tende a apresentar pouca sensibilidade ao
incremento de restri¢ao rotacional.
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Figura 4.25 - Variagdo das duas primeiras frequéncias ao incremento de carga
para a combinagao de k; =70 e k- = [0; 15; 30; 90] (Caso II).
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Figura 4.26 - Variagdo das duas primeiras frequéncias ao incremento de carga
para a combinagao de k; =100 e k- = [0; 15; 30; 90] (Caso II).
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Figura 4.27 - Variagdo das duas primeiras frequéncias ao incremento de carga
para a combinagao de k; =150 e k- =[0; 15; 30; 90] (Caso II).

Os efeitos observados nas combinagoes realizadas neste caso sdo de certa
forma similares ao observado na combinacdo da Figura 4.23 do caso I, com
excegdo a ultima combinagdo para k; =180 (Figura 4.28). O aumento na restri¢ao
rotacional afasta a curva da primeira frequéncia (w;) do eixo das abcissas, fazendo
com que o sistema tenda ao “flutter”.

As combinagdes com k- >/5 ndo tiveram significativas alteragdes no
parametro critico, apresentando uma certa indiferenga ao incremento de k.. Se
destacam as combinagdes para k; =70, inferior a kt*(11)=97,5 (ver item 4.2.3.1),
ndo apenas pela ndo alteracao da condigdo critica como pela pequena diminuigdo
do parametro critico observada para k. >0 (Figura 4.25).

O mesmo comportamento usual de sistema conservativos observado nas
combinagdes com k=40 do caso I (Figura 4.24) foi observado na figura para as
combinagdes com k=180 do caso II (Figura 4.28). O aumento dos valores de &
analisados geraram um efeito estabilizador, sendo observada apenas divergéncia.
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Figura 4.28 - Variacao das duas primeiras frequéncias ao incremento de carga
para a combinagao de k; =180 e k- = [0; 15; 30; 90] (Caso II).

4.2.4. Andlise Conjunta da Influéncia da Base Elastica e dos Apoios
Elasticos

A andlise conjunta da influéncia da base elastica de Winkler e dos apoios
resume todos os conceitos abordados nas analises de influéncia destes parametros
isolados, feita nos itens 4.2.2 ¢ 4.2.3.1. A andlise conjunta de influéncia foi feita
de forma a avaliar as semelhancas e diferencas entre as respostas de analise de
influéncia dos apoios eldsticos para constantes de base elastica k=0, k=50 e
k=100.

O comportamento dos sistemas na analise conjunta ¢ de certo modo
similar ao descrito no item 4.2.3.1, em que foi analisada apenas a influéncia dos
apoios elasticos isolados. Os sistemas continuam apresentando as mesmas
caracteristicas para o incremento de rigidez dos apoios. Por exemplo, as Figuras
4.29 a 4.31 apresentam, nas analises com presenca base elastica (k=50 e k=100) o
mesmo comportamento observado sem (k=0). H4 mudanga de tipo de condigdo
critica e convergéncia do parametro de carga critica ao valor obtido na analise
estatica para as condi¢cdoes de contorno engastada-apoiada e engastada com
restricdo rotacional.
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Figura 4.29 - Carga critica vs. rigidez translacional transversal da mola (k;) para
k=0, k=50 ¢ k=100 — Caso I.
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Figura 4.30 - Carga critica vs. rigidez rotacional da mola (&) para k=0, k=50 e

k=100 — Caso L.
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Figura 4.31 - Carga critica vs. rigidez translacional da mola (k) para k=0, k=50 e
k=100 — Caso IL

Observa-se, entretanto, que o aumento da constante de base elastica no
estudo de influéncia do apoio translacional do caso II (Figura 4.31) gera uma
tendéncia de um parametro critico em “flutter”. Sendo também necessario um
intervalo consideravelmente maior de k; para evidenciar a mudanca de condicao
critica. Assim, para definir melhor esse comportamento a Figura 4.32 apresenta a
variacdo do parametro critico para maiores intensidades de base elastica. Para
valores de k¥ > 100 as tendéncias ja observadas no grafico para k = 50 e k = 100
permanecem, até que para uma constante de base elastica (k) superior a 111 a
divergéncia ndo ¢ mais observada (Figura 4.33). O sistema para qualquer restri¢ao
elastica translacional apresenta “flutter” com a tendéncia de parametro critico
correspondente a
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Figura 4.32 - Carga critica vs. rigidez translacional da mola (k) para k=102,
k=104, =106 e k=108 — Caso II.
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Figura 4.33 - Carga critica vs. rigidez translacional da mola (k;) para k=111 —
Caso II.
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A Figura 4.34 apresenta o comportamento das duas primeiras frequéncias
ao incremento de carga na condi¢do engastada-apoiada (k—0) da coluna do caso
I para diferentes parametros de base elastica proximos ao limite k=111. A
variagdo do comportamento das duas primeiras frequéncias ao incremento de
carga com as diferentes constantes de base eldstica permite uma melhor
compreensdo do fendmeno observado na Figura 4.33, para x=111. Enquanto o
sistema perde estabilidade por divergéncia, a curva da primeira frequéncia (w;)
intercepta o eixo das abcissas a valores de carga cada vez maiores, demonstrando
o efeito estabilizador. J& para o parametro de base elastica k=111, em que
instabilidade se da por “flutter”, a curva w; se aproxima do eixo das abcissas € em
seguida altera bruscamente sua inclinacdo de forma a coincidir com a curva w>.
Este comportamento ¢ similar ao observado na analise de influéncia dos apoios
elasticos combinados feita no item 4.2.3.2.
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Figura 4.34 - Primeira e segunda frequéncia de vibragao vs. parametro de carga na
condi¢do engastada-apoiada da coluna do caso II para k=108, k=110 e k=111.

A relevancia da base elastica na andlise conjunta estd associada ao
aumento das frequéncias do sistema. Este aumento resulta, para os casos em que
ha mudanca no tipo de condi¢do critica, em um aumento do trecho descrito por
“flutter” e em consequéncia maiores valores de constante de mola nos pontos de
transi¢ao (Tabela 4.4). Assim, a curva que relaciona o parametro critico a
constante de apoio elastico em “flutter” ¢ a mesma para as diferentes constantes
de base elastica analisadas, apenas sofrendo uma extensdo com o aumento da
constante x.
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Tabela 4.4 - Comparacao entre os valores de rigidez dos pontos de transi¢ao para
k=0,k=50¢x=100.

K ke*(1) kr*(I) ke*(11)
0 34,8 4,60 97,6
50 49,0 18,4 211
100 66,6 26,9 14,7 10?

Além disso, o usual efeito estabilizador em sistemas conservativos €
observado no trecho em que a perda de estabilidade se d4 por divergéncia. H4 a
tendéncia de convergéncia do parametro critico apos os pontos de transi¢do, e este
aumenta com a presenca de base elastica (Tabela 4.5).

Tabela 4.5 - Comparacao entre os valores de parametro critico de convergéncia
(kr—00 ou k,—o0) parak =0, k=50 e x = 100.

K 70 72 70
0 /0,7 n’ 57,0
50 243 23,6 70,6
100 28,3 32,7 88,0

Vale destacar que para esses sistemas elasticamente apoiados com
mudanca no tipo de condicao critica, como nos casos descritos acima, a presenga
de base elastica tem um grande efeito estabilizador para um dado intervalo de
parametro de mola do apoio. Este intervalo esta associado a mudanga de condigdo
critica na presenca de base elastica, alterando de divergéncia (x=0) para “flutter”
(x>0). A Tabela 4.6 exemplifica este efeito para o caso I ao analisar
conjuntamente a influéncia da base elastica e do apoio eléstico translacional
(Figura 4.29)
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Tabela 4.6 - Efeito estabilizador na presencga de base eldstica para o caso I com
influéncia do apoio eléstico translacional (k).

Z_ycr ﬁcr ﬁcr
K
(kt=30) (kt=40) (kt=60)
0 35,8 27,9 242
(“flutter”)  (divergéncia) (divergéncia)
50 35,8 40,6 32,9
(“flutter”) (“flutter”)  (divergéncia)
100 35,8 40,6 46,8
(“flutter”) (“flutter”) (“flutter”)

Ja ao variar o parametro de base elastica na andlise de influéncia da
restri¢ao rotacional no caso II, por apresentar apenas “flutter”” ndo houve diferenca
na resposta, sendo entdo o sistema indiferente ao aumento de k. A Figura 4.35
apresenta curvas sobrepostas para k=0 ¢ k=100. Esse resultado esta de acordo com
o esperado uma vez que a base elastica, como observada no item 4.2.2, ndo altera
0 parametro critico para sistemas com perda de estabilidade descrito pela
coalescéncia das frequéncias.

Influéncia do apoio eldstico (k) - (s =k LdlEI)
70 . ; ; ; ;

60 |
|2 55

50

451 — "flutter” - k=0
“flutter” - =100

40 i i i i i i i i i
0 20 40 60 80 100 120 140 160 180 200

k
.

Figura 4.35 - Carga critica vs. rigidez translacional da mola (%) para k=0, k=100 —
Caso II.
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A variacdo das frequéncias de coalescéncia ao incremento do parametro de
rigidez dos apoios eldsticos para as diferentes constantes de base elastica
investigadas conclui essa analise conjunta (Figuras 4.36 a 4.39). As retas,
seguindo o padrdo utilizado nos demais graficos, marcam a mudanca de condi¢ao
critica associadas aos respectivos pontos de transi¢ao dos apoios elasticos de cada
caso.

As Figuras 4.36 e 4.37 estdo relacionadas as colunas do caso I,
representando respectivamente a influéncia do apoio translacional (k) e rotacional
(k7). As curvas apresentadas nesses graficos t€ém seu aspecto de certa forma
similar, alterando principalmente o comprimento da curva relacionado ao aumento
dos pontos de transi¢ao com incremento da constante de base eléstica.

16 . . : : . : |
=
——-r=50 | ]
—=-4x=100| |
iy
; ]
- |
.
?’ . -
5 . . . . . .
0 10 20 30 40 50 60 70

a7

Figura 4.36 - Variacao das frequéncias de coalescéncia ao incremento do
parametro do apoio elastico translacional (k) para k=0, k=50 e k=100 — Caso L.
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Figura 4.37 - Variacao das frequéncias de coalescéncia ao incremento do
parametro de apoio elastico rotacional (k) para k=0, k=50 e k=100 — Caso I.

Ao comparar o efeito da base elastica na variacdo das frequéncias de
coalescéncia do caso I ao incremento de k; e k- (Figuras 4.36 ¢ 4.37), observa-se
que a frequéncia associada ao ponto de transicdo varia de forma distinta com a
base elastica. No grafico da Figura 4.36 a presenga de base elastica pouco altera as
frequéncias associadas ao ponto de transicdo, ja no grafico da Figura 4.37 ha um
decrescimento consideravel dessas frequéncias (Tabela 4.7).

Tabela 4.7 - Comparacao da variagao das frequéncias de coalescéncia associadas
ao ponto de transi¢ao para k=0, k=50 e k=100 - Caso I

K ol (k*@) ol (e*1))
0 7,52 7,90
50 7,58 5,01
100 7,97 3,69

A variacdo da frequéncia de coalescéncia para o incremento do pardmetro
de apoio eléstico translacional do caso II foi o que apresentou maior diferencga
devido a presenga de base eldstica (Figura 4.38). O incremento de constante de
base elastica além de aumentar as frequéncias, altera também o formato das
curvas uma vez que para k>100 ja ¢ possivel perceber uma tendéncia na
frequéncia de coalescéncia.
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Como ja observado na Figura 4.33 ao analisar em conjunto a influéncia da
base eclastica com a restrigdo elastica translacional, a influéncia de k; na
estabilidade do sistema muda para k>111. Assim, ¢ observada uma tendéncia na
frequéncia de coalescéncia em ndo variar com o incremento do pardmetro dos
apoios elésticos para k=100 (Figura 4.38). O mesmo comportamento ¢ observado
para a coluna do caso II com sob influéncia do apoio elastico rotacional para
qualquer valor de « (Figura 4.39).

16 . .

153 i
14 , o
13F \ = ’

-,
-
L,
e e

12 K i

10 T

== =-1x=50
71 ===x=100| (]

0 500 1000 1500

Figura 4.38 — Variacao das frequéncias de coalescéncia ao incremento do
parametro do apoio elastico translacional (k) para k=0, k=50 e k=100 — Caso II.
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Figura 4.39 — Variacao das frequéncias de coalescéncia ao incremento do
parametro de apoio elastico rotacional (k) para k=0, k=50 e¢ k=100 — Caso II.

4.3. Comparacgao Entre os Modelos Classicos de Colunas e o Modelo
com Analise da Influéncia dos Apoios Elasticos

A analise de estabilidade de tubulacdes engastada-livre apresenta além da
forca circulatoria concentrada na extremidade livre da coluna, mesma analisada no
modelo de coluna do caso I, o efeito da for¢ca Coriolis. A equacao de movimento
deste sistema ¢ entdo descrita por

4 2 2 PE

o'w w ow w
El—+(m, +m)—+kw+m U*~—+2m,.U =0
ax4 ( f f) at2 f axz f axat (419)

onde my corresponde a massa de fluido distribuida ao longo da tubulacdo, m; a
massa da tubulacdo também distribuida e U a velocidade do fluido. Nesse
problema o parametro de controle para o estudo de estabilidade corresponde a
velocidade U do fluido na tubulagdo. A equagdo também pode ser escrita na forma
adimensional, por

Wt 5ot ko uP W+ 2us fi = 0 (4.20)
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m m kL x t EI
u=UL —f; =t s K=—)6=—; T=— |———.
T m, +m, TR m, +m, (4.21)

dessa forma w € fungdo de £ e 7.

A relevancia da for¢a de Coriolis no sistema esta associada a relagdo entre
a massa do fluido e a massa do sistema, sendo observada na equagao de
movimento adimensional (equagdo (4.20)). A equivaléncia entre o modelo de
tubulagdo com movimento de fluido e o modelo de coluna do caso I ocorre entdao
para a situagio limite em que f=0 sendo o parametro de carga p equivalente a u°.

Os resultados apresentados neste item sobre a analise de estabilidade do
modelo de tubulagdes para as andlises de influéncia da for¢ca de Coriolis, base
elastica de Winkler e apoios elasticos foram reportados por Lottati [9], Sugiyama
et.al [42] e Noah & Hopkins [43]. Nos trés trabalhos sdo analisados elementos de
viga com as mesmas consideracdes admitidas neste trabalho, com exceg¢dao do
modelo constitutivo utilizado por Sugyama et.al ¢ Noah & Hopkins que incorpora
ao material do tubo um comportamento viscoelastico. O perfil de velocidade do
fluido foi considerado em todos constante, sendo desprezado o atrito com a parede
da tubulacao.

Assim, a partir desses estudos faz-se uma comparagdo com os resultados
obtidos do modelo de coluna para o caso I, por se tratar mais compativel com o
modelo de tubulagao.

1.  Influéncia da for¢a de Coriolis.

A forca de Coriolis altera o comportamento do sistema de tubulagdo e o
fator amplificador de seu efeito estd associado a relagdo entre a massa linear do
fluido e a massa linear total do sistema (f). A Figura 4.40 apresenta a variagao da
velocidade critica do fluido com perfil uniforme (u.-) do modelo de tubulagdo
engastada-livre com f [9]. A influéncia deste parametro na estabilidade do sistema
altera de acordo com seu valor, para 0< f <10* é observado um efeito
desestabilizador (Figura 4.40a) ji para 10“< S <l hid uma mudanca de
comportamento, passando a ter um efeito estabilizador (Figura 4.40b).

Vale ressaltar que o efeito estabilizador observado para valores de
10*>4>1 faz com que a simplificagdo do modelo de coluna do caso I (coluna de
Beck) esteja a favor da seguranca.
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Figura 4.40 - Relacdo entre a velocidade critica (u.-) € o parametro S (adaptado
[9]): (a) Efeito desestabilizador 0< 8 <10*; (b) Efeito estabilizador 10#<  <I.

1i.  Influéncia da base elastica de Winkler.

A influéncia da base eldstica, como ja comentado, ¢ a principal fonte de
criticas ao modelo simplificado de coluna. A Figura 4.41 o comparativo entre o
comportamento do sistema com e sem presenca de base elastica de Winkler
(respectivamente x = 100, k¥ = 0) descrito por Lottati [9] no modelo de tubulacio
engastada-livre.
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Figura 4.41 - Influéncia da base elastica de Winkler (x = kL*/EI) no modelo de
tubulacdo engastada-livre (adaptada [9]).

O efeito estabilizador presente no modelo de tubulagdo varia de acordo
com f, porém esta presente em todo o intervalo. Bastante diferente entdo do efeito
observado no modelo de coluna do caso I (item 4.2.2) em que a presenca de base
elastica ndo altera o parametro critico de carga.

A diferenca entre o efeito da base eldstica nos dois modelos se da
principalmente pelo tipo de forma de instabilidade dos sistemas. A condi¢ao
critica no caso da coluna se da por coalescéncia de duas frequéncias (“coupled-
mode flutter”), entdo o aumento das frequéncias ¢ proporcional ao aumento da
rigidez da base elastica e ndo altera o parametro critico.

Ja para o caso do modelo de tubulagdo com movimento de fluido a
condigdo critica ¢ determinada apenas pela instabilidade em uma das frequéncias
(“single-mode flutter”), representada por um complexo conjugado. Logo, como
nos sistemas que sofrem divergéncia, condicdo critica determinada quando uma
das frequéncias se anula, o aumento das frequéncias pela presenga da base elastica
gera um efeito estabilizador.

iii.  Influéncia dos apoios elasticos.

A influéncia dos apoios elasticos na extremidade livre nos dois modelos,
tubulagdo com movimento de fluido e coluna com for¢a seguidora concentrada,
tem comportamento bastante similar. Os dois modelos apresentam mesmo
resultados de pardmetro critico e condicdo critica quando as extremidades estdo
restritas ao deslocamento ou a rotagdo, pois a forca de Coriolis perde efeito ao se
restringirem os deslocamentos na extremidade. Ambos os modelos, sujeitos a
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forca seguidora, ao restringir o deslocamento na extremidade sdo caracterizados
como conservativos e a perda de estabilidade se da por divergéncia e parametro
critico ¢ idéntico ao sistema conservativo com carga de dire¢ao constante.

Foi observado experimentalmente e teoricamente para o modelo de
tubulacao por Sugiyama et.al [42] e Noah & Hopkins [43]: a mudanca de
condi¢do critica com aumento da rigidez do apoio eléstico na extremidade; a
diminui¢do do parametro critico ao alterar a condicao de “flutter” para divergéncia
e mudancga do efeito estabilizador em flutter para desestabilizador em divergéncia
para o incremento de rigidez do apoio. Sugiyama et.al analisou teoricamente e
experimentalmente a influéncia do apoio elastico translacional e Noah & Hopkins
teoricamente a influéncia separada e conjunta dos apoios eldsticos translacional e
rotacional.

O comportamento do sistema sujeito a uma andlise incremental do apoio
elastico, separadamente, e os valores dos pontos de transi¢do tedricos reportados
por Sugiyama et.al [42] e Noah & Hopkins [43] estdo de acordo com os obtidos
no modelo simplificado de coluna do caso I (item 4.2.3.1). Para valores de
constante de apoio elastico menores que o ponto de transicdo a perda de
estabilidade ¢ dinamica e o incremento da constante tem efeito estabilizador. Ha
uma queda brusca do parametro critico no ponto de transicdo, em que ha a
mudanca de condigdo critica e para valores de constante superiores a perda de
estabilidade se da por divergéncia. Nesse segundo trecho o efeito do incremento
da constante de mola ¢ desestabilizador e o parametro critico tende ao parametro
do modelo cléssico conservativo correspondente a condigdao de contorno.

A compatibilidade observada dos valores de ponto de transicdo mesmo ao
se comparar um modelo de maior complexidade, efeito do fluido e modelo
constitutivo Kelvin-Voight [42, 43], pode ser justificada pelo fato dos termos
associados a estes efeitos estarem relacionados ao comportamento dindmico do
sistema. Como este ponto marca a mudanga entre a condi¢do critica dinamica e
estatica, ao analisar o comportamento da estrutura de forma estatica os termos
dependentes do tempo perdem efeito, observado também para a forga de Coriolis
no caso da tubulagdo bi-apoiada e bi-engastada por Paidoussis [32].

Ao analisar experimentalmente Sugiyama et.al [42] observou, entretanto,
uma variacdo do ponto de transicdo com os trés valores £ analisados (Tabela 4.8)
e mesmo material com comportamento viscoelastico. A equa¢do de movimento
utilizada em seu estudo foi

W "+ utw + 2u\/EW' +hkwd(&—&)=0 (4.22)

onde os termos adicionais correspondem ao modelo constitutivo utilizado e a
condicdo de contorno aplicada pelo uso da funcdo de Dirac 6(¢). Os pardmetros
associados a estes termos sao:

1 E EI K[
= | —|; k, =—; & =1.
"TTE | mem, T (4.23)
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em que E* ¢ o coeficiente de amortecimento do material e K ¢ a constante de
mola do apoio elastico translacional.

A diferenca entre experimentos e¢ o valor tedrico se mostrou superior na
relacdo de massas () com maior valor [42]. Vale ressaltar que foi observado que
o aumento da velocidade critica devido ao aumento de f resulta em uma maior da
reduc¢do da velocidade critica no ponto de transicao (Figura 4.42).

Tabela 4.8 — Valores de ponto de transi¢ao para a constante de apoio elastico
transversal (k:*) observado no ensaio reportado por Sugiyama et.al [42] para
diferentes valores de S
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Figura 4.42 - Influéncia do apoio elastico translacional (k¢ = KL%/EI) no modelo
de tubulacdo engastada-elasticamente apoiada com duas curvas tedricas (solida
paray = 0,02 e tracejada para y = 0,001) (adaptada [42]).


DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 1613046/CA


PUC-Rio- CertificagcaoDigital N° 1613046/CA

99

A analise de influéncia dos apoios eldsticos conjunta realizada por Noah &
Hopkins [43] mostrou a dependéncia do comportamento do sistema ndo somente
nos valores de constante dos apoios elasticos mas da relagdo entre eles. Tendo
como valores limites (k:*(1) = 34,8 e k*(I) = 4,60), os mesmos observados no
item 4.2.3.1, foram analisadas as seguintes combinagdes: k; =20 k. =10; k; =40 k-
=10 e k =100 k- =10. Em todas as combinagdes k- > k.*(I), sendo apenas na
segunda e terceira k; > k*(I). Na primeira combinacdo foi observada ainda a
condicdo critica dindmica, ja nas demais foi observado divergéncia. Este mesmo
comportamento foi visto nas duas primeiras combinag¢des no item 4.2.3.2 para o
modelo de coluna do caso L.
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5. Consideragoes Finais

5.1. Conclusoes

Foi desenvolvido neste trabalho um programa computacional para avaliar
o comportamento critico de colunas submetidas a carregamentos circulatorios. A
metodologia implementada foi desenvolvida através do método aproximado de
Rayleigh-Ritz, enriquecendo-se o campo de deslocamento de um elemento de
viga Euler-Bernoulli descrito por fungdes polinomiais, com fun¢des adicionais
trigonomeétricas, e incluindo o efeito nao conservativo das forgas circulatorias com
uso de matrizes de carga ndo simétricas.

A validagdo da metodologia implementada no programa foi feita através
de valores de referéncia da literatura para os dois tipos de carregamento
analisados no modelo de coluna, carga seguidora concentrada na extremidade
livre (caso 1) e carregamento seguidor distribuido ao longo do elemento (caso II).
O programa gerou resultados com boa correlagdo com as referéncias de forma
eficiente e rapida.

Analisaram-se as influéncias da base eldstica de Winkler e apoio eléstico
rotacional e translacional para ambos os casos. Foi avaliado o comportamento do
sistema variando-se independentemente os parametros de base eldstica e dos
apoios elasticos, seguido de uma analise combinada dos efeitos dos dois tipos de
apoios elasticos e da base elastica com o apoio elastico.

No caso da influéncia da base elastica, foi observado para ambos os casos
uma indiferenca ao acréscimo da constante de base elastica permanecendo
constante o valor do parametro de carga critico. A Unica altera¢dao observada neste
processo incremental foi o aumento das frequéncias de coalescéncia, e para os
dois casos foi gerada a mesma relacdo entre o aumento das frequéncias de
coalescéncia e o aumento da constante de base eldstica. Uma vez que este
problema ¢ regido pela troca de energia entre os dois modos de vibragao, havera
“flutter” na carga critica por efeito da energia externa introduzida no sistema.
Dessa forma, os efeitos obtidos no sistema com o aumento da constante de base
elastica, ou seja, a reducdo das amplitudes e aumento das frequéncias no “flutter”
induzidos pelo mesmo parametro de carga, ndo sdo contraditorios. O resultado
obtido por Hermann & Smith [8] ¢ entdo aqui confirmado.

Ja a andlise de influéncia dos apoios eldsticos gerou respostas um tanto
distintas entre os dois casos estudados. No caso I, a influéncia dos dois tipos de
apoio elastico (translacional e rotacional) foi bastante similar. O incremento da
constante de apoio elastico tem efeito estabilizador enquanto o sistema perde
estabilidade dinamicamente, havendo entdo um ponto de transi¢do que marca a
mudanca de condigdo critica para estatica. Na condi¢do critica estdtica o
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incremento da constante, entretanto, tem efeito desestabilizador e o pardmetro
critico tende ao pardmetro classico do sistema conservativo com carga de dire¢ao
constante.

Ja no caso II a influéncia dos dois tipos de apoio eléstico gerou resultados
distintos, podendo isto ser justificado pela distribui¢ao do carregamento ao longo
do elemento atuante sobre as diferentes deformadas associadas as restricoes de
translagdo e rotagdo. A influéncia do apoio elastico translacional ¢ similar a
observada no caso I, porém na analise de influéncia do apoio elastico rotacional
nao foi constatada a mudanca na condig¢ao critica. O incremento da constante de
apoio elastico rotacional no caso II teve para pequenos valores um grande efeito
estabilizador. Em seguida foi observada uma indiferenga ao seu incremento, uma
vez que o parametro de carga critica apresentou uma tendéncia, ainda na condig¢ao
dindmica, para um valor aproximadamente 340% superior ao parametro de carga
critico de uma coluna sujeita a peso proprio.

As analises dos apoios eldsticos combinados, em ambos 0s casos, geraram
resultados inesperados uma vez que os comportamentos e valores observados nas
analises dos mesmos sistemas submetidos separadamente aos apoios elasticos
rotacional e translacional ndo foram limitantes. Observou-se nas andlises
combinadas condigdo critica dindmica em sistemas para valores de constante de
apoio elastico superiores aos pontos de transicdo. Esses resultados indicam que a
resposta do sistema depende ndo apenas dos valores das constantes individuais
(translacional e rotacional) mas da relagao entre elas.

A andlise conjunta da base elastica com os apoios elasticos resumiu de
certa forma os resultados constatados nas andlises dos pardmetros feita
separadamente. A base eldstica ndo gerou efeito estabilizador no sistema em
condi¢do critica dindmica aumentando apenas as frequéncias, que para um
aumento da constante de apoio eldstico gerou maiores valores dos pontos de
transi¢do. No caso II, para apoio elastico translacional, como a condigdo critica
permanece dindmica, a presenca de base elastica ndo alterou a influéncia do apoio
na estabilidade do sistema.

Ressalta-se, entretanto, o comportamento distinto observado no caso II ao
avaliar a influéncia conjunta do apoio eldstico translacional em presenca de base
elastica. Neste foi observado um grande aumento no ponto de transi¢cdo para os
valores de constante de base elastica analisados e uma certa tendéncia de
estabilizagdo do parametro critico de carga na condicdo dindmica. Ao se
avaliarem em detalhe valores superiores de constantes de base eléstica, observou-
se uma tendéncia do sistema em permanecer na condi¢do critica dindmica tendo
entdo uma resposta ao incremento de constante de apoio elastico translacional
similar a observada com o apoio rotacional também no caso II.

Comparando os resultados das analises de influéncia do modelo cléassico
de coluna do caso I com o modelo de tubulagdo com movimento de fluido pode-se
concluir que o modelo simplificado de coluna gera alguns resultados bastante
coerentes com o modelo mais complexo de tubulacdo, como a influéncia dos
apoios elasticos. A influéncia da base elastica, porém, se distingue bastante devido
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a diferenga na forma de perda de estabilidade na condi¢do dindmica dos dois
modelos. Destaca-se que o modelo de coluna com carregamento seguidor
concentrado apresenta uma consideravel simplificagcdo ao negligenciar o fluido no
modelo, descartando o efeito da for¢a de Coriolis. A simplificagdo do modelo de
coluna gera um método consideravelmente menos complexo de determinacgao do
parametro critico pois ao desconsiderar a forca dependente da velocidade o
problema de autovalor deixa de ser quadratico, possibilitando a andlise das
frequéncias no dominio real.

5.2. Sugestoes para trabalhos futuros

Os seguintes topicos sao sugeridos para a continuidade deste trabalho:

i.  Considerar outras for¢as ndo conservativas como dependentes da velocidade
e do tempo no programa através da mesma metodologia ja implementada.

ii.  Estudar a representacdo das forgas de atrito para incorporar um carregamento
ndo conservativo presente em todos os sistemas reais.

iii.  Considerar ndo linearidade geométrica e fisica nos modelos propostos para
um estudo de instabilidade mais completo.

iv.  Avaliar a influéncia de base elastica do tipo Pasternack e ndo uniforme nos
modelos de coluna.

v.  Avaliar o efeito da inércia rotacional, principalmente no modelo de coluna
de Leipholz e de tubulagao com movimento de fluido.
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