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Resumo

Rodrigues, Lara; Gongalves, Paulo Batista; Silva, Frederico Martins Alves
da. Influéncia de imperfeicbes geométricas iniciais nas ressonancias
internas e vibragdes ndo lineares de cascas cilindricas esbeltas. Rio
de Janeiro, 2018. 176p. Tese de Doutorado - Departamento de Engenharia
Civil e Ambiental, Pontificia Universidade Catdlica do Rio de Janeiro.

A andlise das ressonancias internas em sistemas estruturais continuos é
uma das principais areas de pesquisa no campo da dindmica nao linear. A
ressonancia interna entre dois modos de vibracdo ocorre quando a proporgéo de
suas frequéncias naturais € um numero inteiro. De particular importancia, devido
a sua influéncia na resposta estrutural, é a ressonancia interna 1:1, geralmente
associada as simetrias do sistema, a ressonancia interna 1:2, devida as néo
linearidades quadréaticas e a ressonancia 1:3 decorrente de nédo linearidades
cubicas. A ressonancia interna permite a transferéncia de energia entre os
modos de vibragéo relacionados, levando geralmente a novos fenbmenos com
profunda influéncia sobre a estabilidade da resposta dindmica. As cascas de
revolucdo geralmente exibem ressonancias internas devido a inerente simetria
circunferencial e um denso espectro de frequéncia em sua faixa de frequéncias
mais baixas. Isso pode levar ndo apenas a ressonancias internas do tipo m:n,
mas a mdultiplas ressonancias internas. Nesta tese € realizada a analise de
multiplas ressonéncias internas em cascas cilindricas delgadas, em particular as
ressonéancias internas de 1:1:1:1 e 1:1:2:2 séo investigadas em detalhes, um
topico pouco explorado na literatura técnica. A investigacdo de ressonancias
internas em sistemas continuos geralmente é realizada usando modelos
discretos de baixa dimensdo. Embora alguns trabalhos anteriores tenham
investigado ressonancias internas do tipo m:n em cascas cilindricas, muitos
resultados ndo séo consistentes, uma vez que os modelos discretos derivados
ndo consideram os acoplamentos modais devido a ndo linearidades quadréticas
e clbicas. Aqui, usando um procedimento de perturbacdo, expansfes modais
consistentes sdo derivadas para um numero arbitrario de modos de interacao,
levando a modelos de baixa dimenséao confiaveis. A precisdo desses modelos é
corroborada usando o método Karhunen-Loéve. Finalmente, é bem sabido que

pequenas imperfeicdes geométricas da ordem da espessura da casca tém uma
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forte influéncia na sua resposta ndo linear. No entanto, sua influéncia nas
ressonancias internas, instabilidade dindmica e transferéncia de energia é
desconhecida. Assim, a influéncia de diferentes tipos de imperfeicdo modal é
devidamente considerada na presente analise. Utilizando os modelos discretos
aqui derivados, € apresentada uma andlise detalhada das bifurcacdes, utilizando
técnicas de continuacdo e o critério de estabilidade de Floquet, esclarecendo a
importancia das ressonancias internas nas vibracbes nao lineares e
instabilidades de cascas cilindricas. Os resultados também confirmam que a
forma e a magnitude das imperfeicbes geométricas iniciais tém uma influéncia
profunda nos resultados, permitindo ou impedindo a transferéncia de energia

entre os modos ressonantes considerados.

Palavras-chave
Cascas cilindricas; ressonancia interna; imperfeicbes geométricas;

bifurcacoes.
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Abstract

Rodrigues, Lara; Goncalves, Paulo Batista (Advisor); Silva, Frederico
Martins Alves da (Co-advisor). Influence of initial geometric
imperfections on the internal resonances and non-linear vibrations of
thin-walled cylindrical shells. Rio de Janeiro, 2018. 176p. Tese de
Doutorado - Departamento de Engenharia Civil e Ambiental, Pontificia
Universidade Catolica do Rio de Janeiro.

The analysis of internal resonances in continuous structural systems is one
of the main research areas in the field of nonlinear dynamics. Internal resonance
between two vibration modes occur when the ratio of their natural frequencies in
an integer number. Of particular importance, due to its influence on the structural
response, is the 1:1 internal resonance, usually associated with system
symmetries, the 1:2 internal resonance, due to quadratic nonlinearities, and the
1:3 resonance arising from cubic nonlinearities. The internal resonance enables
the energy transfer between the related vibration modes, leading usually to new
phenomena with profound influence on the stability of the dynamic response.
Shells of revolution usually exhibit internal resonances due to the inherent
circumferential symmetry and a dense frequency spectrum in their lower
frequency range. This may lead not only to m:n internal resonances, but also
multiple internal resonances. In this thesis, the analysis of multiple internal
resonances in slender cylindrical shells is conducted, in particular 1:1:1:1 and
1:1:2:2 internal resonances are investigated in detail, a topic rarely found in the
technical literature. The investigation of internal resonances in continuous
systems is usually conducted using low dimensional discrete models. Although
some previous works have investigated m:n internal resonances in cylindrical
shells, many results are not consistent since the derived discrete models do not
consider the modal couplings due to quadratic and cubic nonlinearities. Here,
using a perturbation procedure, consistent modal expansions are derived for an
arbitrary number of interacting modes, leading to reliable low dimensional
models. The accuracy of these models is corroborated using the Karhunen-Loéve
method. Finally, it is well known that small geometric imperfections of the order of
the shell thickness has a strong influence on the shell nonlinear response.

However, their influence on internal resonances, dynamic instability and energy
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transfer is largely unknown. Thus, the influence of different types of modal
imperfection is properly considered in the present analysis. Using the derived
discrete models, a detail bifurcation analysis, using continuation techniques and
Floquet stability criterion, is presented, clarifying the importance of internal
resonances on the nonlinear vibrations and instabilities of cylindrical shells. The
results also confirm that the form and magnitude of initial geometric imperfections
has a profound influence on the results enabling or preventing the energy

transfer among the considered resonant modes.

Keywords

Cylindrical shells; internal resonance; geometric imperfections; bifurcations.
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compdem a interacdo

Bki(t) As amplitudes dos companions modes (i, j)

BKa 2+6p(1) As amplitudes dos companions modes («, 2+6/)

B5i(t), B8ij(t) Amplitude de vibracdo do companions mode dos modos que
representam a interacdo modal

B3i(t), B4ij(t) Amplitude de vibracdo do companions mode dos modos que

representam a interacdo modal

D Rigidez a flexado

E Modulo de elasticidade do material da casca cilindrica

f Funcao de tenséo

fi (X, 0) Funcdes de aproximagéo do método de Karhunen-Loeve

h Espessura da casca cilindrica

K Rigidez de membrana

L Comprimento da casca cilindrica

L Funcao de Lagrange

m, M Numero de semiondas longitudinais

Ml, M Numero de termos selecionados para representar a expansédo do

deslocamento transversal com interagdo em m

ML Numero de intervalos de tempo do método de Karhunen-Loéve

Mx Componente axial dos esforgos internos de flexao

Mxo Componente de tor¢ao dos esforgos internos de flexao

Mo Componente circunferencial dos esforgos internos de flexdo

n, N Numero de ondas circunferenciais

Nl’ N> Numero de termos selecionados para representar a expansao do

deslocamento transversal com interagdo em n

Naiv namero de divisbes adotado arbitrariamente para garantir a
convergéncia dos algoritmos da forga bruta e Runge-Kutta

[\ Numero de pontos espaciais distribuidos uniformemente sobre a

superficie da casca cilindrica

Ny Numero de pontos da discretizacao na dire¢céo axial

Nx Componente axial dos esforcos internos de membrana

Nxo Componente cisalhante dos esfor¢os internos de membrana
N Numero de pontos da discretizacao na direcéo circunferencial

No Componente circunferencial dos esforgos internos de membrana
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p(x,6,t) Carregamento lateral harmonico

PL1 Amplitude da presséo lateral que excita diretamente o primeiro
modo que compdem a interagao

P2 Amplitude da pressado lateral que excita diretamente o segundo

modo que compdem a interagdo

q Parametro adimensional do nimero de semiondas longitudinais

R Matriz de correlacéo espacial

R Raio da casca cilindrica

Re Trabalho das forcas de dissipacéo

S Passo de tempo usado nos algoritmos da forca bruta e Runge-
Kutta

t Tempo

T Energia cinética

u Componente axial do campo de deslocamentos da casca cilindrica
U Energia de deformagdao interna

U Vetor do campo de deslocamentos da casca cilindrica

Up Energia de flexdo

Um Energia de membrana

% Componente circunferencial do campo de deslocamentos da

casca cilindrica

\% Trabalho do carregamento lateral externas

v Variacdo temporal em relacdo a média

\% Variacado do campo vetorial

w Campo vetorial real que descreve os deslocamentos radiais da

casca cilindrica

w Componente radial do campo de deslocamentos da casca
cilindrica

W Matriz de amostragem

w Valor adimensional do deslocamento lateral

Wo Solucéo inicial que descreve o deslocamento radial da casca
cilindrica

Wij Amplitude do deslocamento obtida da solugdo das equacdes de

movimento da casca cilindrica

X Coordenada na direcao axial
X Vetor de coordenadas axiais
X Coordenada na direcdo axial do ponto de aplicacdo da carga

lateral pontual
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z Coordenada na direcéo radial

Simbolos Gregos

yoi Parametro de amortecimento viscoso
P Parametro de amortecimento do material
%0 Deformacédo especifica angular de um ponto da superficie média

da casca cilindrica

Vo Deformacéo especifica angular de um ponto qualquer da casca
cilindrica

1) Parametro de perturbacgéo

& Deformagéo especifica axial de um ponto da superficie média da

casca cilindrica

&, Deformagéo especifica axial de um ponto qualquer da casca
cilindrica
£ Deformacgédo especifica circunferencial de um ponto da superficie

média da casca cilindrica

g, Deformagéo especifica circunferencial de um ponto qualquer da

casca cilindrica

m Coeficiente de amortecimento viscoso

72 Coeficiente de amortecimento do material

0 Coordenada na direcao circunferencial

0 Vetor de coordenadas circunferenciais

C] Coordenada na diregéo circunferencial do ponto de aplicacdo da

carga lateral pontual

u Parametro de carregamento

v Coeficiente de Poisson do material da casca cilindrica

& Coordenada axial adimensional

&e () Coordenadas temporais

P Densidade do material da casca cilindrica

o, Tensao axial de um ponto qualquer da casca cilindrica

o, Tenséo circunferencial de um ponto qualquer da casca cilindrica
T Parametro adimensional do tempo

« k-ésimo tempo do método de Karhunen-Loéve
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(P Tenséo cisalhante de um ponto qualquer da casca cilindrica

o (X, 0) k-ésimo vetor espacial do método de Karhunen-Loéve

Ax Mudancga de curvatura axial de um ponto da superficie média da
casca cilindrica

Ixo Mudanca de curvatura angular de um ponto da superficie média
da casca cilindrica

Yo Mudanca de curvatura circunferencial de um ponto da superficie

média da casca cilindrica

o Frequéncia natural da casca cilindrica

o Frequéncia de excitacdo da pressdo radial atuante na casca
cilindrica

Qo Frequéncia natural adimensional da casca cilindrica

Q¢ Frequéncia adimensional de excitagdo da parcela harmdnica

dependente do tempo do carregamento axial da casca cilindrica
(O] Frequéncia adimensional de excitacdo da pressao radial atuante
na casca cilindrica

Q' Frequéncia natural adimensional da casca cilindrica

Simbolos matematicos

v4 Operador bi harmoénico

Di() Operador diferencial ndo linear que da origem aos termos
guadraticos

D2() Operador diferencial ndo linear que da origem aos termos cubicos
E[] Média invariante no tempo

L() Operador diferencial linear
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1
Introducao

Nas ultimas décadas tem ocorrido um desenvolvimento continuo da
engenharia estrutural, tanto em termos da qualidade dos materiais empregados
na construgdo quanto em relacdo aos procedimentos de andlise e
dimensionamento, parcialmente em razao do grande progresso dos métodos
computacionais iniciado no século XX que permitiu a analise de estruturas mais
complexas e, em particular, analises considerando diferentes tipos de néo
linearidade. Nota-se uma crescente demanda por estruturas leves, levando ao

uso de materiais avancados e solu¢cfes de projeto menos conservadoras.

(b) (c)

Figura 1.1 — Exemplos de estruturas em forma de cascas esbeltas: (a) Avides;
(b) Submarinos; (c) Espaconaves.
Fonte: br.freepik.com.

A Figura 1.1 mostra trés exemplos comuns das aplicagbes de cascas em
engenharia: (a) fuselagem de avibes; (b) submarinos; e (c) espagonaves e
foguetes. As cascas cilindricas, objetos de estudo deste trabalho, recebem
atencdo especial na literatura devido a simplicidade de sua geometria, sendo as
equacdes que governam o comportamento dessas estruturas mais simples que
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aquelas desenvolvidas para cascas com outras geometrias. Apesar da geometria
simples, esse tipo de casca pode apresentar um comportamento ndo linear
bastante complexo quando submetida a excitacbes externas devido,
principalmente, & sua grande ndo linearidade geométrica e sensibilidade a
imperfeicdes geométricas iniciais. Como o comportamento nao linear das cascas
cilindricas ainda nédo estd totalmente compreendido, muitos fenbmenos nao
lineares néo foram, ainda, claramente explicados ou séo, ainda, desconhecidos,
em particular seu comportamento nao linear sob cargas dindmicas.

A teoria linear de vibracdes afirma que a frequéncia natural do corpo e
seus modos de vibracdo independem da amplitude com a qual a estrutura oscila.
No entanto, estruturas esbeltas estdo normalmente sujeitas a grandes
deslocamentos, fazendo com que a nao linearidade ndo possa ser desprezada.
Nestes casos a frequéncia de vibracdo livre e a forma modal dependem da
amplitude de vibragao.

Uma caracteristica das vibrag6es de cascas de revolucao é a presenca de
dois modos de vibracdo com n ondas circunferenciais, defasados em n/2n, com
a mesma frequéncia natural. Estes modos sdo acoplados através dos termos
nao lineares, podendo gerar uma ressonancia interna 1:1 que pode modificar a
forma e estabilidade da resposta nas regides de ressonancia.

Estudos na area de vibracdes nao lineares de cascas cilindricas esbeltas
considerando a né&o linearidade geométrica tém sido um problema bastante
estudado na literatura.

Moussaoui e Benamar (2002) apresentam uma revisdo da literatura sobre
as vibracbes ndo lineares que, segundo os autores, tem o objetivo de
complementar o0s  seguintes trabalhos  anteriormente publicados:
Evensen (1974%),  Leissa (19732 1984%), Sathyamoorthy e  Pandalai
(19724, 1973%), Qatu (1992°), Liew etal. (19977) apud Moussaoui e Benamar

1 EVENSEN, D. A. Non-linear vibrations of circular cylindrical shells. Thin Walled
Structures: Theory, Experiment and Desing, Englewood Cliffs, NJ: Prentice Hall,
p. 133-155, 1974.

2 LEISSA, AW. Vibration of Shells. NASA SP-288, reprinted 1993 by the
Acoustical Society of America, [s. |.], 1973.

3 LEISSA, A. W. Non-linear analysis of plates and shell vibrations.Proceedings of
the Second International Conference on Recent Advances in Structure Dynamics,
[s. L], p. 262-272, 1984.

4 SATHYAMOORTHY, M.; PADALAI, K. A. V. Large amplitude vibrations of certain
deformable bodies. Part I: disc, membranes and rings. Journal of the Aeronautical
Society of India, [s. ], v. 24, p. 409-414, 1972.

SSATHYAMOORTHY, M.; PADALAI, K. A. V.Large amplitude vibrations of certain
deformable bodies. Part I: plates and shells. Journal of the Aeronautical Society of
India, [s. |.], v. 25, p. 1-10, 1973.
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(2002) e Amabili et al. (1998,1999). O artigo apresenta 175 referéncias nessa
area de pesquisa. Sao tratados temas como os efeitos da ndo linearidade
geométrica em cascas, 0s métodos de modelagem e solu¢des de casca, as
dificuldades encontradas na andlise dindmica n&o linear de cascas de diversas
configuracdes e efeitos complexos como a anisotropia do material, tensdes
iniciais, base elastica e interagdo com um meio fluido.

Amabili e Paidoussis (2003) apresentam também uma revisao bibliografica
contendo 166 referéncias a trabalhos publicados sobre vibragbes néo lineares,
livres ou forcadas, de cascas cilindricas e painéis cilindricos, com ou sem
interagéo com fluido.

Alijani e Amabili (2014a) apresentam uma revisdo de trabalhos publicados
entre 2003 e 2013, com foco nas vibracBes néo lineares, livres e forcadas, de
cascas de materiais tradicionais e avancados. Os autores citam trabalhos sobre
cascas de material isotrépico, laminado, piezoelétrico, com gradacao funcional e
hiperelasticos, concentrando-se nas vibracbes ndo lineares de cascas
submetidas a excitacfes axiais e laterais. Sdo abordados estudos tedricos,
numericos e experimentais que lidam com problemas dindmicos que envolvem
vibracBes parameétricas, instabilidade dindmica, vibracbes ndo estaciondrias e
vibracbes caodticas. A influéncia da interacdo fluido-estrutura é também
abordada, bem como imperfeicbes geométricas, condicdes de contorno, cargas
térmicas e elétricas, modelos de baixa dimensdao e modos nao lineares de
vibracao.

Diversas teorias foram desenvolvidas para descrever o comportamento
nao linear de cascas. Como exemplos, pode-se citar as teorias de Donnell,
Mushtari, Love, Timoshenko, von Karman-Tsien, Reissner, Naghdi e Berry,
Vlasov, Sanders, Byrne, Fligge, Goldenveizer, Lur'ye e Novozhilov, entre outras.
Neste trabalho utiliza-se a teoria ndo linear de Donnell (1934) pela sua
simplicidade e sua precisdo em descrever o campo de deformacdo de cascas
cilindricas abatidas.

O precursor na andlise da nao linearidade geométrica de cascas cilindricas
foi Reissner (19558 apud Amabili; Paidoussis, 2003). O autor considera uma

Gnica semionda do modo de vibragéo e, usando a teoria n&o linear de Donnell

6 QATU, M. S. Review of shallow shell vibration research. Shock Vibration
Digest, [s. I.], v. 24, p. 3-15, 1992,

T LIEW, K. M.; LIM, C. W.; KITIPORNCHAI, S. Vibration of shallow shells: a review
with bibliography. Applied Mechanics Reviews, [s. |.], v. 50, p. 431-444, 1997.

8 REISSNER, E. Nonlinear effects in vibrations of cylindrical shells. Ramo-
Wooldridge Corporation Report AM5-6.
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para cascas abatidas, analisa o comportamento de painéis cilindricos
simplesmente apoiados. Foi observado que a relacdo nédo linear frequéncia-
amplitude pode apresentar ganho de rigidez (aumento da frequéncia néo linear
com a amplitude de vibragéo, denominada néo linearidade do tipo hardening), ou
perda de rigidez (a frequéncia nao linear de vibragdo diminui com a amplitude de
vibragdo, ndo linearidade do tipo softening). O tipo de néo linearidade depende
da geometria e do modo de vibragéo utilizados.

Dym (1973) estuda as vibra¢cdes de uma casca cilindrica simplesmente
apoiada utilizando a teoria ndo linear de Sanders. O autor conclui que, embora
essa teoria seja considerada mais precisa, os resultados obtidos através da
aplicacdo das teorias de Donnell, Fligge, Timoshenko e Sanders sdo bastante
semelhantes.

Chu (1961) realizou um estudo similar ao de Reissner (1955° apud Amabili;
Paidoussis, 2003) utilizando a teoria de von Karman-Tsien, porém estendendo
sua andlise as cascas cilindricas. Nos seus resultados, a nédo linearidade da
casca cilindrica é do tipo hardening. Nowinski (1963), em uma analise
semelhante a de Chu (1961), porém aplicada a cascas ortotropicas, observou o
mesmo tipo de ndo linearidade.

Evensen (1963), respaldado por resultados experimentais realizados para
uma casca cilindrica cuja amplitude de vibracdo era da ordem de trés a quatro
vezes a espessura de suas paredes, contesta os resultados obtidos por
Chu (1961) e Nowinski (1963). Ele observa que o comportamento nao linear é,
na verdade, do tipo softening e fracamente ndo linear. O autor aponta que a
expansao modal utilizada por Chu (1961) para o deslocamento lateral da casca
cilindrica ndo apresenta continuidade do deslocamento transversal, ainda que
atenda a condicéo de deslocamento lateral nulo nas extremidades da estrutura.
Segundo o autor, Nowinski (1963) adota uma expansdo que atende a condicao
de continuidade do deslocamento transversal, porém negligencia a condi¢édo de
contorno de deslocamento lateral nulo nas bordas. Fica claro que diferentes
expansdes modais podem conduzir a resultados diversos. Olson (1965), através
de resultados obtidos experimentalmente, confirma a analise feita por
Evensen (1963). O autor observa que o comportamento ndo linear de cascas
cilindricas é em geral do tipo softening.

Outro estudo realizado por Evensen (1967), utilizando a teoria néo linear

de Donnell, analisa a vibracdo de cascas esbeltas, ressaltando a importancia de

%ldem 8.
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se utlizar os dois modos com a mesma frequéncia na expansdo dos
deslocamentos, bem como um modo axissimétrico.

Atluri (1972) utiliza uma abordagem semelhante a de Dowell e
Ventres (1968), comparando seus resultados aqueles obtidos por Chu (1961),
Nowinski (1963) e Evensen (1963). O autor encontra uma néo linearidade do tipo
hardening, diferindo significativamente dos observados por Evensen (1963). O
erro do trabalho de Atluri (1972) se deve a representacdo incorreta dos termos
axissimétricos na expansdo modal, conforme observado por Varadan
et al. (1989).

Hunt et al. (1986) tratam dos conceitos de simetria e quebra de simetria no
estudo da estabilidade dindmica de cascas cilindricas carregadas axialmente. Os
modos de vibracdo da casca sdo harmdnicos nas direcbes axial e
circunferencial. Assim amplitudes iguais mas de sinais opostos fornecem o
mesmo nivel de energia, simetria essa que ndo é observada em experimentos. O
campo de deslocamentos ndo linear de cascas cilindricas é fortemente
assimétrico; os deslocamentos em direcdo ao centro da casca sao diferentes dos
deslocamentos na direcdo oposta. Segundo o0s autores, € somente pela
combinacdo dos modos assimétricos e axissimétricos que € possivel descrever a
assimetria observada experimentalmente.

Goncalves (1987) desenvolve uma formulac&o para a analise dinAmica néo
linear da interacdo entre um meio fluido e uma casca de geometria arbitraria,
empregando essa formulacdo na andlise de uma casca cilindrica simplesmente
apoiada submersa ou preenchida por um fluido nédo viscoso e incompressivel. O
autor utiliza em seu estudo as teorias ndo lineares de Sanders e de Donnell.
Para a determinacdo da solucdo modal para o campo de deslocamentos que
satisfaca as condi¢cdes de contorno e de continuidade, contendo os principais
efeitos devidos ao acoplamento modal, o autor prop6e a utilizagdo do método da
perturbacdo. Em seguida o autor aplica o método de Galerkin a solucdo modal
encontrada a fim de obter um sistema discreto de equacdes diferenciais
ordinérias n&o lineares.

Através da comparagdo de sua solugdo geral deduzida para cascas
cilindricas com os resultados encontrados na literatura, Gongalves (1987)
constata que é imprescindivel para a obtencdo de resultados fisicamente e
matematicamente consistentes a considera¢cdo do acoplamento modal, sendo
gue o uso simultineo do método de Galerkin e de técnicas de perturbacéo

mostrou-se bastante eficiente na analise desse fendémeno.
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Amabili et al. (1998, 1999) investigam o comportamento néo linear de uma
casca cilindrica simplesmente apoiada vazia ou preenchida por um fluido nao
viscoso e incompressivel, apresentando resultados numéricos para a casca em
vibragao livre e vibragéo forgcada. Eles utilizam a teoria n&o linear de Donnell
para cascas abatidas para descrever o campo de deformacbes da casca e o
método de Galerkin para reduzir o problema a um sistema de equacdes
diferenciais ordinarias. Os autores adotam para a expansao do deslocamento
lateral uma expressdo com trés modos néo lineares, sendo dois deles os modos
com mesma frequéncia e o terceiro um modo axissimétrico. Os resultados
mostram um comportamento nao linear do tipo softening, em concordancia com
0s resultados obtidos por Evensen (1967) e Olson (1965). As curvas de
ressonancia tracadas para o0 modelo apenas com o modo diretamente excitado
(driven mode) e o modelo onde ha a participagdo do outro modo com a mesma
frequéncia (companion mode) é fundamental na analise de vibra¢6es forcadas e
amortecidas.

Popov et al. (1998) estudaram os possiveis pontos de bifurcacdo e a
estabilidade de solugbes com modelos de baixa dimensdo de cascas cilindricas
esbeltas e infinitamente longas quando submetidas a um carregamento axial
periodico. A teoria ndo linear de Donnell para cascas abatidas é empregada e 0
objetivo principal desse estudo é verificar a influéncia de um importante
fenbmeno relacionado com a dindmica de cascas cilindricas, a interacdo modal.
Eles propuseram uma aproximacdo para o deslocamento lateral da casca,
respaldados no trabalho de Hunt et al. (1986), e chegaram a um modelo de
baixa dimenséo qualitativamente consistente.

Os termos acoplamento modal e interacdo modal séo utilizados na
literatura de diferentes maneiras. Neste trabalho o termo acoplamento modal é
empregado aos termos essenciais que sdo adicionados a expansdo que
descreve o deslocamento lateral da casca. J& o termo interagcdo modal diz
respeito & interagdo entre dois modos ndo lineares distintos de vibragdo, um
fendbmeno ndo linear que ocorre quando dois modos de vibragdo diferentes
apresentam valores proximos ou coincidentes de frequéncia de vibragdo, o que
pode causar ressonancia interna e mudancas importantes nas fronteiras de
instabilidade e nos pontos de bifurcacdo da casca cilindrica (Gongalves;
Del Prado, 2004).

Del Prado (2001) utiliza a teoria ndo linear de Donnell para cascas
abatidas com a finalidade de estudar as vibracGes ndo lineares de cascas

cilindricas carregadas axialmente, considerando o efeito simultdneo de cargas
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estaticas e dindmicas. Ele estuda a influéncia do acoplamento modal utilizando
uma expansdo para o deslocamento lateral com dois modos. O autor analisa
ainda também o fenbmeno ndo linear da interagdo modal, utilizando trés
modelos distintos com frequéncias e cargas criticas préximas ou coincidentes. A
solucdo modal é encontrada através do método de perturbacao.
Del Prado (2001) conclui que a correta representacdo do acoplamento modal
conduz a resultados qualitativamente corretos quando comparados a resultados
experimentais. Comparando os resultados obtidos através de sua expansdo com
dois graus de liberdade com os obtidos na literatura, ele observa que, apesar da
dimenséo reduzida do modelo, obtém-se resultados com precisdo superior ou
equivalente a modelos de mais alta dimensdo, isso devido a correta
consideracdo do acoplamento entre os modos da expansdo do deslocamento.
Quanto a interacdo modal o autor nota que, principalmente em casos de modos
com frequéncias coincidentes ou muito préximas, ha grande influéncia desse
fendbmeno néo linear no comportamento da casca.

A expansdo modal utilizada por Del Prado (2001) e empregada na analise
da influéncia da interacdo modal ndo apresenta, no entanto, os modos relativos
a interacdo jA na solucdo inicial do método da perturbacdo, o que sera
considerado neste trabalho, nem os companion modes.

Goncalves e Del Prado (2002), com base na teoria ndo linear de Donnell,
analisam as vibracdes ndo lineares e a instabilidade dindmica de cascas
cilindricas carregadas axialmente. E dada especial atencéo a dois fenémenos de
instabilidade dindmica que podem surgir sob estas condicdes de carga:
excitacdo paramétrica dos modos de flexdo e escape do vale potencial pré-
flambagem. Os calculos séo realizados para as regides de instabilidade
secundéaria e principal e que sdo associadas, respectivamente, a menor
frequéncia natural e ao dobro desta frequéncia. Os resultados reiteram a
importancia do acoplamento modal e o forte papel das néo linearidades
geométricas na dindmica das cascas cilindricas. Além disso, mostrou-se que as
bacias de atragdo podem se tornar fractais. Isso, juntamente com a presenca de
bifurcacdes subcriticas catastroficas, torna a casca cilindrica muito sensivel as
condi¢des iniciais, as incertezas nos parametros do sistema e as imperfei¢cdes
iniciais.

Gongalves e Del Prado (2004) analisaram o efeito n&o linear da interagédo
modal na estabilidade dindmica de cascas cilindricas excitadas axialmente e
investigaram a influéncia de um carregamento estatico compressivo. Os

resultados evidenciam que quando h&d modos nédo lineares com frequéncias
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proximas ou iguais ha uma forte interacdo entre eles com uma complexa troca
de energia. A resposta da estrutura obtida utilizando dois modos interagindo
entre si pode ser completamente diferente da obtida utilizando os modos nédo
lineares agindo separadamente.

Gongalves e Del Prado (2005) estudam, para uma casca cilindrica apoiada
e submetida a um carregamento axial harménico, a influéncia do niamero de
modos da expansdo que descreve o deslocamento lateral da casca cilindrica,
obtidos através de técnicas de perturbacdo. Os autores mostram, através da
andlise dos diagramas de bifurcagdo e das fronteiras de instabilidade do sistema,
gue a adicdo do modo axissimétrico, com duas vezes o nimero de ondas na
direcdo axial, € necessaria para descrever qualitativamente o comportamento
ndo linear das cascas cilindricas.

Abe et al. (2007) investigam o efeito da ressonéncia interna em cascas
cilindricas engastadas nas extremidades, expressando os deslocamentos
através de autovetores calculados pelo método de Ritz e aplicando o método de
Galerkin para a discretizacdo das equacfes de movimento. Os autores utilizam
uma expansao com trés modos, composta pelo modo principal de vibragdo da
casca cilindrica e dois modos axissimétricos com o mesmo valor da frequéncia
de vibracdo, levando a uma ressonéancia 1:1. Através da analise das relacbes
frequéncia-amplitude da casca cilindrica, obtidas através da aplicacdo do
shooting method, os autores analisam a influéncia da razdo entre o raio de
curvatura e a espessura da casca na resposta nao linear, ativada pela
ressonancia interna.

Silva (2008) estuda as vibracdes néo lineares e a estabilidade de uma
casca cilindrica preenchida por um fluido n&o viscoso e incompressivel, com
base em modelos de baixa dimensao, utilizando a teoria ndo linear de Donnell. A
deducdo das equacdes que descrevem o campo de deformacgbBes da casca é
feita empregando-se o método da perturbacdo e através do método de
Karhunen-Loéve, também conhecido como decomposi¢ao ortogonal completa ou
POD, do inglés proper orthogonal decomposition. O método é capaz de
identificar a importancia de cada modo na energia total do sistema e a
participacdo de cada modo da expansdo modal nos modos ndo lineares de
vibragdo. Como concluséo, Silva (2008) observa que o uso do método de
perturbacdo em conjunto com o método de Karhunen-Loéve permite a dedugéo
de modelos de baixa dimensdo e que, ainda assim, conduzem a respostas

precisas até grande amplitude de vibracdo, sendo sua utilizagdo justificada
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guando comparada ao custo computacional para obtencéo de resultados através
do método dos elementos finitos.

Silva et al. (2009) verificaram a importancia da consideracdo do companion
mode no comportamento dindmico de uma casca cilindrica vazia ou preenchida
por um fluido ndo viscoso e incompressivel, e sujeita a um carregamento lateral
harmonico. Os autores empregam o método da perturbagdo, adicionando o
companion mode a solucdo inicial, para obtencdo de uma expansdo que
represente o deslocamento transversal da estrutura. Os resultados, tanto para a
casca vazia quanto preenchida pelo fluido, mostram que o companion mode
modifica consideravelmente as curvas de ressonancia da casca cilindrica,
podendo criar regides totalmente instaveis. Dessa forma, os autores observam
gue, para uma casca cilindrica perfeita sujeita a um carregamento externo, o
companion mode deve ser sempre levado em conta na formulacéo.

Vries (2009) apresenta um banco de dados recolhidos de varios trabalhos
sobre imperfeicdes geométricas em cascas e cones cilindricos de paredes finas,
oriundos de resultados experimentais recentes e antigos. Geralmente se usa em
célculos por elementos finitos os modos de flambagem ou vibracdo da casca
como forma da imperfeicdo. Entretanto, a forma da imperfeicdo é em geral mais
complexa e pode inclusive mudar durante a vida Gtil da estrutura, justificando a
relevancia de um banco de dados com esses valores.

Silva et al. (2011a) estudam a influéncia da interacdo modal na relacdo nao
linear frequéncia-amplitude usando a teoria n&o linear de Donnell para descrever
as deformacgdes da casca. Os autores observam que o método da perturbacdo
pode ser utilizado pra deduzir modelos de baixa dimensdo que representem a
interacdo modal no estudo dindmico de cascas cilindricas. Silva et al. (2011b)
estudam o comportamento nao linear e a estabilidade de uma casca cilindrica
esbelta, preenchida por um fluido ndo viscoso e incompressivel e sujeita a um
carregamento axial e a uma pressédo lateral, ambos harmobnicos. Os autores
obtém a expansdo que descreve 0 deslocamento lateral que satisfaz as
condi¢bes de contorno da casca cilindrica fora do plano, através da aplicagédo
método de perturbacdo. Propdem entdo uma nova metodologia para descrever
os deslocamentos no plano em fung¢éo das amplitudes fora do plano, reduzindo o
namero de variaveis do problema. Os autores comprovam, atraves da evolugéo
dos diagramas de bifurcacdo, das bacias de atracdo e das fronteiras de
instabilidade, que esse procedimento permite deduzir um modelo com um

namero reduzido de modos capaz de representar o comportamento néo linear da
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casca cilindrica sujeita a grandes deslocamentos da ordem de duas vezes a
espessura da casca, tanto para vibracdes livres quanto forcadas.

Silva et al. (2011c) estudam a instabilidade paramétrica e o escape do vale
pré-flambagem de uma casca cilindrica simplesmente apoiada, parcialmente
preenchida por um fluido e sujeita a um pré-carregamento axial. Os autores
mostram a influéncia da altura do fluido nas fronteiras de instabilidade
paramétrica e escape permanente da estrutura, bem como nos diagramas de
bifurcacéo.

Gongalves et al. (2011) analisam a estabilidade dinamica, através da
evolucao das bifurcacdes do sistema, e a integridade da estrutura, através da
erosdo das bacias de atracdo, de uma casca cilindrica sujeita a um
carregamento axial harmdnico. Para um nivel de pré-carregamento para o qual a
casca apresenta cinco solucdes estéticas, trés estaveis e duas instaveis, os
autores utilizam um modelo de baixa dimensdo com apenas dois graus de
liberdade para descrever os deslocamentos laterais da casca e analisam, tanto
para bifurcacfes subcriticas quanto supercriticas, varias classes de solucoes,
gue incluem solugdes triviais, periddicas, quase periddicas e cadticas.

Amabili (2012) estuda a influéncia da ressonancia interna 1:1:2 em uma
casca cilindrica laminada, simplesmente apoiada e sujeita a uma pressao lateral
harménica. O autor aplica a teoria de alta ordem de Amabili-Reddy para
descrever as deformacdes da casca. Ele adota uma expansdo com trés modos
para descrever o deslocamento lateral da casca cilindrica, considerando dois
modos assimétricos, driven mode e companion mode, e um modo axissimétrico,
levando a uma ressonancia interna 1:1, sempre presente em uma casca
cilindrica devido a axissimetria. O autor adota uma configuracdo geométrica para
a casca que introduz uma ressonancia interna 1:1:2 e, integrando as equacgodes
de movimento através da aplicacdo do método da continuacdo e o software
AUTO 97 (Doedel et al., 1998), o autor observa que a ressonancia 1:1:2 conduz
a resultados bastante diferentes da ressonéncia 1:1. Ele identifica solucdes
periédicas e quase periodicas para solugbes com amplitude de vibragdo da
ordem da espessura da casca e afirma que a ressonancia 1:1:2 s6 é ativada
para grandes amplitudes.

Como parte desta tese, Rodrigues et al. (2012) investigaram os efeitos da
interacdo modal entre dois modos distintos de vibragdo no comportamento ndo
linear e na estabilidade de cascas cilindricas simplesmente apoiadas e sujeitas a
um carregamento axial e a pressdo lateral harménica. Através do método de

perturbacdo os autores desenvolvem uma solugdo modal para representar 0s
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deslocamentos laterais da casca usando como solucéo inicial uma expanséo que
considera os driven modes e companion modes de cada um dos modos que déo
origem a interacdo, levando a uma ressonancia interna 1:1:1:1. Através de uma
andlise paramétrica, verifica-se a influéncia da interacdo modal nas bifurcacées,
curvas de ressonancia e fronteiras de instabilidade do sistema.

Em um artigo posterior, Rodrigues et al. (2013a) utilizam a mesma solucdo
modal levando a uma interacdo modal 1:1:1:1 para uma casca cilindrica sob pré-
carregamento estatico e carga axial harmdnica. Tanto as regides principais
guanto as regifes secundarias de instabilidade paramétrica sdo afetadas pela
interacdo modal, o que pode conduzir a uma diminuicdo significativa nas
fronteiras de instabilidade paramétrica e de escape em determinadas faixas de
frequéncia de excitagéo. A interacdo modal também leva a atratores coexistentes
e a complexas bacias de atracdo. Conclusdo semelhante foi obtida por
Rodrigues et al. (2013b), onde os resultados apresentados indicam que a
interacdo modal entre dois modos de vibracdo com a mesma frequéncia natural
pode desencadear muitos fenémenos nédo lineares instaveis tais como
bifurcacdes e saltos dindmicos e que, devido a complexidade deste fenbmeno
nas vibracdes nado lineares de casca cilindrica e ao denso espectro de
frequéncia natural da casca, pesquisas adicionais neste tema devem ser
realizadas para melhor compreensdo do seu comportamento nao linear
dinAmico. Bacias de atracdo altamente fractais foram obtidas indicando uma
elevada sensibilidade as condicfes iniciais e perturbacées que podem provocar
varios saltos entre as solu¢cdes concorrentes, com variacdes bruscas do campo
de tenséo da casca.

Rodrigues et al. (2014) utilizam o método da perturbacdo associado ao
método de Karhunen-Loéve para derivar expansdes modais consistentes e de
baixa dimensdo a fim de descrever a interacdo modal entre dois modos de
vibragdo com frequéncias naturais iguais. Ja para a casca sujeita a carga axial,
0s autores observam que a interagdo modal provoca complexas interagfes entre
os modos de vibracdo nas regides principais de ressonancia.

Alijani e Amabili (2014b) estudam as vibragbes forcadas de cascas
cilindricas laminadas preenchidas por fluido usando a teoria ndo linear de
deformacdo de cisalhamento de alta ordem de Amabili-Reddy. A casca é
submetida a uma forga concentrada harmoénica que atua na direcéo lateral. A
técnica de continuagdo é utilizada para realizar as andlises das bifurcagdo. A
integracdo das equacdes de movimento € realizada usando a féormula de

diferenciagdo reversa de Gear (BDF, do inglés backward differentiation formula)
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para obter as respostas no tempo, os planos-fase e as secdes de Poincaré. O
efeito do fluido interno e do angulo de laminagdo em torno da frequéncia de
ressonéncia, assim como ressonancias internas, sdo investigados. Mostra-se
gue as cascas cilindricas preenchidas por fluido podem apresentar uma
ressonancia interna 1:1.

Kubenko e Koval'chuk (2014) afirmam que a interagdo "ressonante" de
varios modos de vibragdo em cascas cilindricas € mais intensa durante as
vibracdes de grande amplitude. As nédo linearidades geométricas e outras (como
fisicas e inerciais) criam pré-condicdes para a redistribuicao radical de energia
entre os modos, ndo apenas quando as frequéncias naturais estdo proximas
umas das outras, mas também quando sdo multiplas entre si. Os autores
estudam a interacdo nao linear de varios modos de vibracdo de cascas
cilindricas ortotrépicas cheias de fluidos com frequéncias naturais proximas.

Monteil et al. (2014) analisam as vibragdes forcadas néo lineares de dois
sistemas de trés graus de liberdade exibindo ressonancias internas de segunda
ordem, resultantes de um ajuste harménico de suas frequéncias naturais. O
primeiro sistema exibe ressonancia interna 1:2:4 e o segundo sistema exibe
ressonéancia interna 1:2:2. O método das mdltiplas escalas € usado para resolver
analiticamente as oscilacdes forcadas para os dois modelos excitados em cada
grau de liberdade na ressonéncia primaria. Um estudo analitico completo é
proposto com especial énfase na estabilidade das solu¢cBes. As investigacbes
paramétricas permitem obter uma imagem completa da dindmica dos dois
sistemas. Os resultados sdo sistematicamente comparados com a ressonancia
classica 1:2, a fim de compreender como a presenca de um terceiro oscilador
modifica a dindmica néo linear e favorece a presenca de O6rbitas periddicas
instaveis. Os autores mostram que a ressonancia 1:2:4 pode ser interpretada
como uma cascata de duas ressonancias internas 1:2. A energia pode ser
transferida do primeiro para o segundo modo e, finalmente, para o primeiro. Em
comparagdo com o caso 1:2, verifica-se que 0s regimes quase peridédicos sao
mais facilmente observados. O segundo sistema, que exibe uma ressonancia
1:2:2, pode ser visto como duas ressonancias internas 1:2. As solugbes sao
afetadas localmente pelo terceiro oscilador, porém o comportamento global de
uma ressonancia 1:2 é recuperado. Os autores notam também que a forma da
regido de instabilidade pode tornar-se complexa para determinados valores de
frequéncia. Eles concluem que no segundo sistema, em comparacdo com a
ressonancia simples 1:2, a presenca de um terceiro oscilador favorece estados

instaveis, de modo que os regimes quase peridédicos se tornam mais comuns.
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Silva et al. (2014) investigam a influéncia das ressonancias internas na
dindmica ndo linear e instabilidade de cascas cilindricas cheias de liquido e
carregadas axialmente. Considera-se que o fluido é incompressivel e néo
Viscoso e que seu movimento irrotacional € descrito por um potencial de
velocidade que satisfaga a equacdo de Laplace e as condicOes relevantes de
contorno e continuidade. Uma analise paramétrica detalhada € conduzida para
esclarecer a influéncia das ressonancias internas nas bifurcacdes, limites de
estabilidade e modos de vibragéo néo linear.

Rossikhin e Shitikova (2015) analisam as vibra¢des néo lineares de uma
casca cilindrica imersa em um meio viscoelastico e sujeita a diferentes
condicbes da ressonancia interna. As propriedades viscosas do meio
circundante sdo descritas pela derivada fracionaria de Riemann-Liouville. As
funcdes de deslocamento sédo determinadas em termos de autofuncdes das
vibracdes lineares de uma casca cilindrica simplesmente apoiada. Um novo
procedimento resultando no desacoplamento das partes lineares das equacbes
€ proposto com a utilizacdo adicional do método das multiplas escalas. Mostra-
se gue o fendbmeno da ressonancia interna pode ser critico, uma vez que, em
uma casca cilindrica ressonancias internas 1:1, 2:1 e 3:1, bem como
ressonancias combinadas estdo sempre presentes. A ressonancia interna 3:1 é
analisada em detalhes.

Friedrich et al. (2015) investigam diferentes abordagens tedricas para
avaliar o efeito de imperfeicbes geométricas na carga de flambagem de cascas
cilindricas submetidas a compressao axial, um assunto bastante estudado na
literatura. Trés abordagens tedricas para descrever as imperfeicbes geométricas
sdo apresentadas e sua influéncia na flambagem da casca cilindrica é
investigada.

Amabili et al. (2016) estudam as vibragbes ndo lineares de uma casca
cilindrica preenchida com fluido e submetida a uma excitacéo lateral harmonica,
investigando experimentalmente e numericamente o espectro das mais baixas
frequéncias. Nos experimentos, as condi¢cbes de contorno sdo consideradas
proximas a bordas simplesmente apoiadas. A presenca de ressonancia interna
exata 1:1, dando origem a vibragdes periddicas e a vibracdes ndo estacionarias,
€ observada experimentalmente e a resposta nao linear é reproduzida
numericamente.

Du et al. (2016) fazem um estudo da vibrag&o forgcada néo linear de cascas
cilindricas infinitamente longas compostas de materiais com gradacgéo funcional

usando um método de perturbacdo. A ressonancia interna 1:2 é investigada
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guando a frequéncia de excitacdo € proxima da maior frequéncia natural. As
relacdes frequéncia-amplitude e as bifurcacbes do sistema s&o analisadas
usando o método de continuacdo. Eles apontam limitagbes nos resultados
analisados uma vez que eles utilizam uma expansdo com dois modos para
descrever os deslocamentos laterais da casca, seguindo os resultados do estudo
de Gongcalves e Del Prado (2002) que mostraram, pela analise de convergéncia
dos modos de vibragc&o néo linear, que a expansao modal com dois modos pode
fornecer uma descricdo qualitativamente correta da vibracdo ndo linear de
cascas cilindricas nas condi¢des por eles analisadas. Uma limitacdo adicional da
andlise de Du et al. (2016) é a restricdo de pequenas amplitudes, ja que o0s
métodos de perturbacdo no tempo ndo sao confiaveis para o caso de vibragcédo
de grande amplitude.

Gongalves et al. (2016) destacam que a analise dinamica nédo linear de
sistemas continuos, como placas e cascas finas, € um problema de relevancia
em muitos campos de engenharia, sendo o método dos elementos finitos a
abordagem mais utilizada para analises dinamicas nédo lineares dessas
estruturas. No entanto, o esforco computacional para a utilizacdo desse método
€ muito alto. Segundo os autores, como alternativa as abordagens numéricas
complexas, métodos analiticos usando modelos simplificados podem ser usados
com sucesso para compreender o comportamento ndo linear de cascas
cilindricas e constituir ferramentas eficientes nos estagios inicias de projeto. Eles
afirmam que para placas e cascas a derivacdo de modelos eficientes de ordem
reduzida é, de fato, essencial devido a complexa resposta ndo linear dessas
estruturas. O procedimento usual é reduzir as equacg@es diferenciais parciais de
movimento do sistema continuo a um sistema aproximado de equacles
diferenciais ordinarias de movimento dependentes do tempo, que por sua vez
sdo resolvidas por métodos numéricos ou, aproximadamente, por procedimentos
de perturbacdo. No entanto, o uso de expansdes modais inadequadas
geralmente leva a resultados incongruentes ou podem exigir uma quantidade
bastante grande de termos. Os autores mostram entdo como a aplicacdo do
método de perturbacdo empregada conjuntamente com o método de Galerkin
pode ser usada para obter modelos precisos de baixa ordem para placas e
cascas, ao capturar a influéncia de acoplamentos e intera¢ces modais.

Rodrigues et al. (2016), como parte desta pesquisa, investigam a influéncia
de varias imperfeicdbes geométricas nas vibragbes ndo lineares de cascas
cilindricas simplesmente apoiadas e excitadas lateralmente usando a teoria ndo

linear de Donnell. A imperfei¢cdo é descrita pela mesma expressao utilizada para
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descrever a expansao modal. Os autores observam modificagdes importantes na
resposta ndo linear da casca cilindrica em funcao da forma e da magnitude da
imperfeicdo geométrica inicial. Rodrigues et al. (2017) destacam que as cascas
cilindricas apresentam um denso espectro de frequéncia, especialmente perto da
frequéncia fundamental e que, devido a sua simetria circunferencial, as
frequéncias nas cascas cilindricas ocorrem sempre em pares. Assim, nas
proximidades das frequéncias naturais mais baixas, é possivel a existéncia de
vérias frequéncias iguais ou proximas, levando a um comportamento dindmico
complexo.

Breslavsky e Amabili (2017) estudam a resposta ndo linear de uma casca
cilindrica excitada por uma carga pontual multi-harménica. Para as dimensdes
da casca adotadas nesse estudo as frequéncias naturais de dois modos com
trés ondas circunferenciais sédo praticamente o dobro das frequéncias naturais
dos dois modos com duas ondas circunferenciais. Isso leva a uma ressonancia
interna 1:1:2:2. Solucdes periédicas, oscilacdes quase periddicas, resposta sub-

harmonicas, bifurcacées por duplicacéo de periodos e caos sdo observados.

1.1.
Objetivos

Ainda que cascas cilindricas sejam elementos estruturais comumente
utilizados e que tenham sido objeto de varios trabalhos de pesquisa, seu
comportamento néo linear ainda apresenta muitos fendmenos a serem
completamente entendidos. Sabe-se ainda que de particular importancia, devido
a sua influéncia na resposta estrutural, € a ressonéancia interna 1:1, geralmente
associada as simetrias do sistema, a ressonancia interna 1:2, devida as nao
linearidades quadraticas e a ressonancia 1:3, decorrente de néo linearidades
cubicas. A ressonancia interna permite a transferéncia de energia entre os
modos de vibragdo relacionados, levando geralmente a novos fendmenos com
profunda influéncia sobre a estabilidade da resposta dinamica.

O primeiro objetivo desta tese € desenvolver, através da formulacdo de
Donnell para cascas esbeltas, um procedimento para deduzir uma solugéo
modal para o campo de deslocamentos laterais da casca usando como solugdo
inicial uma expansao gue considera os modos que dao origem as ressonancias
internas 1:1:1:1 e 1:1:2:2, e que pode ser generalizado para considerar a
interacdo entre um numero de modos lineares arbitrdrio. Os modelos de baixa

dimensdo aqui desenvolvidos permitem realizar uma andlise paramétrica
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gualitativamente precisa para verificar a influéncia destas ressonancias internas
nas regides principais de ressonéncia. Usando algoritmos de continuagéo faz-se
um estudo detalhado das bifurcacbes e da instabilidade dinamica da casca
cilindrica submetidas a um carregamento lateral harmoénico aplicado em sua
supeficie.

Embora se saiba que cascas cilindricas esbeltas sdo particularmente
sensiveis a imperfeicbes geomeétricas iniciais e que sua influéncia na flambagem
de cascas tenha sido amplamente estudada no passado, pouco se conhece
sobre o efeito dessas imperfeicbes nas vibragbes nao lineares destas estruturas.
Portanto, o segundo objetivo deste trabalho é desenvolver uma andlise
paramétrica do efeito de imperfeicdes geométricas iniciais nas ressonancias

internas de cascas cilindricas, um tépico ainda ndo estudado na literatura.

1.2.
Estrutura do texto

Este trabalho esta organizado em sete capitulos, incluindo este capitulo de
introducéo.

No capitulo 2 apresenta-se a formulacdo mateméatica desenvolvida para
descrever o comportamento dindmico ndo linear da casca cilindrica
simplesmente apoiada. As equacgbes de movimento sdo obtidas através dos
funcionais de energia e utiliza-se a teoria ndo linear de Donnell para cascas
abatidas para descrever o campo de deformacdes da superficie média da casca.

No capitulo 3 apresenta-se a analise das vibracdes lineares da casca
cilindrica, a partir da qual se obtém as geometrias empregadas na andlise das
vibracBes nao lineares e ressonancias internas.

No capitulo 4 apresenta-se um estudo paramétrico da casca imperfeita
com ressonancia interna 1:1 para varios tipos e niveis de imperfeigao.

No capitulo 5 apresenta-se a analise da influéncia das imperfeicdes
geomeétricas iniciais na resposta dindmica néo linear de cascas cilindricas com
ressonancia interna 1:1:1:1, enquanto no capitulo 6 apresenta-se a analise da
influéncia da imperfeicdo geométrica inicial na resposta dindmica né&o linear de
cascas cilindricas com ressonéncia interna 1:1:2:2.

Por fim, no capitulo 7, apresentam-se as principais conclusdes obtidas

através da analise dos resultados e sugestdes para trabalhos futuros.
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2
Modelagem matematica da casca cilindrica

Apresenta-se neste capitulo a formulagcdo matematica utilizada para a
modelagem da casca cilindrica cujo comportamento dindmico nédo linear é
estudado neste trabalho. As cascas cilindricas s@o elementos estruturais
comumente utilizados em diversos tipos de construcdes, sendo especialmente
eficientes quanto submetidas a cargas axiais e a pressao lateral devido a sua
configuragcdo geométrica, sendo o carregamento suportando em sua maior parte
por esforcos internos de membrana, o que leva a estruturas leves e esbeltas. Por
outro lado, sua esbeltez leva a uma grande nédo linearidade geométrica que se
manifesta de forma particular na flambagem e na ressonancia.

Considera-se, neste trabalho, uma casca cilindrica esbelta, ou seja, sua
espessura, h, é significativamente menor que o seu raio, R. Neste caso, 0
problema tridimensional pode ser reduzido a um problema em duas dimensdes,
escrevendo-se os deslocamentos de um ponto qualquer da casca como fungao
dos deslocamentos e das mudancas de curvatura da superficie média. Em
aplicagcbes praticas considera-se que h/R <1/20 a fim de que a casca seja
esbelta (Amabili, 2008).

No desenvolvimento da formulacéo utilizada neste trabalho para andlise
dindmica néo linear de cascas cilindricas segue-se a teoria ndo linear de Donnell
para cascas abatidas. Essa teoria tem significativa presenca na literatura, como,
por exemplo, nos trabalhos de Evensen(1967), Dowell e Ventres (1968),
Atluri (1972), Amabili et al.(1998), Gongalves e Del Prado  (2004),
Gongalves et al. (2011), entre outros, devido a sua simplicidade e acuracia para
uma vasta gama de geometrias. A precisdo da teoria de Donnell é satisfatoria
guando o numero de ondas circunferenciais, n, € maior ou igual a cinco, de

forma que seja satisfeita a relacdo 1/n? << 1 (Evensen, 1967).

2.1.
Campo de deformacg@es da casca cilindrica

Considera-se uma casca cilindrica esbelta, com raio R, comprimento L e

espessura h, como ilustra a Figura 2.1 (a), onde também se mostra o campo de
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deslocamentos da superficie média da casca, sendo u o deslocamento axial na
direcéo de x, v o deslocamento circunferencial na dire¢cédo 6 e w o deslocamento
transversal da casca na direcdo z. Adicionalmente, considera-se uma
imperfeicdo geométrica inicial descrita por um campo de deslocamentos lateral
wo. O material da casca é elastico, homogéneo e isotrépico, com modulo de

elasticidade E, coeficiente de Poisson v e densidade p.

(@) (b)

Figura 2.1 — Casca cilindrica. (a) Geometria e campo de deslocamentos da casca
cilindrica. (b) Detalhe da secéo transversal da casca cilindrica.

Com base na teoria ndo linear de Donnell para cascas abatidas, as
deformagfes especificas de um ponto localizado na superficie média da casca

séo descritas em termos dos deslocamentos e suas derivadas por:

1
Ex = Uy + S W, +W, W,
1 1 1 2

1
gy = Ev’g + EW + WW‘H + ?wﬂ W, (2.2)

1
Vxo =Vx T E(u,e TW, Wy +W, Wy, +Wq, W,H)

onde & e & sado, respectivamente, as deformacdes especificas longitudinais na

direcdo axial e circunferencial e %, € a deformacéo angular de um elemento na

superficie média da casca cilindrica, tomada como superficie de referéncia.
Adicionalmente, segundo a teoria ndo linear de Donnell, definem-se as

mudancas de curvatura da superficie média como:

Xx =W«
1

Xo :_?W,ge (2.2)
1

Xxo = 5 Wy
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As deformacdes de um ponto qualquer da casca localizado a uma
distancia z da superficie média, Figura 2.1 (b), podem ser escritas em funcéo
das respectivas deformacfes especificas da superficie média e mudancas de
curvatura na forma:

E, =&, tZ Y,
Ey=6,+Z ), (2.3)

7x9:7x0+zzzx€

2.2.
Esforgos internos atuantes na casca cilindrica

Considerando um material isotrépico, elastico e linear, as relaces

constitutivas, para um estado plano de tens@es, sdo dadas por:

2 (Ex +V§e)

“ 1-v
_ E _ _
o, = 1,7 (89 +v gx) (2.4)
s - E _

X6 2(1+ V) 7)(0

onde o,, 0, e 7,, sdo, respectivamente, as tensbes axial, circunferencial e

cisalhante de um ponto qualquer da casca cilindrica.

As resultantes dos esforcos internos de membrana sdo dadas pelas

integrais:
h/2
N, = I o, dz
-h/2
h/2
N, = [&,dz (2.5)
-h/2
h/2
Nx6’ = J-fxﬁ dZ

h/2

onde Nx, Ny e Nxs s80, respectivamente, a componente axial, circunferencial e
cisalhante por unidade de comprimento.
Considerando as relagbes (2.4), obtém-se a partir da equacgéo (2.5) os

esforcos em termos das deformacdes da superficie média da casca cilindrica:
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N, =K(s, +ve,) (2.6)
K(1-
Nxe - (2 V) X6

onde K é arigidez de membrana dada por:

Eh
1-v?

2.7)

As resultantes dos esfor¢os de flexdo e de torcdo que atuam na casca

cilindrica séo dadas pelas seguintes integrais:

h/2
M, = f zo,dz
_h/2
h/2
j z 5, dz (2.8)
_h/2
h/2
M,, = jz 7., dz

_h/2

Mé’

onde Mx e Mjysdo, respectivamente, o momento fletor por unidade de
comprimento em torno dos eixos x e € e Mxy € 0 momento de tor¢do. A partir das

relagdes (2.4), obtém-se os momentos em termos das mudancgas de curvatura:
M, =—D(;(x +v ;(H)

M, :—D(;(g +v ;(X) (2.9
Mx0 =-D (1_V)Zx0

onde D é arigidez a flexdo dada por:

3
5__Eh

- m (2.10)

A convencdao de sinais adotada para os esforcos de membrana e de flexao

atuantes na casca cilindrica esta representada na Figura 2.2.
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Wo W

Nex*"/ ’/Nﬁ+ Mg/ *Afig+
NxB Mx \
N, Neo” My My
X + x6 M.+
—— Ny ’7“" 0
N9+/ M5X+
(a) Esforcos de membrana (b) Esforcos de flexdo

Figura 2.2 — Convencéo de sinais adotada na definicao dos esforgos.

2.3.
Funcionais de energia da casca cilindrica

A casca foi modelada considerando que suas extremidades estdo simplesmente
apoiadas, estando sujeita a uma pressao lateral, p(x,6t), dependente do tempo.

A Figura 2.3 representa o carregamento aplicado.

. . - \\\\U///

—_ | -—

= I T = =
= L = E s
= I == —~
= ! = 5 T,
= | E
= = N

Figura 2.3 — Casca sob pressdo lateral.

A energia interna de deformagé&o da casca cilindrica é dada por:

1|_ 27 h/2
EI [ [ 2 +5,2+%,7,)dxRdOdz (2.11)

0 0 -h/2

U:

Substituindo-se em (2.11) as relacfes (2.3) e (2.4) e integrando-se a
equacao resultante ao longo da espessura, observa-se que a energia interna de
deformacédo € expressa pela soma de duas parcelas distintas de energia, uma
denominada energia de membrana, Um, € a outra denominada energia de flexao,
Ub.

A energia de membrana € escrita em funcéo das deformacdes especificas

da casca cilindrica em relagdo a superficie média, sendo dada por:
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27

U —Ejj[82+82+2ve £ +(1_V) 2}dedé’ (2.12)
_200 X 6 x ©0 2 7/x9 '

m

A energia de flexdo é, por sua vez, escrita em termos das mudangas de

curvatura da superficie média da casca cilindrica, tomando a forma:

L2z

:_”[Zx 2742V 7, 2,+20-) 1, Jax RdO (213)

O trabalho realizado pelo carregamento lateral é dado por:

L
V= j p(x,6,t)w dx Rd6 (2.14)
0

Para o célculo da energia cinética, leva-se em consideracdo apenas a
parcela relativa a inércia referente aos deslocamentos laterais da casca
cilindrica. Essa simplificagcdo ndo conduz a erros significativos uma vez que as
frequéncias de vibracdo nas direcbes axial e circunferencial da casca séo
substancialmente maiores que as frequéncias de vibracdo na direcdo
transversal, o que permite desconsiderar as parcelas relativas as inércias
devidas as componentes de velocidade axial e circunferencial. Dessa forma, a

energia cinética é dada por:

ph
2

O'—.l_

j dx Rd@ (2.15)
0

onde w é primeira derivada do deslocamento lateral, w, em relacédo ao tempo, t,
ou seja, a velocidade na diregdo radial.
Como proposto por Popov etal. (1998), o trabalho das forcas de

dissipacgéo é escrito da seguinte forma:

L2z L 27

R, ﬁle dx RdO+= ,BZ_HV“W dx Rd& (2.16)

onde o0 primeiro termo representa as forcas viscosas lineares devidas a
resisténcia do meio e o segundo representa as for¢cas visco-elasticas do material.

Os parametros de amortecimento £ e . sao dados através das expressoes:

Bi=2nphao,
B, =n,D

(2.17)
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sendo m e n, respectivamente, o coeficiente de amortecimento viscoso e o

coeficiente de amortecimento do material, ao a frequéncia fundamental da casca

cilindrica e V*é o operador bi harmonico que, em coordenadas cilindricas, é

dado por:

ot 2 o 1 o

V= +— +—
ox*  R? ox?06* R*06*

(2.18)

2.4.
Sistema de equacdes néo lineares de movimento

A partir dos funcionais de energia da casca cilindrica obtém-se a funcéo de

Lagrange, £ da forma:
L=T+R,+U, +U,)+V (2.19)

A funcdo de Lagrange é descrita em termos das componentes dos
deslocamentos, u, v e w da superficie média da casca cilindrica, das suas
derivadas em relagéo as coordenadas x e 6 e em relagdo ao tempo, t.

Aplicando-se o principio de Hamilton, obtém-se a partir do funcional (2.19)

0 seguinte sistema de equaces de movimento da casca cilindrica:

1
Nx,x + ENXH,H =0
Nx@,x + % N0,9 =0 (220)

DV*W + B, W+ B, V*W + phw = —p(x,H,t)+%Ng +N, (W, +W, )

2
+ E Nx9 (W,XH +W0,x9)

1
+ R? N, (W,ae +Wo,99)

Esse problema deve satisfazer, para uma casca cilindrica simplesmente

apoiada, as seguintes condicfes de contorno:

e Os deslocamentos na dire¢éo circunferencial devem ser nulos

nas extremidades da casca:
v(0,0)=v(L,6)=0 (2.21)

e Os deslocamentos na direcdo lateral devem ser nulos nas

extremidades da casca:
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w(0, 8)=w(L, 8)=0 (2.22)
e O momento axial deve ser nulo nas extremidades da casca:

M, (0,0)=M_ (L, 0)=0 (2.23)
e O esforgo axial deve ser igual a zero em ambos os bordos:

N,(0,8)=N,(L,8)=0 (2.24)

Usualmente na literatura substituem-se os esfor¢os internos de membrana
pela funcéo de tensé@o de Airy. Define-se a fungéo de tensao de Airy, f (X, 6), de

forma que as seguintes relagfes sejam satisfeitas:

f,xx = NB
fo =R*N, (2.25)
f,xe =-R Nx0

Tem-se entdo, a partir das equacdes (2.6) e (2.25), as seguintes relacdes
entre as deformacdes na superficie média da casca cilindrica e a funcao de

tenséo de Airy:

*"Eh

g, = E—lh R?f, —vf,,) (2.26)
~ 2R(1+v)f

X0 — Eh X6

Escrevendo o sistema de equagdes (2.20) em termos da fungéo de tenséo
de Airy, equacdo (2.25), as duas primeiras equacfes sdo simultaneamente

satisfeitas e a terceira equacao € reescrita da seguinte forma:

DV4W +ﬂ1 W +ﬂ2 V4W +/0hW = _p(t)—i_lfxx +i2[f90 (Wxx +WOXX)
R™ R0 ’ (2.27)
- 2f,x6 (W,x0 +W0,x8)+ f,xx (W,ae +WO,H6' )]

O sistema de trés equacdes foi entdo reduzido a uma Unica equacao de
movimento com duas incognitas, o deslocamento transversal, w, e a funcéo de
tensdo de Airy, f. Portanto, é necessaria uma segunda equagdo que relacione
essas duas variaveis. Segundo a teoria da elasticidade, tem-se que, para o
estado plano de deformacao, a equacao de compatibilidade geométrica € dada

por:
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=7 €x00 + Eoxx T 5 Vxox0 = 0
R® R (2.28)

A fim de reescrever a equacdo (2.28) em termos das incégnitas w e f,

manipulam-se matematicamente as equacdes (2.1), (2.26) e (2.28), obtendo-se:

Lo tw,

E h1 R (2.29)
2

+ ? (W,xe + 2W,x€ WO,xH _W,xx W,e@ _W,xx Wo,ae _WO,xx W,a@)

Uma vez deduzidas as equacOes diferenciais parciais que governam o
problema € necessaria uma expansdo modal que represente uma boa
aproximacao para o campo de deslocamentos, w, que seja capaz de representar
0 acoplamento e a interacdo modal que s&o caracteristicos do problema
abordado nesta tese.

No préximo capitulo mostra-se a metodologia utilizada para determinacéo
da expansdo modal que descreve o campo de deslocamento da casca cilindrica.
Considera-se que a imperfeicdo geométrica inicial é descrita pela mesma

expansao modal.
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Determinacao do campo de deslocamentos
transversais considerando aressonancia interna

No capitulo anterior deduziram-se as equacdes diferenciais parciais que
descrevem o comportamento dinAmico da casca cilindrica em termos do campo
de deslocamentos laterais, w, e da func¢éo de tensdo de Airy, f.

Neste capitulo apresenta-se a metodologia utilizada para a determinacao
de uma expansdo modal que represente o deslocamento lateral considerando o
fendmeno da interagdo modal, as ressonancias internas e o efeito da simetria. O
uso de expansdes modais que ndo levem em conta estes aspectos pode gerar
resultados errébneos e incompativeis com dados experimentais disponiveis.

Como base para a deducdo dessa expansdo modal, apresenta-se
inicialmente a analise das vibracgdes livres e lineares da casca cilindrica, a partir
da qual se obtém as geometrias empregadas nas analises das ressonancias
internas. O método da perturbacdo (Goncgalves e Batista, 1988, Goncalves
etal., 2008) permite obter de forma sistematica a expansdo modal dos
deslocamentos laterais da casca cilindrica, levando-se em consideracdo o
acoplamento e a interacdo entre os modos (Goncalves etal., 2008, Silva
et al., 2011a).

A seguir realiza-se a analise das vibra¢cbes livres ndo lineares com o
objetivo de se determinar o nimero de modos da expansdo modal necessarios
para a discretizacdo do campo de deslocamentos. Aplica-se entdo o método de
Karhunen-Loéve (Wolter, 2001; Silva, 2008) para quantificar a importancia de
cada um dos modos que compdem a expansao modal dos deslocamentos na
energia total do sistema e obter modelos de baixa dimenséao representativos do
comportamento nado linear da casca cilindrica. Por Ultimo, apresentam-se as
expansdes modais utilizadas no decorrer deste trabalho, determinadas a partir
das andlises apresentadas neste capitulo juntamente com as geometrias que

serdo avaliadas.
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3.1.
Vibracdes livres e lineares da casca cilindrica

Para uma casca cilindrica perfeita simplesmente apoiada em ambas as
extremidades a solucao linear classica para os modos de vibragdo transversais &

dada por:

w = AL, (t)h cos(n e)sen(m f X) (3.1)

onde Alii(t) = Co cos(amn t), sendo Cp a amplitude de vibragdo normalizada com
relagdo a espessura da casca, t o tempo, n 0 numero de ondas circunferenciais,
m o numero de semi-ondas longitudinais do modo de vibragdo e @m a
frequéncia natural da casca cilindrica associada a este modo.

A fim de se obter as frequéncias naturais da casca, assume-se que a
mesma nao apresenta imperfeicdes geométricas iniciais e que o sistema esta em
vibracdo livre e ndo amortecida. Linearizando a equacédo de movimento (2.27) e

a equacao de compatibilidade (2.29), obtém-se:

XX

DV4W+phv'\'/:%f

e ——iw
Eh R

(3.2)

Substituindo na equacdo de compatibilidade a solucdo analitica (3.1) e
resolvendo a equacdo diferencial parcial, obtém-se a funcdo da tensdo f. A
seguir, substituindo a funcdo de tensdo e a equacdo (3.1) na equacdo de
movimento (3.2), obtém-se para a frequéncia natural associada a um modo

(m, n) a expressao:

1
,

™ (#2Rem? + (n?) RAL2 \/12p( v2)

z\/pRz(f_Vz){( jn)z( )(12R/h)2J( ”)2} ;q=(37§)

Na analise paramétrica, o seguinte parametro de frequéncia natural

[12|_4 ‘Rom* (1-v2)+ hz(ﬂ2R2m2+L2n2)“] (3.3)

adimensional da casca cilindrica é adotado:

, w,. > R? pll-v? 4 ) ) 22”2
A SR Ut
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onde se observa que esse parametro adimensional é funcdo das relagbes
geométricas L/R e R/h e do numero de ondas m e n. O primeiro termo
corresponde a contribuicdo dos efeitos de membrana, enquanto o segundo
termo corresponde a contribuicdo dos efeitos de flexdo. A medida que o
parametro (R/h) cresce, ou seja, a casca se torna mais esbelta, decresce o efeito
da flexdo. Para um dado numero de semi-ondas axiais, m, enquanto a parcela
de membrana decresce com o numero de ondas circunferenciais, n, o efeito da
flexdo aumenta. O valor minimo ocorre para a combinagdo modal que minimiza a
energia interna de deformacao (energia de membrana + energia de flexao).

Com o objetivo de se analisar a variacdo das frequéncias naturais da
casca cilindrica com a sua geometria, apresentam-se na Figura 3.1 0s espectros
de frequéncia para valores selecionados das razbes L/R e R/h. Em cada figura
mantém-se constante a relacdo R/h e varia-se a razdo L/R e o numero de ondas
circunferenciais, n. Em todos os resultados apresentados na Figura 3.1

considera-se o niumero de semi-ondas longitudinais, m, igual a um.

1,2 1
08 06
Qos~_ o
0.4 _— 4 T
02 — * 02 s
0 0
5 6 7 8 9 10 1 12 5 6 7 8 9 1011121314
n n
(a) R/h = 100 (b) R/h = 200
1 1
0,8 0,8
\\
0,6 0,6 . ~__
Ql 1 \\\ \\\
04 \ 04 n
02 - — 0.2 T

05 6 78 9101112131415
n
(c) R/h = 400

05 6 78 9101112131415
n

(d) R/h = 800

Figura 3.1 — Variacao da frequéncia adimensional em fun¢&o do nimero de ondas
circunferenciais com m = 1 e variando L/R para (a) R/h = 100, (b) R/h = 200, (c)
R/h = 400 e (d) R/h = 800.

— L/R =0,25, — LUR = 0,50, — L/R = 1,00, L/R = 2,00.
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Em cada curva destaca-se com o simbolo x o valor da frequéncia natural
minima da casca cilindrica para a geometria adotada, ou seja, sua frequéncia
fundamental de vibracdo. Observa-se que, a medida que a razdo L/R aumenta,
Ou seja, a casca torna-se mais longa, o numero de ondas circunferenciais
associado ao modo fundamental de vibracdo diminui. Ja a medida que a razéo
R/h aumenta, ou seja, a casca torna-se mais esbelta, 0 nimero de ondas
circunferenciais do modo de vibracdo aumenta. Nota-se que, para certas
geometrias, alguns modos de vibracao apresentam valores bastante proximos de
frequéncia natural. Esse fato levanta a questdo de que muitas geometrias podem
apresentar, para modos de vibragdo diferentes, o mesmo valor de frequéncia
natural, levando a uma ressonancia interna 1:1.

A Figura 3.2 apresenta a variacdo da frequéncia natural adimensional, ',
da casca cilindrica em funcéo da variacdo do niumero de ondas circunferenciais,
n, e do numero de semi-ondas longitudinais, m, considerando R/h =100 e
L/R = 2. Pode-se observar que a menor frequéncia natural ocorre sempre para
m = 1. Assim, para a geometria considerada, a menor frequéncia natural ocorre

para o modo de vibracdo (m, n) = (1, 5).

0.8,
06
Q' 04
0,2
0

345678 9101112
n

Figura 3.2 — Variacédo da frequéncia adimensional em fun¢&o do nimero de ondas
circunferenciais variando o valor de m para R’lh =100 e L/R = 2.

J& que as frequéncias naturais e os modos de vibracdo da casca cilindrica
sao fortemente dependentes da geometria da casca, investigam-se a seguir as
geometrias que apresentam dois modos de vibragdo distintos com o mesmo
valor de frequéncia natural, 0 que geraria uma ressonancia interna 1:1, com
importantes efeitos sobre as vibragbes ndo lineares da casca. Para tal,
considera-se, como exemplo, uma casca cilindrica simplesmente apoiada com

raio R = 0,2 m e espessura h = 0,002 m, ou seja, R/h =100. A Figura 3.3 mostra
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a variagdo da frequéncia natural adimensional, Q', em fungéo do comprimento da
casca cilindrica, L, para diferentes numeros de ondas circunferenciais, ne m = 1.
Cada ponto de intersecdo das curvas corresponde a uma geometria capaz de
apresentar uma ressonancia interna 1:1 entre dois modos de vibragdo com
namero de ondas circunferenciais distintos, dados pelos valores destacados

entre parénteses.

0.1 023081 m: 034163 m: n=3
0,1 0.2 0,3 04
L (m)

Figura 3.3 — Variacdo da frequéncia adimensional em funcdo do comprimento da
casca cilindrica para m = 1 e diversos valores de ondas circunferenciais. R/h = 100.

Com o objetivo de avaliar a influéncia das imperfeicbes e simetria nas
ressonancias internas, deseja-se selecionar uma geometria onde Q'1n = Q'1,(n+1) €

Q' p/on = 01, ;ne1y/on = 0. Neste caso, as duas frequéncias correspondem a

frequéncia minima da casca e tem-se 0 caso mais perigoso de ressonancia

interna 1:1.
0,5
04 —L=0,25m
' ——L=026m
L=0,27m
Q' 0,3 ——L=0,28m
\ o —L=0,29m
N\\Q = 0,205479 L=030m
0,2 . —— 1 =0,23081 m
'=0177812 ——| =(0,28474 m
01 ©=07140135 —— L =0,34163 m
] I T
34 56 7 8 910
n

Figura 3.4 — Variacao da frequéncia adimensional em fun¢&o do nimero de ondas
circunferenciais para vérios valores de L. m = 1.

A Figura 3.4 apresenta os espectros de frequéncia para valores

selecionados de L. Observa-se que para L = 0,34163 m ha ressonancia interna
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entre dois modos consecutivos de vibracao, respectivamente, (1, 5) e (1, 6). Para
L =0,23081 m ha também ressonancia interna entre dois modos consecutivos
de vibracao, respectivamente, (1, 6) e (1, 7). J&A no caso de L = 0,28474 m tem-
se uma ressonancia interna entre dois modos ndo consecutivos de vibracao,
caso representado para interagdo entre os modos (1, 5) e (1, 7), 0 menor valor
da frequéncia natural ocorre para o modo de vibracdo (1, 6), entre aos dois
modos que compdem a interacdo. No presente trabalho seleciona-se, para a
analise nao linear, a interacdo entre os modos (1, 6) e (1, 7) (L =0,23081 m), ja
gue estes valores de n encontram-se em uma regido onde a teoria de cascas
abatidas de Donnell apresenta resultados semelhantes aqueles obtidos por
outras teorias de cascas esbeltas mais refinadas. Cabe ressaltar que, sendo o
parametro de frequéncia adimensional (3.4) funcdo dos parametros geométricos
R/h e L/R, existem infinitas geometrias que apresentam o mesmo tipo de

interacao.

1,2

‘ m=2

1
Q' =0,89064

00,8~

0,6 m=1

1 Q)'=0,44532

04+—F——
5 6 7 8 9 10
n

Figura 3.5 — Variacéo da frequéncia adimensional em fun¢c&o do nimero de ondas
circunferenciais para R/h = 50 e L/R ~ 0,74. Ressonancia interna entre os modos
(m,n)=(1,6)e(m+1,n)=(2 6).

Adicionalmente deseja-se analisar uma geometria com ressonancia interna
1:2 obedecendo as restricdes Q'1n =Q'2n € 9Q'1n/dN = 0Q'2n/dN = 0. Neste caso
tem-se ressonancia interna entre a frequéncia fundamental, que tem uma semi-
onda axial, e um modo cuja frequéncia é o dobro da frequéncia fundamental,
com duas semi-ondas axiais, sendo esta frequéncia o minimo da curva
correspondente a m=2. Em virtude da importdncia da n&o linearidade
qguadratica nas vibra¢des ndo lineares de cascas cilindricas, espera-se que esta
ressonancia interna tenha grande importancia no seu comportamento dinamico.
A Figura 3.5, obtida para L=0,074m, h=0,002m, R=0,1m (R/h=50 e
L/R ~ 0,74) apresenta as seguintes frequéncias Q'16 = 0,44532 e Q"> = 0,89064.
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Nesse caso, tem-se uma ressonancia interna 1:2 obedecendo todas as
restricbes especificadas acima.

Devido a continuidade e a simetria da casca na dire¢édo circunferencial, se
cos (n ¥ é solugdo do problema, sen (n §) também € solucdo. Assim as
frequéncias naturais da casca ocorrem aos pares, sendo o0s dois modos

defasados em 7/2n. Portanto, se (3.1) é um modo de vibragdo, tem-se que:

w = B1,(t)h sen(n 6) sen[m f Xj (3.5)

€ também um modo de vibracdo da casca, onde Blii(t) = Cocos(awmnt) € a
amplitude do modo de vibragao.

Como as expansGes modais (3.1) e (3.5) diferem-se apenas pela
defasagem na dire¢do circunferencial e ambas as expressbes sdo solugdes
exatas das equagOes lineares da casca cilindrica simplesmente apoiada nas
bordas, os resultados apresentados nesta secéo sdo idénticos utilizando-se quer
a equacéo (3.1), quer a equacdo (3.5). Assim, nos exemplos de ressonancia
interna analisados neste trabalho tem-se sempre a interacdo de quatro modos
lineares e a solugcdo modal do problema néo linear deve levar em conta
necessariamente 0s acoplamentos modais e interacbes entre estes quatro

modos.

3.2.
Método da perturbacéo para determinacéo da expansdo modal para
os deslocamentos laterais

Para o estudo do acoplamento e da interacdo modal no comportamento
dindmico néo linear de cascas cilindricas, uma funcdo deve ser adotada para o
deslocamento lateral, w, que satisfaga as condicdes de contorno e de
continuidade do problema e reflta os acoplamentos e as interacdes
consideradas. Definida esta fungéo, a funcédo de tenséo, f, € obtida a partir da
solucdo analitica da equacéo de compatibilidade, equacgéo (2.29). Tendo-se as
fungbes w e f, pode-se discretizar a equacdo ndo linear de movimento,
equacao (2.27), utilizando-se, por exemplo, 0 método de Galerkin.

A gqualidade da solugé&o depende entdo de uma boa escolha da solugéo
aproximada de w, solucé@o essa que vinha sendo escolhida em diversos estudos
com base na observacao de resultados lineares e experimentais, ou por tentativa
e erro, e ndo de forma sisteméatica, como se nota nos trabalhos de Chu (1961),
Nowinski (1963), Evensen (1967), Croll e Batista (1981), Hunt et al. (1986) e
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Popov et al. (1998), dentre outros (vide capitulo 1). Examinando-se os resultados
obtidos nesses trabalhos, percebe-se que os modos acoplados a w tém grande
influéncia nos resultados. Os modos que se acoplam ao modo principal
constituem um fendmeno caracteristicamente n&o linear, denominado
acoplamento modal.

Para a determinacdo consistente do campo de deslocamentos laterais da
casca cilindrica, emprega-se, neste trabalho, o método da perturbacéo
(Goncalves e Batista, 1988; Gongalves et al., 2008), através do qual se obtém de
forma sistematica quais modos descrevem os deslocamentos da casca cilindrica
até determinado grau de aproximacdo. O procedimento utilizado é descrito a
seguir.

O sistema de equagdes diferenciais de movimento da casca cilindrica,
equacdo (2.20), pode ser escrito em termos do vetor de deslocamentos U = [u, v,

w]" da forma:
L(U)-U, =6 D,(U)+5%D,(U)+... (3.6)

sendo L(U) o operador diferencial linear, Uy, a segunda derivada do vetor de
deslocamentos em relacdo ao tempo, D1(U) o operador diferencial ndo linear que
da origem aos termos quadraticos e D2(U) o operador diferencial ndo linear que
da origem aos termos cubicos. O parametro 6 € tomado como sendo a razéo
h/R, presente nos termos quadraticos e cubicos do sistema de equacfes de
movimento e que para cascas esbeltas pode ser considerado um parametro de
perturbacéo ja que h/R é muito menor que a unidade. Assim sendo, € possivel

expressar as componentes de U como uma série de poténcias em 6, ou seja:

u= i&i u(x,6,t) v= iéi v,(x,6t) w= i& w, (x, 6,t) (3.7)

i=0 i=0 i=0

A importancia de cada modo acoplado a solucéo inicial € indicada pelo
método da perturbacdo a partir da ordem do expoente do parametro de
perturbacéo, . Valores maiores da poténcia do parametro ¢ indicam os termos
com menor influéncia no comportamento do sistema.

Substituindo-se a equacéo (3.7) na equacéo (3.6) e isolando-se os termos
com a mesma poténcia de &, o resultado é uma série de sistemas lineares de

equacdes diferenciais parciais da forma:


http://adsabs.harvard.edu/cgi-bin/author_form?author=Goncalves,+P&fullauthor=Gon%c3%a7alves,%20P.%20B.&charset=UTF-8&db_key=PHY
http://adsabs.harvard.edu/cgi-bin/author_form?author=Batista,+R&fullauthor=Batista,%20R.%20C.&charset=UTF-8&db_key=PHY
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L(UO)— Uo,tt =0
L(U)-U =D,(°)

(3.8)
L(U?)- U2 =D, (%, Ut)+D,(°)

Os sistemas de equacdes (3.8) podem ser resolvidos recursivamente, pois
o termo a direita da igualdade de cada sistema de equacdo, que tem como
incognita o vetor de deslocamento U, contém apenas o campo de
deslocamentos e as derivadas de seus termos até a ordem k - 1.

Encontram-se através da utilizacdo do método da perturbacdo solucdes
para as componentes do deslocamento u, v e w. Porém, como as duas primeiras
equaclBes de movimento do sistema de equacdes (2.20) séo satisfeitas pela
funcdo de tensdo de Airy, equacéo (2.25), apenas a solucdo do deslocamento
transversal é utilizada neste trabalho para a resolu¢éo do problema.

Primeiramente, soluciona-se a primeira equacgéo do sistema de equacdes
definido na equacao (3.8). Como exposto nos trabalhos de Popov et al. (1998),
Del Prado (2001) e Rodrigues et al. (2013) e visto na secdo anterior deste
capitulo, dependendo da geometria da casca cilindrica, podem existir dois
modos de vibracao diferentes com frequéncias iguais ou bastante préximas.

Com o intuito de se investigar o comportamento dindmico da casca
cilindrica quando ha interacdo modal entre dois modos de vibracdo distintos com
a mesma frequéncia natural, a solucéo inicial para o campo de deslocamentos,
U°, adotada deve conter informacdes desses dois modos e, para cada modo, o
modo de mesma frequéncia devido a axissimetria, caracterizando uma
ressonancia interna 1:1:1:1 (Rodrigues et al.,, 2012; Rodrigues etal., 2013;
Rodrigues et al., 2016, 2017). A importancia da adicdo dos modos advindos da
simetria a expansao que descreve o deslocamento lateral € elucidada em varios
artigos (Ginsberg, 1973; Chen; Babcock, 1975; Amabili, 1998), sendo
apresentada, de forma mais detalhada, no livro de Amabili (2008).

Assim, para uma casca simplesmente apoiada deve ser adotada como
solucéo inicial no método de perturbagéo (primeiro sistema de equacdes dado

em (3.8)) a expressao:

W, = Al (t) cos(n8) sen(qé)+ B, (t) sen(n 0) sen(qé)

+ A2,(t) cos(N@) sen(qg) + B2, (t) sen(N8) sen(qé) (3.10)
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Que consiste na soma dos quatro modos com a mesma frequéncia natural. Aqui
Alo(t), A20(t) sdo as amplitudes modais dependentes do tempo dos dois modos
com numero de ondas circunferenciais n e N = n + 1 que participam da interacéo
modal enquanto Blo(t) e B2o(t) sdo as amplitudes modais dos respectivos modos
circunferencialmente simétricos. W € o valor adimensional do deslocamento
lateral (W = w/h). Considera-se no presente desenvolvimento a coordenada axial
adimensional:

&= (3.9)

X
R
Esta notacdo sera utlizada nos préximos capitulos para identificar estes

guatro modos.

w4 833

(mn)=(1,6)c (mn)=(1,6)s (M N)=(1,7)c (m N)=(1,7)s
cos(nd) sen(no) cos(N6) sen(N6O)

Figura 3.6 — Forma dos modos de vibracdo utilizados na expanséo do deslocamento
lateral com interacdo em n.

A Figura 3.6 mostra, por exemplo, a forma dos modos de vibracao
utilizados como solugdo inicial do método da perturbacdo para descrever a
expansao do deslocamento lateral, equacédo (3.10), considerando os modos
(m,n)=(1,6)e(m, N=n+1) = (1, 7) como participantes da interacdo modal.

Substituindo a solucédo (3.10) no segundo sistema de equacdes (3.8),
encontra-se um sistema de equagdes diferenciais lineares ndo homogéneas em
U', cuja solucdo resulta nos modos de segunda ordem da expansio,
provenientes diretamente da ndo linearidade quadratica, incluindo o modo
axissimétrico. Utilizando a solucdo adotada U° e a solugdo encontrada U' no
terceiro sistema de equacgtes (3.8) podem-se obter os modos de terceira ordem
da expanséo, provenientes das ndo linearidades cubicas. O sistema de
equacdes (3.8) pode ser resolvido recursivamente, encontrando-se novas
solucdes para a expansdo das componentes do deslocamento U de ordens mais
altas até a precisao desejada.

A solucdo geral para o campo de deslocamentos é escrita como o
somatorio dos modos encontrados atraves do método da perturbacéo e se aplica

a cascas cilindricas infinitamente longas, uma vez que nenhuma condicdo de
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contorno foi imposta durante os calculos dos termos de mais alta ordem.
Impondo as condi¢cbes de deslocamento transversal e momento axial nulo nas
bordas, respectivamente equacgdes (2.22) e (2.23), o deslocamento lateral de
uma casca cilindrica simplesmente apoiada para a presente interacdo modal

toma a forma:

w=3 [A1@®)cos(i no)+BL, ®)sen(in 9)

i2135 j-13,5

+ A2, (t)cos(i N &) +B2,(t)sen(i N9)] sen(jqé)

+35 {a3,0cos[(N-(N, - i)n)a] B3, ©sen[ (N (N, -1)n)e]
i=1,2,3 j=135

+ A4, (t)cos[(|N+(N )n)9]+B4 (t)sen[(|N+(N |)n)9]}sen(jCI§)

N,

+ a:OZ‘h pa [A5a(2+6p)(t)cos(0!n 0 )+B5 .5 () sen(an 6)

+AB (5,6 (1) COS (&N 8 )+B6 (5, ®) sEN(@N 6 ) ]x a1
{—((‘ig:—lg/;))cos(6ﬁQ§)+ cos [(2+6ﬁ)Q§]—(Sl:—fé‘;))cos[(4+6ﬂ)q§]}

+ Nf i {A? (2:65) (t)cos[(aN (N a)n ) 9]

=123 B=0

+B7 (060 (t)sen[(aN (N,-a)n)o ]+ a8, 2+6ﬂ)(t)cos[(aN+(N2—a)n)0]
+B8,(2.6p) (t)sen[(aN+( ) ) ]]}
(1+65)

{_ (53:162[;)).c05(6ﬁQ§)+ coS[(2+6,B)Q§]—(4+12ﬁ)cos[(4+65)q§]}

onde Ni e N representam o numero de termos selecionados para representar
a expansao do deslocamento transversal.

Para o caso de ressonancia 1:2, levando em conta os modos devidos a
axissimetria, o que leva a uma ressonancia interna 1:1:2:2, tem-se que a solucao

do primeiro sistema de equacdes (3.8) é da forma:

W, = Al,(t)cos(n8)sen(qé)+B1,(t) sen(n ) sen(qé)
+ A2, (t) cos(ng) sen(Qé) + B2, (t) sen(nd) sen(Qe) -+ Q=20 (312)
A Figura 3.7 ilustra a forma dos modos de vibracgdo utilizados na expanséo

do deslocamento lateral, equacéo (3.12), considerando os modos participantes
da interagcdo (m,n)=(1,6)e (M=m+ 1, n) = (2, 6).
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(m,n)=(1,6)c (m,n)=(1,6)s (M. n)=(26)c (M n)=(2 6)s
sen(q¢&) sen(q¢&) sen(Q¢) sen(Q¢)
cos(n@) sen(nod) cos(né) sen(né)

Figura 3.7 — Forma dos modos de vibrag&o utilizados na expanséo do deslocamento
lateral com interagdo em m.

Aplicando-se a essa expansao o método da perturbacédo de forma analoga
a descrita anteriormente para a equacao (3.10), encontra-se como solucao geral
para o campo de deslocamentos, apds a imposicao das condi¢cdes de contorno,
a seguinte equacao:

o

W = Z %[A]ﬁj(t)cos(i n6)+B1(t)sen(in 0)] sen(jq¢é)

i=13,5 j=13,5
f Z[AZ (t)cos(i N @) +B2,(t)sen(i N )] sen(jQ¢&)
i=13,5 j=13,5
+ f Mil{[A&j(t)cos(i n 0)+B3, (t)sen(i n 0)]sen[(jQ(M: - j)a ]
i=135 j=12,3
+ i Mil{[ 4;(t)cos(in @) +B4,(t)sen(in 9)]sen[(JQ+(M1—J)q)§]
P (3.13)
+ > [A5a(2+6ﬂ)(t)cos(an 0 )+B5, (.5 () sen(an )
a=0 f=0,2,4
(3+65) (1+6p)

{ mcos(Gﬂq§)+ cos [(2+68)q& ] ( COS[(4+6ﬁ)Q§]}

4+12p)

- W
+> Z [A6,,(5.6) ) cOS (@ 6)+B6 .5, () seN(an 6)

{ (S’+162ﬁ/3)cos(6ﬁQ§)+ cos [(2+68)Q¢ ] (gl+ffﬂ))cos[(4+6ﬁ)Q§]}

onde M1 e M2 representam o numero de termos selecionados para representar

a expansao do deslocamento lateral da casca cilindrica.
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3.3.
Vibracdes livres e ndo lineares da casca cilindrica

Analisa-se neste item as relacdes frequéncia-amplitude da casca cilindrica
para um dado modo de vibracdo, tendo como objetivo a determinacdo do
namero de graus de liberdade (GDL) necessario para a discretizagdo do campo
de deslocamentos laterais, w, e, com isso, garantir a correta representacéo do
comportamento ndo linear da casca cilindrica para grandes amplitudes de

vibragdo. Considere-se, pois, 0 modo de vibracao:

W, = A, (t)hcos(n 8)sen(qé) (3.14)

Para esse dado modo, a expansdo modal para W se reduz a:

W = i iAﬁ (t)h cos(i n 6)sen(j q &)+
i-13,5]-13,5
. . (3+65) _
a%“znglea (226 p)(t) N cOS(a n 9){—(4+12ﬁ) cos(65q¢) (3.15)
cos((2+6 ﬂ)qg)+(f:—f2ﬂﬂ)) cos((4-+6)q 5)}

Obtém-se as relagbes frequéncia-amplitude da casca cilindrica aplicando-
se um método numérico utilizado para resolver problemas tipicos de valor de
contorno, denominado shooting method (Abe et al., 2007; Silva, 2008). Sabe-se
gue, para um sistema ndo amortecido e em vibracédo livre, tem-se um problema
de valor inicial em que as condicfes iniciais se repetem a cada periodo de
vibracdo. Dessa forma, o problema de valor inicial pode ser formulado como um
problema de valor de contorno, pois se sabe que ao final de cada periodo de
vibragé@o os deslocamentos e velocidades séo iguais aos valores das condi¢cbes
iniciais. O meétodo inicia-se com a integracdo das equacgfes de movimento
discretizadas no tempo através da aplicacdo método de Runge-Kutta de quarta
ordem, arbitrando-se as amplitudes dos modos em (3.15) e considerando as
velocidades iniciais nulas. As incégnitas sdo as condigdes iniciais e a frequéncia
natural do sistema néo linear que € funcdo da magnitude de vibracédo. Os valores
iniciais de amplitude e velocidade sdo corrigidos a cada iteracdo através da
aplicacdo do método de Newton, de forma que, apdés um periodo, se obtenha
exatamente 0os mesmos valores. E necessaria uma variavel de controle que sera
incrementada durante a execug¢do do método, aqui tomada como sendo a
amplitude Aqi(t).

A variavel tempo, t, é considerada na forma adimensional:
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r=a,t (3.16)

sendo e a frequéncia linear da casca cilindrica.
Para estudar a convergéncia, consideram-se 0s seguintes modelos

discretos com um numero crescente de graus de liberdade (GDL):
e 1 GDL - Ai(7);
e 2 GDL — A11(7) + Ax(7);
e 3 GDL - A11(7) + Ao2(7) + Ax(7);
o 4 GDL —A11(7) + Anz(7) + Az(7) + Ara(2);
e 5 GDL — A11(7) + Ao2(7) + Azz(7) + A1a(2) + Azi(2);

e 6 GDL — A11(7) + A7) + Aza(7) + A1a(7) + Azi(7)+ Ass(7).

A Figura 3.8 (a) apresenta a relagdo frequéncia-amplitude da casca
cilindrica, obtida com a utilizacdo do shooting method, para o modo de vibracao
(m, n)=(1,5), incrementando-se o numero de graus de liberdade. J& a
Figura 3.8 (b) ilustra a relacdo frequéncia-amplitude para o modo de vibracéo
(m, n) = (1, 6). Nessas figuras, apresenta-se os valores maximos da amplitude
de vibracdo, A1:M*(7), em funcdo da frequéncia ndo linear de vibragdo, Qo. A
Figura 3.8 (c), que mostra a relacéo frequéncia-amplitude obtida para os modos
de vibracdo (m, n) = (1, 5) e (m, n) = (1, 6) utilizando-se o modelo com 5 GDL.

Pode-se observar através da andlise das Figuras 3.8 (a) e (b) que a
expansao com apenas 1 GDL néo é suficiente para descrever o comportamento
nao linear da casca cilindrica, apresentando nao linearidade do tipo hardening.
J& nos modelos com dois ou mais graus de liberdade observa-se uma nao
linearidade do tipo softening. Esta mudanca deve-se a consideragdo do modo
axissimétrico, Ao(7), essencial para a quebra de simetria do campo de
deslocamentos. Os termos de terceira ordem, Ais(7), Asi(7) € Ass(z), ndo alteram
0 comportamento da estrutura para pequenos deslocamentos, mas acentuam a
perda de rigidez e sdo necessarios para se obter a convergéncia para grandes
amplitudes de vibracdo. Para os modelos com 4 e 5 GDL, observa-se que a nao
linearidade volta a ser do tipo hardening apés atingir um valor minimo para a
frequéncia natural ndo linear. Esses modelos apresentam resultados
praticamente coincidentes, mostrando que a relacdo frequéncia-amplitude, para
amplitudes até duas vezes a espessura da casca cilindrica, converge com a
utilizacdo de 5 graus de liberdade na expansdo modal (3.15). O valor minimo da

frequéncia ocorre para amplitudes de vibragéo por volta de 1,8, nos dois modos
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de vibragdo. Cabe observar que, dependendo das relacbes R/h e L/R, cascas
cilindricas podem apresentar tanto comportamento hardening como softening.
Entretanto, nos dois casos, para alcancar a convergéncia até grandes
amplitudes é indicado o uso do modelo com 6 GDL.

2 2
1,6 1,6
:’;:’ L2 1 GDL ??P’ L
= =
r08  2SDt =0,8 waazcL
< === 3 GDL <
oo 4 GDL s
(E S iy 04 — s5pL
0 =°°6GDL 0
3200 3400 3600 3800 4000 3200 3400 3600 3800 4000
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2
1,6
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(]
=
=08
<
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Figura 3.8 — Relagdes frequéncia-amplitude sem considerar a interagdo modal obtidas
da aplicagéo do shooting method para: (a) (m, n) = (1, 5), (b) (m, n) = (1, 6) e
(c) Modelo com 5 GDL para (m, n) = (1, 5) e (m, n) = (1, 6).
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Figura 3.9 — Planos-fase obtidos da aplica¢@o do shooting method para (m, n) = (1, 6)
dos modelos com 3, 4 e 5 GDL para A1:"*X() = 2,00.

A convergéncia do plano-fase para o modo de vibragdo (m, n) = (1, 6) €

ilustrado na Figura 3.9. As curvas foram encontradas a partir da resolucdo de
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cada sistema ndo linear de equacdes diferenciais ordinarias dos modelos com 3,
4 e 5 GDL, tendo como valores iniciais as amplitudes modais resultantes da
aplicacdo do shooting method, para o ponto da curva correspondente a
AM™(7) = 2,00 da Figura 3.8 (a). Esse valor foi escolhido por apresentar uma
nao linearidade mais acentuada. As demais condi¢des iniciais utilizadas para a
construcdo dos planos-fase da Figura 3.8 sdo apresentadas na Tabela 3.1. As

velocidades iniciais foram consideradas nulas.

Tabela 3.1 — Condi¢des iniciais utilizadas para a construcdo dos planos-fase
apresentados na Figura 3.9.

Modelo A11(7) Ao2(7) A22(7) A13(7) Azi(7)
3 GDL 2,00 0,19 0,03 - -
4 GDL 2,00 -0,003 0,35 0,07 -
5 GDL 2,00 -0,003 -0,01 0,35 0,07

As relagbes frequéncia-amplitude foram também obtidas para outras
geometrias, como mostrado na Figura 3.10, e as mesmas conclusfes sobre a
convergéncia da solucdo modal sdo obtidas. Os resultados para 6 GDL indicam
uma bifurcacdo do modo de vibracdo nao linear para grandes amplitudes de

vibracéo.

12 12 12 \
= =_ =_
< 0,8 < 0,8 < 0,8
04 04 0,4
0 0 0 |
3600 38004000 420044004600 3600 3800 4000 4200 4400 3400 3600 3800 4000 4200 4400
Q, (radls) Q, (rad/s) Q, (rad/s)
L=0,28m L=0,29m L=0,30m

Figura 3.10 — Rela¢des frequéncia-amplitude sem considerar a interacdo modal
obtidas da aplicacéo do shooting method para (m, n) = (1, 6), sendo — o modelo com
5GDL e — o modelo com 6GDL.

O método de Karhunen-Loéve (Wolter, 2001; Silva, 2008), associado ao
método da perturbacéo, € capaz de quantificar a participagdo de cada modo da
expansdo modal nos modos néo lineares de vibragdo e a importancia de cada
um deles na energia total do sistema, comprovando o resultado do método da
perturbacdo e possibilitando que se escreva com mais critério um modelo de

baixa dimensé&o para a expansao dos deslocamentos laterais.
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Pode-se encontrar nos trabalhos de Sirovich (1987 a - ¢) e Wolter (2001)
uma explicacdo detalhada da formulacdo do método de Karhunen-Loeve e no
trabalho de Ritto (2005) uma aplicacdo do método ao estudo de vibracdes de
sistemas lineares e nao lineares. Neste trabalho apresenta-se, de forma concisa,
o0 método direto de Karhunen-Loéve.

O meétodo direto de Karhunen-Loéve determina as caracteristicas
dominantes de uma resposta dindmica através da andlise de uma série de dados
obtidos da resposta do sistema, que pode ser obtida através da solu¢do de um
modelo matemético preciso, de um método numérico, como o método dos
elementos finitos (Silva, 2008), ou de um resultado experimental. Os dados
empregados neste trabalho sdo obtidos a partir da resposta em vibracédo livre
ndo linear da casca cilindrica, sendo as condi¢des iniciais para o problema de
valor inicial obtidas a partir do shooting method.

Para tal, considera-se um campo vetorial real que descreve os
deslocamentos laterais da casca cilindrica, w(x, 0, t). Esse campo vetorial pode

ser descrito como:
v(x,8,t)=w(x,0,t)-E[w(x,0,t) (3.17)

sendo v(x, 0, t) a variacdo temporal em relagdo a média e E[w(x, 6, t)] a média
invariante no tempo.
Normalmente descreve-se o campo de deslocamentos de forma separada

no tempo e no espaco, a saber:
w(x,8,t)=>& (t)f(x,6) (3.18)
k=1

onde &(t) sdo as coordenadas temporais e fi(x, 0) sdo as fungbes espaciais,
denominadas funcdes de aproximacdo, adotadas de maneira a atender as
condi¢des de contorno.

Para se aplicar o método de Karhunen-Loéve, o campo de deslocamentos
continuo deve ser aproximado, em um determinado instante de tempo, por um
campo discreto. A superficie da casca cilindrica é, entéo, discretizada a fim de se
obter um vetor representativo do seu campo de deslocamentos. Os
deslocamentos sdo entdo avaliados em N; = nx X ny pontos espaciais distribuidos
uniformemente ao longo de x e 6, da forma:

x, =iL/n, i=0,...n

W(X,G,t):W(Xi,Gj,t):{e _ | 22/n, x (3.19)
]

i=0,...,n,
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onde w(x, 0, t) é o vetor dos deslocamentos laterais da casca medido em cada
ponto de coordenada (xi, €).

Obtém-se as amplitudes w; do deslocamento a partir da integragdo das
equacbes de movimento da casca em vibracao livre ndo linear. Dessa forma,
para cada instante de tempo, obtém-se um vetor de dimensao ny x ng= N;, com

os valores ordenados da forma wi(t), wa(t), ...,w, (t). Considerando-se M

intervalos de tempo iguais, da forma ti, t, ..., tw, pode-se construir a seguinte

matriz de amostragem de dimensdo M x N

wy(t,)  w,(t) Wy (t,)
Welw, w, -« w,]- Wl.(tZ) Wz('tz) WNt'(tZ) (3.20)
_Wl(tM ) w,(ty) Wy (b )_

Cada coluna da matriz de amostragem, equacdao (3.20), representa a
variacdo temporal do deslocamento em um determinado ponto da superficie da
casca e cada linha representa o campo de deslocamentos da casca em um
instante determinado de tempo.

Utilizando-se as hipéteses de ergodicidade, pode-se calcular o valor médio
do campo somando-se todas as linhas de W e dividindo o resultado pelo nimero
de linhas, M. A variacdo do campo vetorial em relacdo ao valor médio, V, é
obtida pela subtracdo do valor médio de todas as linhas da matriz de

amostragem, W, da forma:

M

_ﬁ;wl(ti) Sw,t) - i’\_/lleNt(ti)

i=1

V=W-— : : : (3.21)

i) o - S

Por fim, como o método de Karhunen-Loéve é um processo ergddico, a

matriz de correlacdo espacial, R, pode ser escrita como:

R = %VT V (3.22)

7

onde R é uma matriz simétrica e positiva definida de maneira que seus

autovetores formam uma base ortogonal. Os autovetores de R sdo 0os modos
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ortogonais préprios ou POMs (do inglés proper orthogonal modes) e os
autovalores associados a eles sdo os valores ortogonais proprios ou POVs (do
inglés proper orthogonal values), que fornecem o valor da energia média contida
em cada modo. A energia média do campo é igual a soma de todos os
autovalores.

Utilizando os autovalores e autovetores da matriz de correlacdo, R, a
dindmica do sistema ortogonal pode ser reconstruida a partir de:

w(x,8,t)= kilak(t)(pk(x, 8)+ E[w(x,8,t)] (3.23)

onde ¢x(x, 0) é o k-ésimo vetor e ax(t) € o k-ésimo coeficiente dependente do

tempo, definido por:

a(t)=(V(x,8,t) ¢, (x,8)) (3.24)

O objetivo é encontrar uma expansdo modal que contenha os modos
capazes de apreender a maior parte da energia do sistema.

A expansdo de Karhunen-Loeve é 6tima quanto a reconstru¢do do campo
de deslocamentos original, o que significa que nenhuma decomposicéo linear do
campo vetorial sera mais eficiente que a expansdo encontrada através do
método (Wolter, 2001).

O método direto de Karhunen-Loéve é aqui aplicado para quantificar a
participacdo dos modos que se acoplam nas relacdes de frequéncia-amplitude
das Figuras 3.8 (a) e (b), mostrando a participacdo de cada modo da expansdo
para os deslocamentos laterais na energia total do sistema.

A expansdo com 6 GDL obtida a partir da equacao (3.15) tem a forma:

W = AL, (z)cos(n 8)sen(q &)+ Al (z)cos(n ) sen(3q¢)

+ AL, (r)cos(3n @) sen(q &)+ AL, (r)cos(3n 0) sen(3q &)
(3.25)

+Ab,, (T)B—cos(Zq §)+%COS(4Q g )}

+A5,,(z)cos(2n ) E —cos(2q&)+ %cos(4q é)}

Para aplicacdo do método direto de Karhunen-Loéve, utilizou-se um
algoritmo em MATLAB (1991) (SILVA, 2008; SIROVICH, 1987 a — c; WOLTER,
2001). Discretiza-se a superficie da casca como mostrado na equacao (3.19),

com nx=ny=40. O sistema de equacdes diferenciais ordinarias ndo lineares
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discretizadas a partir do método de Galerkin € resolvido através do método de
Runge-Kutta, tendo os valores iniciais das amplitudes modais, encontrados a
partir da aplicagéo do shooting method para os seguintes valores das amplitudes
de vibracdo obtidas do shooting method: Alii(7) = 2,000, Alis(z) =0,047,
Alsi(7) =-0,033, Alss(z) = 0,001, ASp2(7) = 0,284 e A52(7) = 0,194; considerando
as velocidades iniciais nulas e ax = 3799,02 rad/s. Com o resultado da aplicacéo
do método de Runge-Kutta, pode-se obter as respostas no tempo para cada
uma das amplitudes dos modos que compdem a expansdo do deslocamento
lateral, W, equacéo (3.25), como mostrado na Figura 3.11.

3 0,4
2
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0 2 4 6 0 2 4 6
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Figura 3.11 — Respostas no tempo do modelo com 6 GDL para o modo de
vibragdo (m, n) = (1, 5).
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A partir da resposta no tempo obtém-se para cada passo de tempo
utilizado na resolugéo do sistema de equacdes diferenciais, =, 0s valores das
amplitudes modais, Alj(n) € A5q().

Aplicando-se a equacéo (3.25) os valores encontrados para as amplitudes
Alij(w) e A5.4(w) para cada instante de tempo =, pode-se construir a matriz de
amostragem, W, equacéo (3.20). A variacdo do campo vetorial em relagdo ao
valor médio, V, é calculada utilizando a matriz W, através da equacao (3.21).

Para o célculo dos autovalores e autovetores utiliza-se a decomposicéo de
valor singular (SVD, do inglés singular value decomposition), onde ndo ha
necessidade de se calcular a matriz de correlacdo espacial, R. Os autovetores
resultantes da SVD sdo os POMs e os autovalores normalizados, ou seja,
divididos pela soma de todos eles, sdo os POVs, ambos mostrados na
Figura 3.12.

Z
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2
2
Z
2
2
H
£
£

(a) 95,68%

(d) 0,42% (e) 0,01% (f) < 0,01%

Figura 3.12 — POMs e seus respectivos POVs encontrados a partir dos resultados da
aplicacado do shooting method ao modelo com 6 GDL e modo de vibracéo
(m, n) = (1, 5).
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Para quantificar a importancia de cada modo da expansao (3.25) em cada
um dos POMs, eles sé@o expandidos em séries duplas de Fourier. A Tabela 3.2
apresenta os coeficientes de cada um dos modos para cada POM mostrado na
Figura 3.12.

Na Figura 3.12 (a) pode-se observar que o primeiro POM representa a
maior parcela da energia total do sistema. Os cinco primeiros POMs
representam mais que 99,999% da energia total, sendo que os dois primeiros
POMSs predominantes.

Cada POM é expandido em uma série dos modos considerados na
expansdo modal (3.25). A Tabela 3.2 mostra o POV associado a cada POM e os
coeficientes da série dupla de Fourier de cada POM. Observa-se, a partir da
Tabela 3.2, que o primeiro POM, que representa a maior parcela da energia total
do sistema, € dominado pelo modo Al:i(7z) que corresponde ao modo de
vibracdo linear, com pequena participacdo do modo assimétrico Aliz(z). Ja o
segundo POM é uma combinacdo do modo axissimétrico A5¢.(7) € do modo
Ab2(7) que tem a mesma configurac@o axial do modo axissimétrico e o dobro de
ondas circunferenciais do modo linear, demostrando que 0S mesmos Sséo
dominando pelos termos de segunda ordem derivados do método de
perturbacdo. Ambos 0os modos estao associados a ndo linearidade quadratica. O
terceiro POM é governado principalmente pelo modo assimétrico, Alis(z), que é
um termo de terceira ordem associado a ndo linearidade cubica. Esses
resultados estdo de acordo com os encontrados pelo método da perturbacéo,
onde os termos de primeira ordem apresentam maior importancia no

comportamento do sistema, seguidos pelos termos de segunda e terceira ordem.

Tabela 3.2 — Participacdo de cada modo da expansédo com 6 GDL e modo de vibracéo
(m, n) = (1, 5) nos POMs encontrados a partir dos resultados da aplicacéo do shooting
method.

POM POV Alii(7) Ab02(17) A522(7) Alis(7) Alsi(7) Alss(7)

1 95,68%  -24,337 0,015 0,014 1,583 -0,141 0,009
2 3,04% -1,260 -10,190 -7,886 -0,181 0,064 -0,009
3 0,84% -1,807 0,480 0,119 -23,614 5,787 -0,661
4 0,42% 0,524 -5,971 14,523 -0,668 0,135 -0,009
5 0,01% -0,757 0,323 0,668 6,009 22,162 -8,683
6 <0,01% -0,359 -0,025 -0,050 0,368 8,569 22,826
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3.4.
Expansdes modais para os deslocamentos laterais utilizadas neste
trabalho

Para analisar a influéncia das imperfeicbes e simetrias nas ressonancias
internas, sdo utilizados cinco modelos cujas expansfes modais consideram os
cinco modos identificados como importantes pelo método de Karhunen-Loéve
juntamente com seus respectivos modos devidos a simetria.

Nas cascas cilindricas todo modo assimétrico € acompanhado de um
modo de mesma forma e frequéncia natural, portanto ressonancias internas 1:1
estdo sempre presentes e sao frequentemente estudadas (Amabili et al., 2000).
No capitulo 4 adota-se um modelo com ressonancia interna 1:1. Esses modelos
apresentam geometria intermediaria entre as geometrias que geram interacao
entre os modos (1, 5) e (1, 6) e entre os modos (1, 6) e (1, 7), como mostrado na
Figura 3.4.

Assim, a expansdo modal denominada Modelo 1 apresenta 9 graus de
liberdade e considera o0 modo de vibracdo com (m, n)=(1,6) e os modos
associados devido ao acoplamento modal e simetria, ou seja:

Ali(7) + Blia(z) + Aboa(7) + AS2(7) + B522(7) + Alis(7) + Blis(2) + Alsi(r) +
Blsi(7).

Lembrando que néo existe companion mode associado ao modo Abp(7). A
expansao modal denominada Modelo 2 também apresenta 9 graus de liberdade,
porém considera-se 0 modo de vibracdo com (m, N) = (1, 7) e seus respectivos
modos acoplados, a saber:

A211(7) + B211(7) + ABoa(7) + AB22(7) + B622(7) + A213(7) + B213(7) + A231(7) +
B231(7).

No capitulo 5, estuda-se uma geometria com ressonancia interna entre 0s

modos (1, 6) e (1, 7). Além dos Modelos 1 e 2 que servem de referéncia, utiliza-
se uma expansdao modal para os deslocamentos laterais com 29 graus de
liberdade, nomeada Modelo 3, que consiste na adicdo dos Modelos 1 e 2 aos
modos que surgem devido a interagdo modal entre os mesmos (graus de
liberdade destacados em negrito), a saber:
Alii(7) + Bliui(2) + A211(2) + B211(7) + Aboa(7) + Ab2x(7) + B522(7) + Ab2o(7) +
B622(7) + A712(7) + B712(7) + A812(7) + B8i2(7) + Alis(7) + Blis(z) + A2i13(7) +
B213(7) + Alzi(7r) + Blai(7) + A231(7) + B231(7) + A311(7) + B311(7) + Adui(2) +
B411(7) + A321(7) + B321(7) + Ado1(7) + B4x(7).
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Por fim, no capitulo 6, estuda-se a ressonancia interna 1:1:2:2 entre 0s
modos (1,6) e (2,6). Neste caso, adota-se a seguinte expansdo modal
denominada Modelo 4, relativa ao modo (M, n) = (2, 6):

A211(7) + B211(7) + AbBo2(7) + AB22(7) + B622(7) + A213(7) + B213(7) + A2z(7) +
B231(7).
além do Modelo 1, relativo ao modo (1, 6).

A expansdo modal para os deslocamentos laterais, nomeada como
Modelo 5, apresenta 20 graus de liberdade e consiste na adicdo dos Modelos 1
e 4 aos modos que surgem devido a interacdo modal entre 0s mesmos (graus de
liberdade destacados em negrito):

Alii(7) + Blui(o) + A211(7) + B211(7) + Aboa(7) + AbBo2(7) + Ab(7) + Ab2xo(7) +
Alis(7) + Blis(z) + A213(7) + B213(7) + Alsi(z) + Blsi(r) + A231(7) + B231(7) +
Adi1(7) + B411(7) + Ado(2) + Bdoi(2).
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Casca imperfeita com ressonanciainterna 1:1

Neste capitulo estuda-se as vibrag6es nédo lineares de uma casca cilindrica
submetida a um carregamento lateral harmonico, de magnitude Py, e frequéncia

de excitagdo ., dado por:

p(x,6,t)=P_cos(ng) sen( mz XJ cos(a, ) (4.1)

gue excita diretamente o modo (m, n).

Os resultados apresentados neste capitulo foram obtidos para uma casca
cilindrica simplesmente apoiada, composta de material homogéneo, elastico e
isotrépico, com E =210 GPa, v=0,3 e p= 7850 kg/m3. As dimensdes da casca
cilindrica séo R=0,2m, L =0,29 m e h = 0,002 m. Para esta geometria a menor
frequéncia natural ocorre para a combinacdo modal (m, n) = (1, 6), como
apresentado na Figura 3.5. O coeficiente de amortecimento viscoso, 71, € 0,001
e o coeficiente de amortecimento do material, 7., € nulo.

Para obtencédo das curvas de ressonancia e diagramas de bifurcacdes do
sistema, integram-se 0s sistemas de equacbes nado lineares de movimento
utilizando-se o software AUTO 97 (Doedel et al., 1998), que emprega 0 método
da continuacdo. O método permite determinar se uma solucdo € estavel ou
instavel a partir da analise da norma dos multiplicadores de Floquet (Nayfeh;
Balachandran, 1995) que s&o os autovalores da solugdo do sistema de
equacdes ndo lineares, permitindo, também, a caracterizacdo do tipo de
bifurcacdo. Essas analises foram feitas em Workstations com processadores
Intel® Xeon®, CPU ES-2640v2 @ 2.00GHz (2 processadores) e 32Gb de
memadrias RAM por conta do alto custo computacional.

Nos resultados apresentados, a frequéncia de excitacdo do carregamento
lateral é adimensionalizada segundo a equacao:

_ 4

Q, (4.2)

Wy

onde ay € a frequéncia fundamental da casca perfeita.
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4.1.
Casca cilindrica perfeita

Inicialmente considera-se a casca cilindrica sem imperfeicdes geométricas
iniciais. A Figura 4.1 ilustra a curva de ressonancia da casca cilindrica
empregando o Modelo 1 para descrever o campo de deslocamentos laterais,
considerando-se P_ =600 N/m2 A Figura4.1(a) é relativa a variacdo da
amplitude do driven mode, Ali:i(7), em fungdo do parametro adimensional de
frequéncia enquanto a Figura 4.1 (b) refere-se a variagdo da amplitude do
respectivo companion mode, B1:1(7). O driven mode € o modo com seis ondas
circunferenciais descrito por uma funcdo cosseno e sera referenciado ao longo
do texto como (1, 6)c. J& o companion mode apresenta 0 mesmo ndmero de
ondas circunferenciais, porém é descrito por uma funcdo seno, sendo
referenciado como (1, 6)s. Nessas figuras, a curva continua representa 0s
trechos estaveis da curva de ressonancia enquanto a curva tracejada representa
os trechos instaveis. Os simbolos e representam os pontos de bifurcacdo

encontrados ao longo da curva de ressonancia.

0,6 0,3
= 04 0.2
g RO Z
s_ =
< 02 /J\ @ 0,1
0 i i 0 I
099 0995 1 1,005 0,992 0,994 0,996 0,998 1
QL QL
(a) (1, 6)c (b) (1, 6)s

Figura 4.1 — Curvas de ressonancia para a casca perfeita com ressonéancia 1:1.
— Trecho estavel e --- Trecho instavel. e — ponto de bifurcagéo.

Observa-se a partir da Figura 4.1 que a curva de ressonancia apresenta
um comportamento nao linear do tipo softening, mesmo comportamento
observado em experimentos fisicos (Olson, 1965; Evensen, 1967), o que
comprova a representatividade do modelo aqui deduzido. Outra observacao
importante reside na participacdo do companion mode (Amabili, 1998), excitado
proximo a frequéncia de ressonancia, como apresentado na Figura 4.1 (b). A
importancia da consideracdo desse modo de vibracdo na andlise € que a sua

presenca modifica a estabilidade da curva de ressonancia. Por exemplo,
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observa-se que o Trechol na Figura 4.2 (a), que corresponde ao trecho
ressonante da curva de ressonancia néo linear, é instavel entre os dois pontos
de bifurcacdo. Esse trecho € usualmente estivel e sé se torna instavel se a
expansao modal para os deslocamentos transversais considerar a participacao
do modo (1, 6)s. A Figura 4.2 (b) mostra a curva de ressonancia classica de um
sistema com nao linearidade do tipo softening, onde o Unico trecho instavel é o
trecho entre as duas bifurcacdes né-sela. Outra modificagdo importante na curva
de ressonancia devida a consideracao do modo (1, 6)s € o surgimento de um
novo trecho de solugdes, ilustrado como Trecho 2 na Figura 4.2. Este ramo de
solugbes apresenta um trecho estavel e outro instavel, levando a um pequeno
trecho onde solugdes estaveis de periodo um (periodo igual ao da for¢a) ndo sédo
encontradas. Verifica-se que o modo (1, 6)s é excitado entre duas bifurcacdes da
solugdo trivial do tipo pitchfork. Este tipo de comportamento é caracteristico de
cascas de revolucdo onde se tem dois modos com duas frequéncias iguais,

como observado nos proximos capitulos.

(@) (b)

Figura 4.2 — Representacdo da curva de ressonancia do modo (1, 6)c com e sem
ressonancia interna 1:1.
— solugdes estaveis e - - - solugdes instaveis.

4.2.
Casca cilindrica com imperfeicdo na forma do modo principal de
vibracéo

Assume-se agora que a casca cilindrica tenha uma imperfeicdo geométrica
inicial na forma do modo fundamental de vibracdo (1, 6)c (modo diretamente

excitado), ou seja:

W, =W,; cos(n 6) sen(mf Xj (4.3)
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Segundo Friedrich et al. (2015), a amplitude da imperfeicdo geométrica
inicial pode ser relacionada com a relagdo geométrica R/h da forma:

W11=O,025 _2’8+\/E (44)
h h

Com base nessa relacdo e na geometria adotada neste trabalho, foram

escolhidos os valores de imperfeicdo apresentados na Tabela 4.1. Adota-se o
resultado exato da relacdo (4.4), W'11/h=0,180, um valor 10% maior,
Wii/h =0,198, e um valor 20% maior que o resultado dessa relagéo,
Wii/h = 0,216. Cabe observar que estes valores sdo uma pequena fracdo da

espessura da casca.

Tabela 4.1 — Cores utilizadas nas curvas de ressonancia para a casca imperfeita
com ressonancia interna 1:1.

Modelo Curva de ressonancia Wiii/h
0,000
—_— 0,180

Modelo 1
—_— 0,198
_— 0,216

A Figura 4.3 apresenta a relacao frequéncia-amplitude da casca cilindrica
para cada um dos valores de imperfeicdo apresentados na Tabela 4.1, obtidas
com a utilizacdo do shooting method. Nessas figuras, apresentam-se o0s valores
maximos da amplitude de vibragdo, A1:M®*(7), em funcdo da frequéncia néo linear

de vibracdo, Qo onde se observa um comportamento nao linear do tipo

softening.
2 2 2
1,6 1,6 1,6
1.2 =12 =12
s =_ 2 .
- 0,8 — 0,8 — 0,8
< < <
0.4 0,4 0,4
0 0- | 0- |
3600 3800 4000 4200 4400 3600 3800 4000 4200 4400 3600 3800 4000 4200 4400
Q, (rad/s) Qy (rad/s) Q) (rad/s)
(@) W'a/h = 0,180 (b) Wia/h = 0,198 (c) Wir/h = 0,216

Figura 4.3 — Relacdes frequéncia-amplitude em funcao do nivel de imperfei¢do na
forma do modo (1, 6)c.
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A Figura 4.4 compara as relacdes frequéncia-amplitude para os diversos
valores de imperfeicdo. Observa-se que os resultados para os trés casos de
imperfeicdo geométrica analisados s&o inicialmente coincidentes, seguindo a
solucéo do modelo perfeito, divergindo ligeiramente apenas para valores maiores

de amplitude de vibracéo, A11"¥(z) em torno de 1,5.

3600 3800 4000 4200 4400
Q) (rad/s)

Figura 4.4 — Comparacdo das relacBes frequéncia-amplitude para diferentes valores
de imperfeicdo na forma do modo (1, 6)c.

Da Mecéanica das Estruturas tem-se que, para sistemas lineares e nado

amortecidos:

Mw+Kw=0 (4.5)

onde M é a matriz de massa, K € a matriz de rigidez, W é o vetor de
aceleracdes e w o vetor de deslocamentos do sistema, sendo a solucdo desse
problema de autovalor dada por w = A cos(at) com A contendo as amplitudes
modais. Linearizando o sistema de equacdes encontrado pela aplicacdo do
método de Galerkin ao Modelo 1 pode-se obter as matrizes de massa e de
rigidez do sistema, a partir das quais é possivel calcular as frequéncias naturais

da forma:

det-M &® 1 +K)=0 (4.6)

Como o modelo utilizado na andlise apresenta 9 graus de liberdade, as
matrizes M e K apresentam dimensdo 9x9 e os vetores W e w apresentam
dimensao 9x1. Pode-se entdo calcular as frequéncias naturais do sistema em
funcdo dos parédmetros analisados. Para simplificagdo dos calculos as
frequéncias naturais nesse capitulo foram calculadas para expansdo modal de w

considerando apenas o modo principal de vibraco, apresentando 1 GDL.
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Tabela 4.2 — Variacdo da frequéncia natural dos modos (1, 6)c e (1, 6)s com o nivel de
imperfeigdo. Imperfei¢céo na forma do modo (1, 6)c.

Wiai/h wo (1, 6)c (rad/s) wo (1, 6)s (rad/s)

0,0 4363,648

0,1 4376,255 4363,859
0,2 4413,860 4364,492
0,3 4475,835 4365,547
0,4 4561,184 4367,024
0,5 4668,627 4368,921
0,6 4796,678 4371,240
0,7 4943,737 4373,978
0,8 5108,163 4377,136
0,9 5288,336 4380,712
1,0 5482,703 4384,705

Na Tabela 4.2 apresenta-se a variacdo dos valores das frequéncias
naturais associadas aos modos (1, 6)c e (1, 6)s com o aumento da imperfeicao,
a partir dos quais se conclui que estas duas frequéncias naturais da casca
cilindrica aumentam com o aumento da magnitude da imperfeicdo na forma do
modo de vibracdo (1, 6)c. Quando se considera a imperfeicdo, a frequéncia do
modo em seno € diferente da frequéncia do modo em cosseno jA que a
imperfeicdo provoca uma quebra de simetria (a diferenca corresponde ao
chamado detuning parameter).

Pode-se observar através da analise da Tabela 4.2 que, para imperfeicbes
na forma do modo principal de vibracdo, o aumento do valor da amplitude de
imperfeicdo provoca também o aumento da perda de simetria entre os modos
(1, 6)c e (1, 6)s da casca cilindrica, havendo uma diferengca maior entre as
frequéncias naturais encontradas para cada um desses modos. Nota-se também
gue para esses casos 0 menor valor de frequéncia natural ocorre sempre para
(1, 6)s.

Na Tabela 4.3 apresentam-se os valores das frequéncias an para cada um
dos valores de imperfeicdo apresentados na Tabela 4.1, onde a € a frequéncia
adimensional da casca cilindrica calculada a partir da equacao (4.2).

A Figura 4.5 ilustra as curvas de ressonancia do Modelo 1, considerando-

se o0s niveis de imperfeicdo geométrica inicial apresentados na Tabela 4.1. A
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Figura 4.5 (a) é relativa a variacdo da amplitude méaxima do modo (1, 6)c,

enquanto a Figura 4.5 (b) refere-se a variagdo da amplitude do respectivo (1, 6)s.

Tabela 4.3 — Variacao da frequéncia com o nivel de imperfeicdo baseado na
relacdo (4.4). Imperfeicdo na forma do modo (1, 6)c.

Wiit/h ao (1, 6)c (rad/s) wo (1, 6)s (rad/s)
0,000 4363,648
0,180 4363,648 4364,332
0,198 4412,867 4364,475
0,216 4422,161 4364,632
0,6 0,3
=04 02
Eﬁ E‘_
T 02 /j 5 0.1
099 0995 1 1,005 0,992 0,996 1
Q Q
(@ (1, 6)c (b) (1, 6)s

Figura 4.5 — Curvas de ressonancia para a casca imperfeita com ressonancia 1:1 com
W'a/h # 0. Imperfeicdo na forma do modo (1, 6)c.

Analisando-se a Figura 4.5 verifica-se que a presenca das imperfeicbes

iniciais altera sensivelmente a estabilidade da resposta. E possivel observar que

as regibes instaveis diminuiram significativamente, assim como a participacdo do

modo (1, 6)s, que s6 € ativado em uma regido ainda mais préxima da zona de

ressonancia para o modelo com W'i1/h = 0,180. Para os modelos com valores

maiores de imperfeicdo geomeétrica inicial que o encontrado pela relacdo (4.4) a

participacdo de (1, 6)s deixa de existir. Verifica-se, pois, que a magnitude da

imperfeicdo tem influéncia marcante na ressonancia interna.

Tabela 4.4 — Resumo das cores utilizadas nas curvas de ressonancia

com Wi1/h entre 0 e 0,180 e interagdo 1:1.

Modelo Curva de ressonancia Wii/h
—_— 0,030

—_— 0,060

Modelo 1 —_— 0,090
0,120

0,150



DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 1313558/CA


PUC-Rio- CertificagaoDigital N° 1313558/CA

Casca imperfeita com ressonancia interna 1:1 85

A fim de se complementar a analise adotaram-se também valores entre a
imperfeicdo nula (casca cilindrica perfeita) e o resultado da relacédo (4.4),
Wii/h =0,180. Os valores de imperfeicio adotados sdo mostrados na
Tabela 4.4.

A Figura 4.6 exibe as curvas de ressonancia adotando os valores das
imperfeicdes mostradas na Tabela 4.4.

0,3
0,2
2
2‘—
@ 0.1
0
0,99 0,995 1 1,005 0,992 0,996 1
(@ (1, 6) (b) (1, 6)s
Figura 4.6 — Curvas de ressonancia para a casca imperfeita com W'i/h entre 0 e

0,180.

Analisando-se a Figura 4.6 é possivel observar que o aumento gradual da
imperfeicdo geométrica inicial diminui também gradualmente os trechos de
instabilidade do sistema, assim como a participacdo de (1, 6)s. A Figura 4.7
apresenta isoladamente alguns resultados apresentados na Figura 4.6 a fim de
facilitar a andlise. Nota-se que a regido instavel da solucdo néo trivial do modo
(1, 6)s corresponde exatamente ao trecho instdvel do ramo de solugcdes
secundario, como mostra, por exemplo, a comparacéo entre as Figuras 4.7 (a -
b) com as Figuras 4.7 (d - €). Comparando a Figura 4.7 (c) com a Figura 4.7 (f)
observa-se a estabilidade do modo (1, 6)s e do ramo de solugbes secundarias
do modo (1, 6)c. Neste caso, respostas estaveis de periodo um séo observadas
em toda a faixa de frequéncias analisada.

Como mencionado anteriormente, destaca-se que a imperfeicdo
geométrica inicial na forma do modo fundamental de vibragdo destréi a
axissimetria da casca cilindrica. Neste caso as duas frequéncias deixam de ser
iguais, provocando a quebra da ressonancia interna entre (1, 6)c e (1, 6)s. Para
valores pequenos da imperfeicdo a diferenca entre as duas frequéncias é
pequena e ainda ocorre transferéncia de energia entre os dois modos.
Entretanto, para valores elevados de imperfeicdo, deixa de haver transferéncia

de energia de (1, 6)c para (1, 6)s.
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0,6 0,6 0.6
—~ 5 - .
04 A 04 04
> NN > SN >
< 02 \ < 02 JJ\ < 02
0 0 0
099 0995 1 1,005 0,99 0995 1 1,005 0,99 0995 1 1,005
Q Q, £
(@) Wi1r/h = 0,030 (b) Wi11/h = 0,060 (c) Wi/h = 0,120
0,3 03 0,3
02 r02 02
> = >
£ 3 ‘ s
5 0.1 / T 01 3 0.1
0 0 0
0,992 0,99 1 0,992 0,996 1 0,992 0,99 1
QL QL QL
(d) Wia/h = 0,030 (e) Wia/h = 0,060 (f) Win/h = 0,120

Figura 4.7 — Curvas de ressonancia para o modo (1, 6)c da casca imperfeita. (a) e
(d) W'1/h = 0,030, (b) e (e) W1/h = 0,060 e (c) e (f) W'i/h = 0,120.

4.3.
Casca cilindrica com imperfeicdo na forma do modo axissimétrico de
vibracao

Assume-se agora que a casca cilindrica analisada esteja sujeita a uma
imperfeicdo geométrica inicial na forma do modo axissimétrico de vibracdo, ou

seja:

W, =W,, {% —~ cos[zm—l_ﬂxj + % cos(4m—|_ﬂxﬂ (4.7)

Neste caso, como o sinal da amplitude da imperfeicdo altera o sinal da
curvatura gaussiana, foram estudados tanto os valores positivos quanto 0s

valores negativos da amplitude desta imperfeigéo.

4.3.1.
Valores positivos da imperfeicdo axissimétrica

Os valores de imperfeicdo adotados sdo os mostrados na Tabela 4.1. A
Figura 4.8 apresenta as rela¢gfes frequéncia-amplitude da casca cilindrica para
cada um dos valores da imperfeicdo geométrica adotada. A Figura 4.9 ilustra a

superposicdo das relagbes frequéncia-amplitude. Observa-se que as relagdes
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frequéncia-amplitude sdo deslocadas para a esquerda devido a diminuicdo da
frequéncia fundamental com o incremento do valor da imperfeicdo geométrica

inicial. Em todos os casos a relacgao é tipica de sistemas com perda de rigidez.

2 2 2 7
16 16 1.6
1,2 =12 =12
2 s =5
<08 <08 <08
< < < “
0,4 0,4 0.4 \.\
0 0 0 |
3400 3600 3800 4000 4200 4400 3400 3600 3800 4000 4200 4400 3400 3600 3800 4000 4200 4400
Q) (rad/s) € (rad/s) Q) (rad/s)
(a) Wio2/h = 0,180 (b) Wio2/h = 0,198 (c) Wi2/h = 0,216

Figura 4.8 — Relacdes frequéncia-amplitude da casca com imperfei¢cdes positivas na
forma do modo axissimeétrico.

Al 11Max(1')

04 \

\

U 1
3400 3600 38004000 4200 4400
€, (rad/s)

Figura 4.9 — Comparacéo das rela¢des frequéncia-amplitude para diferentes valores
positivos de imperfeicdo na forma do modo axissimétrico.

Tabela 4.5 — Variacéo das frequéncias naturais com o nivel de imperfei¢cdo na forma
do modo axissimétrico (valores positivos).

Winzo/h o (1, 6)c (rad/s) an (1, 6)s (rad/s)

0,0 4363,647

0,1 4226,017 4226,017
0,2 4107,994 4107,994
0,3 4011,308 4011,308
0,4 3937,532 3937,532
0,5 3887,970 3887,970
0,6 3863,553 3863,553
0,7 3864,759 3864,759
0,8 3891,564 3891,564
0,9 3943,446 3943,446

1,0 4019,433 4019,433
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Na Tabela 4.5 apresenta-se a variacdo dos valores da frequéncia natural
com o aumento da amplitude da imperfeigdo, a partir dos quais se conclui que a
frequéncia natural da casca cilindrica diminui com o aumento do valor da
amplitude da imperfeicdo até que este valor atinja 0,6, a partir do qual a
frequéncia natural volta a aumentar, porém de forma mais suave. Aqui se pode
observar também que n&o h& quebra de simetria entre (1, 6)c e (1, 6)s.

A Figura 4.10 ilustra as curvas de ressonancia da casca cilindrica
empregando o Modelo 1 e considerando P, = 600 N/m?.

0,6 0,3
04 0,2
z z
=_ =_
< 0.2 3 0.1
0,88 0,92 096 1 1,04 0,9 0,93 0,96 0,99 1,02
QL QL
(@) (1, 6)c (b) (1, 6)s

Figura 4.10 — Curvas de ressonancia para a casca imperfeita com Wig2/h # 0
(valores positivos de imperfeicdo).

Analisando-se a Figura 4.10, observa-se que a magnitude maxima de
vibracédo, Al1:;"(z), aumenta a medida que a imperfeicdo geométrica inicial
aumenta. Observa-se gue a estabilidade da curva de ressonancia se mantém,
havendo apenas um ligeiro deslocamento das curvas para a esquerda com o
aumento da magnitude da imperfeicdo. Deve-se destacar que ha também a
participacdo do modo(1, 6)s em todos os casos analisados, apesar da presséo
lateral excitar diretamente o modo fundamental de vibrag&o, isto porque a
imperfeicdo ndo quebra a simetria na dire¢do circunferencial, permanecendo as
duas frequéncias iguais. Os mesmos resultados foram encontrados para valores
entre a imperfeigdo nula (casca cilindrica perfeita) e o resultado da relagéo (4.4),
Wis2/h = 0,180, mostrados na Tabela 4.4. A Figura 4.11 exibe esses resultados, a
partir dos quais as mesmas observacdes podem ser feitas. Estes resultados
destacam a importancia da axissimetria na transferéncia de energia do modo

(1, 6)c para (1, 6)s.
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0,6 0,3
! |
— - K
*r 04 % = 0.2 K
2 <
2‘_ b 2‘_ ! ‘
% 02 j 5 0.1 |
0 —— = 0 | ‘
0,920,940,960,98 1 1,02 0,9 0,93 0,96 0,99 1,02
Q Q,
(@) (1, 6)c (b) (1, 6)s

Figura 4.11 — Curvas de ressonancia para a casca imperfeita com
W'io2/h entre 0 e 0,180 (valores positivos de imperfeicdo).

4.3.2.
Valores negativos da imperfeicdo axissimétrica

Adotam-se para as amplitudes da imperfeicdo axissimétrica 0os mesmos
valores empregados na analise anterior e mostrados na Tabela 4.1, porém
negativos. A Figura 4.12 apresenta as relagdes frequéncia-amplitude da casca

cilindrica para cada um dos valores da amplitude da imperfeicao.

2 2 2
1,6 1,6 1,6
1.2 =12 1.2
s 2_ | 2_ ‘
~ 0,8 - 0,8 —~ 0,8
< < <<
04 0,4 0,4
0 0 0
3600 4000 4400 4800 3600 4000 4400 4800 3600 4000 4400 4800
€}, (rad/s) €, (rad/s) Q) (rad/s)
(@) Wioz2/h = -0,180 (b) Wipz2/h = -0,198 (c) Winz/h = -0,216

Figura 4.12 — Relac¢des frequéncia-amplitude da casca com imperfei¢bes negativas na
forma do modo axissimétrico.

A Figura 4.13 ilustra a comparacao entre estas relagbes. Pode-se observar
gue as relacdes frequéncia-amplitude sdo deslocadas para a direita devido ao
aumento da frequéncia natural com o incremento do valor da imperfeicdo
geométrica inicial, ao contrario do que ocorre quando a imperfeicdo geométrica &
positiva. A imperfeicdo diminui sensivelmente o grau de ndo linearidade da

relacdo frequéncia-amplitude.
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3600 4000 4400 4800
€, (rad/s)

Figura 4.13 — Comparacédo das rela¢cfes frequéncia-amplitude para diferentes valores
negativos de imperfeicdo na forma do modo axissimétrico.

Na Tabela 4.6 apresenta-se a variacdo dos valores da frequéncia
fundamental com o aumento da magnitude da imperfeicdo. Também para este
caso ndo ha a quebra de simetria entre os modos principais de vibracdo da

casca cilindrica.

Tabela 4.6 — Variagao das frequéncias naturais com o nivel de imperfeicdo na forma
do modo axissimétrico (valores negativos).

Wioz/h wo (1, 6)c (rad/s) ao (1, 6)s (rad/s)

0,0 4363,647

-0,1 4519,093 4519,093
-0,2 4690,583 4690,583
-0,3 4876,425 4876,425
-0,4 5075,042 5075,042
-0,5 5284,996 5284,996
-0,6 5504,987 5504,987
-0,7 5733,863 5733,863
-0,8 5970,600 5970,600
-0,9 6214,300 6214,300
-1,0 6464,177 6464,177

A Figura 4.14 ilustra as curvas de ressonancia da casca cilindrica,

considerando-se o Modelo 1 e P, = 600 N/m?.
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0,6 0,3
04 02
< 02 5 0.1
0 0 )
0,9 1,02 1,06 1,1 0,98 1 1,021,041,061,08
QL QL
(@) (1, 6)c (b) (1, 6)s

Figura 4.14 — Curvas de ressonancia para a casca imperfeita com Wi2/h # 0
(valores negativos de imperfeicao).

Observando a Figura 4.14, verifica-se que a amplitude maxima de
vibracéo, Al1:,"**(z), diminui ligeiramente a medida que a imperfeicdo geométrica
inicial aumenta. Observa-se que a estabilidade da curva de ressonancia se
mantém, assim como a participacdo de (1, 6)s. Os mesmos resultados foram
encontrados para valores entre a imperfeicdo nula (casca cilindrica perfeita) e o
resultado da relagéo (4.4), Wi/h =-0,180, mostrados na Tabela4.4. A
Figura 4.15 exibe esses resultados, a partir dos quais as mesmas observacdes
podem ser feitas. Novamente verifica-se que o modo (1, 6)s € sempre excitado
mantendo a ressonéancia interna 1:1, em virtude de se manter a axissimetria. Seu

trecho instavel diminui com a magnitude da imperfeicéo.

0,6 0,3

Toal fhibild = 020
& ) % A

B1,,MA
e

|
|
oL LI

0 :
0,98 1 1,021,041,061,08 0,975 1 1,0251,051,075
Q Q

(a) (1, 6)c (b) (1, 6)s

Figura 4.15 — Curvas de ressonancia para a casca imperfeita com Wip2/h entre -0,180
e 0 (valores negativos de imperfeicao).
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4.4,
Casca cilindrica com imperfeicdo na forma do modo néo linear de
vibragéo

Analisa-se a seguir a resposta da casca cilindrica submetida a uma
imperfeicdo na forma do modo néo linear de vibragédo (forma da expansado modal
do Modelo 1) a saber:

W, =W, cos(n ) sen( mf Xj +W,; cos(n ) sen(smTﬁxj

+W,, cos(3n0) sen(mij +Woiz[§— cos(2 m ﬂxj+%cos(4nlﬂxﬂ (4.8)

4
+W,, cos(2n 0) 3 _cog 2MAX ), Lo AMAX
4 L 4 L

Os valores das amplitudes da imperfeicdo adotados nesta analise sao os

mesmos adotados nas andlises anteriores. No entanto, como a imperfei¢cdo é
composta por varios modos, as amplitudes de cada modo da imperfeicdo foram
calculadas proporcionalmente as amplitudes do modo de vibracdo né&o linear
determinado pela relacdo frequéncia-amplitude e de forma que o deslocamento
maximo, referente as coordenadas x=L/2 e =0, fosse igual & magnitude de
imperfeicdo mostrada na Tabela 4.1, isto é, Wit/h = Wia/h + Wiis/h + Wisi/h +
Wigo/h + Wiso/h. A fim de calcular as amplitudes de cada parcela da imperfeicéo
adotam-se as amplitudes encontradas na relacdo frequéncia-amplitude para
Al1;,M¥(t) = 0,5, mostradas nas Tabelas 4.7, 4.8 e 4.9.

Tabela 4.7 — Amplitudes do modo néo linear para Al = 0,500 e amplitudes da
imperfeicdo de forma que a imperfeicdo maxima seja W't/h = 0,180.

Amplitudes dos modos Amplitudes da imperfeicao
Al = 0,50000000 Wii/h = 0,16371258
Alis =-0,00730602 Wiis/h = -0,00238740
Alsz; = 0,00009084 Wis1/h = 0,00002968
A202 = 0,01552027 Wio2/h = 0,00507158

A22; = 0,00570301 Wiz/h = 0,00186358
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Tabela 4.8 — Amplitudes do modo ndo linear para Alu = 0,500 e amplitudes da
imperfei¢do de forma que a imperfeicdo maxima seja W'v/h = 0,198.

Amplitudes dos modos Amplitudes da imperfeicdo

Al:1 = 0,50000000
Alisz =-0,00730602
Als = 0,00009084
A202 = 0,01552027
A22, = 0,00570301

Wiii/h = 0,18008384
Wiis/h = -0,00262614
Wisi/h = 0,00003265
Wio2/h = 0,00557874
Wizz/h = 0,00204994

Tabela 4.9 — Amplitudes do modo nao linear para Al = 0,500 e amplitudes da
imperfeicdo de forma que a imperfeicdo maxima seja W'+/h = 0,216.

Amplitudes dos modos Amplitudes da imperfeicdo

Al:1 = 0,50000000
Ali3 = -0,00730602
Als1 = 0,00009084
Aloz = 0,01552027
Al = 0,00570301

Wiii/h = 0,19645510
Wiis/h = -0,00286488
Wis1/h = 0,00003562
Wio2/h = 0,00608590
Wi22/h = 0,00223630

A Figura4.16 apresenta as relacbes frequéncia-amplitude da casca
cilindrica para cada uma das imperfeicdes adotadas. A Figura 4.17 compara
estas relacBes. Observa-se nesta figura que as relacdes frequéncia-amplitude se

deslocam levemente para a esquerda devido a diminui¢cao do valor da frequéncia

natural.
2 2 2
1,6 \ 1,6 1,6
12 12 =12
~ 0,8 ~ 08 < 08
< < <
0.4 04 04
0 0 - 0 -
3600 3800 4000 4200 4400 3600 3800 4000 4200 4400 3600 3800 4000 4200 44C

Q) (rad/s) Q) (rad/s) Q, (rad/s)
() Wir/h = 0,180 (b) Wir/h = 0,198 (c) Wir/h = 0,216

Figura 4.16 — Relacdes frequéncia-amplitude da casca com imperfeicdo na forma do
modo ndo linear de vibracao.
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3600 3800 4000 4200 4400
€, (rad/s)

Figura 4.17 — Comparacédo das rela¢cfes frequéncia-amplitude para diferentes valores
de imperfeicdo na forma do modo néo linear de vibracéo.

Na Tabela 4.10 apresenta-se a variacdo das frequéncias naturais dos
modos (1, 6)c e (1, 6)s com o aumento da imperfeicdo. Pode-se observar como o
aumento da magnitude da imperfeicdo aumenta a diferenca entre as frequéncias
dos modos (1, 6)c e (1, 6)s, e que o menor valor de frequéncia natural ocorre

sempre para 0 modo (1, 6)s.

Tabela 4.10 — Variacéo das frequéncias naturais com o nivel de imperfeicdo na forma
do modo ndo linear de vibracéo.

Wit/h wo (1, 6)c (rad/s) wo (1, 6)s (rad/s)
0,000 4363,648

0,180 4388,952 4358,830
0,198 4395,285 4358,412
0,216 4402,300 4358,005

A Figura 4.18 exibe as curvas de ressonancia do modelo. A imperfeicao
geométrica inicial muda, nesses casos, consideravelmente a resposta do
sistema, ndo ocorrendo a excitacdo do modo (1, 6)s na zona de ressonancia, e
sendo a curva de ressonancia do modo (1, 6) similar & de um sistema classico
de um grau de liberdade com perda de rigidez com todo o trecho ressonante

estavel.
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0,9850,990,995 1 1,005
Q

Figura 4.18 — Curvas de ressonancia para a casca imperfeita com Wir/h # 0.

4.5.
Casca cilindrica com imperfeicao na forma do modo (1, 6)s

Nesta secdo assume-se que a casca tem uma imperfeicdo na forma do

modo (1, 6)s (companion mode), ou seja:

W, =W ", sen(n6) sen( m f X) (4.9)

Os valores de imperfeicdo adotados sdo mostrados na Tabela 4.1. A
Figura 4.19 ilustra as curvas de ressonancia do modelo, considerando-se
P. =600 N/m2. A Figura 4.20 mostra separadamente as curvas de ressonancia
do modo (1, 6)c para cada uma das imperfeicdes, com o objetivo de facilitar a

analise dos resultados.

0,6 0.3
o4 e £02
2 . 2
T 02 /f\ 5 0.1
0 | 0 i
099 0995 1 1,005 099 0,995 1
Q, Q,
(@) (1, 6)c () (1, 6)s

Figura 4.19 — Curvas de ressonancia para a casca imperfeita com W'11/h # 0.
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0.6 0,6 0,6

099 0995 1 1,005 099 0995 1 1,005 099 0995 1 1,005
QL Q‘L Q‘L

(@) W'11/h = 0,180 (b) W'11/h = 0,198 (c) Wi12/h = 0,216

Figura 4.20 — Curvas de ressonancia para (1, 6)c da casca imperfeita.
(a) W'1/h = 0,180, (b) W'11/h = 0,198 e (c) W'1/h = 0,216.

A‘IHMA
A111MA
A‘IHMA

Nestes casos, as duas bifurcacbes ao longo da curva de ressonancia
permanecem, e o modo (1, 6)s € sempre excitado independentemente da
magnitude da imperfeicdo. Mas é possivel perceber pequenas mudancas na
posicdo dos dois pontos de bifurcagdo com o aumento da magnitude da
imperfeicdo e um decréscimo da faixa de frequéncias onde o modo (1, 6)s é

excitado.

4.6.
Casca cilindrica com imperfeicdo na forma da soma dos modos
(m, n)

Finalmente, assume-se que a casca cilindrica analisada possui uma

imperfeicdo geométrica na forma:

moz X

W, =W, cos(n 6) sen( j +W', sen(n o) sen( m f Xj (4.10)

Os valores das amplitudes da imperfeicdo sdo mostrados na Tabela 4.11.

A magnitude maxima da imperfeicdo €, em todos os casos, igual ao da

relacdo (4.4).

Tabela 4.11 — Resumo das cores utilizadas nas curvas de ressonancia com
Wi/h = 0,180 e interagédo 1:1.

Modelo Curva de ressonancia Wihi/h Wia/h
e 0,030 0,150

— 0,060 0,120

Modelo 1 —_— 0,090 0,090
0,120 0,060

0,150 0,030



DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 1313558/CA


PUC-Rio- CertificagaoDigital N° 1313558/CA

Casca imperfeita com ressonancia interna 1:1 97

A Figura 4.21 ilustra as curvas de ressonancia do modelo. A Figura 4.22
apresenta separadamente as curvas de ressonancia ilustradas na Figura 4.21.

0,6
=041 W
: \‘“?;, ~
< 0.2 /%\
0
0,99 0,995 1 1,005

Q

Figura 4.21 — Curvas de ressonancia para a casca imperfeita com Wii/h + W'ia/h # 0.

0,6 0,6 0,6
04 r04 ro04
g g g
Z 02 /f\ Z 02 /\ T 02 \\
L g
0 0 0
0,99 0,995 1 1,005 099 0995 1 1,005 099 0995 1 1,005
QL QL QL
(a) Wii/h = 0,030 e (b) Wii/h = 0,060 e (c) Wiia/h = 0,090 e
W’'11/h = 0,150 W’11/h = 0,120 W’11/h = 0,090
0,6 0,6
=04 * 04
T 0.2 T 02
0 0
099 0,995 1 1,005 099 0,995 1 1,005
QL QL
(d) Wiia/h = 0,120 e W'11/h = 0,060 (e) Winr/h = 0,150 e W'11/h = 0,030

Figura 4.22 — Curvas de ressonancia do modo (1, 6)c da casca imperfeita com
W'ii/h + Wia/h £ 0.

Observa-se que a imperfeicdo geométrica inicial nesses casos muda
consideravelmente a estabilidade dindmica do sistema, havendo diminui¢cdo dos
trechos instaveis e das amplitudes maximas de vibracdo, assim como ocorre
para os casos onde a imperfeicdo assume a forma do modo n&o linear de
vibrag@o. Neste caso, ndo ha participacdo de (1, 6)s na zona de ressonancia.
Observa-se, adicionalmente, que os trechos instaveis das curvas de ressonancia

sofrem bastante alteracdo nas suas formas e que a regido onde solucdes
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estaveis ndo foram detectadas séo restritas a uma regido em torno de
QL ~0,997.

A fim de se verificar a existéncia de solucdes estaveis nessa regido,
obtém-se o diagrama de bifurcacdo pelo método da forca bruta, incrementando-
se a frequéncia da excitagdo harmdnica, Q.. Inicialmente todas as amplitudes
modais séo perturbadas (Ai(7) = A« +sp(7) = 1e-4) e as velocidades iniciais s&o
consideradas nulas. Podem ser encontrados dessa forma os pontos de
bifurcacdo e as solucbes estaveis do sistema, além de informagcbes sobre a
periodicidade da resposta encontrada. As solu¢fes instaveis, no entanto, nao
sdo encontradas por este método. Com o objetivo de verificar a periodicidade no
intervalo onde néo ha solucbes estaveis analisa-se o intervalo entre Q. = 0,996 e
QL =0,998 considerando W'11/h =0,030 e W’;3/h=0,030. Os resultados
mostram que nessa regido a resposta é quase periddica, como se observa na
Figura 4.23 (a). Para a obtencdo das Figuras 4.23 (b) e (c) o incremento da
frequéncia de excitacdo foi bastante refinado. A Figura 4.23 (b) foi obtida
adotando-se um incremento positivo e variando-se . de 0,996 a 0,998 e a
Figura 4.23 (c) foi obtida adotando-se um incremento negativo e variando-se Q.
de 0,998 a 0,996. A diferenca entre a resposta obtida através do método de
forca bruta e o resultado obtido pelo algoritmo de continuacdo AUTO se deve ao
fato de que o AUTO calcula sempre a amplitude maxima da érbita enquanto o

algoritmo de forca bruta mostra o valor absoluto das sec¢des de Poincaré.

0,6 0,4 0,4
— —~ 0,3 —~ 0,3
£ 04 L s ) -
g X 02 £ 02
= seb o = 0, =
Foz B ER =
< ’ /_" \ . < 0,1 << 0,1
- \\ | A
Q-m— ! 0 0
0,99 0995 1 1,005 0,996 0,997 0,998 0,996 0,997 0,998
Q Q, Q,

(a) Curva de ressonancia (b) Detalhe 1 (c) Detalhe 2

Figura 4.23 — Curvas de ressonancia para a casca imperfeita com Wi11/h = 0,030 e
W’11/h = 0,030 obtidas através da aplicagdo do método da forga bruta.
Sendo: —— AUTO e < for¢a bruta.

A Figura 4.24 ilustra algumas respostas no tempo para varios valores de
Q. para o caso mostrado na Figura 4.23 mostrando os Varios tipos de respostas

nao lineares encontradas na zona de ressonancia.
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(h) Plano-fase para Q. = 0,9970

Figura 4.24 — Respostas no tempo e planos-fase obtidos da aplicacédo do método de
Runge-Kutta ao caso mostrado na Figura 4.23 adotando-se varios valores de Q.

A Tabela 4.12 apresenta um resumo de quais modos sdo ativados nos

casos de imperfeicdo analisados neste capitulo. Observa-se que a forma e
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magnitude da imperfeicdo tem influéncia ndo s6 nas frequéncias naturais dos
dois modos ressonantes, mas também na relacdo frequéncia-amplitude e nas

curvas de ressonancia.

Tabela 4.12 — Modos ativados em cada um dos casos de imperfeicdo com interacdo
1:1. Pressdo lateral excitando diretamente o modo (1, 6)c.

Imperfeicédo (1, 6)c (1, 6)s
Perfeita Ativa Ativa
(1, 6)c Ativa Ativa parcialmente
(2, 0)+ Ativa Ativa
(2, 0)- Ativa Ativa
(1, 6)s Ativa Ativa
(1, 6)c + (1, 6)s Ativa Ativa

Foram apresentados neste capitulo resultados paramétricos da influéncia
da imperfeicdo geométrica inicial na resposta dindmica ndo linear de cascas
cilindricas simplesmente apoiadas com ressonancia 1:1. No préximo capitulo
analisa-se a influéncia paramétrica da imperfeicdo na casca cilindrica imperfeita

e sujeita a interagcdo modal, com ressonancia 1:1:1:1.
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Influéncia da imperfeicdo geométrica inicial na resposta
dinamica nao linear de cascas cilindricas com ressonancia
1:1:1:1

Neste capitulo estuda-se as vibragdes néo lineares de uma casca cilindrica
imperfeita e sujeita a interagdo modal. O carregamento lateral harmdnico,
p(x,6,t), € composto de duas parcelas, uma com a forma do modo de vibracéo de
um dos modos que compdem a interacdo, (m, n), e a outra com a forma do modo

de vibracdo do segundo modo que participa da interacéo, (m, N), a saber:

X H cos(m, 1) (5.1)

p(x,0,t)= {Pu cos(n@) sen[m d Xj +P_,cos(N6) sen(m 4

Os resultados apresentados neste capitulo sdo para uma casca cilindrica
simplesmente apoiada, composta de material homogéneo, elastico e isotrépico,
com E=210GPa, v=0,3 e p=7850 kg/m®. As dimensdes da casca cilindrica
sdo R=0,2m, L=0,23081 m e h=0,002m. O coeficiente de amortecimento
viscoso, m1, € 0,001 e o coeficiente de amortecimento do material, 72, é nulo.
Como visto no capitulo 3, para esta geometria, os modos de vibracdo
(m,n)=(1, 6) e (m, N)=(1, 7) ttm a mesma frequéncia natural. Em funcéo da
simetria circunferencial, tem-se, pois, quatro modos com o mesmo valor de
frequéncia natural.

Para analisar a influéncia da imperfeicdo no comportamento néo linear da
casca, é utilizada neste capitulo a expansao modal para os deslocamentos
laterais nomeada como Modelo 3 que apresenta 29 graus de liberdade e
consiste na adicdo aos Modelos 1 e 2 dos modos que surgem devido a interagao
modal entre os modos de vibragdo (m,n)=(1,6) e (m, N)=(1,7) (graus de

liberdade destacados em negrito):

Alii(7) + Bli(7) + A211(7) + B211(7) + ABoa(7) + Ab2a(7) + B522(7) + AbBxo(7) +
B622(7) + A712(7) + B712(7) + A812(7) + B8i2(7) + Alis(7) + Blis(z) + A213(7) +
B213(7) + Alzi(7) + Blai(7) + A231(7) + B231(7) + A311(7) + B311(7) + Adui(2) +
B411(7) + A321(7) + B321(7) + Adai(7) + B4oi (7).


DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 1313558/CA


PUC-Rio- CertificagaoDigital N° 1313558/CA

Influéncia da imperfeicdo geométrica inicial na resposta dindmica néo linear de cascas
cilindricas com ressonancia 1:1:1:1 102

Para obtengcdo das curvas de ressonéncia e bifurcagbes do sistema,
integra-se os sistemas de equacdes néo lineares de movimento utilizando-se o
software AUTO 97 (Doedel et al., 1998).

Nos resultados que serdo apresentados, a frequéncia de excitagdo do

carregamento lateral € adimensionalizada segundo a seguinte equacao:

_ 9

Q, (5.2)

2

5.1.
Casca cilindrica excitada lateralmente no modo (m, n)

Inicialmente, considera-se a casca cilindrica sem imperfeicbes geométricas
iniciais. A Figura 5.1 ilustra as curvas de ressonancia da casca cilindrica obtidas
para um sistema de equacfes ndo lineares discretizadas a partir do Modelo 3,
considerando-se P.1 =600 N/m? e P>.=0, ou seja, a pressdo lateral aqui
aplicada excita diretamente o modo (1, 6)c. A Figura5.1 (a) é relativa as
amplitudes de (1, 6)c enquanto a Figura 5.1 (b) refere-se as amplitudes do modo
(1, 6)s. Nessas figuras, a curva continua representa os trechos estaveis da curva
de ressonancia enquanto a curva tracejada representa os trechos instaveis. Os
simbolos e representam os pontos de bifurcacdo encontrados ao longo das

curvas de ressonancia.

0,4 0,16

—~ 0,3 —~ 0,12
55 3
z 3

=_0,2 =_0,08
- -

< 0,1 @ 0,04

0 0

0,9940,9960,998 1 1,002 0,994 0,996 0,998 1
Q Q
(@ (1, 6)c (b) (1, 6)s
Figura 5.1 — Curvas de ressonanciapara a casca perfeita com ressonancia 1:1:1:1
sendo Pp1 # 0 e P2 = 0. Onde: — Trecho estéavel, - -- Trecho instavel.

Neste caso os modos A211(7), B211(7) e todos os demais que representam
a interacdo modal s&o nulos, pois o carregamento P.1 ndo transmite energia para

o0 modos (1, 7)c e (1, 7)s, levando aos mesmos resultados obtidos para a casca
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perfeita descrita pelo modelo com 9 GDL mostrada no capitulo anterior. A
notacdo (1, 7)c e (1, 7)s referem-se, respectivamente, aos modos lineares do
segundo modo que dao origem a interacdo modal descritos pelas funcbes
cosseno e seno. A seguir apresentam-se as analises das curvas de ressonancia

considerando diferentes formas de imperfeicdo geométrica inicial.

5.1.1.
Casca cilindrica com imperfeicdo na forma do modo principal de
vibracao

Assume-se inicialmente que a casca cilindrica tem uma imperfeicdo

geométrica na forma do modo (1, 6)c:

W, =W, cos(n 9) sen(meJ (5.3)

Com base na relacéo (4.4) de Friedrich et al. (2015), mostrada no capitulo
anterior, e na geometria adotada para a casca cilindrica, foram escolhidas as

magnitudes de imperfeicdo mostradas na Tabela 5.1.

Tabela 5.1 — Resumo das cores utilizadas nas curvas de ressonancia para 0s casos
com ressonancia 1:1:1:1.

Modelo Curva de ressonancia Wia/h
0,000
—_— 0,180

Modelo 3
—_— 0,198
—_— 0,216

Na Tabela 5.2 apresenta-se a variacdo da frequéncia fundamental em
funcdo da magnitude de imperfeicdo, onde se observa o aumento da frequéncia
natural de vibragdo com o aumento da magnitude da imperfeicdo. Para uma
imperfeicdo geométrica na forma do modo (1, 6)c, as frequéncias associadas
aos modos (1, 6)c e (1, 6)s tornam-se distintas, mas as frequéncias associadas
aos modos (1, 7)c e (1, 7)s permanecem iguais.

A Figura 5.2 ilustra as curvas de ressonancia da casca cilindrica obtidas a
partir da integracdo das equacdes diferenciais discretizadas com o Modelo 3,

considerando-se P.; = 600 N/m? e P, = 0.
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Tabela 5.2 — Variacado das frequéncias com o nivel de imperfei¢céo aplicada na forma
do modo (1, 6)c para os casos com ressonancia 1:1:1:1.

Wis/h o (rad/s) an (rad/s) o (rad/s) ao (rad/s)
(1, 6)c (1, 6)s 1, 7)c 1, 7)s
0,000 5588,470 5552,506 5570,447 5570,447
0,180 5615,562 5564,042 5591,103 5591,103
0,198 5613,962 5570,694 5596,947 5596,947
0,216 5626,545 5568,237 5601,041 5601,041
0,4+

o
w

AT 11MAX(”C)

0,9920,9940,9960,998 1 1,002

Q,

Figura 5.2 — Curvas de ressonancia para a casca imperfeita com ressonancia 1:1:1:1
sendo Pp1 # 0 e P2 = 0 com Wa/h #0.

Observa-se a partir da Figura 5.2 que, para uma imperfeicdo na forma do
modo (1, 6)c, e para as amplitudes de imperfeicdo analisadas, a excitacdo P1
nao transmite energia para os outros trés modos com a mesma frequéncia, ou
seja, os modos (1, 6)s, (1, 7)c e (1, 7)s. Consequentemente, todos os demais
gue representam a interacdo modal no Modelo 3 sdo nulos. Verifica-se também
0 desaparecimento das bifurcacbes ao longo do ramo ressonante e,

consequentemente, do ramo secundario de solugdes.

Tabela 5.3 — Resumo das cores utilizadas nas curvas de ressonancia com Wiii/h entre
0 e 0,180 para os casos com ressonancia 1:1:1:1.

Modelo Curva de ressonancia Wihi/h
— 0,030

_— 0,060

Modelo 3 —_— 0,090
0,120

0,150

A fim de se verificar a influéncia da magnitude da imperfeicdo adotou-se

também valores entre a imperfeicdo nula (casca cilindrica perfeita) e o resultado
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da relacdo (4.4), wA11/h=0,180. Os valores adotados sdo mostrados na
Tabela 5.3. A Figura 5.3 exibe as curvas de ressonancia da casca cilindrica para
estas amplitudes da imperfeicdo geométrica inicial. Nota-se que, para pequenos
valores de imperfeicdo, o modo (1, 6)s € excitado, mas o aumento da magnitude
da imperfeicdo geométrica inicial diminui sua participagdo e ele deixa de ser
excitado para valores de imperfeicdo maiores que 0,090.

0,4 0,16
—~ 0,12
[=)
3
20,08
D 0,04
0,9920,9940,9960,998 1 1,002 0,995 0,996 0,997 0,998 0,999
QL QL
(a) (b)
0,004 0,001
0,0008
CRENE £ 0,0006
> % )
0,002 2,
=2 20,0004
< Q
0,001 0,0002
0-— S o = | A
0,9920,9940,9960,998 1 1,002 0,995 0,996 0,997 0,998 0,999
Q Q,
(©) (d)
0,0002 - 0,0001 =
__0,00016 _BE005
= ' x |
< 0,00012 X 6E-005 |
= { = { !
< 8E-005 < 4E-005
< | m !
4E-005 2E-005 | |
0! o 0.1.5...‘.‘.
0,9920,9940,9960,998 1 1,002 0,995 0,996 0,997 0,998 0,999
QL QL
(e) )

Figura 5.3 — Curvas de ressonancia para a casca imperfeita com W'i1/h entre 0 e
0,180. P.1#0e P2=0.

Ao desaparecer o modo (1, 6)s, desaparece também o ramo secundario de
solucdes. Mostra-se também na Figura 5.3 as amplitudes de outros termos da

expansao modal, mostrando que os modos Al; sdo excitados em toda a faixa de
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frequéncias enquanto os modos Bl; sdo excitados somente em uma pequena
faixa de frequéncias.
Em seguida, analisa-se as curvas de ressonancia da casca cilindrica com

uma imperfeicdo geométrica inicial na forma do modo (1, 7)c, ou seja:

W, =W, cos(N 0) sen(mij (5.4)

A Figura 5.4 ilustra as curvas de ressonancia da caca cilindrica obtidas a
partir da integracdo das equacbes diferenciais do Modelo 3 para o campo de
deslocamento laterais, considerando-se P.; =600 N/m? e P, =0. A Figura 5.5
apresenta isoladamente alguns resultados apresentados na Figura 5.4 com o

intuito de facilitar as anéalises.

0,4 0,16
—~ 0,12
£
gr 0,08
0 9,04
) ) 0 i R
0,9920,9940,9960,998 1 1,002 0,992 0,994 0,996 0,998 1
Q, Q
(@) (1, 6)c (b) (1, 6)s
0,16 0,16
—~ 0,12 —~ 0,12
Nl -
g,_ 0,08 | gr 0,08
o~ 5
< 0,04 Q 0,04
0 | N |
0,9920,9940,9960,998 1 1,002 0,992 0,994 0,996 0,998 1
Q Q
(c) 1, 7)c (d) (1, 7)s

Figura 5.4 — Curvas de ressonancia para a casca imperfeita com ressonancia 1:1:1:1
sendo Pp1 # 0 e P2 = 0 com W'ia/h # 0.

Nota-se que, ao contrario do caso anterior, para imperfeicdo geométrica na
forma do modo (1, 7)c, quando o modo (1, 6)c é excitado, a energia é transmitida
para os outros trés modos que compdem a ressonancia interna. Observa-se
ainda que a consideracdo da imperfeicdo geométrica inicial aumenta o nimero
de pontos de bifurcacdo e, em consequéncia, aumenta também o ndamero de

caminhos de equilibrio, gerando um maior namero de trechos instaveis.
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Observa-se na Figura 5.5 a presenca de seis pontos de bifurcacdo, além das
duas bifurcagbes né-sela, que geram trés novos ramos de solucdes. Percebe-se
que a magnitude méaxima do modo A2:1(7) € aproximadamente a metade do
valor da amplitude maxima do modo diretamente excitado, Alii(z), € que 0s

modos Bl11(7) e B211(7) tém aproximadamente a mesma ordem de grandeza.

0,4 0,4 0,4
—_ 0 3 > — 0,3 ™
= -~ =
5_ 0 2- e EF 0,2~ e
- S — A
< 1 / /\ < 0,1 / J\
0 0
0,9920,9940,9960,998 1 1,002 0,9920,9940,9960,998 1 1,002 0,9920,9940,9960,998 1 1,002
27 Q; Q
(@) Wi1r/h = 0,180 (b) Wi11/h = 0,198 (c) Wi/h = 0,216

Figura 5.5 — Curvas de ressonancia do modo (1, 6)c da casca imperfeita com
ressonancia 1:1:1:1 sendo P.1 # 0 e P2 = 0 com W'i/h = 0,180, W'ia/h = 0,198 e

Wia/h = 0,216.

0,4 0,16

— 0,12
s
gr 0,08
D 0,04
| O i i
0,9920,9940,9960,998 1 1,002 0,994 0,996 0,998 1

QL QL
(@ (1, 6)c (b) (1, 6)s

Figura 5.6 — Curvas de ressonancia para a casca imperfeita com ressonancia 1:1:1:1
sendo P # 0 e P2 = 0 com W'na/h entre 0 e 0,180.

Adicionalmente, a Figura 5.6 exibe o0s resultados das curvas de
ressonancia da casca cilindrica para as magnitudes de imperfeicdo mostradas
na Tabela 5.3. A Figura 5.7 apresenta mais detalhadamente alguns resultados
mostrados na Figura 5.6. Observa-se nas Figuras 5.6 e 5.7 que mesmo uma
imperfeicdo geométrica inicial de pequena magnitude (W'1/h = 0,030) ja gera um
aumento no namero de pontos de bifurcacdo e que o aumento da magnitude da

imperfeicdo aumenta o nimero de regifes instaveis.
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0,9920,9940,9960,998 1 1,002

0,9920,9940,9960,998 1 1,002

0,9920,9940,9960,998 1 1,002

Q, Q, Q
(@) Wi1r/h = 0,030 (b) Wi11/h = 0,060 (c) Wi/h = 0,120
(1, 6)c (1, 6)c (1, 6)c

0,16 0,16 0,16
— 0,12 —~ 0,12 — 0,12
x r | x
$_0,08 $_0,08 $_0,08
Q 0,04 Q 0,04 Q 0,04

0 3
0,994 0,996 0,998 1

0 H
0,994 0,996 0,998 1

0 |
0,994 0,996 0,998 1

Q Q £
(d) Wisa/h = 0,030 (e) Wiia/h = 0,060 (f) Wisa/h = 0,120
(1, 6)s (1, 6)s (1, 6)s

Figura 5.7 — Curvas de ressonancia da casca imperfeita com ressonancia 1:1:1:1
sendo P.1 # 0 e Pz = 0 com W'a/h = 0,030, W'i/h = 0,060 e W'a/h = 0,120.

1
PRI e
—~ 0,12 ' :
(=3
<
= 0,08
o~
< 0,04 .;;
L
0,9920,9940,9960,998 1 1,002
Q,
(@ (1, 7)c
0,16
—~ 0,12
x
3_ 0,08
NF 1
< 0,04
0 5 i i
0,994 0,996 0,998 1

Q

(c) (1, 7)c - detalhe das amplitudes

maiores

0,003
* 0,002
2
E‘-—
&
< 0,001
0,9920,9940,9960,998 1 1,002
Q
(b) (1, 7)c - detalhe das amplitudes
menores
0,16
—~ 0,12
[=)
5
=_0,08
5
D 0,04
|
O | Py .
0,992 0,994 0,996 0,998 1
Q
d) (@, 7s

Figura 5.8 — Curvas de ressonancia para a casca imperfeita com P.1 #0, P2=0e

Wii/h # 0.
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A Figura 5.8 mostra a variagdo das amplitudes dos modos (1, 7)c e (1, 7)s
gue participam da ressonancia interna 1:1:1:1. O modo AZ2:i(7) apresenta uma
solugédo bastante complexa, como se observa nos detalhes apresentados nas
Figuras 5.8 (b) e 5.8 (c). Verifica-se que o modo A211(z7) é excitado em toda a
faixa de frequéncias, enquanto o modo B2:1(7) € excitado apenas na regido de
ressonancia. O diagrama de bifurcacdo do modo A2::(z) mostra influéncia tanto

do modo (1, 6)c quanto do modo (1, 6)s.

5.1.2.
Casca cilindrica com imperfeicao na forma do modo axissimétrico de
vibracao

Assume-se nesta secdo que a casca cilindrica analisada apresenta uma
imperfeicdo geométrica inicial na forma do modo axissimétrico de vibragdo

associado ao modo (1, 6), a saber:

W, =W, {%— cos(2 m ”X}ricos(mﬂ (5.5)

L 4 L

Como o sinal da magnitude da imperfeicdo altera o sinal da curvatura
gaussiana da casca, sdo estudados tanto valores positivos quanto valores

negativos da imperfeicéo.

5.1.2.1.
Valores positivos da imperfeicao

Os valores de imperfeicdo adotados sdo os mesmos adotados na analise
da secéo anterior e mostrados na Tabela 5.1.

A Figura 5.9 ilustra as curvas de ressonancia do modelo. Observa-se que a
amplitude maxima de vibracdo, A1:,™*(z), modo (1, 6)c, aumenta a medida que
a magnitude da imperfeicAo geométrica inicial aumenta. H& um ligeiro
deslocamento das curvas para a esquerda com o aumento do valor da
imperfeicdo em virtude da diminuig&o no valor da frequéncia natural. Observa-se
gue a curva de ressonéancia do modo diretamente excitado é modificada. Apés a
bifurcacdo ao longo do ramo ressonante da curva se torna instavel, surge um
novo ramo estavel que se mantém até atingir a amplitude maxima de vibracgéo.
Neste caso, a solugdo ndo trivial relativa ao modo (1, 6)s é quase toda estével
em todos os casos analisados. Percebe-se que para imperfeicdo na forma do

modo axissimétrico, excita-se apenas o0s dois modos (1, 6) ndo transmitindo
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energia para os dois modos (1, 7), sendo todos os modos que representam esta
interacdo, nulos.

0,2
0,16
=
X 0,12
< 0,08
0,04
0 |
0,88 0,92 096 1 1,04 0,88 0,92 0,9 1
Q, Q
(@) (1, 6)c (b) (1, 6)s

Figura 5.9 — Curvas de ressonancia para a casca imperfeita com ressonancia 1:1:1:1
sendo Pu1 # 0 e P2 = 0 com W'oz2/h # 0.

B1, . MAX

Os mesmos resultados foram encontrados para valores entre da
magnitude da imperfeicdo geométrica nula (caso perfeito) e o resultado da
relacdo (4.4), Woo/h = 0,180, mostrados na Tabela 5.3. A partir de Wipo/h = 0,060
ja se observa o novo ramo estavel na resposta do modo (1, 6)c e a estabilizacdo
do modo (1, 6)s.

0,4 0,16 "
[
—~ 03 (R —~ 0,12 “
$ L H J_': |
3 Eobon % ‘
£ 02 4k 2 0,08 |
— [ | —
< 0,1 I D 0,04
LN
e 0 :
0,9 0,93 0,96 0,99 1,02 0,9 0,93 0,96 0,99 1,02
Q Q
(@) (1, 6)c (b) (1, 6)s

Figura 5.10 — Curvas de ressonancia para a casca imperfeita com ressonancia 1:1:1:1
sendo Pu1 # 0 e P2 = 0 com W'o2/h entre 0 e 0,180.

5.1.2.2.
Valores negativos da imperfeicao

Adotam-se os valores negativos das imperfeicbes empregados na analise
anterior (Tabela 5.1).
A Figura5.11 ilustra as curvas de ressonancia considerando-se as

imperfeicbes negativas. Observa-se que a amplitude maxima de vibragéo,
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Al1:;"(1), modo (1, 6)c, diminui ligeiramente a medida que a magnitude da
imperfeicdo geométrica inicial cresce. Observa-se novamente o aparecimento da
bifurcacdo no ramo ressonante e o surgimento de um novo trecho estavel e que
o modo (1, 6)s é sempre estavel. Sua estabilidade esta relacionada com o
aparecimento do novo trecho estavel na resposta do modo diretamente excitado,
(1, 6)c. Percebe-se que, assim como acontece para os resultados com valores
positivos de imperfeicdo, ndo ha transmissdo de energia para os modos (1, 7),
sendo todos os modos que representam esta interacdo, nulos. Os mesmos
resultados foram encontrados para valores entre a imperfeicdo nula e o resultado
da relacéo (4.4), Wipo/h = -0,180, mostrados na Tabela 5.3. A Figura 5.12 ilustra
esses resultados. Verifica-se que pequenas imperfeices iniciais na forma do
modo axissimétrico, bem menores que a espessura da casca, ja sao suficientes

para modificar a resposta do sistema.

0,4 0,16
—~ 03 — 0,12
e 3
< X
202 $ 0,08
< 0,1 Q 0,04
0 ——= 0
0,98 1 1,021,041,061,08 1,1 0,98 1 1,021,041,061,08 1,1
QL QL
(@) (1, 6)c (b) (1, 6)s

Figura 5.11 — Curvas de ressonancia para a casca imperfeita com ressonancia
1:1:1:1 sendo Pu1 # 0 e P2 = 0 com Wh/h # 0.

) |\

E——— - -
0,98 1 1,021,041,061,08 0,98 1 1,021,041,061,08
Q Q

(@) (1, 6)c (b) (1, 6)s

Figura 5.12 — Curvas de ressonancia para a casca imperfeita com P.1 # 0, P.2=0 e
W'oo/h entre -0,180 e 0.
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5.1.3.
Casca cilindrica com imperfeicdo na forma do modo (1, 6)s

Considera-se agora que a casca cilindrica apresente uma imperfeicéo
geomeétrica na forma do modo (1, 6)s:

W, =W, sen(n 6) sen(mij (5.6)

As magnitudes adotadas sdo apresentadas na Tabela 5.1. A Figura 5.13
ilustra as curvas de ressonancia enquanto a Figura 5.14 mostra separadamente
algumas curvas de ressonancia da Figura 5.13 para facilitar a analise. Neste
caso a resposta nao trivial do modo (1, 6)s € sempre instavel. Isto da origem a
duas bifurcacbes ao longo da curva de ressonancia de Alii(t), modo (1, 6)c,
conectadas por um ramo de solugfes instaveis. Obtém-se assim uma regido
sem solucbes estaveis de periodo um. Como visto no capitulo anterior, nesta
regido podem surgir solucdes periddicas com um maior periodo de vibracao,
solucdes quase periddicas ou solugBes cadticas. A Figura 5.15 exibe os
resultados para valores entre a imperfeicdo nula e o resultado da relacéo (4.4),
W'1/h =0,180. A Figura 5.16 ilustra separadamente alguns dos resultados
apresentados na Figura 5.15. Observa-se que, a medida que a magnitude da
imperfeicdo aumenta, aumentam os trechos instaveis da resposta do modo
(1, 6)s até se chegar as solugcbes completamente instaveis observadas na

Figura 5.13. Ndo se observa interacdo modal entre os modos (1, 6) e (1, 7).

0,4 0,16
~ 03 —~ 0,12
[ N e A
g’ LT, . 5’ A
.02 X \ =_0,08
< 0,1 / Qo041
0 ) 0 i i ' \ H
0,9940,9960,998 1 1,002 0,996 0,9968 0,9976
Q Q
@) (1, 6)c o) (L, 6)s

Figura 5.13 — Curvas de ressonancia para a casca imperfeita com P.1 # 0, P.2=0 e
W’'i/h # 0.
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0,4+ | 0,4 | 0,4

—~ 0,3 - —~ 0,3 -, —~ 0,3 -

= = RN = e,

§ \‘ :»--‘1_‘ § \‘:. \~“ § \‘\,,‘ ‘g‘

=02 '\\ \ = ) \ = . \

<‘0,1/ <t0,1/ <10,1/
0,9940,9960,998 1 1,002 0,9940,9960,998 1 1,002 0,9940,9960,998 1 1,002

QL QL QL

(@) W'11/h = 0,180 (b) W'11/h = 0,198 (c) Wi11/h = 0,216

Figura 5.14 — Curvas de ressonancia do modo (1, 6)c da casca imperfeita com
ressonancia 1:1:1:1 sendo Pp1 # 0 e P2 = 0 com W1/h = 0,180, Wii/h = 0,198 e

Wii/h = 0,216.
0,4 0,16
—~ 0,3 = —~ 0,12
— &
z z
2 02 == £ 0,08
< 01 Q 0,04
0 0 =
0,9940,9960,998 1 1,002 0,994 0,996 0,998 1
Q Q
(@ (1, 6)c (b) (1, 6)s

Figura 5.15 — Curvas de ressonancia para a casca imperfeita com ressonancia 1:1:1:1
sendo P1 # 0 e P2 = 0 com W’/hii entre O e 0,180.

0,4 0,4 0.4
—_ — 0,3 — 0,3
x ¥ x
B3 5 RN 3
3 02 \ 02
< < 0,1 / < 0,1
0 | 0 | 0
0,994 0,9960,998 1 1,002 0,9940,9960,998 1 1,002 0,9940,9960,998 1 1,002
QL QL QL
(a) W'n/h = 0,030 (b) W’i1/h = 0,060 (c) Win/h = 0,120
(1, 6)c (1, 6)c (1, 6)c
0,16 0,16 0,16
— 0,12 — 0,12 — 0,12
E = =
2 b 2
$ 0,08 £ 0,08 £ 0,08
Q 504 Q 004 Q 9,04
0 0l 0 ‘
0,994 0,996 0,998 1 0,994 0,996 0,998 1 0,994 0,996 0,998 1
QL QL QL
(d) Wi1/h = 0,030 (e) W11/h = 0,060 (f) Wi/h = 0,120
(1, 6)s (1, 6)s (1, 6)s

Figura 5.16 — Curvas de ressonancia da casca imperfeita com W11/h = 0,030,
W’11/h = 0,060 e W'11/h = 0,120.
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Analisa-se agora a casca cilindrica com uma imperfeicdo geométrica na

forma do modo (1, 7)s:

W, =W'}, sen(N 0) sen(mij (5.7)

A Figura 5.17 ilustra as curvas de ressonancia do Modelo 3, considerando-
se P11 =600 N/m? e P, =0, enquanto a Figura 5.18 apresenta isoladamente
alguns resultados da Figura 5.17. Observa-se que, neste caso, todos os quatro
modos com mesma frequéncia sdo excitados, ou seja, através dos termos néo
lineares que geram o acoplamento, a energia é transmitida para os outros
modos. Observa-se ainda que a imperfeigéo inicial aumenta o nimero de pontos
de bifurcacao e, em consequéncia, o numero de caminhos secundarios ao longo
da curva de ressonéncia do modo diretamente excitado, modo (1, 6)c, como
mostra a Figura 5.18. Percebe-se que a amplitude maxima A211(z), modo (1, 7)c,
€ aproximadamente a metade do valor da amplitude méxima do modo
diretamente excitado, Alii(7) — (1, 6)c, e que os modos B1ii(z), modo (1, 6)s, e
B211(7), modo (1, 7)s, tém aproximadamente a mesma ordem de grandeza que o
modo (1, 7)c.

0,4 0,16
—~ 0,12
=
? {
=_0,08
D 0,04
0 T
0,9920,9940,9960,998 1 1,002 0,992 0,994 0,996 0,998 1
Q Q,
(@ (1, 6)c (b) (1, 6)s
0,16 0,16
= 0,12 ~ 0,12 F
(=) e
=_ 0,08 =_0,08
N o
< 0,04 Q 0,04
o,égz 0,994 6,996 0,998 1 0,9920,9940,9960,998 1 1,002
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Figura 5.17 — Curvas de ressonancia para a casca imperfeita com ressonancia 1:1:1:1
sendo P # 0 e P2 = 0 com Wui/h # 0.
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Figura 5.18 — Curvas de ressonancia do modo (1, 6)c da casca imperfeita com

.
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(c) Wi12/h = 0,216

115

1,002

ressonancia 1:1:1:1 sendo P.1 # 0 e P2 = 0 com W’11/h = 0,180, W’11/h = 0,198 e

Wii/h = 0,216.

A Figura 5.19 exibe os resultados das curvas de ressonancia adotando os

valores das imperfeigcbes entre 0 e 0,18. Observa-se na Figura 5.19 que mesmo

o menor valor da magnitude da imperfeicdo geométrica inicial considerado ja

gera um aumento no numero de pontos de bifurcacédo e que o aumento do valor

da magnitude da imperfeicdo afasta esses pontos assim como aumenta o

namero de regides instaveis.
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Figura 5.19 — Curvas de ressonancia da casca imperfeita com ressonancia 1:1:1:1
sendo Pp1 # 0 e P2 = 0 com Wui/h = 0,030, Wi/h = 0,060 e W'1a/h = 0,120.
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Uma visdo mais detalhada dos modos (1, 7) é mostrada na Figura 5.20. O
modo B2:1(7) apresenta uma solucdo bastante complexa, como se observa nos
detalhes apresentados nas Figuras 5.20 (c) e 5.20 (d). Verifica-se que o modo
B211(7) € excitado em toda a faixa de frequéncias, enquanto o0 modo A2i1(7) €
excitado apenas na regido de ressonancia. O diagrama de bifurcagdo do modo
B211(7) guarda influéncia tanto do modo diretamente excitado, modo (1, 6)c,
guanto do modo (1, 6)s. Comparando-se a Figura 5.8 com a Figura 5.20, verifica-
se que uma imperfeicdo geométrica na forma de um dos dois modos (1, 7) gera

0 acoplamento dos quatro modos que comp®de a ressonancia interna.

0,16 0,16
O 0,12 ’ E 0,12
z 2
=_0,08 | =_0,08
o o~
< 0,04 Q 0,04
0 N RN 1 0 ! ]
0,992 0,994 0,996 0,998 1 0,9920,9940,9960,998 1 1,002
Q
(b) (1, 7)s
0,16
- = ‘I“' '
0,12~ &L
N
z
=_0,08-
N‘_ 4
Q 5,04
0 Tl i
0,9920,9940,9960,998 1 1,002 0,994 0,996 0,998 1
Q, Q
(c) (1, 7)s — detalhe das amplitudes (d) (1, 7)s — detalhe das amplitudes
menores maiores

Figura 5.20 — Curvas de ressonancia para a casca imperfeita com ressonancia 1:1:1:1
sendo Pp1 # 0 e P2 = 0 com Wui/h # 0.

5.1.4.
Casca cilindrica com imperfeicdo na forma da soma dos dois modos
(m, n)

Assume-se agora que a casca cilindrica analisada apresenta uma
imperfeicdo geomeétrica inicial na forma da soma dos modos (1, 6)c e (1, 6)s, ou

seja:
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W, =W/, cos(n 6) sen( mf X] +W*, sen(n o) sen( m f X] (5.8)

Foram escolhidas as duas amplitudes modais da imperfeicdo, como mostra
a Tabela 5.4, de forma que a amplitude méaxima da imperfeicdo seja igual ao
resultado da relacdo (4.4). Na Figura5.21 sdo comparadas as curvas de
ressonancia enquanto na Figura5.22 apresenta-se isoladamente alguns
resultados da Figura 5.21.

Tabela 5.4 — Resumo das cores utilizadas nas curvas de ressonancia com Wih = 0,180
com ressonancia 1:1:1:1

Modelo Curva de ressonancia Wii/h Wi1a/h
—_— 0,030 0,150
— 0,060 0,120
Modelo 3 —_— 0,090 0,090
0,120 0,060
0,150 0,030
0,4
—~ 0,3
[
E\— 0'2 :\\‘*izc Pt
-— i1 \
< 0,1 ‘///
0,9920,9940,9960,998 1 1,002
Q,

Figura 5.21 — Curvas de ressonancia do modo (1, 6)c para a casca imperfeita com
Pu#OGPLz:O.

Verifica-se que os modos Blii(z7), B211(7) e A211(7) ndo séo excitados.
Entretanto, analisando-se o0s resultados mostrados nas Figuras 5.21 e 5.22
verifica-se que a imperfeicdo tem grande influéncia na curva de ressonancia,
diminuindo sensivelmente as amplitudes méaximas de vibragdo, embora néo
tenham sido detectados novos pontos de bifurcacdo. O aumento no valor da
magnitude da imperfei¢cdo leva a trechos da curva de ressonancia onde ndo se

obtém solucdes estaveis.
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0,3 0,3 0.3

Al 11MAX(T)
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Al 11MAX(T)
=] o
- N
A1, M¥(q)
o o

)

(()],992 0,9940,9960,998 1 1,002 C3,992 0,9940,9960,998 1 1,002 %,992 0,9940,9960,998 1 1,002
QL QL QL
(a) Wiy/h = 0,030e (b) Wis/h = 0,060e (c) Wis/h = 0,120e
Wi1a/h = 0,150 Wii/h = 0,120 W’11/h = 0,060

Figura 5.22 — Curvas de ressonancia para (1, 6)c da casca imperfeita com ressonancia
1:1:1:1 sendo P1 # 0 € P2 = 0 com (a) W'i1/h = 0,030e W"11/h = 0,150,
(b) W'1/h = 0,060 e W'1/h = 0,120 e (c) W'1/h = 0,120 e W'11/h = 0,060.

Analisa-se agora o efeito de uma imperfeicdo na forma da soma dos
modos (1, 7)ce (1, 7)s:

W, =W, cos(N 6) sen( m f Xj +W", sen(N @) sen( m f X} (5.9)

Com base na relacdo (4.4) e na geometria adotada, foram escolhidos os
valores de imperfeicdo mostrados na Tabela 5.6. A Figura 5.23 ilustra as curvas
de ressonancia dos modos (1, 6). A Figura 5.24 apresenta isoladamente alguns

resultados apresentados na Figura 5.23.

0,4 0,16
—~012 N
'-[:« s “.“;
=_0,08
Q 0,04
0 0 ' ) ik
0,9920,9940,9960,998 1 1,002 0,994 0,996 0,998 1
Q, Q
(@ (1, 6)c (b) (1, 6)s

Figura 5.23 — Curvas de ressonancia para a casca imperfeita com ressonancia 1:1:1:1
sendo Pp1 # 0 e P2 = 0 com W'ui/h entre 0 e 0,180.
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Q Q Q
@ Wi11/h=0,030 e () Wia/h = 0,060 e (c) Wia/h=0,120 e
W'i1a/h = 0,150 (1, 6)c W’ii/h = 0,120 (1, 6)c W'i1a/h = 0,060 (1, 6)c
0,16 0,16 0,16
~ 0,12 ~ 0,12 ~ 0,12
2 0,08 2 0,08 2 0,08
Q 004 Q 504 Q 504
0 - 0l 0
0,994 0,996 0,998 1 0,994 0,996 0,998 1 0,994 0,996 0,998 1
QL QL QL
(d) Wia/h = 0,030 (€) Wii/h = 0,060 e (f) Wi/h = 0,120 e
W'i1a/h = 0,150 (1, 6)s W’ii/h = 0,120 (1, 6)s W'i1a/h = 0,060 (1, 6)s

Figura 5.24 — Curvas de ressonancia da casca imperfeita com ressonancia 1:1:1:1
sendo P11 # 0 e P2 = 0 com (a) e (d) W'1/h = 0,030 e W'ua/h = 0,150, (b) e (e)
W'i/h = 0,060 e W'1/h = 0,120 e (c) e (f) W'i1/h = 0,120 e W'i1/h = 0,060.

Nota-se que, de maneira semelhante ao que ocorre para imperfeicdes na
forma de cada um dos modos isolados da equacdo (5.9), excitando-se
diretamente o0 modo (1, 6)c todos 0os modos sdo ativados, como mostram as
curvas de ressonancia da Figura 5.25. Observa-se que a adi¢cdo da imperfeicao
inicial aumenta o nimero de pontos de bifurcacdo e, em consequéncia, 0
numero de caminhos de bifurcacdo, com diversos trechos estaveis e instaveis.
Observa-se que mesmo valores pequenos de imperfeicdo geométrica inicial ja
geram um aumento no numero de pontos de bifurcagdo e que o aumento da
magnitude da imperfeicdo afasta esses pontos assim como aumenta 0 numero
de regides instaveis. Observa-se na Figura 5.25 que os modos (1, 7)c e (1, 7)s
apresentam o mesmo padrdo de bifurcacdes, sendo excitados em toda a faixa
de frequéncia. Percebe-se que a amplitude maxima do modo (1,7)c é
aproximadamente a metade do valor da amplitude maxima do modo diretamente
excitado (1, 6)c e tem a mesma ordem de grandeza que os modos B1lii(7) e
B211(7). Entretanto cabe ressaltar que a amplitude maxima do modo (1, 7)c sofre
reducdo em virtude das bifurca¢gbes que instabilizam o trecho superior do ramo

ressonante da resposta (vide Figura 5.25(a)).
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Figura 5.25 — Curvas de ressonancia para a casca imperfeita com ressonancia 1:1:1:1
sendo Pp1 # 0 e P2 = 0 com Wui/h # 0.

5.1.5.
Casca cilindrica com imperfeicdes geométricas de magnitudes
aleatorias

Finalmente assume-se que a casca cilindrica é submetida a uma
imperfeicdo descrita pela soma dos quatro modos de mesma frequéncia que

compdem a interacdo modal, ou seja:


DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 1313558/CA


PUC-Rio- CertificagaoDigital N° 1313558/CA

Influéncia da imperfeicdo geométrica inicial na resposta dindmica néo linear de cascas
cilindricas com ressonancia 1:1:1:1 121

W, =W, cos(n@)sen| X | tw sen(n@)sen| 17X |+
L L (5.10)

W/, cos(N 9)sen(mij +W', sen(N 6) sen(mij

As amplitudes dos quatro modos sdo gerados de forma aleat6ria e
mostrados na Tabela 5.5. Nestes casos a magnitude maxima da imperfeicédo é
fixa e aproximadamente igual a 0,18. Cabe aqui lembrar que, na maioria das
estruturas reais, a forma da imperfeicdo ndo segue uma forma modal especifica.
Na analise experimental, em geral, a superficie da casca € mapeada e a
imperfeicdo, para fins de analise numérica, é representada por uma série de
Fourier dos modos de flambagem ou vibracao. A partir desta série verifica-se a
participacdo de cada modo na imperfeicdo. Entretanto, na andlise teérica e
numérica da estabilidade estética e dinamica de estruturas € comum se adotar a
forma da imperfei¢éo igual a forma do modo de flambagem ou do modo vibragéo

fundamental.

Tabela 5.5 — Valores das amplitudes da imperfeicdo obtidos aleatoriamente
para ressonancia 1:1:1:1.

Caso Curva de

ressonancia Wil W11 W21 W21
1 S 0,00927 0,05590 0,00019 0,11464
2 —_— 0,05619 0,00969 0,06835 0,04577
3 _— 0,07716 0,03081 0,03978 0,03225
4 0,00493 0,04724 0,09809 0,02974
5 0,06728 0,05842 0,05148 0,00282
6 _— 0,03470 0,06920 0,00387 0,07223
7 _— 0,01708 0,00194 0,15589 0,00509
8 _— 0,00927 0,10433 0,00062 0,06578
9 S 0,00035 0,01776 0,00545 0,15644
10 S 0,01585 0,01957 0,02068 0,12390

As Figuras 5.26 a 5.36 ilustram as curvas de ressonancia para cada um
dos casos apresentados na Tabela 5.5. A Figura 5.26 compara os diagramas de
bifurcacdo dos quatro modos envolvidos na ressonancia interna para todos os
casos de imperfeicbes aleatdrias apresentados na Tabela 5.5. As Figuras 5.27 a
5.36 mostram a resposta dos quatro modos para cada tipo de imperfeicéo.

Analisando-se os gréaficos da Figura 5.26 percebe-se, como esperado, que

todos 0os modos que participam da interacdo modal sdo excitados em toda a


DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 1313558/CA


PUC-Rio- CertificagaoDigital N° 1313558/CA

Influéncia da imperfeicdo geométrica inicial na resposta dindmica néo linear de cascas
cilindricas com ressonancia 1:1:1:1 122

faixa de frequéncias, independente da forma da imperfeicdo geométrica inicial. A
forma, a magnitude e a estabilidade dos diagramas de bifurcagdo sdo bastante
sensiveis a forma da imperfeicdo, como mostram as Figuras 5.26 a 5.36. Nota-
se que a maior amplitude de vibracdo ocorre sempre para o modo (1, 6)c,
Figura 5.28 (a), que € o modo diretamente excitado. O valor dessa amplitude,
A1;,M(1), varia muito pouco para todos os casos, sendo ligeiramente maior
sempre que as amplitudes que tém a forma do modo excitado e do modo (1, 6)s,
respectivamente W'y, e W'y, forem predominante, sendo esses os casos onde
se observa também o maior nimero de trechos instaveis em todas as curvas de
ressonancia. A maior variagdo da amplitude de vibracdo ocorre para o modo
(1, 6)s, Figura 5.26 (b), sendo que as maiores amplitudes ocorrem quando as
magnitudes W11 e W’i;da imperfeicdo geométrica forem predominantes.

0,3 0,16

A1 11MAX(T)

0,9920,9940,9960,998 1 1,002 0,9920,9940,9960,998 1 1,002
Q Q

(@ (1, 6)c (b) (1, 6)s
' 0,16

0,9920,9940,9960,998 1 1,002 0,9920,9940,9960,998 1 1,002
Q; Q
(c) (@, 7)c (d) (1, 7)s

Figura 5.26 — Curvas de ressonancia para a casca imperfeita com ressonancia 1:1:1:1
sendo P11 # 0 e P2 = 0 com With # 0.
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Figura 5.27 — Curvas de ressonancia para a casca imperfeita com ressonancia 1:1:1:1
sendo Pu1 # 0 e P2 = 0 com Wi/h # 0, caso 1.
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Figura 5.28 — Curvas de ressonancia para a casca imperfeita com ressonancia 1:1:1:1
sendo Pp1 # 0 e P2 = 0 com Wi/h # 0, caso 2.
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Figura 5.29 — Curvas de ressonancia para a casca imperfeita com ressonancia 1:1:1:1
sendo Pu1 # 0 e P2 = 0 com Wi/h # 0, caso 3.
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Figura 5.30 — Curvas de ressonancia para a casca imperfeita com ressonancia 1:1:1:1
sendo Pp1 # 0 e P2 = 0 com Wi/h # 0, caso 4.
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Figura 5.31 — Curvas de ressonancia para a casca imperfeita com ressonancia 1:1:1:1
sendo Pp1 # 0 e P2 = 0 com Wi/h # 0, caso 5.
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Figura 5.32 — Curvas de ressonancia para a casca imperfeita com ressonancia 1:1:1:1
sendo Pp1 # 0 e P2 = 0 com Wi/h # 0, caso 6.
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Figura 5.33 — Curvas de ressonancia para a casca imperfeita com ressonancia 1:1:1:1
sendo Pu1 # 0 e P2 = 0 com Wi/h # 0, caso 7.
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Figura 5.34 — Curvas de ressonancia para a casca imperfeita com ressonancia 1:1:1:1
sendo Pp1 # 0 e P2 = 0 com Wi/h # 0, caso 8.
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Figura 5.35 — Curvas de ressonancia para a casca imperfeita com ressonancia 1:1:1:1
sendo Pp1 # 0 e P2 = 0 com Wi/h # 0, caso 9.
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Figura 5.36 — Curvas de ressonancia para a casca imperfeita com ressonancia 1:1:1:1
sendo Pp1 # 0 e P2 = 0 com Wi/h # 0, caso 10.
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Cabe aqui ressaltar que caso o modo excitado fosse o modo (1, 6)s, em
vez do modo (1, 6)c, teriamos os mesmos diagramas de bifurcacdo aqui
apresentados, por outro lado caso o modo (1, 7)c ou (1, 7)s sejam excitados,

deve-se esperar mudancas no cenario das bifurcacdes.

5.2.
Casca cilindrica excitada lateralmente no modo (m, N)

As mesmas andlises realizadas anteriormente nesse capitulo sdo agora
realizadas para um carregamento lateral com amplitude P> =600 N/m? e
PL1 =0, excitando diretamente o modo (1, 7)c (vide equagédo (5.1)). Os
resultados mostrados a seguir sdo aqueles para os quais ha ativacdo dos quatro
modos que participam da ressonéncia interna.

Inicialmente, como referéncia, considera-se a casca cilindrica sem
imperfeicbes. A Figura5.37 ilustra as curvas de ressonancia sendo a
Figura 5.37 (a) relativa ao modo diretamente excitado, (1, 7)c, enquanto a
Figura 5.37 (b) refere-se ao modo (1, 7)s. Os modos Al.i(7), Bl1i(7) e todos os
demais que representam a interacdo modal sdo nulos, pois, para a casca

perfeita, ndo ha transferéncia de energia dos modos (1, 7) para os modos (1, 6).

0,4 0,16
—~ 0,3 — 0,12
> e
=_0,2 =_0,08
o ] '
< 0,1 D 0,04-
0 o
0,9940,9960,998 1 1,002 0,994 0,996 0,998 1
(@ (1, 7)c (b) (@, 7)s
Figura 5.37 — Curvas de ressonancia para a casca perfeitacom P.1=0e P2 # 0.
Onde: — Trecho estavel, --- Trecho instavel.

A Figura 5.38 mostra a comparacao dos resultados obtidos para as curvas
de ressonancia da casca perfeita considerando-se a excitagdo P.i, cuja curva
esta representada em cinza, e considerando-se a excitagcdo e P2, cuja curva
estd representada em preto. Observa-se que o0s resultados nao séo
coincidentes. Embora as curvas de ressonancia, Figura 5.38 (a), sejam
coincidentes, sdo encontrados pontos de bifurcacdo diferentes. A curva obtida

excitando-se P, apresenta um trecho instavel maior. A maior diferenca
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encontra-se na magnitude do modo (1, 7)s e na faixa de frequéncias onde este &
excitado, sendo as amplitudes do modo (1, 6)s menores que as amplitudes de
(1, 7)s. Isto mostra que, apesar dos dois modos terem a mesma frequéncia
natural, o modo (1, 7) tem maior energia associada a sua vibracdo que o modo
(1, 6). Isto se deve ao maior nimero de ondas circunferenciais do modo (1, 7).

< 04 - 0,16

b b

< <

- 0,3 = 0,12

9] :1:“\\ N

i 0,2 [ﬂ 0,08

= Vo B

2 01 / N £ 0,04

E 0 E o
0,994 0,996 0,998 1 1,002 0,994 0,996 0,998 1

Q Q

(@) (1,6)ce (1, 7)c (b) (1,6)se (1, 7)s

Figura 5.38 — Comparacéo das curvas de ressonancia para a casca perfeita para P.1 # 0
e P2 =0 (em cinza) e P.1 = 0 e P2 # 0 (em preto).

5.2.1.
Casca cilindrica com imperfeicdo na forma do modo (1, 6)c

Assume-se que a casca cilindrica analisada esteja sujeita a uma

imperfeicdo na forma do modo (1, 6)c, ou seja:

W, =W, cos(n 9) sen(m:—zx} (5.11)

A Figura 5.39 ilustra as curvas de ressonancia dos modos (1, 7)c e (1, 7)s
para este caso, considerando-se P> =600 N/m? enquanto a Figura5.40
apresenta isoladamente alguns resultados apresentados na Figura 5.39 com o
intuito de facilitar a analise. As magnitudes da imperfeicdo sdo aquelas dadas na
Tabela 5.1. A Figura 5.41 exibe os resultados das curvas de ressonancia dos
modos (1, 7)c e (1, 7)s adotando os valores das imperfeicdes mostradas na
Tabela 5.3. Todos os modos que compdem a interacdo séo excitados. As curvas
de ressonancia dos modos (1, 6)c e (1, 6)s sdo mostradas na Figura 5.42.
Comparando-se estes resultados com aqueles das Figuras 5.4 a 5.8, observa-se
a semelhanca com os resultados obtidos quando o modo (1, 6)c € excitado e a
imperfeicdo tem a forma do modo (1, 7)c. A amplitude maxima do modo Ali1(7) é
aproximadamente a metade de A211(z), enquanto as amplitudes B111(7) e B211(7)

tém aproximadamente a mesma ordem de grandeza e s&o pouco afetadas pela
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magnitude da imperfeicdo. Comparando-se as Figuras 5.40 e 5.42, nota-se que
os pontos de bifurcacdo, que sdo praticamente coincidentes para W'11/h = 0,030,

se afastam a medida que a magnitude da imperfeicdo aumenta.

0,4 0,16 —
—~ 03 = —~012-
e = K
3 X "
02 2 0,08
o~ o '
< 0,1 Q 0,04
0,9940,9960998 1 1,002 0,994 0,996 0,998 1
QL QL
(@ (1, 7)c (b) (1, 7)s

Figura 5.39 — Curvas de ressonancia para a casca imperfeita com ressonancia 1:1:1:1
sendo Pu1 =0 e P2 # 0 com W'a/h #0.

RSN RN
.

0

0,9940,9960,998 1 1,002 0,9940,9960,998 1 1,002 0,9940,9960,998 1 1,002
Q, Q, Q
(@) Wi1r/h = 0,180 (b) Wi11/h = 0,198 (c) Wia/h = 0,216

Figura 5.40 — Curvas de ressonancia do modo (1, 7)c da casca imperfeita com Pi1 =0
e P2 # 0. (&) W'ua/h = 0,180, (b) W'ua/h = 0,198 e (c) W'i/h = 0,216.

0.4 0.4 0.4

=03 = =03 = ~03
B % > . . >
202 v .02 202

0 0 0

0,9940,9960,998 1 1,002 0,9940,9960,998 1 1,002 0,9940,9960,998 1 1,002

QL QL QL
(a) Wina/h = 0,030 (b) Wina/h = 0,060 (c) Wia/h = 0,120

Figura 5.41 — Curvas de ressonancia do modo (1, 7)c da casca imperfeita com P.1 =0
e P2 #0. (&) W'a1/h = 0,030, (b) W'ia/h = 0,060 e (c) W'i/h = 0,120.
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maiores

Figura 5.42 — Curvas de ressonancia para a casca imperfeitacom Pn=0eP2#0e
W'ii/h # 0.

5.2.2.
Casca cilindrica com imperfeicdo na forma do modo (1, 6)s

Assume-se agora que a casca cilindrica analisada tenha uma imperfei¢éo

na forma:

W, =W, sen(n 6) sen(mij (5.12)

Os valores de imperfeicdo adotados sdo mostrados na Tabela 5.1. A
Figura 5.43 ilustra as curvas de ressonancia para valores selecionados da
magnitude da imperfeicdo para o modo diretamente excitado, (1, 7)c, e para o
modo (1, 7)s. A Figura 5.44 ilustra as curvas de ressonancia para 0s modos
(1, 6)c e (1, 6)s. Novamente todos 0os modos sdo excitados, sendo os resultados

similares ao caso anterior, onde a imperfei¢cdo tem a forma do modo (1, 6)c.
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Figura 5.43 — Curvas de ressonancia da casca com imperfei¢ao na forma do modo
(1, 6)s com (a) e (d) W'a/h = 0,030, (b) e (e) W1/h = 0,060, (c) e (f) W'a/h = 0,120,
(9) e () W1/h = 0,180, (h) e (k) W1/h = 0,198 e (i) e (I) W'1/h = 0,216.
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Figura 5.44 — Curvas de ressonancia para a casca com imperfeicdo na forma do modo
(1, 6)s com Whi/h # 0.

5.2.3.
Casca cilindrica com imperfeicdo na forma dos modos (1, 6)c e
(1, 6)s

Assume-se agora uma imperfeicdo na forma da soma dos modos (1, 6)c e

(1, 6)s, ou seja:

W, =W/, cos(n 6) sen( mf Xj +W*, sen(n o) sen( m f X] (5.13)

A Figura 5.45 ilustra as curvas de ressonancia da casca imperfeita para os
modos (1, 7)c e (1, 7)s. Os modos (1, 6)c e (1, 6) sdo também ativados, gerando
as curvas de ressonancia mostradas na Figura 5.46. Os resultados sao
gualitativamente semelhantes a aqueles apresentados nas Figuras 5.23 a 5.25,
guando se excita o modo (1, 6)c e a imperfeicdo tem a forma da soma dos
modos (1, 7)ce (1, 7)s.
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Figura 5.45 — Curvas de ressonancia da casca com imperfeicdo na forma da soma dos
modos (1, 6)c e (1, 6)s.

Foram apresentados neste capitulo resultados da andlise paramétrica da
influéncia da forma e magnitude da imperfeicdo geométrica inicial na resposta
dindmica ndo linear de cascas cilindricas com ressonancia interna 1:1:1:1.
Conclui-se que para todos os casos onde o carregamento é aplicado na forma
do modo (m, n) e a imperfeicdo assume a forma de alguma componente dos
modos (m, N), todos os modos sédo ativados. De forma analoga, se um dos
modos (m, N) é excitado e a imperfeicdo tem componentes em um dos modos 0s
modos (m, n), todos os modos sdo excitados, mesmo quando se consideram
imperfeicbes com magnitude bem menor que a espessura da casca. Como em
estruturas imperfeitas reais estas componentes devem fazer parte da expansao
modal, espera-se que a ressonancia interna 1:1:1:1 seja sempre observada.
Lembrando-se que as imperfei¢cbes introduzem pequenas variagbes entre as
guatro frequéncias, espera-se que a ressonancia interna 1:1:1:1 seja observada
para geometrias proximas a aqui analisada, onde as frequéncias dos modos
(m, n) e (m, N) sejam relativamente préximas. Por fim cabe mencionar, como
apresentado no capitulo 3, que existem infinitas geometrias (valores de R/h e

L/R) onde a igualdade das frequéncias dos modos (m, n) e (m, N) ocorre, em
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particular o caso onde (m, N) = (m, n + 1) e este modo corresponde a frequéncia

minima, onde os fendmenos de ressonancia interna sdo mais importantes.
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(@) (1, 6)c (b) (1, 6)s

0,994 0,996 0,998 1 1,002 0,994 0,996 0,998 1 1,002
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(c) (1, 6)c — detalhe das amplitudes (d) (1, 6)s — detalhe das amplitudes
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=_0,08 Lk =_0,08 *
< 0,04 TR Qo0s
0,994 0,996 0,998 1 0,994 0,996 0,998 1
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(c) (1, 6)c — detalhe das amplitudes (d) (1, 6)s — detalhe das amplitudes
maiores maiores

Figura 5.46 — Curvas de ressonancia para a casca imperfeita com ressonancia 1:1:1:1
sendo Pu1 =0 e P2 # 0 com Wi/h # 0.

A Tabela 5.6 apresenta o0 resumo de guais modos foram indiretamente
ativados em cada um dos casos de imperfeicdo analisados para uma pressao
lateral excitando diretamente o modo (1, 6)c. E importante destacar que o modo

(1, 6)c é sempre excitado.
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Tabela 5.6 — Modos ativados em cada um dos casos de imperfeicdo com ressonancia
interna 1:1:1:1. Pressao lateral excitando diretamente o modo (1, 6)c.

Imperfeicdo Modo (1, 6)s Modo (1, 7)c Modo (1, 7)s
Perfeita Ativa N&o ativa N&o ativa
(1, 6)c Ativa parcialmente N&o ativa N&o ativa
(1, 7)c Ativa Ativa Ativa
(2, 0)+ Ativa N&o ativa N&o ativa
(2, 0)- Ativa N&o ativa N&o ativa
(1, 6)s Ativa N&o ativa N&o ativa
1, 7)s Ativa Ativa Ativa
(1, 6)c + (1, 6)s Ativa N&o ativa N&o ativa
@, 7+ (1, 7Ns Ativa Ativa Ativa
Aleat6rias Ativa Ativa Ativa

Ja a Tabela 5.7 apresenta o resumo de quais modos foram ativados em
cada um dos casos de imperfeicdo analisados neste capitulo para uma presséo
lateral excitando diretamente o modo (1, 7)c. Nestes casos o0 modo (1, 7)c é

sempre excitado.

Tabela 5.7 — Modos ativados em cada um dos casos de imperfeicdo com interacéo
1:1:1:1. Presséo lateral excitando diretamente o modo (1, 7)c.

Imperfeicdo Modo (1, 7)s Modo (1, 6)c Modo (1, 6)s
Perfeita Ativa N&o ativa N&o ativa
(1, 6)c Ativa Ativa Ativa
(1, 6)s Ativa Ativa Ativa
(1, 6)c + (1, 6)s Ativa Ativa Ativa

No préximo capitulo analisa-se a influéncia paramétrica da imperfeicdo na
casca cilindrica perfeita e sujeita a interagdo modal em m, com ressonancia
interna 1:1:2:2.
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Influéncia da imperfeicao geométrica inicial na resposta

dinamica nao linear de cascas cilindricas com ressonancia
1:1:2:2

Neste capitulo estuda-se as vibragdes néo lineares de uma casca cilindrica
imperfeita e sujeita a interacdo modal 1:1:2:2. Este tipo de interagao é importante
em virtude do acoplamento modal dos modos axiais da casca e da forte ndo
linearidade quadratica de cascas cilindricas. Interacées 1:2 ocorrem quando um
modo de vibracdo da forma (M, n) = (m + 1, n) tem o dobro da frequéncia de um
dado modo (m, n).

Para analisar a influéncia da imperfeicdo no comportamento nao linear da
casca € utilizado neste capitulo a expansdo modal para os deslocamentos
laterais nhomeada como Modelo 5, que apresenta 20 graus de liberdade e
consiste na adicdo dos Modelos 1 e 4 aos modos que surgem devido a interacao
modal entre os modos de vibracdo (m, n)=(1,6) e (M, n)=(2, 6) (graus de
liberdade destacados em negrito):

Alii(7) + Blia(z) + A211(2) + B211(2) + AS02(7) + AbBo2(7) + Aboa(7) + Ab22(7) +
Aliz(7) + Blis(z) + A213(7) + B213(7) + Alsi(z) + Blsi(7) + A231(2) + B231(7) +
Adi1(7) + B411(7) + Ada(2) + Bdoi(2).

Nessa expansdo alguns dos modos provenientes do método da
perturbacdo e que descrevem a interacdo, apresentados na equacéao (3.13), sédo
nulos, pois contém termos com a parcela (M — 2m).

O carregamento € uma pressao lateral distribuida ao longo da superficie
da casca cilindrica composta de dois termos. Um com magnitude P.1, que excita
diretamente o modo de vibragdo (m, n) e outro com magnitude P.», que excita

diretamente o modo de (M, n), ou seja:

p(x,6,t)= {Pu cos(n @) sen[ mzx

X ﬂ cos(a, ) (6.1)

Os resultados apresentados neste capitulo séo obtidos para uma casca cilindrica

] +P_, cos(ng) sen('\/I d

simplesmente apoiada, composta de material homogéneo, elastico e isotrdpico,
com E=210GPa, v=0,3 e p=7850 kg/m*. As dimensdes da casca cilindrica

sdo R=0,1m, L=0,07405m e h=0,002 m. Para essa geometria, a menor
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frequéncia natural ocorre para a combinacdo modal (m,n)=(1,6) e a
combinagdo modal (M, n) = (2, 6) apresenta o dobro da frequéncia natural do
modo (m, n) = (1, 6). O coeficiente de amortecimento viscoso, 71, € 0,001 e o
coeficiente de amortecimento do material, 7, € nulo.

Para obtengcdo das curvas de ressonéncia e bifurcagbes do sistema,
integra-se os sistemas de equacdes ndo lineares de movimento utilizando-se o
software AUTO 97 (Doedel et al., 1998), que emprega o método da continuacao.
Inicialmente, como referéncia, considera-se a casca cilindrica sem imperfeicdes.

A Figura6.1 ilustra as curvas de ressonancia da casca cilindrica
considerando-se P.; = 1000 N/m?. As Figuras 6.1 (a) e (b) sdo relativas aos
modos (1, 6)c e (1, 6)s, respectivamente. Nessas figuras, as curvas continuas
representam os trechos estaveis da curva de ressonancia enquanto as curvas
tracejadas representam o0s trechos instaveis. Os simbolos e representam os
pontos de bifurcag&o encontrados ao longo das curvas de ressonancia. Verifica-
se que as curvas de ressonancia apresentam um comportamento nao linear do
tipo hardening e o trecho estavel da solug¢do nao trivial do tipo softening, em
concordancia com a relacéo frequéncia-amplitude obtida para esta geometria e
modo de vibracdo. As amplitudes dos modos aos modos (2, 6)c e (2, 6)s séo
praticamente nulas na regido fundamental de ressonancia em torno de Q, =1. O
mesmo ocorre para todos os modos do Modelo 5 na regido de ressonéncia em

torno de Q. = 2.

0,3 0,16
0,25 A ~__.
. S 012
X 02 S =
B3 E 3 \
0,15 P 0,08
I 01 \\ Q
0,04
0,05
0 0 :
0,99 0,995 1 1,005 1,01 0,996 0,998 1 1,002 1,004
QL £QL
(a) (1, 6)c (b) (1, 6)s

Figura 6.1 — Curvas de ressonancia para a casca perfeita com ressonancia 1:1:2:2
sendo Pp1 # 0 e P2 = 0. Onde: — Trecho estéavel, - -- Trecho instavel.
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6.1.
Casca cilindrica com imperfeicdo na forma do modo (1, 6)c

Considere que a casca cilindrica apresenta uma imperfeicdo geométrica
inicial na forma do modo principal de vibracéo, (1, 6)c:

W, =W, cos(n 6’)sen(mij 6.2)

Com base na geometria adotada foram escolhidos os valores de
imperfeicdo mostrados na Tabela 6.1, sendo estes valores o resultado exato da
relagéo (4.4), W'11/h = 0,107, um valor 10% maior que o resultado dessa relagéo,
Wii/h=0,118, e um valor 20% maior que o resultado dessa relagéo,
Wii/h = 0,128. Cabe observar que estas magnitudes sdo uma pequena fragdo

da espessura da casca.

Tabela 6.1 — Resumo das cores utilizadas nas curvas de ressonancia para 0s casos
com ressonancia 1:1:2:2.

Modelo Curva de ressonancia Wiii/h
0,000
—_— 0,107

Modelo 5
—_— 0,118
—_— 0,128

A Figura 6.2 ilustra as curvas de ressonancia da casca cilindrica, obtidas

com o Modelo 5, considerando-se P.: = 1000 N/m?.

0,04
0 il - . D - j E ! L
0992 0996 1 1,004 0,992 0996 1 1,004
QL QL
(@) (1, 6)c (b) (1, 6)s

Figura 6.2 — Curvas de ressonancia para a casca imperfeita com ressonancia 1:1:2:2
sendo Pu1 # 0, P.o=0e m=1com Whi/h # 0.

Observa-se nesta figura que para esta imperfeicdo o carregamento lateral

excita apenas os modos (1,6)c e (1,6)s. Entretanto, a presenca das
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imperfei¢cdes iniciais altera ligeiramente a estabilidade da resposta do modo
(1, 6)c. Uma maior influéncia é observada na estabilidade da resposta do modo
(1, 6)s, com um decréscimo das regifes instaveis. Verifica-se ainda um
deslocamento das curvas de ressonancia para a esquerda, em virtude da
diminuicdo do valor da frequéncia fundamental de vibracdo. A participacdo dos
modos (2, 6)c e (2, 6)s € praticamente nula, sendo as respostas para 0s modos
(1, 6)c e (1, 6)s similares as encontradas utilizando-se o modelo desacoplado.

As frequéncias naturais podem ser encontradas através da solucao de um
problema de autovalor e autovetor do sistema imperfeito como descrito no
capitulo 4 na equacéo (4.6). Como o modelo utilizado na analise apresenta 20
graus de liberdade, as matrizes M e K apresentam dimens&o 20x20 e os vetores
W e w apresentam dimensdo 20x1. Pode-se entdo calcular as frequéncias

naturais do sistema em fun¢éo dos parametros analisados.

Tabela 6.2 — Variagdo da frequéncia com o nivel de imperfeigdo aplicada na forma do
modo fundamental de vibrac&o (1, 6)c para 0s casos com ressonancia 1:1:2:2.

Wiss/h an (rad/s) an (rad/s) an (rad/s) ao (rad/s)
(1, 6)c (1, 6)s (2, 6)c (2, 6)s
0,000 24145,02463 24145,02463 48290,78406 48289,31445
0,107 24196,34389 24155,29764 48341,46373 48300,32642
0,118 24207,41668 24157,52468 48352,51645 48302,60253
0,128 24218,43263 24159,72286 48363,58612 48304,77819

Com o objetivo de facilitar essa analise, os vetores de deslocamentos e
aceleracdes foram reduzidos a dimensdo 4x1, contendo apenas 0s modos
considerados principais (1, 6)c, (1, 6)s, (2, 6)c e (2, 6)s, e as matrizes M e K
foram reduzidas a dimenséo 4x4 apresentando também apenas os coeficientes
relativos a esses modos. Dessa forma os resultados apresentados na Tabela 6.2
S80 uma aproximagao e por iSso Vé-se que para casca perfeita as frequéncias
relativas aos modos (2, 6)c e (2, 6)s ndo sdo perfeitamente coincidentes. Pode-
se observar, no entanto, que para todos os casos, as duas frequéncias menores
sdo levemente diferentes, bem como as duas maiores. Também ndo se tem
mais exatamente a relacdo 1:2, resultado da quebra de simetria que ocorre

devido a presenca das imperfeigoes.


DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 1313558/CA


PUC-Rio- CertificagaoDigital N° 1313558/CA

Influéncia da imperfeicdo geométrica inicial na resposta dindmica néo linear de cascas
cilindricas com ressonancia 1:1:2:2 141

6.2.
Casca cilindrica com imperfeicdo na forma do modo (2, 6)c

Analisa-se a seguir a resposta da casca cilindrica com uma imperfei¢cdo na

forma do segundo modo linear que compde a interacdo, modo (2, 6)c, ou seja:

W, =W/, cos(n 0)sen(MfXj 6.3)

Observa-se, a partir da analise da Figura 6.3, que a presenca das
imperfeicbes iniciais na forma do modo (M, n) altera significativamente a

estabilidade do sistema.

0,3 0,16
0,25
. 012
+ 02 =
2 2
=_ 0,15~ =_ 0,08
< 01 @
0,04
0,05
0,996 1 1,004 1,008 1,012 0,996 0,998 1 1,002 1,004
Q, Q,
(@) (1, 6)c (b) (1, 6)s
0,05 - 3E-011
0,04 -
= ' = 2E-011
> 0,03~ e 2
=_ | D =_
- 2 N R —
< 0.0 P 0 1E-011
0,01 &
0,996 1 1,004 1,008 1,012 0,996 0,998 1 1,002 1,004
(c) (2, 6)c (d) (2, 6)s

Figura 6.3 — Curvas de ressonancia para a casca imperfeita com ressonancia 1:1:2:2
sendo Pu.1 #0, P2=0e M =2 com W'i/h # 0.

A presenca da imperfeicdo geométrica dada pela equacéo (6.3) é capaz de
excitar os modos da interagdo modal. Observa-se um deslocamento das curvas
de ressonancia para a direita, devido a um aumento do valor da frequéncia
fundamental de vibrac&o. E possivel observar que o comportamento néo linear
da casca cilindrica € do tipo hardening, que as regifes instaveis decrescem e o

carregamento excita os modos (1, 6)c, (1, 6)s e (2, 6)c, mas a participagcdo do
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modo (2, 6)s é praticamente nula. Percebe-se ainda o aparecimento de um
segundo pico de ressonancia na resposta do modo (2, 6)c que tem um
comportamento praticamente linear, o que causa uma pequena perturbagéo na
resposta do modo (1, 6)c. Finalmente, observa-se que as bifurcacbes e o
caminho secundario presentes na resposta do modo (1, 6)c da casca perfeita
desaparecem.

A Tabela 6.3 apresenta as frequéncias naturais da casca cilindrica com
imperfeicdo na forma do modo (2, 6)c obtidas através da equacao (4.6) a partir
das quais é possivel notar que a quebra de simetria que ocorre também para

€SSe Caso.

Tabela 6.3 — Variacdo da frequéncia com o nivel de imperfei¢do aplicada na forma do
modo fundamental de vibrac&o (2, 6)c para 0s casos com ressonancia 1:1:2:2.

Wis/h an (rad/s) an (rad/s) an (rad/s) ao (rad/s)
(1, 6)c (1, 6)s (2, 6)c (2, 6)s
0,000 24145,02463 24145,02463 48290,78406 48289,31445
0,107 24247,62505 24165,63758 48392,72911 48372,13740
0,118 24269,74802 24170,09106 48414,86082 48389,90118
0,128 24291,71754 24174,51615 48436,89190 48407,50731

Para entender melhor como estas modificacbes ocorrem, a Figura 6.4
exibe os resultados das curvas de ressonancia da casca cilindrica adotando os
valores das amplitudes de imperfeicbes mostradas na Tabela 6.4, com

magnitude menores que W'1/h = 0,107, obtido da relagdo (4.4).

Tabela 6.4 — Resumo das cores utilizadas nas curvas de ressonancia com Wiii/h entre
0 e 0,107 para os casos com ressonancia 1:1:2:2.

Modelo Curva de ressonancia Wihi/h
—_— 0,018

—_— 0,036

Modelo 5 —_— 0,054
0,072

0,090
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Figura 6.4 — Curvas de ressonancia da casca imperfeita com Pi1 # 0, P.2 = 0 e Wi1a/h
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Figura 6.5 — Curvas de ressonancia para a casca imperfeita com ressonancia 1:1:2:2
sendo Pu1 #0, P2=0e M =2 com W/h = 0,018, Wi/h = 0,036 e Whi/h = 0,072.
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Detalhes das respostas dos modos (1, 6)c e (2, 6)c sdo mostrados na
Figura 6.5. E possivel observar através da analise das Figuras 6.4 e 6.5 a
mudanca gradativa da resposta do sistema. Verifica-se na Figura 6.4 (a) que o
pico de ressonancia do sistema imperfeito vai decrescendo seguindo a relacdo
frequéncia-amplitude do sistema perfeito e, ao mesmo tempo, diminui 0 ramo
secundario de solugbes, como mostra a Figura 6.5, que desaparece para
maiores niveis de imperfeicdo. A0 mesmo tempo surge um novo pico de
ressonancia a direita cuja amplitude cresce com a magnitude da imperfeicao e
decresce a participacdo dos modos (1, 6)s e (2, 6)s. A resposta do modo (2, 6)c
também apresenta duas bifurcacdes conectadas por um ramo secundario de

solugdes que decresce com o nivel da imperfei¢éo.

6.3.
Casca cilindrica com imperfeicdo na forma do modo axissimétrico de
vibracédo associado ao modo (1, 6)

Assume-se, nesta secdo, que a casca cilindrica apresenta uma
imperfeicdo geométrica na forma do modo axissimétrico de vibracdo associado

ao modo (1, 6):
W, =W, 3 _cog 2MAX | Lo AMAX (6.4)
4 L 4 L

Como no caso do modo axissimétrico o sinal da amplitude da imperfeicéo altera
os resultados, foram analisadas tanto valores positivos quanto valores negativos

da imperfeicdo geométrica inicial.

0,3
02 =
3 3
=_ =_
< 0,1 Q ‘
0,04 : P
o o]
0,9 093 09 0,99 1,02 0,9 093 09 0,99 1,02
QL QL
(@ (1, 6)c (b) (1, 6)s

Figura 6.6 — Curvas de ressonancia para a casca imperfeita com ressonancia 1:1:2:2
sendo Pi1 # 0, P2 = 0e m =1 com Wh/h # 0 (valores positivos).
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Os valores das amplitudes da imperfeicdo geométrica adotadas sdo os
mesmos apresentados na Tabela 6.1, mostrados na Figura 6.6. A Figura 6.7
exibe os resultados das curvas de ressonancia adotando os valores das
imperfeicdes mostradas na Tabela 6.4, Observa-se a partir da andlise das
Figuras 6.6 e 6.7 que o carregamento P.1 excita apenas os modos (1, 6)c e
(1, 6)s. Observa-se também um deslocamento das curvas de ressonancia para a
esquerda, em consequéncia da diminuicdo do valor da frequéncia fundamental
de vibragdo. Observa-se 0 mesmo comportamento ndo linear em todos os casos,
com a mesma sequéncia de bifurcacdo. A amplitude maxima nao sofre variagéo,
com excegdo do caso onde Wi,/h = 0,036 onde se observa a diminuigdo da

amplitude maxima de vibragdo, Al1:"*(x).

0,3 0,16

!
- :7: 012
= 0.2 i G
2 ! " z
= Vvl v = 0.08
< 01 H @
0,04
0-=—— = 0 A
09 093 096 0,99 1,02 093 09 099 1,02
Q Q
(a) (1, 6)c (b) (1, 6)s

Figura 6.7 — Curvas de ressonancia para a casca imperfeita com ressonancia 1:1:2:2
sendo Pu1 # 0, P2 = 0e m =1 com Woo/h # 0 (valores positivos entre 0 e 0,107).

Adota-se, agora, 0s equivalentes negativos dos valores empregados na
analise anterior e apresentados na Tabela 6.1. A Figura 6.8 ilustra as curvas de

ressonancia para os niveis de imperfeicdo apresentados na Tabela 6.1.

03 0,16
. __ 0,12 f
- -
>
3 g_ 0,08
< &
0,04
0. — - — O —— S N T
098 1 1,021,041,061,08 1,1 1,12 098 1 1,02 1,04 1,06 1,08 11
QL QL
(@) (1, 6)c (b) (1, 6)s

Figura 6.8 — Curvas de ressonancia para a casca imperfeita com ressonancia 1:1:2:2
sendo Pu1 # 0, P.z=0e m =1 com Wh2/h # O (valores negativos).
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Chega-se as mesmas conclusfes do caso anterior, exceto que neste caso
h& um aumento na frequéncia fundamental de vibracdo. Observa-se grande
similaridade com os resultados do capitulo 5, onde a ressonancia 1:1:1:1 é
analisada.

A Tabela 6.5 apresenta as frequéncias naturais da casca cilindrica com
imperfeicdo na forma do modo axissimétrico de vibracdo associado ao modo
(1, 6) a partir das quais é possivel notar que a quebra de simetria que ocorre no
caso de imperfeicbes axissimétricas é menor que a observada nos casos das

secdes anteriores.

Tabela 6.5 — Variacdo da frequéncia com o nivel de imperfeicéo aplicada na forma do
modo axissimétrico de vibragéo associado ao modo (1, 6) para os casos com
ressonancia 1:1:2:2.

Wioz/h an (rad/s) an (rad/s) an (rad/s) ao (rad/s)
(1, 6)c (1, 6)s (2, 6)c (2, 6)s

-0,128 26567,24245 26565,95926 47173,16153 47171,36408
-0,118 26367,36051 26367,36051 47258,55366 47258,15946
-0,107 26150,41063 26149,60707 47354,18883 47352,42275
0,000 24145,02463 24145,02463 48290,78406 48289,31445
0,107 22375,01519 22374,42283 49249,67491 49249,67491
0,118 22208,75549 22207,89314 49350,54215 49348,60256
0,128 22059,81022 22059,81022 49441,30839 49439,86129

6.4.
Casca cilindrica com imperfeicdo na forma do modo axissimétrico de
vibracado associado ao modo (2, 6)

Considera-se agora uma imperfeicdo geométrica inicial na forma:

W, =W, B - Cos( 2 MLEXJ 2 COS(MH (6.5)

4 L

Como no caso anterior, consideram-se valores positivos e nagativos da
amplitude da imperfeigéo.

A Figura 6.9 ilustra as curvas de ressonancia da casca cilindrica para
valores positivos das imperfeicdes mostrados na Tabela 6.1 enquanto a
Figura 6.10 ilustra as curvas de ressonancia para valores negativos das
imperfei¢cdes. A participacdo dos modos (2, 6)c e (2, 6)s € praticamente nula em
torno de Q. = 1. Observa-se que para ambos 0s sinais a resposta é praticamente

a mesma, deslocando as curvas para a esquerda, mas sem influéncia na forma e
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estabilidade dos diagramas de bifurcacdo. A invariancia com o sinal da
imperfeicdo deve-se ao fato da imperfeicdo ter duas ondas axiais. Quando se
inverte o sinal da imperfeicdo inverte-se apenas a configuracdo com relagdo a

meia altura da casca.

0,16
oz TP
* L
gr 0,08 i
R
0,04 -
D | M L . . .
0,984 0,992 1 1,008
QL
(@) (1, 6)c (b) (1, 6)s

Figura 6.9 — Curvas de ressonancia para a casca imperfeita com ressonancia 1:1:2:2
sendo Pi1 #0, P.2=0e M =2 com W'e2/h # 0 (valores positivos).

0,16
$_008
o AR
004 | ‘
B ] 0 it H — 1
0,9 0,99 1 1,01 0,984 0,992 1 1,008
Q, Q
(a) (1, 6)c (b) (1, 6)s

Figura 6.10 — Curvas de ressonancia para a casca imperfeita com ressonancia 1:1:2:2
sendo P.1 # 0, P2 = 0e M =2 com Wigo/h # 0 (valores negativos).

Analisando-se as frequéncias naturais do sistema para imperfeices
aplicadas na forma do modo axissimétrico de vibracdo associado ao modo (2, 6),
mostradas na Tabela 6.6, pode-se notar que embora haja diferenca nos valores
das duas frequéncias menores, bem como nos valores das duas maiores, essa

diferenca é muito pequena.
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Tabela 6.6 — Variacdo da frequéncia com o nivel de imperfei¢édo aplicada na forma do
modo axissimétrico de vibragdo associado ao modo (2, 6) para 0s casos com
ressonancia 1:1:2:2.

Wio/h o (rad/s) an (rad/s) an (rad/s) ao (rad/s)
(1, 6)c (1, 6)s (2, 6)c (2, 6)s

-0,128 24449,52312 24448,94476 53055,54037 53053,61932
-0,118 24403,85628 24403,74358 52668,35468 52666,45729
-0,107 24358,00335 24358,00335 52244,94533 52243,48202
0,000 24145,02463 24145,02463 48290,78406 48289,31445
0,107 24358,00334 24358,00334 44684,20561 44684,20561
0,118 24404,66868 24402,93130 44338,34928 44335,06344
0,128 24449,23393 24449,23393 44025,31687 44024,49288

6.5.
Casca cilindrica com imperfeicao na forma do modo (1, 6)s

Considera-se neste item uma imperfei¢do na forma do modo (1, 6)s:

W, =W",, sen(n 6’)sen(mfo 6.6)

A Figura 6.11 (a) ilustra as curvas de ressonancia da casca cilindrica para
0s niveis de imperfeicdo geométrica apresentadas na Tabela 6.1, enquanto as
Figuras 6.11 (b) e 6.11 (c) apresentam os resultados para niveis menores de
imperfeicdo (Tabela 6.4), a partir das quais é possivel observar a gradativa perda
de participacdo do modo (1, 6)s nas curvas de ressonancia. Para os niveis de
imperfeicdo geométrica apresentados na Tabela 6.1 j& ndo ha participacédo do
modo (1, 6)s. A Figura 6.12 ilustra separadamente as curvas de ressonancia da
casca cilindrica para valores selecionados de amplitude de imperfeicdo
geométrica analisados na Figura 6.11, onde se observa que as duas bifurcagbes
gue geram o caminho secundario de soluc¢des e a instabilidade de um trecho do
ramo ressonante se aproximam e desaparecem para niveis mais elevados de
imperfeicdo, como ilustra a Figura 6.12 (a). A participacdo dos modos (2, 6)c e
(2, 6)s é praticamente nula na regido de ressonancia. Observa-se que a

influéncia da imperfeicdo na frequéncia fundamental € insignificante.
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0,996 0, 998 1 1,002 1,004 0,996 0,998 1 1,002 1,004
Q Q
(b) (1, 6)c (c) (1, 6)s

Figura 6.11 — Curvas de ressonancia para a casca imperfeita com ressonancia 1:1:2:2
sendo Pu1 #0, P2 =0em =1 com Wi/h #0.

03 03 03
0,25 yai 025 f 0,25
3“’ 0,2 3‘: 0,2 3‘: 0.2
§r { ‘.’ ," N E‘, E‘,
< 0,15 = 0,15 = 015
< | \ \ < \ <
0,1 / 01 0,1
0,05 0, 05 0,05
0,996 0,998 1 1,002 1,004 0,996 0,998 1,002 1,004 0,996 0,998 1 1,002 1,004
Q QL Q
() Wini/h = 0,018 (b) Wi1/h = 0,036 (c) Wi/h = 0,072
(1, 6)c (1, 6)c (1, 6)c

Figura 6.12 — Curvas de ressonancia para a casca imperfeita com ressonancia 1:1:2:2
sendo P11 # 0, P.z=0e m =1 com W'1/h = 0,018, W"11/h = 0,036 e W"11/h = 0,072.

A Tabela 6.7 apresenta as frequéncias naturais da casca cilindrica com

imperfei¢cdes na forma do modo (1, 6)s:
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Tabela 6.7 — Variacdo da frequéncia com o nivel de imperfei¢édo aplicada na forma do

na forma do modo (1, 6)s de vibracdo para os casos com ressonancia 1:1:2:2.

Wii/h o (rad/s) an (rad/s) o (rad/s) ao (rad/s)
(1, 6)c (1, 6)s (2, 6)c (2, 6)s
0,000 24145,02463 24145,02463 48290,78406 48289,31445
0,107 24155,29764 24196,34389 48300,32642 48341,46373
0,118 24157,52468 24207,41668 48302,60253 48352,51645
0,128 24159,72286 24218,43263 48304,77819 48363,58612

PUC-Rio- CertificagaoDigital N° 1313558/CA

6.6.
Casca cilindrica com imperfeicdo na forma do modo (2, 6)s

Analisa-se agora a casca cilindrica com uma imperfeicdo geométrica na

M?Z'X) 6.7
L (6.7)

A Figura 6.13 ilustra as curvas de ressonancia da casca cilindrica
imperfeita (Tabela 6.1).

forma do modo (2, 6)s:

W, =W, sen(n o) sen(

0,3 0,16
0,25
= 012
£ 02 G
z z
£ 015 $_ 008
< 01 @
< 0,04
0,05
0 T 0 | [
0996 1 1,004 1,008 099 1 1,004 1,008
QL QL
(@ (1, 6)c (b) (1, 6)s
0,06 - 0,08
. 0,06
= 0,04 =
z z
=_ I =_ 0,04
< o002 & Q
o i 0,02
0 88 0
0,996 1 1,004 1,008 0996 1 1,004 1,008
QL QL
() (2, 6)c (d) (2, 6)s

Figura 6.13 — Curvas de ressonancia para a casca imperfeita com ressonancia 1:1:2:2
sendo Pu1 # 0, P.o=0e M =2 com W"'a/h #0.
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A Figura 6.14 ilustra as curvas de ressonancia da casca cilindrica
imperfeita para menores niveis de imperfeicdo (Tabela 6.4). A Figura 6.15
mostra, para a melhor compreensdo dos resultados, algumas curvas de
ressonéncia analisados nas Figuras 6.13 e 6.14 para os modos (1, 6)c e (2, 6)c e
niveis crescentes de imperfeicdo. Neste caso a imperfeicdo altera
significativamente a estabilidade do sistema, sendo todos os modos excitados.
Verifica-se um ligeiro deslocamento das curvas de ressonancia para a direita,
representando um aumento do valor da frequéncia fundamental de vibragdo. Os
modos (1, 6)c e (2, 6)s sdo excitados em toda a faixa de frequéncias analisadas,
enquanto os modos (1, 6)s e (2, 6)c, surgem através de bifurcacdes da solucéo
trivial. Para niveis de imperfeicdo entre W’11/h =0,090 e W'1/h =0,118 se
observam quatro bifurcacdes da solucdo trivial, gerando duas familias de

solucBes para os modos (1, 6)s e (2, 6)c.

0,3 0,16
— 0,12
) G \
= 2 008 )
5 5 AV
0,04 i t
0 Bl 1
099 1 1,004 1,008 0,996 0,998 1 1,002 1,004
Q Q
@ (1, 6)c (b) (1, 6)s
0,05 0,06
0,04 )
x = 0,04
X 0,03 /i %
=_ H' =_
o~ 0,02 \g o
< Q
0,01
0 d -
0996 1 1,004 1,008 0996 1 1,004 1,008
Q Q;
(c) (2, 6)c (d) (2, 6)s

Figura 6.14 — Curvas de ressonancia para a casca imperfeita com ressonancia 1:1:2:2
sendo Pu1 # 0, P.o=0e M =2 com W"11/h entre 0 e 0,107.
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Figura 6.15 — Curvas de ressonancia apresentadas separadamente para a casca
imperfeita com ressonéncia 1:1:2:2 sendo P.1 # 0, P.o= 0 e M = 2 com W'u/h # 0.

A Tabela 6.8 apresenta as frequéncias naturais da casca cilindrica com
imperfei¢cdes na forma do modo (2, 6)s a partir das quais € possivel notar que a

perda de simetria para 0os casos analisados nessa sec¢do é mais acentuada:
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Tabela 6.8 — Variacdo da frequéncia com o nivel de imperfei¢édo aplicada na forma do

modo de vibragédo (2, 6)s para 0os casos com ressonancia 1:1:2:2.

Wii/h o (rad/s) an (rad/s) o (rad/s) ao (rad/s)
(1, 6)c (1, 6)s (2, 6)c (2, 6)s
0,000 24145,02463 24145,02463 48290,78406 48289,31445
0,107 24165,63758 24247,62505 48372,13740 48392,72911
0,118 24170,08821 24269,75089 48389,88976 48414,87221
0,128 24174,51374 24291,71998 48407,49763 48436,90156

6.7.

Casca cilindrica com imperfeicao na forma dos modos (1, 6)

Nesta secdo é considerada uma imperfeicdo geométrica inicial na forma da

soma dos modos (1, 6)c e (1, 6)s:

W, =W/, cos(n @) sen ( mz

XJ+W”H sen(n e)sen(mij 6.8)

Tabela 6.9 — Resumo das cores utilizadas nas curvas de ressonancia com
Wi/h + W’i/lh # 0 para os casos com ressonancia 1:1:2:2.

Modelo Curva de ressonancia Wia/h W’i1i/h
—_— 0,018 0,090
—_— 0,036 0,072
Modelo 5 —_— 0,054 0,054
—_— 0,072 0,036
0,090 0,018
0,3 0,16
0,25
- ' 012
£ 02 : & ! !
bd JjJ" 2 A y
z_ 015 \ / 20,08 :‘ E
I 01 \& A\ @ |
/ 0,04 ‘ ?
0,05 = f {
0,992 0,996 1 1,004 1,008 0,992 0,996 1 1,004 1,008
Q Q
(@ (1, 6)c (b) (1, 6)s

Figura 6.16 — Curvas de ressonancia para a casca imperfeita com ressonancia do

tipo 1:1:2:2 sendo P11 # 0, P.z=0 e m = 1 com War/h # 0 e W'11/h # 0.
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Foram escolhidas as amplitudes de imperfeicdo mostradas na Tabela 6.9
de modo que a amplitude maxima da imperfeicdo seja aproximadamente igual ao
resultado da relacéo (4.4).

A Figura 6.16 ilustra as curvas de ressonancia da casca cilindrica. A
Figura 6.17 mostra separadamente as curvas de ressonancia da casca cilindrica
para cada um dos casos de imperfeicdo geométrica analisados na Figura 6.16,
comparando-as com a resposta da casca perfeita. Nota-se um comportamento
ndo linear da casca cilindrica do tipo hardening, com um ramo secundario de
solugdes do tipo softening, similar ao da casca perfeita. Entretanto, a imperfeicdo
modifica a estabilidade das solugbes, aumentando sensivelmente as regides
estaveis. Nota-se também que o modo (1, 6)s passa a ser excitado em toda a
faixa de frequéncias, desaparecendo a solucéo trivial. A participacdo dos modos
(2, 6)c e (2, 6)s é praticamente nula na primeira regido de ressonancia, Q, =1,
sendo o0s resultados similares aos encontrados utilizando-se o0 modelo
desacoplado da expansédo dos deslocamentos laterais. Verifica-se que a forma
da imperfei¢do (participagédo relativa dos dois modos) tem influéncia marcante na
forma da curva de ressonancia. A Tabela 6.10 apresenta as frequéncias naturais

da casca cilindrica para esses casos.

Tabela 6.10 — Variacédo da frequéncia com o nivel de imperfeicdo aplicada na forma
dos modos (1, 6) de vibracdo para os casos com ressonancia 1:1:2:2.

T ao (rad/s) an (rad/s) an (rad/s) ao (rad/s)
(1, 6)c (1, 6)s (2, 6)c (2, 6)s
0,000 24145,02463 24145,02463 48290,78406 48289,31445

24152,59330
24150,83536
24150,24354
24174,09045
24182,79277

24182,78558
24174,08834
24171,19437
24150,83325
24152,58614

48297,65398
48295,83355
48295,21792
48319,18919
48327,86439

48327,84185
48319,18867
48316,31275
48295,83303
48297,63140
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Figura 6.17 — Curvas de ressonancia mostradas separadamente para a casca
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imperfeita com ressonancia 1:1:2:2 sendo Pi1 # 0, Pe.=0em=1com Wwi/h#0e

Wiia/h # 0.
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6.8.
Casca cilindrica com imperfeicdo na forma dos modos (2, 6)

Analisa-se neste item a casca cilindrica com uma imperfeicdo geométrica

na forma da soma dos modos (2, 6)c e (2, 6)s, a saber:

W, =W, cos(n @) sen['\/I f Xj +W', sen(ng) sen['\/I f Xj 6.9)

Foram escolhidas as amplitudes de imperfeicdo mostradas na Tabela 6.9
de modo que a amplitude maxima da imperfei¢cdo seja aproximadamente igual ao

resultado da relacéo (4.4).

0,3 0,16
0,25 ‘
_ 0,12
= 02 C
2 2
2 015 0,08
< 01 @
0,04
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0,992 0,996 1 1,004 1,008 0,992 0,996 1 1,004 1,008
Q Q
(@ (1, 6)c (b) (1, 6)s
0,05~ 0,05
0,04 0,04~ }
= G =
% 0,03 X 0,03 \
s_ / Ii %t \ —
o~ 0,02 W/ o 0,02 )
< / T Q | )
0,01 / 0,01 o L
0 J S 0 _ ="
0,992 0,996 1 1,004 1,008 0,992 0,996 1 1,004 1,008
Q, Q
(©) (2, 6)c (d) (2, 6)s

Figura 6.18 — Curvas de ressonancia para a casca imperfeita com ressonancia do
tipo 1:1:2:2 sendo P i1 # 0, P2 =0 e M =2 com W'ia/h # 0 e Wi/h # 0.

A Figura 6.18 ilustra as curvas de ressonancia da casca cilindrica. Verifica-
se que todos os modos séo excitados e que as solugdes triviais desaparecem.
As Figuras 6.19 a 6.23 mostram separadamente as curvas de ressonancia da
casca cilindrica para os quatro modos principais. H4 um ligeiro deslocamento
das curvas de ressonancia para a direita, indicando um aumento do valor da

frequéncia fundamental de vibracao.
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A Tabela 6.11 apresenta as frequéncias naturais da casca cilindrica para
imperfeicdes aleatodrias aplicadas na forma dos modos (1, 6) e (2, 6), a partir dos
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guais observa-se que a quebra de simetria também varia com a forma da

imperfeicéo.

Tabela 6.11 — Variacéo da frequéncia com o nivel de imperfeicdo geométricas
aleatdrias na forma do modo linear de vibragdo para os casos com ressonancia

1:1:2:2.
Wir o (rad/s) o (rad/s) o (rad/s) ao (rad/s)
(1, 6)c (1, 6)s (2, 6)c (2, 6)s
0,000 24145,02463 24145,02463 48290,78406 48289,31445
—_— 24154,49544 24191,66607 48324,32684 48336,89418
—_— 24171,05010 24150,93670 48316,38504 48308,52711
—_— 24163,94798 24149,20708 48309,34893 48298,86892
—_— 24179,51584 24154,81688 48324,85834 48319,48922
24164,34804 24150,91652 48310,54984 48299,84739
_— 24151,06863 24170,28414 48305,53469 48315,84447
—_— 24222,55948 24160,59764 48367,62663 48351,79463
—_— 24151,29218 24176,06929 48304,48103 48321,22359
_— 24160,71660 24223,15531 48352,27682 48368,19867
—_— 24155,45074 24195,86126 48330,42987 48340,90799
03 0,16
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. __ 012 !
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0 0 =
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0,05 0,05
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< / Q
0,01 0,01 y
0 —J 0 ‘//
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Q Q
(©) (2,6)c (d) (2, 6)s

Figura 6.19 — Curvas de ressonancia para a casca imperfeita com ressonancia 1:1:2:2

sendo Pi1 #0, P2=0e M =2 com Wii/h = 0,018 e Wi1/h = 0,090.
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Figura 6.20 — Curvas de ressonancia para a casca imperfeita com ressonancia 1:1:2:2
sendo Pi1 #0, Pl2=0e M =2 com Wh1/h = 0,036 e W'i/h = 0,072.
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Figura 6.21 — Curvas de ressonancia para a casca imperfeita com ressonancia 1:1:2:2
sendo Pi1 #0, Po=0e M =2 com W'i/h = 0,054 e W'ii/h = 0,054.
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Figura 6.22 — Curvas de ressonancia para a casca |
sendo Pu1 #0, P.z=0e M =2 com Whi/h
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Figura 6.23 — Curvas de ressonancia para a casca imperfeita com ressonancia 1:1:2:2
sendo Pi1 #0, Po=0e M =2 com W'1a/h = 0,090 e W'1i/h = 0,018.
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Observa-se que a presenca das imperfeicbes geométricas iniciais altera
significativamente a estabilidade do sistema, com um aumento das regides
estaveis e o surgimento de novos picos de ressonancia.

A Tabela 6.12 apresenta as frequéncias naturais da casca cilindrica para
imperfei¢cdes aplicadas na forma dos modos (2, 6). Analisando-se os resultados
encontrados pode-se concluir que, assim como acontece para 0S CasoS
anteriores ha uma pequena quebra de simetria devido a adi¢cdo da imperfeicdo e
embora a relacdo entre as frequéncias ndo se mantenha exatamente igual

1:1:2:2 esses valores de frequéncia sdo ainda muito préximos.

Tabela 6.12 — Variacéo da frequéncia com o nivel de imperfeicdo aplicada na forma
dos modos (2, 6) de vibracdo para os casos com ressonancia 1:1:2:2.

G an (rad/s) an (rad/s) an (rad/s) ao (rad/s)
(1, 6)c (1, 6)s (2, 6)c (2, 6)s
0,000 24145,02463 24145,02463 48290,78406 48289,31445

24160,19195
24156,70606
24155,52654
24203,14582
24220,55980

24220,55980
24203,13604
24197,34288
24156,69633
24160,19195

48350,40254
48336,63316
48331,86952
48348,16854
48365,68017

48365,68017
48348,08584
48342,39252
48336,55040
48350,40254

6.9.

Casca cilindrica com imperfeicdes geométricas aleatorias na forma

do modo linear de vibracao

Finalmente assume-se que a casca cilindrica analisada tenha uma

imperfei¢cdo na forma da soma dos quatro modos que dao origem a interagao:

W, =W/, cos(n 0) sen(

momz X

M 7z X

j+W"ll sen(n 9)sen(mij+

(6.10)

W, cos(n ) sen( j+W"ll sen(no) sen(

Mﬂ'x]
L

Os valores das amplitudes da imperfeicdo geométrica adotadas sao
gerados de forma aleat6ria e mostrados na Tabela 6.13.

A Figura 6.24 ilustra as curvas de ressonancia da casca cilindrica
imperfeita. As Figuras 6.25 a 6.34 mostram separadamente as curvas de
ressonancia da casca cilindrica para os quatro modos principais. Todos 0s
modos que fazem parte da ressonéancia interna 1:1:2:2 sdo excitados para todos

os casos de imperfeicdo geométrica inicial. Nota-se que a maior amplitude de
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vibragéo ocorre sempre para o modo (1, 6)c, que € o modo diretamente excitado.

H& grande variabilidade na forma e estabilidade das respostas dos quatro

modos, ressaltando a importancia da forma da imperfeicdo na resposta néo

linear da casca imperfeita.

Tabela 6.13 — Valores das parcelas da imperfeicdo obtidos aleatoriamente para os

casos com ressonancia 1:1:2:2.

Caso Curva de i i i y
. W'111 W’'111 W'211 W’'211
1 —_— 0,005510 0,033234 0,000110 0,068150
2 — 0,033398 0,005762 0,040629 0,027210
3 —_— 0,045863 0,018317 0,023646 0,019173
4 —_— 0,002929 0,028084 0,058308 0,017677
5 0,039991 0,034729 0,030604 0,001675
6 —_— 0,020627 0,041138 0,002300 0,042935
7 —_— 0,010156 0,001150 0,092665 0,003027
8 — 0,005509 0,062020 0,000366 0,039104
9 —_— 0,000201 0,010559 0,003242 0,092997
10 —_— 0,009422 0,011632 0,012292 0,073653
0,3 0,16
0,25 h
. __ 012
02 &
z 3
2015 S_ 0,08
< 01 @
0,04 -
0,05
0 0 — i S
0,992 0,996 1 1,004 1,008 0,992 0,996 1 1,004 1,008
QL QL
(@) (1, 6)c (b) (1, 6)s
0,06 0,05
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© ©
5’ 5" 0,03
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o o 0,02
<< m
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\ , 0 N
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Q Q
(c) (2, 6)c (d) (2, 6)s

Figura 6.24 — Curvas de ressonancia para a casca imperfeita com ressonancia 1:1:2:2
sendo Pu1 # 0, P.o=0e m =1 com Wih #0.
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Figura 6.25 — Curvas de ressonancia para a casca imperfeita com ressonancia 1:1:2:2
sendo Pu1 # 0, P2 =0e m =1 com Wih # 0 caso 1.
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Figura 6.26 — Curvas de ressonancia para a casca imperfeita com ressonancia 1:1:2:2
sendo Pu1 # 0, P.o=0e m =1 com Wih # 0 caso 2.


DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 1313558/CA


PUC-Rio- CertificagaoDigital N° 1313558/CA

0,3
0,25

0,2 .;
0,15 |

0,1 o\
0,05 \

0

A1,"(7)

Q

(@) (1, 6)c
0,06

0,04

A2, M¥(x)

0,02

0o— T
0,992 0,996 1 1,004 1,008
Q

(©) (2, 6)c

0,992 0,996 1 1,004 1,008

B1 MMAX(T)

B2,™X(x)

Influéncia da imperfeicdo geométrica inicial na resposta dindmica néo linear de cascas
cilindricas com ressonancia 1:1:2:2

163
0,16
0,12 \/ E
‘ |
0,08 \ |
|
0,04 j
P
0 — -
09920996 1 1,004 1,008
QL
(b) (1, 6)s
0,05
0,04
0,03~
0,02
0,01 i
N

<

0 .
0,992 0,996 1 1,004 1,008

Q

(d) (2, 6)s

Figura 6.27 — Curvas de ressonéncia para a casca imperfeita com ressonancia 1:1:2:2
sendo Pu1 # 0, P.o=0e m=1 com Wih # 0 caso 3.
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Figura 6.28 — Curvas de ressonancia para a casca imperfeita com ressonancia 1:1:2:2
sendo Pu1 # 0, P.o=0e m =1 com Wih # 0 caso 4.
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Figura 6.29 — Curvas de ressonéncia para a casca imperfeita com ressonancia 1:1:2:2
sendo Pu1 #0, P.o=0e m=1 com Wih # 0 caso 5.
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Figura 6.30 — Curvas de ressonancia para a casca imperfeita com ressonancia 1:1:2:2
sendo Pu1 # 0, P.o=0e m =1 com Wih # 0 caso 6.
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Figura 6.31 — Curvas de ressonancia para a casca imperfeita com ressonancia 1:1:2:2
sendo P.1 # 0, P2 =0e m =1 com Wih # 0 caso 7.
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Figura 6.32 — Curvas de ressonancia para a casca imperfeita com ressonancia 1:1:2:2
sendo Pu1 # 0, P.o=0e m=1 com Wih # 0 caso 8.
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Figura 6.33 — Curvas de ressonancia para a casca imperfeita com ressonancia 1:1:2:2

sendo P.1 #0, P.o=0e m=1 com Wih # 0 caso 9.

0,3
0.25
0,2
0,15 ‘
0.1 /
0,05

0
09920996 1 1,004 1,008

Q

(a) (1, 6)c

A111MAx(T)

A211MAX(T)
o
o
[N}

09920996 1 1,004 1,008
Q

(c) (2, 6)c

B1 1 1MAX(T)

821 1 MAX(T)

0,9920,996 1 1,004 1,008

QL
(b) (1, 6)s
0,05
004
0,03
0,02
0,01 ( !
N
09920996 1 1,004 1,008
O
(d) (2, 6)s

Figura 6.34 — Curvas de ressonancia para a casca imperfeita com ressonancia 1:1:2:2

sendo P.1 #0, P.2=0e m=1 com Wih # 0 caso 10.

Observa-se também, analisando as Figuras 6.24 a 6.34, que a amplitude

méxima do deslocamento varia muito pouco, sendo maior sempre que as
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parcelas que tém a forma dos modos (1, 6)c e (1, 6)s, amplitudes W'11; e W1y,
forem dominantes, sendo esses 0s casos onde se observa também o maior
namero de trechos instaveis nas curvas de ressonancia. A maior variagdo da
amplitude de vibragdo ocorre para o modo (1, 6)s, B11:*(t). As menores
amplitudes ocorrem quando a amplitude da imperfeicdo associada ao modo
(2, 6)c é dominante (resposta em vermelho).

A Tabela 6.14 apresenta o resumo de quais modos foram ativados em
cada um dos casos de imperfeicdo analisados para uma pressao lateral
excitando diretamente 0 modo (1, 6)c. Destaca-se que a amplitude do modo
(1, 6)c é sempre ativada nesse caso e a Tabela 6.14 apresenta como é
participacdo dos modos (1, 6)s, (2, 6)c e (2, 6)s nas curvas de ressonancia da
casca cilindrica.

As respostas considerando o carregamento P2, que excita diretamente o
modo (2, 6)s ndo levaram, para nenhum dos casos de imperfei¢do, a excitagdo
dos modos (1, 6)c e (1, 6)s.

Tabela 6.14 — Modos ativados em cada um dos casos de imperfeicdo com interacao
1:1:2:2. Presséo lateral excitando diretamente o modo (1, 6)c.

Imperfeicdo Modo (1, 6)s Modo (1, 7)c Modo (1, 7)s
Perfeita Ativa N&o ativa N&o ativa
(1, 6)c Ativa N&o ativa N&o ativa
(2, 6)c Ativa parcialmente Ativa Ativa parcialmente
(2m, 0)+ Ativa Nao ativa N&o ativa
(2m, 0)- Ativa Nao ativa N&o ativa
(2M, 0)+ Ativa Nao ativa N&o ativa
(2M, 0)- Ativa Nao ativa N&o ativa
(1, 6)s Ativa parcialmente N&o ativa N&o ativa
(2, 6)s Ativa Ativa Ativa
(1, 6)c + (1, 6)s Ativa N&o ativa N&o ativa
(2, 6)c + (2, 6)s Ativa Ativa Ativa
Aleatérias Ativa Ativa Ativa

Foram apresentados neste capitulo resultados paramétricos da influéncia
da imperfeicdo geométrica inicial na resposta dindmica ndo linear de cascas
cilindricas simplesmente apoiadas com ressonancia 1:1:2:2. No préximo capitulo

apresentam-se as principais conclusdes obtidas neste trabalho.
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Conclusfbes e sugestdes

O objetivo principal desta tese é realizar a andlise de multiplas
ressonancias internas em cascas cilindricas delgadas simplesmente apoiadas,
com énfase na influéncia das imperfeicdes geométricas iniciais nas ressonancias
internas 1:1:1:1 e 1:1:2:2 . As equagdes de movimento da casca cilindrica sdo
deduzidas usando-se a teoria ndo linear de Donnell para cascas abatidas. A
expansao modal para o deslocamento transversal aqui proposta é deduzida a
partir da aplicacdo de um método da perturbacdo e atende as condicdes de
contorno relativas a uma casca simplesmente apoiada. Esse método permite
identificar todos os modos néo lineares que se acoplam aos modos principais de
vibragdo da casca cilindrica através de ndo linearidades quadréticas e cubicas.

Com a finalidade de se analisar os efeitos nas ressonancias internas
1:1:1:1 e 1:1:2:2 propde-se, ao se aplicar técnicas de perturbacéo, uma solucao
inicial para o deslocamento transversal da casca que apresente os quatro modos
gue participam desta interacdo. Assim obtém-se uma expansao que descreve de
forma precisa os modos ndo lineares de vibracdo e o0s acoplamentos e
interacbes modais. A importancia de cada um desses modos € aferida através
do método de Karhunen-Loéve, que quantifica a participacdo de cada modo da
expansao na energia total do sistema. A utilizacdo do método da perturbacéo
associado ao método de Karhunen-Loéve torna possivel a deducdo de modelos
de baixa dimensdo que descrevem de forma consistente o comportamento néo
linear da casca cilindrica. A forma da imperfeicéo inicial & descrita pela mesma
expansdo modal, o que permite modelar diversas formas de imperfei¢cdes iniciais
e quantificar sua influéncia nas vibragées néo lineares e estabilidade dinamica
da casca.

Com base na expressdo analitica das frequéncias naturais da casca,
identificam-se as geometrias onde os fenbmenos de ressonancia interna sao
mais importantes.

Utilizando-se um modelo consistente de baixa dimensao, realiza-se uma
andlise paramétrica das bifurcacfes utilizando-se algoritmos de continuacdo que
permitem identificar os trechos estaveis e instaveis das curvas de ressonancia e

classificar as bifurcagdes que surgem nas regides de ressonancia. Uma analise
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paramétrica detalhada mostra a influéncia das mudltiplas ressonancias e

imperfei¢des iniciais nas frequéncias naturais, relagdes frequéncia-amplitude e

diagramas de bifurcacéo.

Com base na andlise paramétrica, observa-se que:

O método da perturbacdo associado ao método de Karhunen-
Loeve pode ser usado para derivar expansdes modais consistentes
e de baixa dimenséo para descrever a interacdo modal entre dois
ou mais modos de vibracdo, permitindo a andlise dos varios tipos
de ressonancias internas que podem ocorrer nas cascas cilindricas

dependendo da geometria adotada.

Com um numero relativamente pequeno de modos obtém-se a
convergéncia dos resultados até amplitudes de vibracdo igual a
duas vezes a espessura da casca. Esta convergéncia é obtida com
apenas 9 GDL para a ressonancia interna 1:1, 29 GDL para a
ressonancia interna 1:1:1:1 e 20 GDL para a ressonancia interna
1:1:2:2 sendo os resultados convergentes para amplitudes iguais

até duas vezes a espessura da casca.

Y Y

Devido a continuidade e a simetria da casca na direcao
circunferencial, se cos (n 6) é solugcdo do problema, sen (n 6)
também é solucdo. Assim as frequéncias naturais da casca
ocorrem aos pares, sendo os dois modos defasados de z/2n. As
imperfeicdes iniciais tém influéncia marcante nestas frequéncias
naturais, sendo o principal efeito a quebra da axissimetria da casca
e da igualdade das frequéncias dos dois modos com o mesmo
niamero de ondas circunferenciais. Entretanto, para pequenos
niveis de imperfeicéo, estas duas frequéncias tém valores proximos
e ainda pode ocorrer transmissdao de energia do modo excitado

para o ndo excitado.

Para uma casca sujeita a pressao lateral distribuida, considerando-
se apenas a interagdo 1:1, intrinseca a esse elemento estrutural, a
forma da imperfeigéo altera significativamente a resposta néo linear
do sistema bem como a transferéncia de energia entre os dois
modos principais de vibracdo, havendo grande variabilidade na
forma e estabilidade das respostas, o que ressalta a importancia da

forma da imperfeicdo na resposta ndo linear da casca imperfeita.
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Imperfeicbes cuja expansdo modal contenham parcelas
semelhantes aos modos ndo diretamente excitados induzem

sempre a transferéncia de energia do modo excitado.

Verifica-se que a ressonancia interna 1:1:1:1 deve ser esperada em
cascas cilindricas reais, j& que um numero infinito de geometrias
pode exibir quatro modos com a mesma frequéncia. De particular
importancia é quando as frequéncias associadas aos pares de
modos (m, n) e (m, N =n + 1) correspondem a frequéncia minima
da casca, 0 que pode levar a grandes amplitudes de vibracdo na

regido principal de ressonéancia.

A forma e a magnitude da imperfeicdo tém influéncia marcante nos
resultados. Para uma casca sujeita a pressao lateral na forma de
na forma do modo (m,n) e a expansdo modal da imperfeicdo
contenham parcelas de dos modos (m, N), todos os modos séo
ativados ainda que se considerem imperfeicdes com magnitude
bem menor que a espessura da casca. O mesmo acontece quando
um dos modos (m, N) é excitado e a imperfeicdo tem componentes

em um dos modos (m, n).

A ressonancia interna 1:1:2:2 também pode ser observada no
projeto de cascas cilindricas reais, jA que existem infinitas
geometrias que podem conduzir a esse tipo de interagcdo modal. De
particular importancia é a ressonancia interna entre um modo (1, n)
associado a frequéncia minima, e um modo (2, n) com o dobro
desta frequéncia. Neste caso, quando a pressao lateral excita o
modo principal de vibracdo (1,n) e a expansdo modal da
imperfeicdo contem alguma componente dos dois modos (2, n),
todos os modos sdo excitados, mesmo nos casos de imperfeicdes
com magnitude bem menor que a espessura da casca.
Diferentemente do que acontece para interagdo 1:1:1:1, nesse
caso, quando um dos modos (M, n) é excitado, para nenhum dos
casos de imperfeicdo analisados h& transferéncia de energia para
0s modos (m, n). Porém cabe aqui lembrar que, na maioria das
estruturas reais, a forma da imperfeicdo ndo segue uma forma
modal especifica, podendo até mesmo ser alterada durante a vida

atil da estrutura e, em geral, tem participacdo de todos os modos,
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mesmo gque pequena. Assim espera-se que sempre seja observada

a ressonancia interna.

Sugerem-se, como continuidade deste trabalho, pesquisas que contribuam

com os seguintes temas:

e Analisar das ressonancias internas 1:1:3:3 assim como outros
casos de interacbes modais entre quatro modos de vibracdo que

possam surgir para determinadas geometrias.

e Efetuar analises dos diagramas de bifurcacdo com técnicas de
continuagdo de uma casca cilindrica submetida a uma carga axial,
considerando a solugdo modal para os deslocamentos transversais
aqui proposta.

e Avaliar o efeito das ressonancias internas e imperfeicGes em

cascas cilindricas com fluido interno.

e Avaliar o efeito das ressonancias internas e imperfeicbes em
cascas cilindricas com material ortotropico, cascas cilindricas
laminadas e sanduiche e cascas de material com gradacéo

funcional.
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