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Resumo

O curso Funcoes e gréificos, Uma proposta com ou sem computa-
dor foi desenvolvido de setembro a novembro de 1989, no ambito do
Projeto Matemética, Comunidade e Universidade. O curso era diri-
gido a professores do ensino do 2° grau (hoje, ensino meédio) e sua
proposta incluia: associar a representacao algébrica de fungoes a sua
representacao grafica; analisar o uso de diferentes escalas nos graficos,
sua importancia e eventual exploracao na distorcao da comunicacao
de dados; explorar graficos na resolucao de problemas, entre outros te-
mas que surgissem no desenrolar dessas atividades. Foram planejadas
também se¢bes com micro computadores para por em pratica algumas
dessas atividades. Naquela ocasido, foram enunciados mais exercicios
do que seria possivel resolver durante o curso. Como nao era féacil
0 acesso a questées de concursos ou vestibulares, um acervo de tais
questoes era muito importante para o professor.

Neste moédulo, estdo enunciados e resolvidos os exercicios cuja re-
solucdo consta de anotacgoes da professora Valleria do Rego Monteiro
Guimaraes, participante do curso. Alguns deles foram resolvidos com
softwares atuais, pois foram considerados interessantes dentro do ob-
jetivo do curso. Nem todos foram transcritos aqui, pois hoje em dia
h4, na Internet, muitos problemas enunciados e resolvidos & disposicao
dos professores.

Nesta série, o curso serd exposto em dois modulos.

Este é o primeiro deles, com as trés primeiras sessoes, em que pro-
blemas eram propostos para resolu¢do manual, em grupos e discussao
posterior.

O segundo médulo apresenta alguns dos problemas que foram re-
solvidos nas sessbes com computador. Durante o curso, foi usado o
software Winplot, que é gratuito e cabia num disquete que foi distri-
bufdo aos participantes. No mdédulo relativo a essas aulas, utilizamos
o Maple e o Geogebra.

Como nosso objetivo é retratar, da maneira mais fiel possivel, a ex-
periéncia que constituiu o Projeto Matematica Universidade e Comu-
nidade, nao faremos consideracoes sobre o embasamento te’orico que
nos levou a escolher as atividades propostas e a conduzir os trabalhos
do grupo. Os leitores poderdo facilmente reconhecer nos problemas
propostos e nas observacgoes feitas pela equipe a influéncia das ideias
de David Tall, Ed Dubinsky por um lado, e de Raymond Duval, por
outro.

A valiosa recuperacao de eventos e discussoes durante o curso foi
possivel gracas & professora Valleria do Rego Monteiro Guimaraes, par-
ticipante do grupo de cursistas que, gentilmente, nos cedeu suas minu-
ciosas anotagoes.
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1 A proposta e os participantes

Como foi exposto no resumo, a proposta deste curso era estudar e explorar
a representacao grafica de fungoes, com ou sem o uso do computador.
Duas foram as razoes que levaram a equipe a fazer tal proposta:

1. Professores dos cursos iniciais nas universidades percebiam que os es-
tudantes vindos do curso basico olhavam as funcoes e seus graficos
como uma colecao de pontos isolados, em geral, somente aqueles que
calculavam para localizar o grafico ou para estudar pontos de extre-
mos. . . Faltava ao estudante olhar a funcao como um objeto, reconhecer
seu comportamento global, aplicar translagoes ou outras transforma-
coes ao lidar com os graficos.

2. Era pequeno o acervo de funcoes cujos graficos os estudantes podiam
construir s6 com os recursos algébricos de que dispunham. A possibili-
dade de tragar graficos de outras funcoes abriu um campo muito mais
rico para o estudo nesse nivel escolar.



A tese da equipe do Projeto era que o trabalho com os graficos daria
ao estudante maior intimidade com a funcao como um objeto e que o uso
de softwares graficos permitiria a observacao desse comportamento numa
colecao bem maior de funcgoes.

Foi entregue aos participantes um disquete (lembram-se deles?) com o
software Winplot a fim de que pudessem resolver as questoes com, ou sem,
computador. As primeiras reunioes, porém, foram desenvolvidas sem o uso
de computadores e sao elas que compoem esse modulo.

2 Sessao do dia 19/09/1989

Do primeiro encontro, a 19 de setembro de 1989, participaram 10 professores
do ensino do 2° grau.! Eles foram distribuidos em trés grupos e cada grupo
estudaria duas dentre as questoes propostas a fim de resolvé-las e apresentar
a solucao encontrada a todos os participantes.

Seguem-se as questoes que foram resolvidas pelos grupos. Como foi dito
no resumo inicial, foram apresentadas muito mais questoes do que essas.

2.1 Atividades propostas

. . 2x+4y =5
1. Considere o sistema { 5x + kry = ky
Para que pares (k;, k;) o sistema

(a) tem uma tnica solugao?
(b) tem uma infinidade de solu¢oes?

(c) ndo tem solugao

2. Encontre uma equacao de cada uma das retas que passa pelo ponto
(3,2) e que forma com os eixos coordenados um triangulo de area 12.

3. (Prova de Fisica da 1% fase do Vestibular para as areas I a V, UFF,
1989) Os pontos marcados nos graficos da Figura 1 representam as
velocidades de trés particulas medidas em instantes diferentes. Pela
anélise desses gréficos é possivel determinar os valores das aceleracoes
das particulas. Assinale a alternativa que relacione os graficos na ordem
crescente destas aceleragoes.

(a) 1,2,3

I Atual Ensino Médio.
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Figura 1: Graficos da Questao 5.

4. Considere a familia de func¢oes

y=a(x+17?+b, a#0.
Para que pares (a,b) as funcoes

(a) tém dois zeros reais distintos?
(b) tém somente um zero real?

(c) ndo tém zeros reais?

5. Dada a familia de parabolas

y=x"+bx+1,
ache o lugar geométrico de seus vértices.

6. Determine a equagao de uma familia de parabolas cujos vértices des-
crevam o circulo de centro na origem e raio 2.



2.2 Solucoes e comentarios

As solucoes e comentérios apresentados em aula e aqui expostos sao retirados
dos registros da professora Valleria do Rego Monteiro Guimaraes. Ao grupo
I coube resolver as questoes 1 e 4; ao grupo Il as questoes 2 e 5 e, ao grupo
III, as questoes 3 e 6.

1% questao: Considere o sistema

2x+4y =5
x+kiy=k;

Para que pares (ki,kz) o sistema
1. tem uma unica solugao?
2. tem uma infinidade de solugoes?

3. nao tem solugao?

A resolucao apresentada pelo grupo utilizou a regra de Cramer, com
calculo direto dos determinantes. Uma coOpia das anotacoes manuscritas
encontra-se no Anexo 1.

Foi lembrado que, para que o sistema tivesse uma tnica solucao, o deter-
minante

teria que ser diferente de 0, ou seja:

2k; —20 #0 ou kg # 10 e k; qualquer.

Para que houvesse uma infinidade de solucoes, o grupo aplicou a regra de
Cramer, impondo que os trés determinantes fossem nulos.

2 5
5 ko

5 4
ko kg

-

=0eAy= H

- o]

25
ki :1Oek2:7.

E, para que nao houvesse solugao, impos que A = 0, mas A,, ou Ay,
fossem diferentes de 0. Isso levou a



2
k] :1Oek27é?5

Observacoes da equipe:

Outros caminhos levam a resposta. Um deles, seria pelo escalonamento.
Os professores preferiram a regra de Cramer com calculo direto dos deter-
minantes. Disseram que o aluno utiliza mais a regra de Cramer do que o
escalonamento, mesmo no caso de 3 equagoes.

Com efeito, para duas equacoes a duas incognitas, o escalonamento nao
apresenta grande economia de calculo, confundindo-se com o processo de
adicao. Com coeficientes nao determinados, como é o caso aqui, fica até
mais complicado.

O processo grafico se baseia no fato de que cada uma das equacoes define
uma reta no plano coordenado. No exemplo aqui estudado, uma reta esta
bem determinada, e entao a resolucao grafica exigiria um estudo preliminar
sobre as possibilidades da segunda reta.

Quanto ao uso da regra de Cramer, um cuidado deve ser tomado quando
se trata de um sistema com 3 ou mais equacgoes com 0 mesmo niumero de
incognitas, em que os determinantes sejam todos nulos. Ha livros didaticos
que consideram que, nesse caso, o sistema possui infinitas solu¢oes (indeter-
minado, na nomenclatura usual). Isso é verdade para sistemas lineares com
2 equagoes a 2 incognitas.

Com efeito, as possiveis posigoes relativas de duas retas no plano xy sao;

a) concorrentes, quando tém inclinacoes diferentes, o que faz A # 0. As
retas se encontram num s6 ponto, e entao o sistema tem solucao tinica. Diz-se
determinado.

Se tém a mesma inclinagao, entao A =0 e:

b) as duas retas podem ser paralelas distintas, quando pelo menos um
dos determinantes Ay ou A, ¢ diferente de 0, isto ¢, A2 + Af, # 0.

As retas nao se encontram, entao o sistema nao tem solucao. Diz-se
impossivel.

Ou, ainda:

c) as duas retas coincidem, quando A = A, = A, =0.

Todos os pontos de uma reta sao comuns a outra, entao o sistema tem uma
infinidade de solugoes, dependem de um parametro. Diz-se indeterminado.

Aqui, cabe mais uma observacao: no caso de uma equacao do 1° grau, a
uma incognita, quando ela é indeterminada (redutivel a k = k, em que k é
um ntimero), qualquer niimero real satisfaz a equacao. No caso de sistemas
com uma infinidade de solu¢oes, isso nao quer dizer que quaisquer valores
das incognitas sejam solugoes. No caso do sistema de duas equagoes a duas



incognitas em que as 2 retas coincidem, os infinitos pares que sao solucoes
do sistema sao as coordenadas dos pontos dessa reta. Podem ser descritos
em funcao de um parametro.

Consideremos, agora, um sistema linear de tés equagoes a tés incognitas.
Sao, em geral, trés planos no espaco x, y, z e, tém-se, de modo analogo, os
determinantes de ordem 3, A, A, , Ay e A,.

As posicoes relativas de trés planos no espago x, Y, z sao as seguintes:

1— Os trés planos encontram-se num tnico ponto, quando A # 0.
Entao o sistema tem solucao tnica. Diz-se determinado.

2 — Quando A = 0, ha trés possibilidades:

a ) Os trés planos tém uma reta e s os pontos dessa reta em comum,

quando pelo menos um dos determinantes A, ou Ay ou A, é diferente
de 0, isto é, A2 —FAfJ + A2 #£0.

Os planos se encontram segundo uma reta, entao o sistema tem infinitas
solucoes, que dependem de um parametro. Na matematica escolar, diz-
se que o sistema é indeterminado.

Ou:

b ) Dois dos planos sdo paralelos entre si, distintos. Qualquer que seja a
posicao do 3° plano, os trés planos nao tém ponto em comum. Caso em
que A = 0 e pelo menos um dos determinantes Ay, Ay ou A, se anula
também. Observe que pode acontecer que Ay = Ay = A, = 0, seria o
caso em que o 3° plano seja também paralelo a estes, coincidindo, ou
nao, com um dos anteriores.

Os trés planos nao tém ponto em comum, entao o sistema nao tem
solucao. Na matematica escolar, diz-se que o sistema é impossivel.

Ou, ainda:

¢ ) Os trés planos coincidem e, nesse caso, A=0e A, =Ay; = A, =0.

Os planos coincidem, entao o sistema tem infinitas solugoes, que depen-
dem de dois parametros. Na matematica escolar diz-se que o sistema ¢
indeterminado.

Enfim, em sistemas lineares de ordem trés, quando A = Ay = Ay = A, =
0, o sistema pode ser impossivel ou indeterminado, apresentando nenhuma
ou uma infinidade de solucoes, como nos exemplos a seguir:



Xx+2y+3z=6 X+2y+3z=6
(A)S 2x+4y+62=12 (B) 2x+4y +6z=12
x+6y+9z2=138 3x+6y+92=15

Em ambos os sistemas tém-se A = A, = Ay = A, = 0, porque pelo menos
duas colunas sao proporcionais em cada um dos determinantes.
O sistema (A) tem uma infinidade de solugoes dependendo de dois para-

X =6—2s—3t
metros: y=s
z=1

e o sistema (B) nao tem solugao, pois as ternas que satisfizerem as duas
primeiras equagoes nao satisfarao a ultima.

Uma comparacao entre o uso da regra de Cramer e o processo de escalo-
namento é objeto de um artigo de Elon Lages Lima, publicado na Revista
do Professor de Matematica, RPM 23,2 em que ¢ feita essa observacao sobre
o uso equivocado da regra de Cramer.

2% questao: Encontre uma equacgao de cada uma das retas que passa pelo
ponto (3,2) e que forma com o0s eizos coordenados um triangulo de drea 12.

Uma copia da resolucao apresentada pelo grupo encontra-se no Anexo 2.

Figura 2: Reta que passa por P = (3,2).

O grupo considerou retas que passam pelo ponto P = (3,2) e encontram
0 eixo x no ponto (x,0) e o eixo y no ponto (0,yy) (Veja a Figura 2). A
area do triangulo que uma dessas retas faz com os eixos ¢ igual a metade de
|Xo X Yo|. Queremos, entdo que

2<http://rpm.org.br/cdrpm /23 /2.htm>.



X0 X Yo .

=

o que ja implica que Xo e Yo sejam diferentes de 0. Uma reta que passe pelos
pontos P e (x,0) tem como equagao

12,

y=ax+b, com b=y, 2=3a+Yo

ou
2— b
a = 390 e Xop=——
Isto é:
3y0
Xg = ——"7".
T2y
donde, finalmente:
Yo’

| Xo X yo|= 3 .
0 X Yo 22—y

O grupo considerou trés casos, conforme os sinais de X e de Yo, a saber
(Ver Figura 3):

Figura 3: Retas que passam pelo ponto P = (3,2).

(a) Em que x¢ e Yo sdo positivos, entdo: xo > 3 e yo > 2.
(b) Em que xq é positivo e Yo é negativo, entdo: 0 < xo < 3 e yo < 0.

(c) Em que x¢ é negativo e yp € positivo, entao: xo < 0 e 0 <yp < 2.

10



Caso (a):

M:12:>X0Xyo 24 — yo

2
= —_ ] = 0.
5 - =8 = 1y2—8yo+16=0

Isso implica que (yo —4)? =0, cuja solucio é Yo =4 e uma equacao da
reta é:

2
y :—§x+4.

Casos (b) e (c):

Levando em conta os sinais, a equacao sera

2
23 =8 =y} +8yo—16=0,
cujas solucgoes sao —4 ( >
A solugao do caso (b) é negativa, yo = —4 (1 + \/Z) e a equacao da reta

sera:

y= (2+4T\/_>x—4<1+\/§>.

E, no caso (c), a solucao é positiva e menor do que 2: entdo, yo =

4 <\/Z— 1) e a equacao da reta sera:

(2—%)»&4(@—1)

3% questao: (Prova de Fisica da 1% fase do Vestibular para as dreas I a
V, UFF, 1989) Os pontos marcados nos grificos da Figura 4 representam as
velocidades de trés particulas medidas em instantes diferentes. Pela andlise
destes graficos € possivel determinar os valores das aceleragoes das particulas.
Assinale a alternativa que relacione os grdficos na ordem crescente dessas
aceleracoes.

1. 1,2, 3
2. 1,3 2
3.2 1,3

11



0. 8, 2,1
Y I|n."|\,,|‘I i ) wimi'sl

] ¥ L] E 1
(1), f (21, (3},

L] a f 5 2

3 1 i 3
| 3
| b
1 4 = Lol y -
1 i 1 I_'\.l a 1 . ] L ] "'I |$:l a2 1 F, |} L] "'I |“
(a) Grafico 1 (b) Grafico 2 (c¢) Grafico 3

Figura 4: Graficos da Questao 3.

Para responder a esta questao é preciso lembrar que a aceleracao mede o
crescimento da velocidade (¢ a derivada da velocidade). O primeiro cuidado
necessario para analisar a variacao da velocidade nestes graficos é a compara-
¢ao das unidades e das escalas. As unidades sao as mesmas nos trés graficos,
assim como a escala no eixo dos tempos. A escala no eixo das velocidades,
porém, varia de um gréfico para outro. Pelos dados oferecidos, a velocidade
no grafico (1) varia 3 m/s em 3 s. No grafico (2), ela varia 6 m/s em 4 s e,
no grafico (3), varia 6 m/s em 5 s. Trata-se, portanto, de ordenar as fragoes
3 6_3

_ 3.6 o
3, 2 =35 ¢ . Ora, tem-se:

Logo, a op¢ao correta é (b).

Observacoes da equipe:

Imagina-se que seja esse 0 modo como a equipe proponente da questao
pretendia que fossem analisados esses graficos. E claro que com a informacao
somente desses pontos, nao é possivel conhecer a aceleracao ponto a ponto.
Os célculos acima referem-se & média que pode ser calculada com os poucos
dados fornecidos. Nada impede que, nos intervalos, a aceleracao assuma
valores muito diferentes desses. . .

4% questao: Considere a familia de fungoes

y=a(x+ 1)*+ b, em que a # 0.

Para que pares (a,b) as funcgoes

1. tém dois zeros reais distintos?

12



2. tém somente um zero real?

3. nao tém zeros reais?

Essa é uma questao mais comumente encontrada e, em geral, resolvida
algebricamente pelo célculo do discriminante.

Foi apresentada também a solucao grafica, Anexo 3, levando em conta que
os graficos das funcoes dessa familia sdo obtidos do grafico dey = (x+1)% da
seguinte forma: o parametro a atua sobre a escala quando a > 0 e, quando
a < 0, também inverte o sentido; o parametro b provoca o deslocamento da
parabola paralelamente ao eixo y.

Assim, é que o grupo considerou os dois casos:

¥
Il
,E.-

-
'

/,J A,

s
R | (R, =

Figura 5: Parabolas com a concavidade para cima.

1° caso: a > 0.
A concavidade da parabola é para cima (Veja a Figura 5) e,

e se b > 0, a curva é deslocada no sentido positivo do eixo y, afastando-se
do eixo x e a funcao nao tem zeros reais;

e se b =0, a parabola tangencia o eixo x e a funcdo tem um tnico zero
real;

e se b < 0, a pardbola é deslocada no sentido negativo do eixo y, provo-
cando o corte do eixo x em dois pontos distintos, o que implica que a
funcao correspondente tenha dois zeros reais.

2° caso: a < 0.
A concavidade da parabola é para baixo (Veja a Figura 6) e,

13



Figura 6: Parabolas com a concavidade para baixo.

e se b > 0, a curva é deslocada no sentido positivo do eixo y provocando

o corte do eixo x em dois pontos distintos, o que implica que a funcao
correspondente tenha dois zeros reais;

e se b =0, a parabola tangencia o eixo x e a funcdo tem um tnico zero
real;

e se b < 0, a parabola é deslocada no sentido negativo do eixo y, afastan-
do-a do eixo x e a funcao nao tem zeros reais.

A resolucao algébrica foi feita pela analise do discriminante que, em nosso
caso, é

A = —4ab,

o que levou ao resultado:
e se b=0, A =0 e afuncao tem um unico zero;
e se a e b tétm o mesmo sinal, A < 0 e a funcdo nao tem zeros reais;
e se a e b tém sinais contrarios, A > 0, e a funcao tem dois zeros reais.
5%questao: Dada a familia de pardbolas

y=x"+bx+1,

ache o lugar geométrico de seus vértices.

14



Esta é uma questao menos comum. A resolucdo do grupo partiu das
coordenadas dos vértices dessas parabolas, dependentes do parametro b.

)

b b?
Vo =(—=,1——
b ( 2) 4
Num plano (X,Y), os vértices V;, descrevem a curva Y = f(X), em que

b2

(Veja a Figura?)
b
X=— ¢ Y= 1 — I,

Figura 7: Parabolas da Questao 5.

donde se calcula:
Y=1-X.

15



Observacoes da equipe:

O manuscrito desta resolucao encontra-se no Anexo 4, no qual se 1é tam-
bém que, ao final desta questao, foi discutida a possibilidade de construcao do
grafico de qualquer funcao polinomial do 2° grau pelo processo de completar
quadrados.

De fato, dado um trinémio do 2° grau, quando se somam e subtraem
termos a fim de separar os termos em x num quadrado, obtém-se a identidade:

b\’ b2—4
ax2+bx+c:a (x+a) _—ac] :a(x—xV)eryv,

4q?

2_ . ~
em que V = (—%, —(1’4%(:)) ¢ o vértice da parabola, grafico da fun¢ao

y = ax’ +bx +c.

A expressao y = a(x — xy)? + yy permite perceber que, no sistema de
coordenadas (X,Y), no qual

X=x—xyveY=y—yy,

o grafico da funcao dada é a parabola

Y = aX?.

Observa-se que a mudanca de coordenadas (x,y) — (X,Y) corresponde
a um deslocamento, em que a origem do plano (X,Y) fica no vértice da
parabola.

O grafico de Y = aX?, corresponde a uma mudanca de unidades no eixo
X na parabola Y = X2, se a > 0 e na parabola y = —X?, se a < 0.

Conclusdo: o grafico de qualquer funcio y = ax* + bx + ¢, com a # 0, ¢
igual & parabola y = x?, se a > 0, ou a parabola y = —x?, se a < 0, sujeita
a uma translacao e a uma mudanca de unidade no eixo x.

6%questao: Determine a equacao de uma familia de pardbolas cujos vérti-
ces descrevam o circulo de centro na origem e raio 2.

Esta questao é uma inversa da anterior e sua discussao foi feita somente
no 3° encontro do curso, datado de 03/10/1989.

E claro que sdo infinitas as familias de parabolas com vértice nessa cir-
cunferéncia. A primeira ideia do grupo foi a de considerar parabolas como
na Figura 8. Nao atinaram, porém, com a forma das equagoes dessas para-
bolas e passaram a considerar parabolas com eixos paralelos ao eixo y que
sao graficos de fungoes polinomiais do 2° grau.

16



Figura 8: Gréfico da Questao 6.

O circulo de centro na origem e raio 2 tem como equacao

X +yt =4
A solucao apresentada foi um pouco mais complicada do que a apresen-
tada aqui porque a equacao de partida foi a mais geral:
y = ax’ + bx +c.

S6 no final dos calculos, consideraram a = 1 e perceberam que poderiam
calcular b em func¢ao de ¢ ou ¢ em funcao de b.
Vamos escolher uma forma mais simples dessa equacao neste estudo,

y = x>+ 2bx +c.

O vértice desta parabola é o ponto (—b,c — b?). A escolha de 2b é para
evitar os denominadores. Esse vértice estard na circunferéncia de centro na
origem e raio 2 quando (Veja a Figura 9)

b’ + (c—b*)? =4 ouc?—2blc+b*+b? -4 =0.
daqui:
c=b*+ 4 —b2
E a familia procurada é:

y =x? +2bx + b2+ /4 — b2, com |b| < 2.
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Figura 9: Pardbolas verticais com vértice sobre x? +y? = 2

A equipe interferiu, lembrando a vantagem de completar os quadrados, o
que leva a equacdo na formay = a(x—xy)?+yy e, nessa questio, a vantagem
de usar a equagao paramétrica da circunferéncia dada.

Tomando a equagao paramétrica da circunferéncia de centro na origem e

raio 2,
{ x =2cost

Yy =12sent

como lugar dos vértices das parabolas, isto é, se

Xy = 2cost
Yy = 2sent,

a equacao das parabolas com esses vértices, para a = 1, sera:
y = (x —2cost)? + 2sent,
e o parametro da familia é t. A familia é a mesma obtida anteriormente e a

relacao entre os parametros ¢ b = —2cos t.
Foi justificada a proposta dessa questao como um procedimento interes-

sante para que o professor possa formular questoes sobre familias como essas

Observagoes da equipe:
Outras familias podem ser construidas explorando as mesmas equagcoes

com uma troca de sinal, como, por exemplo,
y = —x* 4+ 2bx — b* + /4 — b, com |b| < 2,

ou, na forma parameétrica,
18



y = —(x —2cost)? + 2sent.

Pela simetria das curvas, a troca entre x e y daria familias de parabolas
com eixos paralelos ao eixo x.

Alunos que tivessem estudado equagoes gerais de conicas poderiam ainda
construir familias de parabolas com eixos nao paralelos aos eixos coordenados,
como aquelas imaginadas, de inicio, pelo grupo.

Figura 10: Exemplo de parabola com o vértice sobre x* +y% = 1.

Uma familia com aquela imagem seria, por exemplo, obtida por parabolas
com focos na circunferéncia de raio 3 e diretrizes tangentes a circunferéncia
de raio 1 (Veja a Figura 10). Os vértices dessas parabolas ficam a distancia
2 da origem (média entre 1 e 3). Tomando a semirreta que sai da origem e
passa por esse vértice, o foco da parabola é o encontro da semirreta com a
circunferéncia de raio 3 e a diretriz é a perpendicular a essa semirreta pelo
ponto de encontro com a circunferéncia de raio 1.

Se o foco é o ponto F = (3cost,3sent), a diretriz é a reta que passa
pelo ponto (cost,sent), com inclinagao igual a —t;—t. A equacao da diretriz
é, portanto,

1
Y —sent:—;(x—cost) — xcost+ysent=1
g

Igualando os quadrados das distancias de P = (x,y) a diretriz e de P a F,
obtém-se a equacao das parabolas:

(xcost+ysent—1)> = (x —3cost)> + (y — 3sent)?,
ou
x*sen’t 4+ y2cos’t — 2xysentcost —4xcost —4ysent + 8 = 0.
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Durante a discussao, foi lembrado que o aluno do ensino médio nao tem
o costume de olhar para uma fungao polinomial do 2° grau que depende
de um parametro como uma familia de funcées ou como uma familia de
parabolas. Foi dado o exemplo de que, ao decidir quais os valores de m para
os quais a equacao x? + (m — 1)x +2m = 0 tem duas raizes reais, uma so
ou nenhuma, o aluno calcula diretamente o discriminante. Nao pensa em
completar quadrados para distinguir as parabolas, graficos de seus primeiros
membros, que cortam, ou nao, o eixo X.

Acontece que, nesse caso, o calculo do discriminante é, de fato, o caminho
mais curto.

3 Sessao do dia 26/09/1989

Neste segundo encontro, com a presenca de oito participantes, a proposta foi
para que se formassem dois grupos que resolveriam as mesmas questoes a fim
de comparar as resolucoes entre si.

3.1 Atividades propostas

1. Qual a equagao da corda comum as duas circunferéncias

X+ 1yt +2x+4y —9=0,

X2+ 1y’ +6x—8y—18=0.
2. (Vestibular da PUC - Rio, Grupos I e III, 1989 — Parte (b) da 4¢

questao discursiva)
O conjunto solucao do sistema de trés varidveis

x+y+z=3

x+2y+z=1
é uma reta em R3,
Determine a qual dos trés planos coordenados, xy, xz ou Yz, a reta

solucao é paralela.

3. Considere as seis curvas da Figura 11. A curva 1 é o grafico de uma
funcao g(x). Dentre as curvas, 2, 3, 4, 5 e 6, qual é o grafico de

X

g(2x), g (2

)s 28(x), glx+1) e de glx—1)?
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Figura 11: Graficos da Questao 3.

4. O tragado a seguir é a representacao grafica de uma fungao (Ver Figura
12).

h: R—R.

..... /\\u [l /
REAEE -'r\\o Ll2)slals|gl7d

........ AN

7 2
N AN

Figura 12: Questao 3.

Trace as representacgoes graficas das funcoes a seguir. Explicite, em cada
caso, por que transformacao geométrica as diferentes representacoes graficas
se deduzem da representacao de h.

—h(x); h(x); h(x)+2; h(x+2); 2h(x); h(2x); h(|x]); 3h(2 —x).

3.2 Solucoes e comentarios

Continuamos apresentando sempre algumas solugoes e comentarios retirados
dos registros da professora Valleria.

1*questao: Qual a equagao da corda comum as duas circunferéncias
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X +yt 4+ 2x +4y —9 =0,

X2+ 1y’ +6x—8y—18=0.

,.r“’r-hh‘a B i
! '.LHR- _d_,.-"'l

Figura 13: Duas circunferéncias que tém uma corda comum.

Para que haja uma corda comum, é preciso que essas circunferéncias (Ver
Figura 13) se cortem em dois pontos (ou que coincidam, o que nao é o caso).
Esses pontos estao nas duas circunferéncias. Suas coordenadas satisfazem,
portanto, as duas equagoes, logo satisfazem a qualquer combinacao linear
dessas equagoes. Um grupo considerou, entao, a diferenca entre elas e obteve:

(X +y*+6x—8y—18)— (x> +y* +2x +4y —9) =0,

ou

4x —12y =9.

Essa é uma equacao do 1°grau em x e y e, portanto, equacao de uma reta.
Ela é satisfeita pelos dois pontos que pertencem a ambas as circunferéncias,
logo é uma equacao da reta determinada por eles. A corda é um segmento
dessa reta.

Outro grupo chegou a essa mesma equacao comparando os valores de
x* +y? nas duas equagoes:

Xyt =—2x—4y+9
X +y*=—6x+8y+18
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e assim: —2x —4y + 9 = —6x + 8y + 18, 0 que leva & mesma equagao.

Foi chamada a atencao sobre combinacoes lineares das equacoes de duas
circunferéncias. Como na equacao de uma circunferéncia no plano x,y, os
termos em x? e yz tém os mesmos coeficientes e nao ha termo em xy, sempre
h& uma combinagao linear de equagoes de duas circunferéncias que elimine
os termos quadraticos.

Ficou a pergunta: O resultado é sempre a equacao de uma reta? E essa
reta é sempre uma corda comum?

Se escritas na forma candnica, as equacoes da circunferéncia de centro
(a,b) e raio r e outra de centro (c,d) e raio s sao:

(x—a)l+y—bPl=1*e (x—c)P+(y—d?=s?

e, subtraindo a 2 da 1%:

(a—c)x+ (b—d)y =k, em que 2k = s> —1* + (a? — ¢?) + (b? — d?).

Essa serd, portanto, a equacao de uma reta quando a # ¢ ou b # d, isto
é, quando as circunferéncias nao forem concéntricas.

Se elas forem concéntricas e com raios distintos a equagao obtida sera
k =0, caso da equacao impossivel, visto que a=c; b=d e s # .

Se forem coincidentes, a equacao serd 0 = 0, o que nao da informacao
alguma. ..

Se nao forem concéntricas, a equacao sera sempre a equacao de uma reta,
mas. .., que reta é essa?’

Ora, se as circunferéncias se cortarem em dois pontos, essa sera a reta
suporte da corda comum, visto que esses dois pontos satisfazem a ambas as
equagoes, logo satisfazem a qualquer combinacgao linear delas.

E, se as circunferéncias tiverem s6 um ponto ou nenhum ponto em comum
(Ver Figura 14)?

A primeira observacao que se pode fazer dessa reta quando as circunfe-
réncias nao sejam concéntricas é que ela é perpendicular ao segmento que
une os centros.

De fato, a inclinacao do segmento que une os centros (a,b) e (c,d), se
a#ceb#d,ée ¢

a—cC
e a inclinagdo da reta (a —c)x+(b—d)jy =k é —([S:Z)).
Se a = ¢, entao d # b, e 0 segmento que une os centros sera paralelo ao
eixo Yy e a reta (b — d)y = k seré paralela ao eixo x. Analogamente, no caso
em que b = d, quando entdao a # ¢, e o segmento que une os centros sera

paralelo ao eixo x e a reta (a — c)x = k sera paralela ao eixo y.
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i
(a) Circunferéncias tangen-

(b) Circunferéncias que
tes nao se cortam

Figura 14: Circunferéncias que se tangenciam ou que nao se cortam.

Sendo assim, se as circunferéncias tiverem um tnico ponto em comum, o

esse ponto.

segmento que une os centros serao raios e a reta perpendicular a esses raios
pelo ponto comum serd, portanto, a tangente a ambas as circunferéncias por

Se nao tiverem pontos em comum, ela serd uma reta paralela a cada uma
das tangentes a cada uma das circunferéncias nos pontos de encontro da reta

suporte dos dois centros com cada uma das circunferéncias.
E o ponto P, em que a reta (a —c)x + (b — d)y = k corta a reta suporte
dos centros é a solucao do sistema de equagoes:

(ac)x+ (bd)y =k
(bd)x — (ac)y =bc—ad

Para decidir se a equacao obtida é a equacao da corda comum, sera preciso
verificar se existe essa corda comum.

No caso do exercicio dado, essa verificagao poderia ser feita pela obtencao
dos graficos no computador.

Sem o computador, um procedimento geométrico seria comparar a distan-
cia entre os centros e os raios. Nesse caso, teriamos que escrever as equagoes
das circunferéncias na forma canoénica:

x+1D+y+2)=14
(x+3)+(y—4)=43

Os centros sao portanto (—1,—2) e (—3,4) que estao a distancia d, tal
que

d*=(-3+1)+(4+2)*=40
e raios V14 e \/E, com V40 < /14 + /43.

Um procedimento puramente algébrico seria tirar o valor de x ou de y na

equacao da reta, substituir esse valor na equagao de uma das circunferéncias,
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o que daria uma equacgao do 2° grau. O sinal do discriminante mostra se a reta
nao encontra a circunferéncia, se a encontra em um tnico ponto ou se haveria
dois pontos de encontro. O mesmo se daria com as duas circunferéncias.
Em geral, esse processo é mais trabalhoso. Por exemplo, no caso estudado,
tirando o valor de y da equacao da reta encontrada, y = ‘%, e substituindo-

o na equacao da 1*circunferéncia, obtém-se:

L (A —9\? 4x —9 5
o () A2k (g ) — 9 =0 = 160x" 4 408x — 1647 = 0,

que tem discriminante positivo. Sao duas as solucoes e os pontos dessa reta
que encontram uma das circunferéncias encontram a outra também.

2% questao: (Vestibular da PUC — Rio, Grupos I e I1I, 1989 — Parte (b)da
42% questao discursiva).

O conjunto solucao do sistema de trés varidveis,

x+y+z=3
x+2y+z=1,

¢ uma reta em R3. Determine a qual dos trés planos coordenados, Xy, Xz
ou Yz, a reta solugao € paralela.

Combinando as equagoes, o primeiro grupo escreveu a equacao dessa reta
como interseccao de outros planos, verificando que

x+z=3—y 3—y=1—-2 y=-2
{x—l—z:l—Zy Ou{x—f—z:S—y T Yx+z=5

Como interseccao destes outros planos, fica evidente que a reta pertence
ao plano y = —2, sendo, portanto, paralela ao plano x, z.
Outro grupo preferiu o escalonamento, como a seguir:

1 11 3 12 linha . 1 1
1 2 11 22 ]linha — 12 linha 0 1

1T 1 1 3 12 linha — 22 linha 1 01 5
1o 10 —2 - 1

O —
|
NW

2% linha 0

que leva aos mesmos planos,

{x+z:5
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e, portanto, ao mesmo resultado.

A observacao dos professores participantes foi que casos como esse, na
dimensao 3, sao tratados, em geral, s6 algebricamente pela dificuldade dos
estudantes para visualizarem configuragoes espaciais e dos professores com o
desenho.

Pareceu-nos que os proprios professores tém dificuldade de olhar para esse
sistema como uma reta no espaco. Ninguém procurou uma representagao
paramétrica da reta fazendo, por exemplo,

x+y+z=3 o x+y=3—z o 2x+2y=6—2z
x+2y+z=1 b x+2y=1—-z b —x—2y=—1+z

Para chegar, finalmente, a equagao paramétrica da reta,

x=5—z
y =—2
z =2z
que mostra que ela estd contida no plano y = —2, plano paralelo ao plano

coordenado x z.
3% questao: Considere as seis curvas da Figura 15. A curva 1 € o grdafico
de uma funcgao g(x). Dentre as curvas, 2, 3, 4, & e 6, qual € o grdfico de

g(2x) , g(3), 28(x), gx +1) e de g(x —1)?

Figura 15: Curvs da Questao 3.

Os grupos seguiram a mesma, linha de raciocinio ao resolver essa questao
e nao encontraram muita dificuldade. Em geral, ao invés de decorar regras,
vale a pena estudar cada situacao verificando o que acontece com alguns
pontos, por exemplo. Nos primeiros casos, a linguagem utilizada pelos grupos
foi livre e optamos por transcrevé-la aqui. As respostas e justificativas dos
grupos foram as seguintes:

4%questao: O tracado a sequir € a representacao grdafica de uma funcgao
h:R — R (Veja a Figura 16).
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Funcgao | Grafico | Justificativa
g(2x) 6 A curva “emagrece” = ha uma
contra¢ao no eixo Xx.
g(%) 4 A curva “alarga” = ha uma dilatacao no eixo x.
2 g(x) 2 A “imagem fica multiplicada” por 2 =
ha uma dilatagao no eixo y.
glx+1) |3 Ha uma translagao no eixo x.
Neste caso, o grafico é deslocado em sentido contrario
ao do eixo x.
gx—T1) 15 H& uma translacao no eixo x.

Neste caso, o grafico é deslocado no sentido
positivo do eixo x.

Figura 16: A funcdo h: R — R da Questao 4.

Trace as representacoes grificas das funcgoes a sequir. Ezplicite, em cada
caso, por que transformacgao geométrica as diferentes representacoes grdficas
se deduzem da representacao de h.

—h(x); [b(x)[; h(x) +2; h(x+2); 2h(x); h(2x); h([x]); 3h(2 —x).

Também nesta questao, os dois grupos seguiram o mesmo raciocinio, ana-
lisando cada uma das propostas e desenhando o gréafico de acordo com essa

analise.

—h(x): Reflexao em relagao ao eixo x (Veja a Figura 17).
Ih(x)|: Reflexdo em relagao ao eixo Ox dos trechos do gréafico que estao
abaixo do eixo Ox (em que as ordenadas sejam negativas)(Veja a Figura 18).
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Figura 17: -h(x): Reflexdo em torno do eixo Ox.

Figura 18: |h(x)]: Reflexdo em relacdo ao eixo Ox dos trechos do gréfico que estao
abaixo do eixo Ox.

h(x) 4+ 2: Deslocamento do gréfico de 2 unidades paralelamente ao eixo y
e no sentido positivo desse eixo (Ver Figura 19).

Figura 19: h(x) + 2: Deslocamento do grafico de 2 unidades paralelamente
ao eixo Y e no sentido positivo desse eixo.

h(x + 2): O gréfico “anda para a esquerda no eixo x”, se deslocando duas
unidades — deslocamento do grafico de 2 unidades paralelamente ao eixo x
e no sentido negativo desse eixo (Ver Figura 20).
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Figura 20: h(x 4+ 2): Deslocamento do grafico de 2 unidades paralelamente
ao eixo x e no sentido negativo desse eixo.

2h(x): Dilatagao na dire¢ao do eixo y, dobrando as coordenadas (Ver
Figura 21).

Figura 21: 2h(x): Dilatacao na diregao do eixo y, dobrando as coordenadas.

h(2x): Contragao ao longo do eixo x, dividindo por 2 as abscissas (Ver
Figura 22).

Figura 22: h(2x): Contragao ao longo do eixo x, dividindo por 2 as abscissas.
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h(|x]): O “lado esquerdo do grafico desaparece” = o trecho do gréfico
com abscissas negativas é substituido por um grafico simétrico ao trecho com
abscissas positivas; simetria relativa ao eixo y (Ver Figura 23).

Figura 23: h(|x|): O trecho do grafico com abscissas negativas ¢ substituido por
um grafico simétrico ao trecho com abscissas positivas; simetria relativa ao eixo y.

3h(2 — x): Comecaram pela construcao do grafico de h(—x), que corres-
ponde a uma reflexdo em relagdo ao eixo y. A esse gréfico, aplicaram uma
translagao na direcao do eixo x, de 2 unidades, no sentido negativo desse eixo,
e aplicaram uma dilatagdo no eixo y, triplicando as ordenadas (Ver Figura
24).

Figura 24: 3h(2 —x): Reflexao em relacao ao eixo y, seguida de uma translacdo
na dire¢ao do eixo x, de 2 unidades, no sentido negativo desse eixo, e em seguida
uma dilatagao no eixo y, triplicando as ordenadas.

4 Sessao do dia 03/10/1989

O terceiro encontro, com a presenca de seis participantes, teve inicio com a
discussao das questoes 5 e 6 da 1* sessao, que tinham sido resolvidas por um
dos grupos, mas nao houve tempo para a discussao com todos os participantes.
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Neste modulo, essa discussao ja foi exposta na 1* sessao. Passamos aqui as
demais questoes resolvidas nesse dia.

4.1 Atividades propostas

AT

Figura 25: Questao 1.

1. (CESGRANRIO, 1981) Seja f a funcao definida no intervalo [—1, +1],
cujo grafico é o da figura 25, e seja [x| o valor absoluto de x. A funcao g:
[—1,4+1] — R, definida por g(x) = f(|x|) é representada por que grafico
(Figuras 26 e 27)7
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(a) Primeira possibilidade  (b) Segunda possibilidade  (c) Terceira possibilidade

Figura 26: As trés primeiras possibilidades.
2. Qual o conjunto dos ntimeros reais que satisfazem a desigualdade:

3x +7] < 2x — V3.
3. (FUVEST, vestibular da USP, 1982)

a) Fatore a* + a? + 1.
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(a) Quarta possibilidade (b) Quinta possibilidade

Figura 27: As duas ultimas possibilidades.

b) Para que valores inteiros positivos de a o ntimero a*+ a* +1 ¢
primo?

. Represente graficamente a curva ou regiao do plano correspondente ao
conjunto dado a seguir:

{(X,y) eR?| (y—X2+3X— 8) (y— \/X—4) = O} .

. Esboce graficamente o conjunto dos pontos (x,y) tais que

X2+y2:4,

num sistema de coordenadas em que a unidade no eixo Oy seja o triplo
da unidade no eixo Ox.

. Esboce graficamente o conjunto dos pontos (x,y) tais que

Xz_yzz]

. Ache a equacao dessa curva num sistema de coordenadas Ouv, obtido
girando-se o sistema anterior de 45° no sentido dos ponteiros do relégio.

. Esboce o grafico de cada uma das funcoes a seguir:

a) £06) = =23 b) () = =5 ) £x) = 5
2



9. Reescreva y = sen (%x) + cos (%x) na forma

y = Asen(wx + 0)
e esboce seu grafico.

10. O problema dos vasos. Uma torneira joga dgua, com vazao constante,
em cada um dos vasos cujos perfis estao desenhados a seguir. Cada
vaso ¢ obtido pela rotacao em torno do eixo vertical de simetria desse
perfil. Os gréaficos representam a altura h do nivel que a 4dgua atinge
em cada vaso no tempo t, contado a partir do instante em que o vaso é
colocado embaixo da torneira aberta. Relacione a cada vaso o grafico
que representa o comportamento da altura do nivel da dgua em relacao
ao tempo.

Os vasos estao mostrados nas Figuras 28, 29 e 30 e os graficos
nas trés figuras seguintes (Figuras 31, 32 e 33).
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(a) Primeira (b) Segunda possi- (c) Terceira possi- (d) Quarta possi-
possibilidade bilidade bilidade bilidade

Figura 28: Os quatro primeiros vasos.

XN/ )

(a)  Quinta Sexta possibi- (c)  Sétima
possibilidade lididade possibilidade  possibilidade

Figura 29: Os quatro vasos seguintes.

\ijch

) Nona possibili- ) Décima possi-
dade blhdade

Figura 30: Os dois tltimos vasos.
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(a) Primeiro (b) Segundo (c) Terceiro gra- (d) Quarto grafico
grafico grafico fico

Figura 31: Os quatro primeiros graficos.

(a)  Quinto (b) Sexto (c¢)  Sétimo (d)  Oitavo
grafico grafico grafico grafico

Figura 32: Os quatro graficos seguintes.

(a) Nono gra- (b) Décimo
fico grafico

Figura 33: Os dois ultimos graficos.
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Figura 34: Funcao da Questédo 1.

4.2 Solucoes e comentarios

1°questao: (CESGRANRIO, 1981) Seja f a fun¢ao definida no intervalo
[—1, +1], cujo grdfico é o da figura 34 e seja x| o valor absoluto de x.

A funcao g : [—1,41] — R, definida por g(x) = f(|x|) é representada
por (Ver Figuras 35 e 36):

O valor da fungao g no ponto x é o valor de f calculado em [x|, logo s6
leva em conta os valores de f para x entre 0 e 1. Além disso, os valores de g
em X e em —X sao iguais. Logo seu grafico deve ser simétrico em relacao ao
eixo y. O gréfico que melhor representa a funcdo g é (b), da Figura 35.

Explorando um pouco mais o exercicio, o grafico (a) da Figura 35 é o
grafico de y = |x]. O grafico (¢) da mesma figura é o grafico de y = [f(x)]. O
grafico (a) da Figura 36 é o grafico de y = f(—x)| e o grafico (b) da Figura
36 é o grafico de y = —f(x).

A

1 1

i Ly

-1

(a) Primeiro (b) Segundo (c) terceiro
caso caso caso

Figura 35: Trés primeiras possibilidades.
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(a) Primeiro caso (b) Segundo caso

Figura 36: Duas ultimas possibilidades.

2%questao: Qual o conjunto dos niumeros reais que satisfazem a desigual-
dade: 13x+7| < ‘Zx — \/§‘ .

Figura 37: Tlustracdo para a segunda questao.

Nessa questao foi feita uma comparacao entre a solugao grafica e a algé-
brica.
No primeiro tipo de solucao, os graficos foram desenhados a partir do
grafico de y = [x|.
Os zeros e os pontos de encontro sao as raizes das equagoes
3x+7=0, 2x—V3=0 e |3x+7=[2x— V3l

As raizes das duas primeiras equagoes sao, respectivamente, x = —7/3,
x = /3/2. Por sua vez, as raizes de |3x + 7| = [2x — v/3| sao as raizes de

IX4+7=2x—V3 e 3x+7=-2x+3

ou seja,

x=—-7—V3~873 e x=(V3-7)/5~ —1,05.

Vejamos agora como resolver algebricamente a questao.
A resolucao algébrica das desigualdades deve respeitar os sinais.
1° caso: quando 3x +7 >0 e 2x —+/3 > 0, a inequacio é:
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3x+7<2x—+3, com x>-7/3 e x>+3/2
e assim x < —7 — \/g, o que é impossivel.
2° caso: quando 3x +7 < 0e 2x— V3 > 0, teriamos x < —7/3 e
x > 1/3/2, 0 que também é impossivel.
3° caso: quando 3x +7 < 0 e 2x — /3 < 0, a inequacio é:
—3x—7< —2x+\/§, com x <—7/3ex< \/5/2,
e entdo x > —7 — /3, isto &,

7
4° caso: quando 3x+7 >0 e 2x — /3 < 0, a inequacdo torna-se:
3x+7<—=2x++3, com x>-7/3 e x <V3/2,

e assim x < @, isto é,

V3—7
—

<x<

(OSTRRN|

E, finalmente, juntando os dois resultados, a desigualdade é satisfeita para

V3—7
o

Observe que —7 — V3 ~ —8,73 e @ ~ —1,05, o que coincide com o
resultado aproximado obtido no grafico.

Este ¢ um exemplo em que a melhor solucao serd uma combinacao dos
tratamentos grafico e algébrico. O grafico mostrou o resultado aproximado
e a resolucao simples de quatro equacgoes de 1° grau forneceu a resposta
irracional. Este é o caso em que o tratamento puramente grafico s6 da o
resultado aproximado e o tratamento puramente algébrico é mais trabalhoso,
exigindo o estudo de 4 casos.

3% questao: (FUVEST, vestibular da USP, 1982)

a) Fatore a* + a* + 1

b) Para que valores inteiros positivos de a o niimero a*+a*+1 ‘e primo?

A tentativa de fatoracao foi feita completando quadrados:

—7-V3<x<

ad+at+l=a"+2+1-a*=(?+1)—d?=(a*+1+a)(a*+1—a).
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Essa fatoracao causou uma discussao no grupo, pois alguns participantes
tiveram duavidas sobre a fatoracao de um nimero primo, esquecendo que um
dos fatores pode ser 1.

Afimdequep=a*+a’+1=(a?+a+1)(a? —a+1) seja um nimero
primo, um dos fatores tem que ser 1.

Se o primeiro fator for igual a 1, tem-se a4+ a+1 =1, o que implica que
a=0o0ua=—1. Ora, se a =0, mesmo que se considere 0 como positivo,
p=a*+a’+1=1quendo é primo. E a =—1 ndo responde ao problema,
que pede o valor positivo de a.

Se o segundo fator for igual a 1, tem-se a> —a + 1 = 1, que implica que
a=0oua=1. Javimos que, se a =0, p =1 nao é primo. E, se a =1,
tem-se p = 3, que é primo.

O tnico caso que responde ao problema é, portanto, a = 1.

4% questao: Represente graficamente a curva ou regiao do plano corres-
pondente ao conjunto dado a sequir:

{(x,y) € R (y— x*+3x— 8) <y— \/x——4> = O}.

A fim de que esse produto seja nulo, um dos fatores deve ser nulo. Isto é,
esse conjunto é o0 mesmo que:

{(X)U)GR2|X24 e y—XZ+3X—8=Oouy—\/x—4:O})

o que pode ser escrito como

{boy) Ry —x +3x—8=0ex 24} U{(xy) € R}y —vVx—4=0}.

Como o simbolo 4/ indica raiz positiva ou nula, esses conjuntos sao gréficos
das fungoes (Veja a Figura 38):

y=x*-3x+8ex=y*+4, comx>4ey>0.

Participantes comentaram que, em geral, os alunos pensam em interseccao
de gréficos e nao em uniao dos mesmos. Também foi lembrado que ha sempre
uma certa confusdo na resoluc¢ao de uma equacao do tipo (x +3)(x —1) =2
com a da equacao do tipo (x +3)(x —1) =0.

Mais precisamente, ao tentar resolver (x + 3)(x — 1) = 2, os alunos fre-
quentemente costumam procurar as solucoes de x +3 =2oudex—1=2

5% questao: Esboce graficamente o conjunto dos pontos (x,y) tais que
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X =4
y=0

X y=x'=-3x+ 8

Figura 38: Questao 4.

X2+y2:4,

em um sistema de coordenadas em que a unidade no eizo Oy seja o triplo da
unidade no eixo OX.

.{f

Figura 39: Grafico da Questao 5.
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No Geogebra, basta digitar a equacao da curva e marcar na caixa de
configuragoes da Janela de Visualizagoes a razao 3 : 1 para EixoX:EixoY.

O resultado pode surpreender quem esteja esperando uma, circunferéncia.
O comentario dos participantes foi que a equacao era da circunferéncia, mas
a “cara” foi da elipse! (Veja a Figura 39.)

Essa foi mais uma questao para mostrar o papel da relacao entre as uni-
dades nos dois eixos. E costume que, nas aulas de Matematica, os alunos so
se deparem com unidades iguais nos dois eixos. Ao encontrar exemplos em
que um eixo mede o tempo em horas e o outro o volume de uma caixa d’agua
em litros, tém que relacionar nimeros até 10 horas com nimeros acima de
500 litros .... E, quando decidem usar unidades diferentes nos dois eixos,
estranham que a reta y = x ndo seja bissetriz, que a curva x* +y? = 100 ndo
seja uma circunferéncia.

6°questao: a) Esboce graficamente o conjunto dos pontos (x,y) tais que

x> —yt=1.

b) Ache a equagao dessa curva num sistema de coordenadas Ouv, obtido
girando-se o sistema anterior de 45° no sentido dos ponteiros do reldgio.
O grafico de x? —y? = 1 pode ser visto na Figura 40.

Figura 40: Grafico de x? —y? = 1.

No plano Oxy, ao girar os eixos de um angulo o, no sentido horério, o
ponto (x,y) passa a ter coordenadas (u,v) de modo que

X =UcCos X + vsen
y = —usen o -+ vcosx

Neste caso, em que & = 45°, senx = cosx = g, o que transforma a

equacao
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X —yt=1

em uv = % cujo grafico, no plano Ouv, pode ser visto na Figura 41.

Figura 41: Gréfico de uv =1/2.

7*questao: Esboce o grifico das fun¢oes a sequir:

1. f(x) :_g;
2. f(x) :—li—‘;
3. f(x) = 715
4. f(x) = ’Xj%’ :
3
. f(x) = —7
5 ) 2x +5

O grupo reconheceu que todos os graficos dessa questao podem ser obti-
dos por transformagoes do grafico da funcao y = 1/x, mostrado na Figura
43. Com o uso do computador, a questao foi facilmente resolvida e o com-
portamento de cada um deles foi analisado perante o gréafico obtido.

Uma simetria em relagao ao eixo x e uma expansao na dire¢ao do eixo
y. (Veja a Figura 43)

2.y :—‘%;

Uma simetria do arco para x > 0, em relagao ao eixo X e uma expansao
na diregao do eixo y. (Ver Figura 44)
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Figura 42: Grafico dey = J;
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Figura 43: Grafico dey = —g.
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Uma contrag¢ao na dire¢ao do eixo x leva ao grafico de y = 1/(2x) e
uma translacao de 3,5 unidades na direcao e sentido do eixo x, afinal
leva ao grafico solicitado. (Veja a Figura 45)

Figura 45: Gréfico de f(x) = 2X1_7.

———toad 1

Figura 46: Grafico de f(x) = | +51 B
XT3z

4. f(x) = =

pet 3|
Uma translacao de meia unidade na direcao e em sentido contrario ao
do eixo x. Depois uma expansao na direcao do eixo y e uma simetria
em relacdo ao eixo x do arco de ordenadas negativas (Figura 46).
5. f(x) = 2)(3? -7

Uma contracao no eixo x, depois uma translagao na dire¢ao e em sentido
contrario ao do eixo x de 2,5 unidades, uma expansao na direcao do
eixo Y e uma translacao na direcao e em sentido contrario ao do eixo
y de 7 unidades (Ver Figura 47).
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Figura 47: Grafico de f(x) = ﬁ —-7.

8% questao: Reescreva

Yy = —sen <§x> -+ cos (gx>

na forma

y = Asen (wx + 0)

e esboce seu grifico.
Na ocasiao, o exercicio foi resolvido a partir da expressao que transforma
somas em produtos:

senp + senq = 2sen (%) X COS (%) ,

considerando

(3%) +oos (3%) =sen (%) sen (3 - 3¥)
=— =X —x| = —=X - — =X
Y sen { 5 cos (5 sen | —> sen (5 — 3

e, determinando p e q tais que:

p=-—3x
q=73—3x’
tém-se:
zsen (3 = 3%) o5 (3)
=2sen(—— =x)cos|—
Y 42 4
e, sendo cos (%) = 72 , temos finalmente
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Yy = V2sen <—§x + ;—t>

isto é,
T

T
A:\/Z, (,U:—z € e:Z

Um outro modo de resolver a questao é a partir da féormula do seno da
soma de arcos:

sen(wx + 0) = sen (wx) cos 0 + sen 6 cos(wx),

donde

A sen(wx + 0) = —sen <§x> + cos (%[x) ,

se, e sO se

—sen (gx) + cos <§x> = A [sen (wx) cos 0 + sen 0 cos(wx)]

ja, w =%, 0 é o angulo tal 0= ——_— 0= ———
ou seja, 2, 0 € o angulo tal que cos o e sen o
ouseja, 0 = e A = (=1 412 = V2.
Por este caminho chega-se a

Y= V2sen <§X+3T7T> .

Vale observar que ambas as expressoes tém os mesmos valores. Cabe
ainda uma outra observacdo sobre estas expressoes. E evidente que a expres-
sao que envolve s6 o seno de um angulo é mais transparente do que aquela
que envolve 0 seno e o cosseno. Como a expressao da solucao de muitas
equacoes diferenciais de 2% ordem é obtida como combinacao linear de senos
e cossenos, cresce a importancia desse exercicio.

9* questao: O problema dos vasos. Uma torneira joga dgua, com va-
zao constante, em cada um dos vasos cujos perfis estao desenhados a sequir.
Cada vaso € obtido pela rotacao em torno do eizo vertical de simetria desse
perfil. Os grificos representam a altura h do nivel que a dgua atinge em
cada vaso no tempo t, contado a partir do instante em que o vaso € colocado
embaizo da torneira aberta. Relacione a cada vaso o grdfico que representa o
comportamento da altura do nivel da dgua em relagcao ao tempo.

Os vasos estao mostrados nas Figuras 48, 49 e 50 e os graficos
nas trés figuras seguintes (Figuras 51, 52 e 53).
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Bifaalig®,

(a) Primeira pos- (b) Segunda possi- ) Terceira possi- ) Quarta possi-
sibilidade bllldade bllldade bllldade

Figura 48: Os quatro primeiros vasos.

EURATE

) Quinta possi- ) Sexta possibi- ) Sétimoa possi-
blhdade hdldade bllldade bilidade

Figura 49: Os quatro vasos seguintes.

\ijch

) Nona possibili- ) Décima possi-
dade bllldade

Figura 50: Os dois tltimos vasos.
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[
U 4

(a) Primeiro gra- (b) Segundo gra- (c) Terceiro gra- (d) Quarto grafico
fico fico fico

Figura 51: Os quatro primeiros graficos.

(a) Quinto grafico (b) Sexto grafico (c) Sétimo grafico (d) Oitavo gréfico

Figura 52: Os quatro graficos seguintes.

10

(a) Nono grafico (b) Décimo gra-
fico

Figura 53: Os dois tltimos graficos.
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Mesmo sem citar a velocidade em que a altura da agua sobe, esse pro-
blema exige a atencao para essa velocidade que, no grafico, esta indicada
pela inclinacao da tangente a curva. Sendo os vasos obtidos por rotacao em
relacao a um eixo vertical, as secoes desses vasos por planos horizontais sao
circulos. Quanto menor o raio desses circulos, mais depressa a altura cresce
..., ai esta a velocidade. A maioria dos alunos do ensino médio nao conhece
ainda o conceito de velocidade e sua relagao com a inclinagao da tangente,
mas pode comparar o crescimento da altura (acréscimos da ordenada) em
intervalos iguais de tempo (acréscimos da abscissa).

Foi lembrado que h& questoes ja conhecidas parecidas com esta, relativas
a movimentos de elevador, carro, ...em que se pede o grafico que melhor
represente o espaco percorrido ou a velocidade em funcao do tempo.

Seguem-se as respostas e as justificativas anotadas pela colega Valleria:

h

A ,

Raio constante, veloci-
dade constante, grafico

linear.
£
h Comeca devagar e
L oooeeeeeeeoo-y depois vai mais rapido
porque o vaso “afunila’-

raio constante em dois
trechos,  maior no
. inicio e menor depois.

R ———

Ao contrario do an-
terior, comeca mais
depressa e  depois
vai mais lentamente
porque o vaso “alarga’
— raio constante em
t, 2 trechos, menor no
inicio e maior depois.

)
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O raio das seccoes
comeca do 0, vai
aumentando e depois
diminui até 0 - co-
mega rapidamente, vai
diminuindo e volta
a subir rapidamente.
H& simetria no vaso e

. a correspondente no

grafico.

O raio das secoes
comega maior, val
diminuindo e depois
aumenta de novo -
comeca devagar, vai
indo mais depressa
e volta a subir deva-
gar. Ha também uma
simetria no vaso e
a correspondente no
grafico.

O raio aumenta, logo
o nivel da &4gua vai
subindo mais rapida-
mente e vai diminuindo
— pois o vaso vai alar-
gando.



o o ———— =

o1

Como no vaso E, o

raio vali diminuindo
e passa a  Crescer.
Acontece que neste

caso, nao ha simetria
nessa configuracgao.
A altura passa mais
tempo aumentando a
velocidade de subida
do que o tempo em que

“diminui a velocidade.

Como no vaso A, o raio
é constante, mas como
ele € menor do que
aquele, a velocidade é
maior, o vaso fica cheio
mais depressa do que
aquele — mno grafico,
o coeficiente linear é
maior do que naquele
correspondente ao vaso

A.

No primeiro trecho, o
comportamento é o
mesmo do vaso H e, no
segundo, repete o que
acontece no vaso F.



G ————

92

Logo de inicio, é o
mesimo comporta-
mento que a 1* metade
do vaso A; depois,
como no inicio do vaso
G para finalizar como
no tultimo trecho do
vaso H. Num teste,
seria facil identificar
este caso porque é o
dnico vaso em que
0] comportamento
¢ diferente em trés
intervalos de tempo.





