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Analise Limite em Geotecnia

2.1.
Consideracoes do Problema da Analise Limite

A importancia da determinagdo de cargas de colapso de uma estrutura para
seu dimensionamento ¢ incontestivel. Nos ultimos anos, a precisdo dessa
determina¢do melhorou significativamente com o rdpido desenvolvimento de
meios computacionais, tornando as andlises mais realisticas o aperfeicoamento e o
aumento da complexidade dos modelos de andlise.

Os problemas de estabilidade em meios geoldgicos como, por exemplo,
aqueles relacionados a determinagdo da capacidade de carga em fundacdes, ou a
determinag¢do do fator de colapso ou fator de seguranca em estabilidade de taludes
e estabilidade de escavacdes subterraneas sdao em geral tratados através de
procedimentos numéricos, dentre os quais se tem os de andlise elastoplastica que
sdo os mais comumente utilizados. Alternativamente, podem-se utilizar
procedimentos baseados nas teorias de estado limite, dentre as quais se destacam o
equilibrio limite, de utilizacdo corrente na geotecnia, e a andlise limite, baseada
nos chamados teoremas dos limites superior e inferior da teoria da plasticidade.

A teoria da plasticidade dos solos e o conceito do equilibrio do limite
plastico, desenvolvido em 1773 por Coulomb deram origem a teoria da
plasticidade dos metais que teve impulso entre 1950 e 1960, quando foram
incluidos os conceitos da lei de fluxo e a relacdo tensdo-velocidade de deformacio
(Chen, 1975). Os conceitos da andlise limite evoluiram até a década dos anos 50
em diferentes dreas da engenharia. Drucker e Prager (1952), num estudo sobre
materiais plasticos com a lei de escoamento de Mohr-Coulomb, definiram os
limites superior e inferior para a carga de colapso.

Existem trés considera¢des importantes dentro da teoria da plasticidade:
consideracdo de plasticidade perfeita, consideracdes sobre Escoamento,

consideracdes sobre a Lei de Fluxo.
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2.1.1.
Consideracoes da Plasticidade Perfeita

Em muitas situacdes praticas, supde-se que o material apresenta um efeito
de endurecimento, isto €, o seu diagrama uniaxial tensdo deformacio apds o ponto
de plastificacdo pode ser aproximado por uma linha reta horizontal como se
apresenta na Figura 2.1. Assim, supde-se que a deformacao plastica ocorre sob um
nivel constante de tensdo como € mostrado na curva tensdo-deformacao quando a
tensdo atinge o valor de gy. Este comportamento é chamado de comportamento

elastico perfeitamente plastico.
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Figura 2.1 - Modelo elastoplastico.

Para tensdes suficientemente pequenas satisfazendo ¢ < gy, 0 material se
comporta elasticamente. As deformacdes eldsticas sdo obtidas através da lei de

Hooke como se apresenta na Equagdo (2.1).

(2.1)

onde gy € a tens@o de escoamento, £°¢ a deformacio elastica e £ € o modulo de
elasticidade longitudinal ou médulo de Young do material.
Quando a tensdo atinge o valor de gy pode-se observar fluxo plastico livre

sob tensdo constante, durante este fluxo ndao ha incremento da tensdo. Com um so
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valor da tensdo (o) pode haver varios valores de deformacdes associados. Apods
um descarregamento, uma quantidade de deformacdo permanece no material, esta
deformagdo é conhecida como deformagao plastica €”.

Durante certo processo de carregamento, a deformagdo total no material
pode ser expressa, considerando-se a hipotese de pequenas deformacdes, pela
soma da deformacdo eldstica €° e da deformacdo plastica €” (Davis &
Selvadurai, 2002).

e=¢€"+¢&’ 2.2)

No método da andlise limite se faz a consideracdo de que o material no
colapso se comporta como um material rigido plastico, o qual estd mostrado na
Figura 2.2. O material rigido pldstico € hipoteticamente um solido que nio sofre
deformagdes quando estd atuando sobre ele uma tensdo menor do que a tensdo de
escoamento, neste caso as caracteristicas de elasticidade, endurecimento e

amolecimento sao ignoradas.

Rigid strain hardening
plastic

'/ Rigid ideally plastic

LRigid strain  softening
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Figura 2.2 — Curva de tensao deformacao para materiais rigido plasticos.

2.1.2.
Consideracoes de Escoamento

Para caracterizar o comportamento rigido plastico de um material,
pressuposto na definicdo do problema, se introduz a defini¢do do denominado
critério de escoamento ou também conhecida na Teoria de Plasticidade como
superficie de escoamento ou fungio de escoamento.

Esta superficie de escoamento (F) é definida através de uma fungdo escalar
do tensor das tensdes (o), que delimita os estados de tensdo considerados

admissiveis. A superficie de escoamento pode ser interpretada como: para um
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determinado estado de tensdes dentro da superficie, s6 acontecem deformagdes
elasticas; se o estado de tensdes alcanga a superficie ocorrem deformagdes
elasticas e plasticas (Figura 2.3). A superficie de escoamento é convexa, e a
posicdo do estado de tensdes em relacdo a esta superficie implica um determinado

comportamento, que € da seguinte maneira:

Estado de tensoes: F(o) < 0; o material tem comportamento elastico.
Estado de tensoes: F(o) = 0; ocorre fluxo plastico.
Estado de tensdes: F(o) > 0; estado de tensoes excluido.

De acordo com os comportamentos anteriormente descritos para um
material perfeitamente plastico, a fungdo de escoamento (F) depende somente do
conjunto de componentes de tensdes (¢) e ndo de componentes de deformagdes
(¢). Portanto, a funcdo de escoamento é fixa no espaco de tensdes, ou seja, a
superficie de escoamento deverd permanecer inalterada ao longo de toda histéria
do carregamento; e o fluxo plastico ocorre quando a funcdo de escoamento (F) é

igual a zero.

g4

O3

Figura 2.3 - Superficie de escoamento no espaco de tensoées principais.
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2.1.3.
Consideracoes sobre a Lei de Fluxo

Como se revisou na secdo 2.1.1 a deformacdo total no material pode ser

expressa, considerando-se a hipodtese de pequenas deformagdes, pela soma da

deformacdo eldstica (£°) e a deformacdo pléstica (£”) de acordo com a Equacao
2.2. De fato, pode-se afirmar que a deformagéo plastica num ponto de um sélido
exibindo um comportamento perfeitamente plastico € a priori indefinida e nio
limitada. Deste modo, torna-se mais adequado exprimir a relagio constitutiva em

termos da taxa de deformac@o ou velocidade de deformacéo.

. o€ o P

£ =¢ +¢& (2.3)

onde:

¢ : Taxa ou velocidade de deformacio total.

o€

¢ : Taxa ou velocidade de deformacdo eldstica.

o/
€ : Taxa ou velocidade de deformagdo pldstica

A taxa ou velocidade de deformacdo elastica e as tensdes estdo relacionadas
somente através da lei de Hooke. A velocidade de deformac@o plastica depende do
estado de tensdes (Chen e Liu, 1990).

A taxa ou velocidade de deformacdo pléstica tem relagdo com o Principio do

Trabalho Plastico Maximo (PTPM), o qual estabelece que considerando um

e P
estado de tensdao admissivel (o), e uma taxa de deformacdo plastica (g ), gerada

nesse estado de tensdo, verifica-se a seguinte relagao:
. . . oD
V¥ o'|F(6')<0, V 6F(0)<0, (6-0")e 20 2.4)
O PTPM ¢ também muitas vezes observado como consequéncia do

Postulado de Estabilidade de Drucker (Kachanov, 1996; Lubliner, 1990). Da

aplicacdo do PTPM resultam trés consequéncias relevantes:

. A taxa de deformagdo pldstica tem de ser orientada segundo uma normal

exterior a superficie de escoamento.
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A superficie de escoamento define obrigatoriamente um espago das tensdes
admissiveis convexo.
A dissipagdo pléstica por unidade de volume, Dp, definida pelo produto

interno das tensdes pela taxa de deformacao plastica,

ol o P

Dp(o ,e )=o0.€ (2.5)

pode passar a ser expressa como uma func¢do univoca da taxa de deformacao

plastica, desde que seja conhecida a funcdo de escoamento.

Entdo, no caso dos materiais estdveis a taxa de deformacdo plastica tem uma

dire¢@o normal ou perpendicular a superficie de escoamento (Figura 2.4).
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Figura 2.4 - Superficie de escoamento e o vetor de deformacao plastica.

A introducdo de uma nova grandeza que traduza a lei de fluxo plastico na

funcdo de escoamento (F) permite estabelecer a seguinte relacdo com as

componentes da taxa das deformagdes plasticas (Davis & Selvadurai, 2002):
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o P
¢ =0 e (2.6)
Jdo
onde:
P
: Velocidade de deformagdo plastica.
o : Campo de Tensoes.
w : Fator de proporcionalidade (escalar).
2.2,

Campos Admissiveis

2.2.1.
Campo de Tensao Estaticamente Admissivel

Define-se um campo de tensdo estaticamente admissivel quando cumpre as

seguintes condigdes:

. Satisfaz as condigdes de equilibrio no volume.
o Satisfaz as condi¢gdes de contorno.

. Satisfaz um critério de escoamento.

2.2.2.

Campo de Velocidade Cinematicamente Admissivel

Define-se um campo de velocidade cinematicamente admissivel quando

cumpre as seguintes condig¢des:

o Satisfaz as condi¢des de contorno em termos de velocidades.
o Satisfaz as condi¢des de compatibilidade em termos de deformacao.
2.3.

Principio do Trabalho Virtual

O principio do trabalho virtual pode ser usado para tratar problemas de
colapso de estruturas com materiais geotécnicos. Este principio € uma expressio
de trabalho equilibrado e pode ser aplicado tanto a corpo rigidos como a corpos

deformaveis.
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a) Corpos rigidos: “se um corpo rigido estd em equilibrio, o trabalho
realizado por todas as forcas ativas para um deslocamento virtual,
compativeis com as condi¢des de contorno, deve ser zero” (Lancellota,
1995).

b) Corpos deformaveis: “se uma estrutura estd em equilibrio, o trabalho
realizado pelas forcas externas para um campo de deslocamento virtual
dado, compativel com condi¢cdes de fronteira, deve ser igual ao trabalho
interno feito pelas tensdes nas deformacdes virtuais compativeis com o

deslocamento virtual dado” (Lancellota, 1995).

2.4.
Teoremas da Analise Limite

A Andlise Limite é baseada em dois teoremas da plasticidade, conhecidos
como Teoremas dos Limites Superior e Inferior, demonstrados por Drucker et al.
(1952).

Para a demonstragdo dos teoremas da Andlise Limite, sdo necessdrias as
seguintes hipoteses (Chen, 1975):

° O comportamento plastico do material é perfeitamente ou idealmente
plastico, ignorando o endurecimento ou amolecimento do material, dessa
forma a superficie de escoamento € fixa.

° Nao existem deformacdes eldsticas e a deformagdo total € igual a
deformacdo plastica.

o A superficie de escoamento é convexa e as taxas de deformacfo plastica sdo
deduzidas da fun¢do de escoamento através da lei de fluxo associado.

o As mudancas na geometria no corpo sdo consideradas insignificantes
quando o carregamento atinge o carregamento limite ou carga de colapso.

Portanto o principio de trabalho virtual pode ser aplicado.

A seguir sdo apresentados os enunciados dos teoremas da Anélise Limite,
sem suas demonstracdes, que podem ser encontradas, em Chen (1975) e Drucker

et. al. (1952).
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2.4.1.
Teorema de Limite Inferior

Se um campo de tensdes distribuido em todo o corpo pode ser construido,
satisfazendo as condi¢des de equilibrio com as cargas no contorno e no dominio e
ndo viola o critério de escoamento, entdo, o campo das tensdes € estaticamente

admissivel e a carga correspondente é um limite inferior da carga de colapso.

2.4.2.
Teorema de Limite Superior

Se um mecanismo compativel de deformacido plastica satisfaz as condicdes
de compatibilidade em velocidades no contorno e a lei de fluxo associado, entdo,
o campo das velocidades é cinematicamente admissivel e os carregamentos
superficiais e as cargas de volume, determinados pela igualdade da taxa do
trabalho externo com a taxa a dissipacdo interna, serdo iguais ou maiores que a
carga limite verdadeira, o fator de colapso assim obtido serd um limite superior ao

fator de colapso real.

2.5.
Critérios de Escoamento

Entre os critérios de escoamento que serdo utilizados neste trabalho temos
os critérios de escoamento de Mohr Coulomb (caso 2D) e o critério de

escoamento de Drucker-Prager (caso 2D e 3D).

2.5.1.
Critério de Mohr-Coulomb

Um dos critérios de escoamento mais simples e mais utilizado na
modelagem do comportamento mecédnico de materiais geotécnicos € o de Mohr-
Coulomb. Este critério é usado para a modelagem do problema da anélise limite
neste trabalho.

O critério de escoamento de Mohr-Coulomb pode ser escrito (Lambe e
Whitman, 1969), na condi¢do de deformagéo plana, usando a convencdo de sinais

de resisténcia dos materiais, na forma.
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q=—pseng+ccos¢ (2.7)
onde
0: angulo de atrito do material.
c: coesdo do material.
p: tensdao media.

tensdo cisalhante maxima.

Os parametros de resisténcia do material (¢ e @) podem ser obtidos de

ensaios apropriados de laboratério ou de campo. Agora em termos das tensdes

principais (o} € 03), tem-se

1 o,—0
q =E(Gl -0,) = \/(Ty)z +7,,

(2.8)

1 1
)4 ZE(GI+G3) :5(ax+ay)

onde oy, 0, € 7, € sdo componentes de tensdo no sistema de referéncia do

problema. A substituicdo da Equacio (2.8) na Equacdo (2.7) conduz ao resultado:
F(0)=(0,-0,) +41, —[2ccosgp— (0, + 0, )seng]’ (2.9)

Observa-se que o critério de escoamento de Mohr-Coulomb impde uma

relacdo ndo linear nas componentes de tensao.

2.5.2.
Critério de Druker-Prager

No caso de problemas tridimensionais pelo método dos elementos finitos
(MEF), os autores, normalmente, preferem empregar os critérios Drucker- Prager
ou Von Misses em lugar dos critérios de Tresca ou Mohr-Coulomb (Chen & Liu,
1990). O critério de escoamento de Drucker e Prager (1952) pode ser colocado

sob a forma:

F(o)=4/J, +al, - K (2.10)
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Onde

F: Fungdo de escoamento.

I: Primeiro invariante do tensor de tensoes.
Jo: Segundo invariante do tensor de tensdes.

o, K: Parametros do material.

A superficie de escoamento Drucker-Prager é uma superficie cOnica que em

comparagdo com o critério de Mohr Coulomb ou Tresca, ¢ uma superficie

continua sem arestas ou descontinuidades, como se pode ver na Figura 2.5:

Gs 4

Drucker - Proger
G’ 1 Monhr-Coulombd

(a) (b)

Figura 2.5 - Superficies de Escoamento no espaco das tensoes principais:
a) Drucker-Prager e Von Misses b) Mohr-Coulomb e Tresca.

Dado que o critério de escoamento de Mohr Coulomb tem singularidades ou
arestas, que dificulta seu uso em andlise numérica, os autores preferem utilizar em
caso de problemas tridimensionais o critério de Drucker-Prager o qual tem uma
superficie continua que é muito vantajosa quando para as implementagdes
numéricas de formula¢des do MEF (Owen & Hinton, 1980). Os parametros K e o
podem ser obtidos do critério de Mohr Coulomb para o caso 3D, utilizando
aproximacdes para os casos de compressao e tracdo (Figura 2.6)

O caso da compressdo se atinge quando a superficie de escoamento de

Drucker Prager esta circunscrita a superficie de escoamento de Mohr Coulomb


DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 1121852/CA


PUC-RIo - Certificacdo Digital N° 1121852/CA

44

para o caso 3D, onde os pardmetros sdo calculados utilizando os pardmetros de do

critério de Mohr Coulomb.

2seng
= 2.11
NG (3— seng) @10
6¢cos ¢
= 2.12
x@(?a —seng) @12)

O caso da tracdo se atinge quando a superficie de escoamento de Drucker
Prager passa através dos vértices da superficie de escoamento de Mohr Coulomb
para o caso 3D, cone médio na Figura 2.6, onde os parametros sdo calculados

utilizando os parametros de do critério de Mohr Coulomb.

2seng
== 2.13
* 33+ seng) @13)
6ccos¢@
= >r 2.14
J3(3+ seng) @19

onde : ce @ sdo os pardmetros de resisténcia do material.

No caso 2D, no qual sdo estudados problemas em estado plano de
deformacdes, os pardmetros o e K do critério de Drucker-Prager sdao aproximados

pelas Equagdes (2.15) e (2.16) (Chen e Liu, 1990).

tan ¢
= (2.15)
\J9+12tan’ ¢
K= b (2.16)

\/9+12tan* ¢
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Figura 2.6 - Aproximacao da superficie de escoamento de Drucker-Prager
para Mohr Coulomb caso 3D. (Chen e Liu, 1990)

2.6.
Formulag6es Variacionais do Problema de Analise Limite

Entre uns dos principais objetivos da Andlise Limite esta determinar a carga
que leva ao colapso as estruturas geotécnicas. Quando se tem determinado o fator
de colapso (1) o fator de seguranca (FS) na estrutura pode ser obtido através do
método de reducgdo da resisténcia do material. O problema de Andlise Limite pode
ser definido tendo em conta as condi¢des de equilibrio, do critério de escoamento,
da consisténcia cinemdtica e a lei de fluxo associada, integrando todas estas

condicdes, da seguinte maneira:

Seja:
V : Volume ocupado por um corpo de material rigido-pléstico ideal.

S: : Fronteira ou contorno de V

Define-se:
fem V (Dominio)

t em S; (Contorno)
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Onde:

. . .

Deve-se encontrar: A, o, u, €, A
Sujeito as seguintes restricoes

Restri¢do de Equilibrio
Vie=Af ,emV

on=At ,em S,

Restri¢do do Critério de Escoamento

F(o)<0 ,emV

Restricdo de Compatibilidade Cinematica
e=Vu ,emV

u =0 ,em S,

Restri¢do da Lei de Fluxo:

o P . .
£ :/\a—F > A=0,se F(o)<0
Jo

A20,se F(o)=0

f: Forgas de massa aplicadas no dominio.

t : Forgas aplicadas no contorno do sistema.

n: Vetor normal a superficie St.

A : Fator do colapso do sistema.

o : Campo de tensoes.

« - Campo de velocidades.

¢ ' : Taxas de velocidades plasticas.

~ : Fatores de Plastificagdo.

V : Operador diferencial do equilibro estético.

46

2.17)

(2.18)

(2.19)

(2.20)
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A solugdo do problema consiste na solug@o do sistema de Equacdes (2.17) —
(2.20). Muitas vezes encontrar a solug¢do deste sistema de equacdes ndo € trivial,
ja que o sistema é um conjunto de expressdes de igualdade e desigualdade ndo
linear. Este sistema de equacdes pode ser resolvido utilizando técnicas
matemadticas no qual, pode-se tratar o sélido que € um meio continuo, como um
meio discretizado com a finalidade de poder aplicar as solu¢des numéricas no
meio discretizado que se aproximem a solucdo real no meio continuo. Uma das
técnicas € o MEF no qual a aproximacgao do fator de colapso melhora a medida
que a malha utilizada na discretizacdo € mais refinada.

Existem formulacdes existentes as quais foram ja estudadas em anteriores
trabalhos de pesquisa, no qual utilizaram o MEF e as técnicas de Programacio
Matematica como ferramenta numérica para obtencdo da solu¢do do sistema.
Estas formulagdes dependendo da génese da qual estdo sendo geradas podem ser

classificadas como estatica, cinematica ou mista.

Estas formula¢des podem ainda ser classificadas em fortes ou fracas:

¢ Formula¢do Forte: Quando o modelo respeita o cumprimento estrito das
condicdes impostas pelos teoremas da Andlise Limite.

e Formulagdo Fraca: Quando as condicdes sdo satisfeitas através do

principio dos trabalhos virtuais.

Esta apresentagdo ndo pretende efetuar um relato exaustivo de todas as
formulagdes existentes, mas antes fornecer uma ideia dos trabalhos considerados
mais marcantes neste dominio, bem como das tendéncias atuais de evolucdo das

formulacdes.

2.6.1.
Formulacao Estatica

Esta formulagdo deriva puramente da aplicagdo do Teorema do Limite
Inferior, neste caso as equagdes de compatibilidade cinematica ndo sdo satisfeitas.
O primeiro trabalho usando esta formulacdo e elementos finitos foi apresentado
por Lysmer (1970), onde desenvolve problemas de deformagao plana e utilizando

o critério de Mohr-Coulomb. Recorrendo a um elemento triangular de tensdo
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(com um campo de aproximacdes linear) e a uma linearizacdo da superficie de
escoamento, descrita por uma circunferéncia no espago das tensdes (X,y), com X =
Ox — Oy € Y = 214y, através de um poligono de 12 lados, a abordagem utilizada
resulta num problema de otimizacdo linear, resolvido através do algoritmo
Simplex (Nocedal e Wright, 1999).

Uma variante desta formulag@o estatica forte foi proposta por Bottero et al
(1980), Sloan (1987) e Assadi e Sloan (1991). A principal diferenca desta variante
€ que estes autores consideram como varidveis primarias o campo de tensdes
nodais, a diferenca de Lysmer (1970) que considera como tensdes nodais as
tensdes normais as faces atuantes nos nos. A restricdo de escoamento utilizada foi
o critério de Mohr Coulomb linearizado, com um poligono inscrito de 18 lados e a
funcdo objetivo a otimizar considera a orientacdo e o comprimento da aresta onde
atuam as cargas varidveis. O problema de programacdo linear foi colocado da

seguinte forma:

Maximizar ¢’ o (2.21)
Sujeito a:
bo=b, (2.22)
D,o<b,

onde:
D,: Somatéria das matrizes dos coeficientes da equagdo de equilibrio nos nés,

nas faces entre elementos adjacentes e nas faces dos elementos de contorno

com tensdes prescritas.

D,: Somatoéria da matriz de coeficientes resultado da linearizacdo do critério de
escoamento em cada no.

b,: Somatdria dos vetores de coeficientes com forgas aplicadas nos nés, dos

vetores com coeficientes nulos resultado da aplicacio das equacdes de
equilibrio nas faces entre elementos adjacentes, vetores com forcas (normal

e cisalhante) aplicadas nos contornos com tensdes prescritas.
b,: Somatéria dos vetores de coeficientes resultado da lineariza¢do da tensdo de

escoamento em cada no.
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No trabalho de Lyamin e Sloan (2002), os autores apresentam uma variante
da formulacdo proposta por Sloan (1987a). O novo modelo, ao invés de uma
linearizagdo da superficie de escoamento, apenas executa uma suavizagdo da
superficie junto de zonas com singularidades, seguindo a estratégia delineada por
Abbo e Sloan (1995). Surge, consequentemente, um problema de minimizac¢io
nao-linear que os autores resolvem com base num algoritmo Quase-Newton com
deflexao.

Zouain et al. (1993) tecem consideragdes sobre o modo de obter a
correspondente formulacdo de limite inferior, utilizando algoritmos baseados em
problemas de programacdo ndo linear (PNL). Andersen e Cristiansen (1995),
Pastor et al (2003) desenvolveram trabalhos utilizando o algoritmo de pontos
interiores para sua aplicacdo a problemas de programacao linear a grande escala.
Para resolver o problema de otimizacdo resultante, o autor recorre a uma
biblioteca de otimiza¢do comercial denominada MINOS (Murtagh e Saunders,
1982). Makrodimopoulos e Martin (2006) desenvolvem algoritmos baseados na
técnica de programacdo conica de segunda ordem (SOCP), colocando a funcdo de
escoamento como uma restri¢do conica quadrética, e utilizando um otimizador de
grande escala como o Mosek (Mosek ApS, 2012) resolvem problemas

relacionados a materiais com coesao € atrito.

2.6.2.
Formulacao Cinematica

Esta formulacdo é derivada do teorema do limite superior (cinemadtico).
Neste caso as condi¢Oes cinemadticas sdo satisfeitas, e as condi¢gdes de equilibrio
ndo sido garantidas necessariamente. Existem na literatura intimeras propostas
alternativas de formulagdes fortes de limite superior. Estas apresentam, no
entanto, uma caracteristica comum: a utilizacdo de elementos finitos com func¢ées
de aproximacgfo polinomiais de grau reduzido, produzindo campos de taxas de
deformacdo constantes ou de variac@o linear no dominio dos elementos. O motivo
para tal reside na dificuldade em impor, de uma forma exata, a lei de escoamento
pléstico associada para os critérios de escoamento habitualmente adotados (Zhu e

Michalowski, 2005).
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Entre um dos trabalhos desenvolvidos se tem o de Sloan (1987b) onde o
meio continuo é discretizado em elementos triangulares com as velocidades
nodais variando linearmente em cada elemento. A lei de fluxo associado as
velocidades nas descontinuidades e no contorno sdo utilizadas na formulagao da
restricdo de igualdade. Neste caso a funcio objetivo consiste em minimizar a
energia dissipada pela distor¢do volumétrica dos elementos mais a energia
dissipada nas descontinuidades. Além disso, este algoritmo usa varidveis de folga
para transformar as restricdes de desigualdade em restrigdes de igualdade. Este
problema € colocado na forma de programagdo linear, ja que é uma extensdo da

formulag@o estdtica realizada por Lysmer (1970), e é formulado da seguinte

forma.
Minimizar ¢ u+c) y+cj s, (2.23)
Sujeito a:
A ut A, y=>b

Autly=>b,

Ayu=b,
A u=bh,
;520 2.24)

Onde:

b=b=b=c,=0

A,,: Somatdria das matrizes com as constantes das fungdes de interpolacao.

Aj,: Somatdria das matrizes com as constantes dos hiperplanos das funcdes de
escoamento

A, : Somatdria das matrizes com os sinais das orientagdes nas descontinuidades

A;: Somatéria com os sinais da orientacdo do angulo de atrito da
descontinuidade.

A, : Somatdria das matrizes unitdrias referente a imposicdo das condi¢des de

contorno em velocidade.
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¢, : Somatéria dos vetores cujos elementos estdo em funcdo da energia de

dissipacdo da descontinuidade o qual considera o comprimento, o sinal da

face e a coesdo do segmento descontinuo.

¢,: Somatdria dos vetores cujos elementos estdo em funcdo da energia de
dissipacdo volumétrica nos tridngulos o qual considera o angulo de atrito,
coesdo e a drea do elemento.

s, Vetor das varidveis de folga.

Jiang (1995) e Antao (1997) desenvolveram uma formulacdo que foi a
continuagdo do trabalho de Gennouni e Le Tallec (1982). Esta formulacdo elimina
as descontinuidades do modelo através da substituicdo de uma lei rigido-plastica
por uma lei de regularizacdo tipo Norton-Hoff, no cédlculo da dissipacao pléstica.
Sdo utilizadas duas aproximacgdes distintas: a primeira interpola linearmente o
campo das velocidades e a segunda aproxima o campo da taxa das deformagdes,
considerado constante no dominio dos elementos. Através do método do
Lagrangeano aumentado € imposta a compatibilidade entre as aproximacdes dos
diferentes campos. Recorrendo a uma variante do algoritmo de Uzawa com
relaxagdes, a solucdo do problema ndo linear (PNL) de otimizacdo resultante da
formulacdo é obtida. O referido algoritmo permite que no trabalho de Antio
(1997), a nido linearidade seja tratada localmente através de uma minimizagao
quadritica, sucedida por uma projecdo da solucdo sobre a superficie que delimita
o0 espaco da taxa das deformacdes normais.

A utilizacdo de programacdo conica de segunda ordem (SOCP) no
desenvolvimento de formulacdes fortes de limite superior é igualmente relatada
nos trabalhos de Makrodimopoulos e Martin (2005 e 2007), para problemas de
deformacdo plana, utilizando elementos sub-paramétricos triangulares de trés nds
de deformacao linear.

Li e Yu (2005) desenvolveram uma formulacdo com base numa fungdo de
escoamento genérica para materiais friccionais, a qual permite modelar, entre
outros, os critérios de Mohr-Coulomb e de Drucker-Prager. Recorrendo a um
elemento finito quadrildtero isoparamétrico, o modelo cinemdtico é derivado
resultando num problema de otimizacdo ndo linear. Analogamente ao modelo

anterior, os autores convertem o problema original com restricdes num problema
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de otimizacdo sem restricdes utilizando o método dos multiplicadores de
Lagrange. O processo iterativo de resolucdo assume que todos produzem
dissipacdo. A identificacdo de elementos que ndo apresentam dissipac@o no final
de uma dada iteracdo (sendo por isso a sua expressdo da dissipacdo ndo
diferenciavel) € realizada através de uma estratégia passo a passo. Para proceder a
iteracdo seguinte introduz-se uma restricio no modelo, com base no método das
penalidades, por forma a que a dissipacdo nestes elementos conserve um valor

praticamente nulo.

2.6.3.
Formulagcao Mista

Neste tipo de formulacdo a solugcdo € procurada com aproximagdes nos
campos estdtico e cinematico, onde o campo de tensdes e o campo de velocidades
sdo interpolados no interior do elemento. Anderheggen e Knopfel (1972)
apresentaram esta formulagdo mista utilizando o principio das tensdes virtuais
para discretizar a equagdo da taxa de dissipacdo interna. A funcio de escoamento
€ linearizada através de hiperplanos.

Christiansen (1981) faz uma caracterizacdo matematica do problema do
colapso, usando o MEF, onde emprega elementos quadrilaterais com interpolacio
bilinear no campo de velocidades, e no campo de tensd@o a interpolagéo € bilinear
ou de tensdo constante. Utiliza uma aproximacg@o poliédrica da superficie de
escoamento de Von Mises para obtencdo de um problema de Programacdo Linear
(PL).

Casciaro e Cascini (1982) utilizaram o principio do célculo variacional
misto para resolver o problema da anélise limite, no qual os campos de tensdes e
velocidades foram obtidos da condicdo de estacionaridade de um funcional tipo
Hellinger-Reissner definido de forma apropriada. Com o problema colocado dessa
forma e através de uma discretizagdo conveniente do meio continuo, a solugdo é
reduzida a um processo de minimizagdo sem restrigdo para um problema de
programacdo nao linear (PNL). Nesta formulacdo satisfaz a condi¢do de
escoamento e as equagdes de consisténcia cinemadtica, no entanto, as condi¢des de

equilibrio e a lei de fluxo sdo satisfeitas aproximadamente.
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Pontes (1993) apresentou a aplicacdo de um algoritmo de programacio
matemdtica ndo-linear (PNL) denominado algoritmo de pontos interiores, para
resolver problemas de andlise limite. Este algoritmo originalmente desenvolvido
por Herskovits (1989) baseia-se em um algoritmo tipo Newton que resolve as
equacdes que representam as condicdes de Kuhn-Tucker do problema de
programacdo matemadtica gerado.

Neste estdgio da evolugdo da formulagdo numérica através dos trabalhos
virtuais, Faria (1992) e Araujo (1997) aplicam esta técnica a vérios problemas de
geotecnia, os quais sdo cuidadosamente estudados e validados com solugdes
analiticas. O problema de otimizacgdo € resolvido por meio da programacao linear
(PL) linearizando a restricdo de escoamento de Mohr Coulomb da mesma forma
que na formulagdo de Lysmer (1970).

Farfan (2000) utilizou a formulagdo mista utilizando o principio dos
deslocamentos virtuais. O meio continuo neste trabalho é considerado como um
meio continuo de Cosserat. A aplicacdo da metodologia da formulacdo mista e da
discretizacdo do meio em uma malha de elementos finitos nos continuos de
Cosserat (2D) fornece problemas de programacgdo linear (PL) e nos continuos
convencionais (2D e 3D), problemas de programac@o nao-linear (PNL).

Carrién (2004) testou a eficiéncia de otimizadores para problemas de
programacdo nido linear (PNL) como LANCELOT, LINGO, MINOS e conclui
que o otimizador MINOS se torna mais eficiente para a otimizag¢do ndo linear de
problemas decorrentes de andlise limite. Carrion (2009) implementa um
otimizador baseado no método quase-newton de pontos interiores no qual é
acoplado no programa da andlise limite GEOLIMA (Carrién, 2004) utilizado para
resolver problemas de grande escala em estruturas geotécnicas reais, tais como,

barragem de terra e barragem de rejeito.
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2.7.
Programacao Matematica

O problema de andlise limite numérica como foi visto na secdo anterior
constitui geralmente um problema de programacdo matemadtica com restri¢cdes de
igualdade e desigualdade, onde o objetivo consiste em minimizar ou maximizar
uma determinada expressdo, denominada fungdo objetivo, e satisfazer
simultaneamente um conjunto de restricoes de igualdade e desigualdade. As
varidveis incdgnitas nessas funcdes sdo denominadas varidveis de projeto.

Estes problemas de programacdo matemdtica tratam da andlise e resolucdo

de problemas de otimizagdo segundo a forma:

Minimizar (ou Maximizar):  f{x), x € R"
Sujeito a: hi(x) =0 k=1..m (2.25)
c(x) <0 I=1...p (2.26)

Onde:
x : Vetor das variaveis.
f{(x) : Func¢@o objetivo.

h(x) e c(x) : Fungdes das restricdes de igualdade e desigualdade respectivamente.

As fungdes f(x), h(x) e c(x) sdo fung¢bes continuas em R" e qualquer ponto,
definido pelo vetor x. Um ponto que satisfaca todas as restrigdes (igualdade e
desigualdade) é denominado de ponto vidvel e o espago ou regido que contém
todos os pontos que satisfacam todas as restricoes é conhecido como regido
vidvel. Uma restricdo de desigualdade define uma fronteira que divide o R" em
uma regido viavel e outra invidavel. O seguinte exemplo apresenta um problema de

programacao linear (PL) no qual apresenta restricdes de desigualdade.

Maximizar: Z = 11x; + 12x,
Sujeito a: X1 +4x, <10000
5x1 + 2%, <30000

X1, X2 >0
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Na Figura 2.7, a regido sombreada representa a regido vidvel do problema
que estd delimitada pelas restricdes do problema. Quando um ponto estd sobre
esta fronteira, a restricdo € dita ativa; quando um ponto estd no interior da regido
vidvel, a restricdo estd inativa e, quando um ponto estd fora desta regidao, a
restri¢do estd violada.

Para uma solucdo grafica desse problema que pode ser obtida facilmente
para problemas de duas varidveis de projeto, deve-se inicialmente representar a
regido viavel. Em seguida tragcam-se superficies paralelas a funcio objetivo. S@o
tracadas diversas paralelas a ela no sentido crescente da funcdo objetivo
(maximizagdo da fungdo), como na Figura 2.8. O ponto 6timo € o ponto onde a

superficie de maior valor possivel tangencia a regido vidvel.

X1

1 x1+4x2, 10000

Restri¢des ativas

S 5x1+ 2x,<30000
Regido Vidvel

Com restri¢gdes inativa
X2

Figura 2.7 - Regiao Viavel do problema.


DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 1121852/CA


PUC-RIo - Certificacdo Digital N° 1121852/CA

56

X1

[/

Z=11x;+ 12x2 = 74444 4 (solugdo otima)

Z=11x1+12x> o
2

Figura 2.8 - Busca da solucao 6tima para o problema.

Os problemas de programacdo matemdtica podem ser classificados de
acordo com suas caracteristicas da funcio objetivo e das funcdes de restricdo. A

Tabela 2.1 mostra esta classificacao.

Tabela 2.1 - Classificacao dos Problemas de Programacao Matematica

Funcao Objetivo Restricoes Programacao
Linear Linear Linear (PL)
Linear Nao-Linear Nao Linear (PNL)

Quadratica Linear Quadratica (PQ)
Nao Linear Nao-Linear Nao Linear (PNL)

2.71.
Funcao Lagrangeana

Define-se uma fungdo formada pelo somatério da fung@o objetivo e as
funcdes de restrigdes de igualdade e desigualdade multiplicadas por uns fatores
denominados de multiplicadores de Lagrange. Esta funcio constituida por este

somatorio € denominado fung¢do Lagrangeana associada:
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Lx, A ) = f(x) +k'zzl/yhk ) +é L, (x) 2.27)

Onde:

A, : Multiplicadores de Lagrange associados as restricdes de igualdade.

M, : Multiplicadores de Lagrange associados as restri¢des de desigualdade.

2.7.2.
Dualidade

Com a finalidade de introduzir o conceito de Dualidade, revisa-se o seguinte

exemplo. Considerando o seguinte problema de programac¢do matemadtica:

Minimizar f{x)

Sujeito a: g(x) <0 (2.28)
A funcdo lagrangeana aplicada a este problema fica da seguinte forma
L(x,u)= f(x)+u'g(x) x€R", ueR" (2.29)

Na fun¢io Le R™"", existe um ponto (x* u*)e R™" com u* > 0, este ponto é

denominado ponto de sela da funcdo lagrangeana L(x,u), se:
L (x*u*)= max L(x*u ) V ue R" = min L(x,u*) Vxe R" (2.30)

Isto €, o ponto (x* u*) maximiza a funcdo L se x=x* for fixo e minimiza esta
funcdo se u=u* for fixo (Zornig, 2011).
Um ponto de sela (x*,u*)T = (2,1)T, ¢ ilustrado geometricamente na Figura

2.9 para o caso de m=1, n=1.
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Figura 2.9 - Ponto de Sela da Fun¢ao Lagrangeana (Z6rnig, 2011).

Se (x*u*) for um ponto de sela da Funcdo Lagrangeana L(x,u) entdo x* é
solucdo 6tima do problema enunciado na Equagdo (2.28) . Esta defini¢do pode ser
colocada da seguinte forma:

min sup L(x,u) = max ian L(x,u) (2.31)
R" ucR"

n
xeR ueR™ ue

O termo na parte direita da Equacdo (2.31) é denominado dentro da
programacdo matemadtica como problema primal (PP) e o termo da esquerda é
denominado problema dual (PD).

O conceito de dualidade permite, a partir de um dado problema de
programacao matemdatica ou problema primal, obter um outro problema, chamado
problema dual, cuja solucdo tem relagdo com a solu¢do do problema primal.
(Zornig, 2011). Além disso, é possivel, conhecendo-se a solugdo de um deles,
obter a solugdo do outro. A teoria da plasticidade das estruturas apresenta dois
teoremas para o célculo do fator de colapso em estruturas que sao os teoremas do
limite inferior e do limite superior. Quando se formulam os dois teoremas como
problemas de programagdo matematica, eles se apresentam como duais, ou seja,
um € o problema primal e outro é o problema dual. A dualidade permite mostrar

que, dado um problema primal (PP) com restri¢des de igualdade e desigualdade:
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Minimizar:  f{x),x € R"
Sujeito a: hi(x) =0 k=1..m 2.32)
c(x) <0 I=1...p 2.33)

e sua respectiva funcdo lagrangeana (fung@o convexa):
m p
L(x, A, )= f(x)+ /<Z::1 A, (x)+ E M, hy(x) (2.34)

onde A, K sdo vetores que correspondem aos multiplicadores de Lagrange

associados as restricoes.

Seu problema dual (PD) é dado por:

Maximizar:  L(x, A, i)

Sujeito a: M =0
ox
120 k=1..m (2.35)
u=0 I=1..p (2.36)

As solugdes dos problemas primal e dual se relacionam da seguinte forma:
e Sejam as fungdes f'e g; do problema primal (PP) continuamente diferencidveis
e convexas. Seja x* um ponto 6timo regular do problema primal. Temos:
(i) O problema dual (PD) tem uma solugo 6tima nos pontos (4, 1)
(ii) Os valores 6timos do problema primal (PP) e o problema dual (PD) sao

1dénticos.

Este tipo de formulagao alternativa (dual) é de grande vantagem por reduzir
em certos casos o numero das restricdes e o estudo dos vetores duais (4, u) é
importante na andlise de sensibilidade do problema. O uso da teoria de dualidade
é muito importante para os problemas da Andlise Limite, porque ele permite
determinar o campo de velocidades, que descrevem o mecanismo de colapso,
como solucdo dual do campo de tensdes.

Este problema é conhecido também como propriedade de dualidade

estatico-cinematico dos meios continuos, definido como:
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f=Vo (2.37)

e=V'u (2.38)
Onde:

f : Vetor de forgas externas.

o : Vetor do campo de tensoes.
€ : Vetor do campo de deformagoes.
u: Vetor do campo de velocidades de deformacdo.

V : Operador diferencial do equilibro estético.

V" : Operador diferencial das relagdes de compatibilidade.

2.7.3. )
Condicoes de Otimo

Para que a solucdo x* seja um minimo local do problema enunciado nas
Equagdes (2.25) e (2.26) € necessdrio que esta atenda as condi¢des de 1* ordem,
também chamadas de condi¢des de Kuhn-Tucker, que sdo obtidas partindo da

funcdo Lagrangeana:

Minimizar: fix),xe R"
Sujeito a: h(x) =0 k=1..m (2.39)
cfx) <0 I=1...p (2.40)

A fungdo Lagrangeana associada € dada por:
m P
LA )= )+ 2 Ay (0)+ Xt (3) 2.41)

As condigdes necessdrias (condi¢des de primeira ordem) de KKT sdo dadas

pelas seguintes expressoes:

OL(x¥, A%, 1¥) _

0 2.42
. (2.42)

g*= k%/lthk +l§=:l,ul Ve, k=1..m; [=1...p (2.43)
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h,(x*)=0 k=1I..m (2.44)
c,(x*)<0 I=l.p (2.45)
A valorN'  k=1..m (2.46)
=0 I=1.p (2.47)

A, =0 k=1..m (2.48)
e, =0 I=1.p (2.49)

Os conceitos de programaciao matemdtica como as condi¢des de otimalidade
e a teoria de dualidade, sdo aproveitados neste trabalho para obter os resultados do
problema de andlise limite, utilizando ferramentas de otimizacdo colocadas de
diferentes formas com a finalidade de testar a eficiéncia de cada um delas.

No caso do problema da andlise limite para estruturas geotécnicas o
significado dos multiplicadores de Lagrange t€ém grande importancia, aqueles que
estdo associados as restricdes de igualdade sdo as velocidades de deformacio
nodais no colapso, o qual mostra o mecanismo de falha da estrutura, e aqueles que
estdo associados as restricdes de desigualdade sdo os fatores de plastificacio

presentes na estrutura.

2.8.
Otimizacao Convexa

Um conjunto é convexo se e somente se ele contém todo o segmento unindo
dois dos seus pontos. Além disso, a fungdo f: D = R, é convexa se e apenas se 0

seu dominio D e sua epigrafe, definida por
epi f ={(xpjxe D e fF)<r } (2.50)

sdo dois conjuntos convexos.
O problema padrdo de otimizag¢do convexa trata da minimiza¢do de uma

funcdo convexa em um conjunto convexo, e pode ser escrita como se segue:
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Minimizar f,(x) para xe R"

Sujeito a: xe § (2.51)

Onde S < R" é um conjunto convexo fechado e f; = R é uma fungdo convexa
definida em S. A convexidade tanto da fungdo objetivo f, e a regido vidvel

S desempenha um papel muito importante, desde que é responsavel por duas

seguintes propriedades:

° Algum 6timo local do problema da Equagdo (2.51) é também um 6timo
global, o qual implica que o minimo da fun¢@o objetivo é tnico. (Glineur,
2001)

. Existe um problema dual convexo fortemente relacionado com a Equacao
(2.51). Ou seja, o par de problemas que consistem em um problema de
otimizagdo convexa e sua dupla satisfaz uma propriedade de dualidade fraca
(o valor objetivo de qualquer solucdo vidvel para um desses problemas
fornece um limite sobre o valor objetivo 6timo para o problema dual) e, sob
certas condigdes, uma propriedade de dualidade forte (igualdade e
realizacdo dos valores objetivos ideais para os dois problemas). (Glineur,

2001)

Notamos que a funcdo objetivo f, pode ser assumida como linear com

algumas perdas de generalidade, portanto pode-se definir esta como: }l (x) = c'x

usando um vetor ce R". Com efeito, pode-se ver que o problema da Equagio

(2.51) é equivalente ao seguinte problema com um objetivo linear:

Minimizar ¢

Sujeito a: (x,t)e S (2.52)

Onde 3' c R™' é adequadamente definido:

§:{(x,t)xe R"xRxe S e f,(x)<t} (2.53)
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A

A equivaléncia decorre do fato de que a definicdo da restricio S é
necessariamente satisfeita com a igualdade a qualquer solucdo 6tima (x* £¥), ou
seja, tem-se que t* = f; (x*). Além disso, este problema convexo é equivalente,

uma vez que S € a epigrafe da funcdo convexa f;, entdo tem-se que:

Minimizar ¢'x para xe R"
Sujeito a: xe S (2.54)
Agora pode-se especificar os dados do problema (2.51), isto é, como se
pode descrever sua fung@o objetivo e o conjunto vidvel. Enquanto a especificaciao
da func@o objetivo é facilmente feita através do fornecimento do vetor c,
descrevendo o conjunto vidvel S, que é responsdvel da estrutura do problema
(2.54), pode ser feito de varias maneiras.
A maneira tradicional de proceder de uma otimizacdo nao linear é fornecer

uma lista de restrigdes convexas que definem S, isto é:

S={re R|f(x)<0Viel={12,..m}} (2.55)

Onde as “m” fungdes f;: R" — R sdo convexas. [sto garante a convexidade
de S, como uma intersecio dos conjuntos convexos, € o problema (2.48)

transforma-se:

e T
Minimizar ¢’ x

Sujeito a: f,(x)<0 Viel= {1.2,...m} (2.56)

A Equacdo (2.56) é a formulagdo mais comumente encontrada de um
problema de otimizag@o convexa.

No entanto, uma forma muito mais elegante para descrever a regido vidvel
consiste na definicdio de S como a intersec¢do de um cone convexo € um

subespaco afim, o que leva a otimizagao conica.
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2.9.
Otimizacao Conica

Nos dltimos anos, uma significante quantidade de trabalhos estd dedicada a
programacao cdnica, tendo como um dos primeiros trabalhos o desenvolvido por
Lobo et al. (1998), onde mostrou o algoritmo de programacao conica de segunda
ordem (SOCP) para a solugcdo de diferentes problemas em distintas areas da
engenharia .

Embora a programacdo cdnica esteja relativamente bem estabelecida, sio
poucas as aplicacdes feitas no campo da plasticidade apesar de seu evidente uso
nos problemas em superficies de escoamento com presenca de singularidades.
Entre as aplicacdes na ultima década pode-se mencionar os trabalhos de
Makrodimopoulos e Martin (2005) nos quais se aplicou o uso da programacio
conica de segundo ordem (SOCP) para alguns problemas tradicionalmente
complexos. Outras aplicacdes em problemas de menor complexidade também
foram bem sucedidas, tais como Gilbert e Tyas (2003), Makrodimopoulos (2006);
Bisbos et al. (2005). Krabbenhoft, et. al. (2006) apresentam aplicacdes para
problemas de plasticidade, mostrando a utilidade da técnica de programacio
conica e sua aplicacdo nos critérios de resisténcia de Drucker-Prager, Mohr-
Coulomb e Nielsen. Um dois principais algoritmos de programacgdo cdnica de
segunda ordem (SOCP) é o desenvolvido por Andersen et al. (2003), o qual tem
sido implementado no programa Mosek (Mosek ApS, 2012), que é um pacote
comercial para problemas de otimizacdo a grande escala e mostrou um grande

desempenho na solucdo destes problemas.

2.9.1.
Conjunto de Cones

Um conjunto X" é chamado um cone se Vx € Ke y >0, yx € K Seu cone

dual x* é definido como:
x'y>0 Vxe K& ye K* (2.57)
Se K= K* entdo o cone é auto-dual. Por exemplo, o conjunto R*= {x X2 0}

€ um cone auto-dual.
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O cone quadritico de segunda ordem qual tem a forma apresentada na

Equacao (2.58).
K= {xeR’: |x,,|<x.x 20} (2.58)

_ T
onde x,,=[x,...x,] .
Outro interessante exemplo auto-dual é o cone quadritico rodado que é

apresentado na Equacdo (2.59).
K= (xe R’ || <250, x,%,20) (2.59)

Pode ser demonstrado que o cone rodado pode ser transformado para um

cone quadrético através de uma transformacao linear. (Andersen et. al., 2003)

2.9.2.
Programacao Conica da Segunda Ordem (SOCP)

A programacio conica da segunda ordem (SOCP, por suas siglas em inglés)
também referida na literatura como otimizagdo cOnica quadritica, envolve um

problema de otimizagdo da seguinte forma:

Minimizar: cTx
Sujeito a: Ax =b (2.60)
X € K; Vie [I,N]

onde: x =[x, ... xn ] € R", xie R, A € R™, be R"”, c e R", K} sdo os cones
quadréticos ou cones quadraticos rotativos. O problema dual correspondente ao

problema de programacdo conica das Equagdes (2.60) é:

Maximizar: by
Sujeito a: Aly+s=c (2.61)
S; € K,‘ Vie [I,N]

Onde ye R"”, se R" |, si€ RY O ponto 6timo deve satisfazer as seguintes

condi¢des (Andersen et. al., 2003; Tsuchiya, 1997):
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Ax =b
Aly+s=c
xie K Vie [1,.N] (2.62)
si€ K Vie [1,.N]
X;Sie=0 Vie [1,.N]

Onde X;, Sie R™ee;=[10..0]" e RY. As matrizes X; e S; sdo dadas
por mat(7; x;) e mat(7;s;), respectivamente onde 7;=I; para um cone quadritico e a

funcdo “mat” € definida de acordo com Makrodimopoulos e Martin (2005) como:

mat(u):{ Uy } (2.63)

Uyy Wl

As equacdes (2.60) e (2.61) mostram que SOCP pode ser considerado uma
generalizacdo da programacdo linear (PL). As restricdes de igualdade primal e
dual s@o as mesmas que na programacao linear (PL). As restricdes sdo cOnicas e
sdo versdes generalizadas das restricdes de ndo negatividade na programacgdo
linear (PL) onde x; > 0, s; > 0 e a condi¢do de complementaridade € uma versao
generalizada deste na programacdo linear (PL) onde x; s; = 0, o qual corresponde
para T;= 1 e e¢;=1 (Makrodimopoulos e Martin, 2005).

SOCP também engloba vérios importantes classes de otimizag@o ndo linear
como casos especiais. Isto inclui a minimizacdo da soma das normas,
programacdo quadrdtica convexa, € programacao linear com restri¢des quadréticas

(Makrodimopoulos e Martin, 2005).

2.9.3.
Algoritmos e Software para SOCP

Como € no caso da programacdo linear (PL), problemas de grande escala
podem ser resolvidos efetivamente usando algoritmos de problemas primal-dual,
baseados no método dos pontos interiores. Na realidade, tem sido demonstrado
que esta abordagem mantém a sua eficiéncia tedrica quando estes problemas sio

generalizados da programacdo linear para a programagdo cOnica. Devido a estes
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motivos, o algoritmo de pontos interiores para SOCP estd recebendo uma
considerdvel ateng@o nos anos recentes.

No presente, o algoritmo que esta liderando a atencdo dos pesquisadores que
trabalham na drea de otimizacdo, € aquele desenvolvido por Andersen et. al
(2003) que foi implementado em Mosek (Mosek ApS, 2012), e provou ser
altamente robusto e eficiente em uma variedade de testes em independentes areas
de pesquisa.

Alguns exemplos de problemas que Mosek pode resolver sdo:

¢  Problemas de programacao linear (PL).
® Problema de programacgdo quadrética (PQ).
e  Problemas de programacio conica (PC)

e  Problemas Mistos inteiros.

Para o presente trabalho se faz uso do programa Mosek, para a solu¢ido do

problemas na forma conica quadratica.

2.9.3.1.
Exemplo de Aplicacao de Progrmacao Conica utilizando o programa
Mosek

A seguir € apresentado um exemplo de aplicacdo de maneira de mostrar as

condicdes do problema dentro do programa.

Minimizar X5+ Xe
Sujeito a: X1+ X2+ X3+ X4 =1
X1, X2, X3, X4 20 (2.64)

X5 > (X12+ X32)1/2

X6 = (X22+ X42)1/2

O problema envolve algumas restri¢des lineares e duas restrigdes cOnicas
quadréticas, entdo, neste caso se tem um problema de programacdo conica de
segunda ordem, onde parte das restricdes tem a forma de um cone quadratico.

Quando € utilizado o programa Mosek as restri¢des lineares, que devem ser

especificadas como se fosse um problema de programacdo linear. As restrigdes
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conicas devem ser especificadas usando um vetor que receba os tipos de cones
que estdo sendo usados no processo de otimizacao.

A especificacdo da parte linear do problema é especificada da seguinte
forma:

% cqol.m

clear prob;

% Specify the non-confic part of the problem.

prob.c = [0 0001 1];

prob.a = sparse([1 1 1 1 0 0]);

prob.blc = 1;

prob.buc = 1;

»
prob.blx = [0 0 0 O -inf -inf];
prob.bux = inf*ones(6,1);

Como se pode ver, a matriz das restrigdes de igualdade € especificada na
forma esparsa e s@o colocados os mesmos valores nos limites superior e inferior,
aqueles valores das varidveis que ndo tem especificados os limites estdo sendo
consideradas como podendo tomar valores infinitos negativos e positivos.

Deve-se definir um vetor ou arranjo linear para armazenar as restricdes

conicas, o que € feito da seguinte maneira:

prob.cones = cell(2,1);

Precisa-se especificar o tipo de cone que serd utilizado na otimizagdo, ou
seja, deve-se especificar se o cone € do tipo conico quadratico ou do tipo rotativo.
No caso de se utilizar o tipo de cone cOnico quadritico deve-se especificar no
programa o cone como ‘MSK_CT_QUAD’; e no caso de utilizar o cone cdnico
rotativo deve-se especificar o cone como ‘MSK_CT_RQUAD’. Entdo, no

exemplo, tem-se que:

% The first cone is specified.

*MSK_CT_QUAD ?;
[5 3 1];

prob.cones{1}. type
prob.cones{1}.sub

% The second cone is specified.

*MSK_CT_QUAD ?;
[6 2 4];

prob.cones{2}. type
prob.cones{2}. sub
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Onde os nimeros dentro dos vetores sdo os sub-indices das varidveis que
estdo implicadas nas restricoes conicas. Finalmente utiliza-se o comando

‘mosekopt’, para realizar o processo de otimizacao.

% Optimize the problem.

[r,res]=mosekopt (’minimize’,prob);

No seguinte capitulo se mostrard como as condi¢cdes do problema de andlise
limite sdo utilizadas de maneira de poder fazer uso da programacgdo coOnica
quadritica, e desta forma fazer uso desta técnica no algoritmo de solugdo, além
disso se faz uma breve explicacdo do algoritmo que utiliza o programa Mosek

para resolver o problema de otimizacdo.
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