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5.
ANALISE NAO LINEAR.

ApoOs a anélise linear, apresentada no capitulo anterior, este capitulo
investiga a influéncia da ndo linearidade geométrica da estrutura no seu
comportamento dinamico sob cargas harménicas laterais e 0s possiveis
fendmenos de instabilidade dindmica. Mais especificamente, estuda-se a dindmica
e estabilidade de uma viga biapoiada com secdo transversal C, dado que esta
geometria de secdo permite um estudo detalhado da influéncia da direcdo e
posicdo do carregamento no comportamento ndo linear e, em particular, no
acoplamento entre flexdo e torcéo.

Para a resolucdao numeérica do sistema de equagdes ndo lineares, o0 método de
Runge-Kutta de quarta ordem é utilizado. Adicionalmente, para uma mais
completa compreensdo do comportamento da estrutura sob diferentes condicbes
de carregamento, diversas ferramentas para analise dinamica ndo linear séo
empregadas, entre elas, diagramas de bifurcagcfes, planos de fase, secdes de
Poincaré, bacias de atracdo e transformadas de Fourier (Del Prado, 2001).

5.1.
Equacbes de movimento para o perfil monosimétrico “C”

Para estudar o comportamento dindmico do perfil com secdo C, utiliza-se
uma viga com L=4m e as propriedades geomeétricas listadas na Tabela 4.7. Assim,

as equacdes ndo lineares que governam o movimento forcado da estrutura séo:

2
O'—zv0 +8,177§3v0 +10162,916v, + 783,625V, —46517,378w,0,
dt dt (5.1)
+41101,496v,0; —0,084Q, sin(Q,t) =0
d—zw +8 17751\/\/ +0 061£0 +64964,911w, +5009, 203w,
de2 ° dt ° 0 Tdt? ° ’ 0 ’ 0 (5.2)

—46517,378v,0, — 41101, 496,62 —0,084Q, sin(Q,t) =0
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%90 + 741,1725%90 +5, 5133—;% +11160,0026), +20212,3966;

~4,216 10°v,w, +3,726 10°6,vZ —3,726 10°G,w; (5.3)
—7,588Q, sin(Q,t)e, +5,959Q, sin(,t)e, 6, =0

onde, Vo, Wo, € 6, sdo as amplitudes dos deslocamentos dependentes do tempo,
associados aos graus de liberdade de flexdo em torno dos eixos principais de
inércia e torgdo, respectivamente; Qye €, sdo a magnitude da carga lateral e a
frequéncia da excitagdo na direcéo Y; e Q. e Q, sdo a magnitude da carga lateral e a
frequéncia da excitagdo na dire¢do Z, enquanto ey, e e, sdo as excentricidades da
carga com relacéo ao centro de cisalhamento ¢ & é o amortecimento viscoso. Cabe

ressaltar, como mostra a equagdo (5.3), que as excentricidades podem gerar
efeitos de torcéo de primeira e segunda ordem (termo dependente de 6, ).

Como se pode observar nas Equacbes (5.1) a (5.3), 0 modelo dindmico
objeto de estudo neste trabalho é descrito por um sistema de equacGes diferenciais
ordinérias de 22 ordem. Contudo, para a utilizacdo de um vasto arcabouco tedrico,
este sistema é transformado em um sistema de equacgdes diferenciais ordinéarias de

primeira ordem no espaco de fase, a saber:

y, =0 (5.4)
46517,378y,y, —41101,496y.y, —8,177&y, +0,084Q, sin(C, t) 55)
-10162,916Yy, — 783,625y =0

y; =0 (5.6)
0,126Q, sin(Q,t) +69979,262y,y, +61831,782y’y, —12,301&y,

—97731,143y, — 7535,685Yy: — 3,858 10°y,Y, + 3,409 10°y,y? 5.7)
—3,409 10°y,y; —0,694Q, sin(Q,t)e, +67,812&y, +1021,058y,

+1849,286Yy; +0,545Q, sin(Q,t)e,y, =0

Y5 =0 (5.8)
41541,689y; —8,965Q, sin(Q,t)e,y, + 6,343 10°y,y, + 5,388 10°y,

~16788,751y, —30406,885y: —0,694Q, sin(Q,t) + 67,8128y, 5.9

+11,415Q, sin(Q,t)e, +5,604 10°y,y; —1114,995¢ y, —3,409 10°y,y,
~5,605 10°y,y? —3,858 10°y,y, =0

. d o d . d
onde: Yo =V, 1= vozavo,yzzwo,ygz Wozawo,y4=eoey5= 90=aeo.
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5.2.
Vibracao livre

Apresentadas as equacbes de movimento, considera-se inicialmente um
sistema autonomo nédo amortecido (Qy = Q, = Q, = 2, =0, £ =0). Para as
condigdes iniciais yp = 0,001m, y, = y3=y4 = y5 = 0 tém-se a resposta no tempo e 0
espectro de frequéncia do sinal dados na Figura 5.1, dos quais se obtém uma
frequéncia de vibracdo ®, = 100,853 rad/s. Cabe destacar que a frequéncia
fundamental de vibracdo, obtida a partir do sistema de equacdes linearizado
(Capitulo 4) foi de wo; = 100,811 rad/s, correspondente a um modo de flexdo em
torno de eixo de menor inércia, sendo, portanto, proxima a obtida com o sistema
ndo linear de equagbes considerando pequenos deslocamentos. Esta frequéncia,
como mostrado no Capitulo 4, é bem préxima da segunda frequéncia natural
correspondente a um modo de flexo-torgdo no valor de 102,39 rad/s, o pode gerar

neste caso uma ressonancia interna 1:1 (wg1/0e2=1).

m)

0.0015

o

¥,

0.001 —
0.0005
0
0.0005

e

0.0015 _— —— T
998 9985 999 9995 1000 0 50 100 150 200

t(s) w (rad’s)
a) Resposta no tempo b) Espectro de frequéncia

Figura 5.1: Resposta no tempo e espectro de frequéncia para o sistema

autdbnomo nao amortecido.

Em adicdo, na Figura 5.2 mostra-se a relacdo ndo linear frequéncia vs.
amplitude dos deslocamentos na direcdo Y. Observa-se que a curva, com inicio no
valor da frequéncia natural de vibracdo, apresenta, devido a influéncia da nao
linearidade geometrica, um comportamento com ganho de rigidez (hardening).

Comportamento esperado para estruturas unidimensionais tipo viga.
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Figura 5.2: Variacdo da frequéncia devida a nao linearidade
geométrica.

5.3.
Vibragéo Forgada: carregamento Qy

Uma vez identificado um comportamento estrutural com ganho de rigidez,
estuda-se agora a vibracdo forcada da estrutura. Inicialmente considera-se uma
solicitacdo harménica, uniformemente distribuida, aplicada lateralmente a viga e
na direcdo Y (eixo de simetria da secdo). A Figura 5.3 mostra a localizacdo da
forca excitadora, a qual esta aplicada no centro de cisalhnamento do perfil. Para

esta condigéo, nas Equacoes (5.4) a(5.9) faz-se Q,=Q,=e,=¢e, =0.

tw

Figura 5.3: Perfil monosimétrico “C” e aplicacdo da forca excitadora Qy
no centro de cisalhamento.

Sabe-se que o0s sistemas lineares ndo amortecidos possuem na ressonancia
solugdes que crescem indefinidamente no tempo, mas, em sistemas reais, 0s quais

possuem certo grau de amortecimento, um efeito estabilizante é esperado.
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Este comportamento pode ser observado na Figura 5.4, onde se apresentam,
para diferentes valores de amortecimento viscoso (&), diagramas de bifurcagdes da
estrutura, tomando o deslocamento na direcdo Y, v, (isto é, na direcdo da
solicitagdo) como variavel de estado e a frequéncia da excitagdo, €y, como
parametro de controle. Estes diagramas sdo obtidos aplicando-se o método da

forca-bruta (Seydel, 1988) e considerando a magnitude da excitagdo Qy = 1kN/m.
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Figura 5.4: Diagramas de bifurcagdo considerando o sistema de 3GDL

com frequéncia de excitagdo £, variando entre 92 e 112 rad/s, para Q,=

1kN/m.

Sabe-se que elementos estruturais construidas com perfis metalicos possuem

amortecimento viscoso da ordem de 0,3% a 3%, dependendo do tipo de estrutura

e das ligacGes (Stevenson, 1980). Observa-se na Figura 5.5(a) que, para valores

pequenos de amortecimento, por exemplo, &= 0,32%, saltos dinamicos podem ser

observados na resposta da estrutura, tanto incrementando (em azul) quanto

decrescendo (em vermelho) a frequéncia da excitagao.
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Figura 5.5: Diagrama de bifurcacgdo, resposta no tempo, plano de fase,
bacia de atracdo e espectro de frequéncia, para o sistema de 3GDL com
€=0.32%. e Qy = 1kN/m.

Na Figura 5.5(b-c, e-f) pode-se observar que, apesar do sistema possuir 3
GDL, os deslocamentos na dire¢do Z, assim como o angulo de torgdo 6,, sédo
nulos. Na Figura 5.5(a), verifica-se a coexisténcia de duas solucdes periddicas
estaveis quando Q, =103,04 rad/s, ambas de periodo um, como observado na
Figura 5.5(g, k-I).

A bacia de atragdo mostrada na Figura 5.5(j), apresenta um conjunto de
condigdes iniciais (na cor vermelha) associado a solugédo de pequena amplitude de
vibracdo. O atrator desta solucdo possui coordenadas 0,029; -19,463; 0,0; 0,0;

0,0;0,0. As demais condicdes iniciais (na cor azul) estdo associadas a solucéo de
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maior amplitude de vibracdo. As coordenadas deste atrator sdo: -0,692; 65,004;
0,0; 0,0; 0,0; 0,0.

Uma vez que os deslocamentos w, e &, sdo nulos, um sistema com 1 GDL
poderia ser utilizado, minimizando assim o esfor¢co computacional. Para tanto,
basta considerar apenas as Equacoes (5.4) a (5.9).

Tomando entdo um sistema com 1GDL, apresenta-se na Figura 5.6(a) o
diagrama de bifurcacGes da estrutura para coeficiente de amortecimento viscoso
¢=0,32%. Na Figura 5.6(b) considera-se ¢ = 1,22%. Comparando a Figura 5.4(a)
com a Figura 5.6(a) e a Figura 5.4(j) com a Figura 5.6(b) verifica-se, devido a
coincidéncia das solugdes, a viabilidade de se utilizar o sistema com 1 GDL para
pequenos niveis de carregamento. Entretanto este modelo seria incapaz de detectar

a perda de estabilidade do movimento planar, como se mostra a seguir.

- . ~ 125
S / g
~ £ EN 1
1.00 J; 1.00
0.75 | 0.75 |
0.50 - | 0.50 4
0.25 T//: ' k 0.25 j’/ o
0,00 ——————— b 0.00
o2 96 100 104 108 112 o2 96 100 104 108 112
Q, (rad’s) Ly (rac’s)
£=0,32%. §=1,22%.

Figura 5.6: Diagrama de bifurcacéo para a diregéo vo com Q,= 1kN/m e
uma frequéncia de excitagéo Qy variando entre 92 e 112 rad/s, para o sistema
com 1GDL.

Considerando agora a magnitude da excitacdo como parametro de controle,
coeficiente de amortecimento viscoso ¢ = 1,22% e frequéncias de excitacdo
Qy = 90; 100,08 e 104 rad/s, obtém-se os diagramas de bifurcagdes da Figura 5.7.
Nota-se que a amplitude maxima da resposta permanente varia com a magnitude
da excitagdo com uma relagdo praticamente linear até aproximadamente Qy = 1
kN/m mas, depois, tem-se um comportamento acentuadamente néo linear, sendo
esta mudanca dependente da frequéncia de excitacdo, como se observa na Figura
5.7(b).
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20 ‘ fy=90
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Oy (Vim) Oy (Nim)

a) 0<Qy<1kN/m b) 1<Qy<50KkN/m

Figura 5.7: Diagramas de bifurcacéo para a dire¢do v, com £, = 90,
100.08 e 104 rad/s, &=1,22% e Qy variando de 1 a 50 kN/m.

A Figura 5.8 mostra os diagramas de bifurcacdo considerando o modelo com 3
GDL bem como a resposta no tempo, plano de fase, bacia de tracdo e espectro de
frequéncia para Q, = 100.08 rad/s, & = 0.32% e Q, =1,035 kN/m (valor
identificado nos diagramas de bifurcacdo por uma linha pontilhada). Verifica-se
nos diagramas de bifurcagdo mostrados na Figura 5.8 (a-c) a presenca de uma
bifurcacdo por duplicacdo de periodo, como comprovam as Figuras 5.8 (h, i) onde
se observam nos planos de fase dois pontos fixos correspondentes a secdo de
Poincaré (pontos em destaque na secdo). Neste ponto o movimento planar na
direcdo de Y se torna instavel dando origem a solucbes ndo planares com flexdo
na direcdo Z (transversal a direcdo de aplicacdo da excitacdo) e torcao. Utilizando
0 modelo com 1GDL ndo se consegue detectar o comportamento mostrado
anteriormente para a faixa de carregamento Qy entre 940 e 1060 N/m, como
mostra a Figura 5.9. Observa-se também que para certa faixa de excitacdo ha duas
solucBes estaveis coexistentes (uma solucdo planar e uma solucdo ndo planar),
como ilustra a bacia de atracdo da Figura 5.8(j), onde a regido em vermelho
corresponde ao conjunto de condigdes iniciais que levam & solugdo planar e a

regido em azul, ao conjunto de condig¢des iniciais que levam a solucao ndo planar.
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Figura 5.8: Diagrama de bifurcacdo para o modelo com 3 GDL e
respostas no tempo, planos fase, bacia de tracdo e espectros de frequéncia

para €, =100.08 rad/s, &£ = 0.32% e Q, =1,035 KN/m.
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Figura 5.9: Diagrama de bifurcacéo para a dire¢éo vo com €, = 100.08

rad/s, § = 0.32% e magnitude da excitaciio Q, variando entre 940 e 1060 N/m.

5.4.

Vibracdo forcada: carregamento Q. aplicado no centro de
cisalhamento

Considera-se agora uma solicitagdo harmonica aplicada na dire¢cdo Z
atuando no centro de cisalhamento do perfil, como mostra a Figura 5.10 Para esta
condicdo, faz-se necessario considerar nas Equacdes de movimento (5.4) a (5.9),
Q=Qy=¢e,=¢y=0.

QZ — b —

' \Z
Y
C N éG——
i
' u

Figura 5.10: Perfil monosimétrico “C” e aplicacdo da forca excitadora.

Para efeito de comparacdo, calcula-se a seguir a carga de flambagem lateral
para uma viga simplesmente apoiada de se¢do “C” submetida a uma carga
uniformemente distribuida. O momento estatico critico para uma viga com
carregamento aplicado no centro de cisalhamento, é dado pela seguinte equacao
(H. G. Allen, P. S. Bulson (1980)):
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1 1
. N
v :1.1L37I(EIZ5GJ jz (1+ Ec;lﬁvfz J 510
5:1—:—2 e 1, <1, (5.11)
y

onde: & ¢ um fator que representa o efeito de flexdo no plano vertical da viga.
Substituindo na Equacdo (5.10), os valores apresentados na Tabela 4.7 do
Capitulo 4, obtém-se My = 33934,840 Nm. Sabe-se também que:

2
M — QZCI’ L

= 5.12
ocr 8 ( )

Da Equacdo (5.12) tem-se para o carregamento lateral critico Q¢ = 16,967 KN/m.
A Figura 5.11 apresenta os diagramas de bifurcacdes da estrutura para diferentes

valores da frequéncia da excitacdo, considerando a magnitude da excitacdo Q,

como parametro de controle e amortecimento viscoso & = 1,22%.
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Figura 5.11 : Diagramas de bifurcacio variando a frequéncia Q, e a

magnitude de excitacdo Q, com & =1.22% para a direcao vy, W, € 6.

Verifica-se que o comportamento da estrutura é fortemente influenciado
tanto pela amplitude quanto pela frequéncia da excitacdo. A medida que cresce a

frequéncia de excitagdo na regido de ressonancia, diferentes sequéncias de
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bifurcacdes sdo observadas, gerando diferentes tipos de comportamento dinamico.
Algumas respostas sdo particularmente interessantes, como, por exemplo, na
Figura 5.11(c), ©z = 100 radss, verifica-se 0 menor valor para a carga critica
dindmica Qz, justamente para uma frequéncia da excitacdo préxima a frequéncia
natural de vibracdo da estrutura (ressonancia 1:1); na Figura 5.11(e) , Qz = 105
rad/s, apos a regido de ressonancia 1:1, verifica-se a presenca de uma bifurcacéo do
tipo supercritica; e nas Figura 5.11(g), Qz = 110 rad/s, Verifica-se uma nuvem de
pontos entre Q, = 17.15 KN/m e Q, = 34.25 kN/m..

Na Figura 5.12 é mostrada a fronteira de estabilidade no espaco de controle
(frequéncia de excitacdo Q, versus magnitude da excitacdo Q,) do sistema com
excitacdo harmonica. A regido abaixo da fronteira de instabilidade representa os
parametros para 0s quais pequenas perturbacdes levam o sistema a uma ou mais
solucdes estaveis. A regido superior representa 0s parametros para 0S quais
pequenas perturbacdes levam ao colapso da estrutura (os deslocamentos e/ou
rotacbes aumentam indefinidamente). Verifica-se que a carga critica varia
bastante com o valor da frequéncia de excitacdo. Nas regides de ressonancia

externa 1:1 e 1:1%, a estrutura apresenta as menores cargas criticas dindmicas.

5.0E+4

Oz (N/m)

4.0E+4 —|
3.0E+4 | Instavel

2.0E+4

1.0E+4 —

Estavel

0.0E+0 —frrrrrrefrrrmrrrerrrrrrm oo
0 50 100 150 200 250 300
Q. (rad’s)

Figura 5.12: Fronteira de estabilidade no espaco de controle da carga.
Excitacdo aplicada na direcdo Z com frequéncia, variando entre Q, = 15 e
300 rad/s e &=1.22%.

Para 2, = 100,0 rad/s, isto e, Figura 5.11(c) e Q, = 6kN/m, mostra-se na
Figura 5.13 a resposta no tempo da estrutura, juntamente com um detalhe da fase

permanente da mesma, respectivamente para as direg0es Vo, Wo, &o.
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Figura 5.13: Resposta no tempo do sistema, detalhe da resposta na fase

permanente, espaco de fase e secdo de Poincaré para as diregdes Vo, Wo, &y
com Qz=100.0 rad/s e £&=1.22% e uma magnitude de excitacdo Q,=6 KN/m.

Verifica-se, como mostra a Figura 5.13, que, apds a perturbacdo inicial, ha

um crescimento exponencial da amplitude, indicando a perda de estabilidade, mas

que, depois de certo tempo, as ndo linearidades sdo mobilizadas e a amplitude da

resposta para de crescer e fica oscilando em torno de uma configuracdo de

equilibrio néo trivial, tendo periodo 1T, tal como pode ser observado nas Figura

5.13(g-i). Diz-se que uma solucdo tem periodo nT, quando o periodo da resposta é

n vezes o periodo da forga. O contelddo de frequéncia dos sinais w, e 6,, COMo se
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verifica na Figura 5.14, acusa a presenca de, respectivamente, dois e trés super-

harmonicos, o que explica a complexidade da resposta no tempo e plano de fase.

e ; ; . S mm——
0 30 100 150 200 0 50 100 150 200 250 300 0 50 100 150 200 250 300 350 400
@ (rad’s) o (rad’s) o (rad’s)

a) Direcdo v, b) Direcdo w, c¢) Direcéo 6,

Figura 5.14: Espectros de frequéncia na dire¢do v, Wy € 6.

Dando continuidade ao estudo das vibracbes forcadas amortecidas da
estrutura, realiza-se agora um estudo mais detalhado da sequéncia de solugdes
observadas nos diagramas de bifurcacdo da Figura 5.11(e), para Q, = 105,0 rad/s.
Consideram-se, para o estudo, trés se¢fes do diagrama de bifurcacdo, conforme
indicado na Figura 5.15.

-0.05 -
4 1 !

-0.10 l
] \

3

[}

-0.15 +

“0.20 I T
1.0E+4 2.0E+4 3.0E+4 4.0E+4
Qz (N/m)

Figura 5.15 : Diagrama de bifurcacdo com as trés se¢des analisadas.

Para a secdo 1 da Figura 5.15 (Qz = 20,053 kN/m) tem-se na Figura 5.16 a
resposta no tempo e o plano de fase com a respectiva secdo de Poincaré da
estrutura, na qual verifica-se a presencga de uma solucdo planar estavel de periodo

1T, com pequena amplitude de vibragé&o.
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Figura 5.16: Resposta no tempo, plano de fase e secdo de Poincaré para
asecdo 1, com 2,=105 rad/s, Q, = 20,053 kN/m e {=1.22%.

De forma similar, para a se¢do 2 da Figura 5.15 (Q; = 30 kN/m), verifica-se
também uma Unica solucdo estavel de periodo 1, porém com maior amplitude
(Figura 5.17).
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Figura 5.17: Resposta no tempo, plano de fase e secdo de Poincaré para
asecdo 2, com 2,=105 rad/s, Q; = 30 KN/m e =1.22%.

Contudo, para a se¢do 3 da Figura 5.15 (Q, = 34,5 kN/m), observa-se a

presenca de duas solucdes periddicas estaveis, ambas de periodo dois. Na Figura

5.18, Figura 5.19 e Figura 5.20 mostram-se varias projecdes da resposta no tempo

e plano de fase associadas aos trés graus de liberdade onde se podem identificar

estas duas solucdes de periodo dois. As condic¢des iniciais associadas com estas

duas solucdes sdo mostradas na secao bidimensional da bacia de atracdo da Figura

5.18(g). As duas regides em azul correspondem as bacias de uma solucéo,

enquanto as duas regides em verde correspondem a outra solucéo. Verifica-se que

a maioria das condicd@es iniciais leva a uma resposta instavel (regido branca).
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Figura 5.18: Diagrama de bifurcacéo, resposta no tempo, plano de fase
e bacia de atracdo para o sistema, com £, = 105 rad/s, Q, = 345 kN/me ¢ =
1.22% na direcgao V.
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Figura 5.19: Diagrama de bifurcacgdo, resposta no tempo e plano de

direcao wp.

fase para o sistema, com Q, = 105 rad/s, Q, = 34,5 KN/m e ¢ = 1.22% na
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Figura 5.20: Diagrama de bifurcacao, resposta no tempo e plano de fase
para o sistema, com 2, =105 rad/s, Q, = 34,5 kN/m e £ = 1.22% na direcao 6.

Em adicdo, na Figura 5.21 apresentam-se alguns detalhes do diagrama

apresentado na Figura 5.11(g) para Qy = 110 rad/s, na regido onde uma nuvem de

pontos pode ser observada.
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Figura 5.21: Detalhes do diagrama de bifurcacdes apresentado na

Figura 5.14 (y) para a direcao V.

Em geral, verifica-se a presenga de uma nuvem de pontos intercalados por
pequenas janelas de solugdes periddicas. Este comportamento pode ser observado
analisando a Figura 5.21(c), considerando nela duas secdes, tal como ilustrado na
Figura 5.22.

2.16E+4
Q- (N/m)

Figura 5.22: Diagrama de bifurcacdo com as duas seces.

Para a se¢édo 1 da Figura 5.22 (Q, = 21,45 kN/m), apresentam-se na Figura
5.23 a resposta no tempo (azul) e plano de fase com a respectiva secdo de

Poincaré (vermelho) na qual se pode observar uma solucao quase periodica.
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Figura 5.23: Resposta no tempo, plano de fase e secdo de Poincaré para
asecdo 1, com 2,=110 rad/s, Q, = 21,45 kKN/m e {=1.22%.

Para a secdo 2 da Figura 5.22, (Q; = 21,5 kN/m), verifica-se a presenca de
uma Unica solucdo estavel de periodo 5 (5 pontos no plano de fase com secéo de
Poincaré). As condi¢es iniciais associadas a esta solugdo sao mostradas na secao
bidimensional da bacia de atragcdo Figura 5.24(h-i), na qual se observam as cinco
regides da bacia correspondentes a estes cinco pontos fixos. Convém salientar que

a bacia de atracéo da solucéo corresponde a unido destas cinco regides.
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Figura 5.24: Diagrama de bifurcacao, resposta no tempo, plano de fase
e bacia de atracdo para o sistema, com ©,=110 rad/s, Q, = 21,5 kN/m e
&=1.22%.

Finalmente, na Figura 5.25 apresentam-se os diagramas de bifurcacdes,
tomando a frequéncia da excitacdo, ©Q,, como parametro de controle para valores
selecionados da magnitude da excitacdo em termos das componentes Vo, W, € .
Neles verificam-se regides onde nenhuma solugdo estavel pode ser identificada,
mostrando que certas combinacGes de magnitude e frequéncia da excitacdo podem
levar ao colapso estrutural, um risco mais acentuado para magnitude de excitacao
mais elevada. Para Q, = 4500 N/m, um valor bem menor que a carga critica
estatica (Qzr = 16,967 kN/m), identifica-se sempre uma resposta estavel
independente do valor de Q,. Para Q; = 14500 N/m, um valor um pouco inferior a
carga critica estatica, j& se observa na vizinhanca da frequéncia fundamental uma
regido sem solucdes periddicas estaveis. Quando se tem um nivel de carregamento
superior a carga critica estatica, observam-se respostas dindmicas estaveis para

apenas alguns valores de frequéncia de excitacao.

20E-3 0.0E+0

v, (m)

4, (rad)

1.5E-3
1 LOE-2
LOE3 -

5.0E-4

] : ] 2082 |
] SL2E-3
0.0E+0 —~ f

BB SLGHAR oo CROTTRE o
0 40 80 120 160 0 40 80 120 160 0 40 80 120 160
Q. (rad’s) Q. (rad’s) Q. (rad’s)

a) Qz =4500 N/m.


DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 1112048/CA


PUC-RIo - Certificacdo Digital N° 1112048/CA

20E-1

v, (m)

1OE-1 —

0.0E+0 _—

-1.OE-1 —

“20E-1 —frerrrrr

0

1.5B-1

v, (m)

0B
50F-2
0.0E+0 |
S.0E-2

-LOE-1 -

-1.5E-1 e

PR T
40 80 120 160
Q. (rad’s)

0

40E2

v, (m)

0.0E+0 |
4082 |
BOE-2

-1.2F-1

R amaE s adiaanasaranasa
40 80 120 160
Q. (rad’s)

.

1.6E-1

o

R amaE s adiaanasaranasa
40 80 120 160
Q. (rad’s)

w, (m)

w, (m)

w, (m)

4O0E2
20F-2
0.0E+0

-20E-2

4082 |

6B e e e e
0 40 80 120 160
Q. (rad’s)

b) Qz = 14500 N/m.

20B-2

LoE2

0oE0 |

-10E-2 |

2.0E-2

082

0B T R RREITEERITRTRRIRY

o 40 80 120 160
Q. (rad’s)

¢) Qz = 24500 N/m.

20E-2

1.0E2 - \

0.0E+0 }4

1052

S
0 a0 80 126 160

Q. (rad’s)

d) Qz = 34500 N/m.

&, (rad)

&, (rad)

4, (rad)

6.0E-1

101

4.0E-1

2.0E-1

0.0E+0

-2.0E-1

=4.0E-1 -

-6.0E-1

4081 -

2.0E-1

0.0E+0

-2.0E-1 H

-4.0E-1

-6.0E-1

40

120 160
Q. (rad’s)

0

4.0E-1

40

120 160
Q. (rad’s)

2.0E-1

D.0E+0

-2.0E-1

-40E-1

40

120 160
Q. (rad’s)

Figura 5.25: Diagramas de bifurcagdo variando a frequéncia de

excitacdo Q, para diferentes magnitudes de excitacdo Q, nas diregdes Vo, W, €
6, com &=1.22%.

5.5.

Vibracao forcada: carregamento Q; aplicado no centro de gravidade.

A Figura 5.26 mostra a localizacdo da forca excitadora atuando no centro de

gravidade do perfil.

Para esta condicdo de carregamento, tem-se uma

excentricidade com relacdo ao centro de cisalhamento, e,=0,060818 m e faz-se

necessario considerar nas Equacdes de movimento (5.4) a (5.9), e, = 0,0 m. Com

isto aumenta o efeito da tor¢do no comportamento dindmico da estrutura.
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Figura 5.26: Perfil monosimétrico “C” e aplicacdo da forca excitadora

no centro de gravidade.

A Figura 5.27 apresenta os diagramas de bifurcacGes da estrutura para

diferentes valores da frequéncia de excitagdo, considerando a magnitude da

excitacdo Q, como parametro de controle e amortecimento viscoso ¢ = 1,22%.
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Figura 5.27: Diagramas de bifurcacdo variando a frequéncia 2; e a

magnitude de excitacdo Q, com & =1.22% para as diregdes Vo, W, € 6.

A Figura 5.27 mostra que para valores de 0 < Q, <40 rad/s o sistema tem
solucdo estavel de pequena amplitude até Q, < 10 kN; para valores Q, > 40
observa-se aumento em todas as componentes de deslocamentos e aumento da
capacidade de carga do perfil. Observa-se que, na maioria dos casos, a
instabilidade ocorre de forma abrupta, sem a presenca de bifurcacdes secundarias
que indiguem a iminéncia de perda de estabilidade. Cascatas de bifurcacgdes,
quando existem, estdo restritas a uma pequena faixa de variagdo de Q..

Para Q, = 100,0 rad/s, isto €, Figura 5.27(e) e Q, = 21,750 KN/m, mostra-se
na Figura 5.28 a resposta no tempo (Figura 5.28a-c), detalhe da resposta
permanente (Figura 5.28d-f), plano de fase (Figura 5.28g-i) e espectros de
frequéncia (Figura 5.28 j-1) para as componentes de deslocamento v, W, € 6,. Este
nivel de carga é levemente superior a carga associada a primeira bifurcacdo. Na
Figura 5.28 pode-se observar que o sistema apresenta uma solucdo com periodo
2T, indicando ser esta uma bifurcacdo por duplicagédo de periodo. Observa-se que

a tor¢do tem grande influéncia nas oscilagbes gerando rotagdes de grande
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amplitude (aproximadamente +0.75 rad (+43%). Como se pode observar nos
espectros de frequéncia, a resposta do tempo apresenta a influéncia de vérias

frequéncias incluindo super-harmonicos, sub-harmonicos e combinagbes de
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Figura 5.28: Resposta no tempo do sistema, resposta na fase
permanente, espaco de fase, secdo de Poincaré e espectros de frequéncia para
as componentes Vo, Wo, 8, com Qz = 100.0 rad/s e £ = 1.22% e uma magnitude
de excitacdo Q,= 21,750 kN/m.

Para 2, = 105,0 rad/s e Qz = 20,024 kN/m, ver Figura 5.27(f), mostra-se na
Figura 5.29 a resposta no tempo e o plano de fase com a secdo de Poincaré da
estrutura, na qual verifica-se a presenca de uma solucdo estavel de periodo 1T,

com pequena amplitude de vibragéo.
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Figura 5.29: Resposta no tempo, plano de fase e secdo de Poincaré para

a direcao v,, com 2, =105 rad/s, Q, = 20,024 kN/m e ¢=1.22%.

De forma similar, para €2, = 110,0 rad/s e Q, = 21,503 kN/m, ver Figura

5.27(s), verifica-se também uma Unica solucdo estavel de periodo 1T. Observa-se

que a oscilacdo ocorre em torno de uma posicao de equilibrio ndo trivial, (Figura

5.30).

)

(m

=

v

v, (m)

0.02 -]
0.04

.06

0.20 -
1 10721530

0.15 - i

0.10 -

0.05 -

0.00 — ——//1

-0.05 —
-0.10 —
-0.15 -

020 e e

0.0E+0 1.0E+4 2.0E+4 3.0E+4 4.0E+4 5.0E+4
Qz (N/m)
a) Figura 5.23(s)

0.06

0.04 |
1
0.02 -

0.00 —

999.5  999.6 9997 999.8  999.9 1000.0
t(s)
C) Resposta no tempo

)

(m

v

v, (m)

0.20
] Q721530

0.15 -

0.10 -

0.05 -

0.00 ——_—'/_/1

-0.05 —
-0.10 —
-0.15 -

020 e e

1.8E+4 1.9E+4 20E+4 21E+4 22E+4 23E+4
Oz (N/m)
b) Detalhe da se¢éo

0.06 —

0.04 —

0,06 ~frreprrerrrrrE T
-12-10 -8 -6 -4 -2 0 2 4 6 8 1012
l:’a(m--'si

d) Plano de fase

Figura 5.30: Resposta no tempo, plano de fase e se¢cdo de Poincaré para

a direcao vo, com Q,=110 rad/s, Q, = 21,503 kN/m e ¢=1.22%.
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Comparando-se a Figura 5.28 com os resultados da Figura 5.16, referente a
uma carga aplicada no centro de cisalhamento, pode-se observar que, para uma
frequéncia de excitagdo e um carregamento de mesma magnitude, 0S
deslocamentos sdo maiores. Da mesma forma pode-se observar uma grande
diferenca entre os resultados da Figura 5.29 e os da Figura 5.30.

A Figura 5.31 mostra a fronteira de estabilidade para o carregamento Q,
aplicado no centro de gravidade do perfil. Nota-se, como na Figura 5.12, que a
capacidade de carga da estrutura varia bastante com a frequéncia de excitacéo,
atingindo um valor minimo para uma frequéncia um pouco menor que a
frequéncia fundamental da estrutura. Comparando-se com a Figura 5.12, nota-se
que a posicdo do carregamento tem uma grande influéncia no valor da carga

critica dindmica neste tipo de estrutura.

5.0E+4

| |
[Py |
B2 o, 150, 20,

Oz (N/m)

4.0E+4 —

3.0E+4

Instavel

2.0E+4 . A b —
i 7 Nm I |
J /! W
1LOE+— i
5 | 1Estévcl

0.0E+0 —frrrrrrorrfrorrrrrer e e e

0 50 100 150 200 250 300
€2, (rad’s)

Figura 5.31: Fronteira de estabilidade no espaco de controle da carga.
Excitacdo aplicada na dire¢cdo Z com frequéncia variando entre Q, = 15 e 300
rad/s. e £=1.22%.

A Figura 5.32 mostra a influéncia da excentricidade na direcdo Y variando a
posicéo da carga Q, desde o centro de cisalhamento (e, = 0,0 m) até o centro de
gravidade (e, = 0,060818 m). Observar-se que, para frequéncia de excitacéo entre
0 < Q, < 60 rad/s, a capacidade de carga da estrutura ¢ maior quando o
carregamento esta aplicado no centro de cisalhamento. Para 60 <, <90 rad/s a
capacidade de carga da estrutura praticamente independe da posi¢éo de aplicagédo
da carga. Ja na regido de ressonancia, a capacidade de carga € maior quando a
carga é aplicada no centro de gravidade. Para 100 < Q, <110 rad/s, verifica-se
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novamente uma maior capacidade de carga da estrutura quando a solicitacao esta
aplicada no centro de cisalhamento. Para valores Q, > 110 rad/s tém-se um melhor

comportamento quando o carregamento é aplicado no centro de gravidade.

5.0E+4 1 2 =0000000

T 2,=0.010818
2 =0020818
T £ =0.030818

Q. (N/'m)

I
] |
4.0E+4 — |
7 [ I £, =0.040818
! : ‘ t o 0.050818
H l 2, =0 060818
I
I
|
]

3.0E+4

2.0FE+4 — e M b,
{42 TS S Al o B
) N i 16967 Nim

1.0E+4 -~

0.0E_O 7I TITTTTT T T T TI T |H HIH \il“'\; \|“‘H TT[TTTTTTTTT
20 40 60 80 100 120 140 160
Q. (rad’s)
Figura 5.32: influéncia da excentricidade na dire¢do Y na fronteira de

estabilidade.

5.6.
Vibracdo forcada: carregamento Q. aplicado na mesa superior do
perfil.

A Figura 5.33 mostra a localizagdo da forca excitadora atuando na mesa
superior do perfil. Para esta condi¢do de carregamento ha duas excentricidades
com relacdo ao centro de cisalhamento e faz-se necessario considerar nas

Equacdes (5.4) a (5.9) as seguintes excentricidades e, = 0,10 m e e, = 0,060818 m.

0z
= b -—
¥i t
f
! Z
3
1ifd & X
C G
tw .
' u

Figura 5.33: Perfil monosimétrico “C” e aplicacdo da forca excitadora
no espago.
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Sabendo-se que a frequéncia natural de vibracdo da estrutura é o, =

100,8113 rad/s, na Figura 5.34 apresentam-se os diagramas de bifurcacbes da

estrutura para diferentes valores da frequéncia de excitacdo, em funcdo da

componente Vo,

amortecimento viscoso &= 1,22%.
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Figura 5.34: Diagrama de bifurcacdes, para a direcdo v, com frequéncia
variando entre 15 e 160 rad/s e £=1,22%.

Algumas respostas sdo particularmente interessantes, como, por exemplo:

na Figura 5.34(h) verifica-se um amento na amplitude dos deslocamentos para

frequéncia da excitacdo aproximadamente igual a metade da frequéncia natural de

vibracdo da estrutura (ressonancia 1:%2); na Figura 5.34(s) (ap0s a regido de
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ressonancia 1:1) verificam-se bifurcacdes do tipo supercriticas (dobra de periodo
ou de solugéo); e na Figura 5.34(v) verifica-se uma nuvem de pontos (solugbes
quase-periddicas ou cadticas).

Para todos os valores de frequéncia da excitacdo, a partir de certo nivel de
carregamento (magnitude da excitacdo) a solucdo apresenta divergéncia. Na
Figura 5.35, por exemplo, apresenta-se o diagrama de bifurcacdes, tomando a
frequéncia da excitacdo como parametro de controle e assumindo Q, =20 kN/m.
Observa-se a presenca de um braco de solucdes estaveis apenas entre 48,95 e
51,70 rad/s e 95,60 e 139,90 rad/s, em conformidade com os diagramas

apresentados na Figura 5.34.

0.14 :

I
V12 0, @y

v, (m)

0.12
0.10 4
0.08 -

0.06

0.04 5 | i
0.02 4 i !

E ' |
LLOW =
0 40 80 120 160

Q. (rad's)

Figura 5.35: Diagrama de bifurcacdes para a direcao v,, com amplitude

Q; = 20.kN/m e frequéncias variavel.

Um diagrama de bifurcacdes completo pode ser observado assumindo a
magnitude da excitacdo Q, = 7,5 kN/m, conforme se observa na Figura 5.36. Fica
evidente um pico na amplitude dos deslocamentos na metade da frequéncia
natural de vibragdo da estrutura, indicando uma ressonéancia sub-harmonica de
ordem 1/2.
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Figura 5.36: Diagrama de bifurcacdes, para a dire¢do v,, com amplitude
Q. =7.5 kN/m e frequéncias variavel.

Na Figura 5.37 apresenta-se a Se¢do V, versus w, da bacia de atragdo hexa-

dimensional. Nela verifica-se um conjunto de condicGes iniciais (na cor preta)

associado com uma solugédo ndo planar (vo # wo # & # 0; Figura 5.38). As demais

condicdes iniciais (na cor branca) correspondem a solugdes divergentes.

0.12
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Figura 5.37: Secao vy versus Wy da bacia de atracéo.
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Figura 5.38: Solucéo estavel ndo planar do sistema para Q,=7,5kN/me

Q, =50 rad/s.

Também na Figura 5.37, ndo se verifica a coexisténcia de solucdes estaveis

para a mesma faixa de frequéncia da excitacdo. Na Figura 5.39 apresenta-se o

diagrama de bifurcacdes da estrutura, assumindo Q,=10 kN/m e tomando a

frequéncia da excitagdo como parametro de controle, sendo que, na Figura 5.39(a)

o diagrama foi obtido aplicando-se forca bruta e na Figura 5.39(b) aplicando-se

continuagdo. Em ambos os diagramas, os deslocamentos ndo sdo 0s maximos, mas

o0s pontos fixos do mapa de Poincaré. Na Figura 5.39(b), os ramos de solu¢des em

preto e cinza sdo, respectivamente, solucdes estaveis e instaveis. O algoritmo de

continua¢do mostra que a presenca de regides sem respostas estaveis se deve a

presenca de bifurcacdes do tipo no-sela, com a presenca de pontos limites.
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Figura 5.39: Diagrama de bifurcac6es, para a diregdo v, com Q, =

kN/m.
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Assim mesmo, verifica-se a coexisténcia de dois diferentes bracos de

solucBes estdveis na regido de ressonancia, ambas com periodo 1T (Figura 5.40).

Estas solucGes séo caracteristicas do ramo ressonante e ndo ressonante da curva de

ressonancia nao linear.

v, (m)
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0.1
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a) Resposta no tempo
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03 -02 -01 00 01 02 03
0, (rad)

b) Plano de fase

Figura 5.40: Solucdes estaveis identificadas quando , = 100.318 rad/s.

Na Figura 5.41 apresenta-se uma secdo da bacia de atracdo, na qual se

observam as condigdes iniciais associadas com as solucdes apresentadas na Figura

Figura 5.40. Nota-se que pequenas perturbac¢des na vizinhanga da origem levam a

oscilagbes de pequena amplitude (regido em preto). Uma pequena faixa de

condicdes iniciais leva a oscilagbes de grande amplitude (regido em vermelho).

Finalmente grandes perturbacdes levam necessariamente a uma perda de

estabilidade (regido em branco).

0, (rad)

Figura 5.41: Secao da bacia de atracdo quando €, = 100,318 rad/s.
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A exemplo do caso anterior (Q, = 10 kN/m), obtém-se os diagramas de

bifurcacdes por forga bruta e continuagéo para Q, = 15 kN/m. O referido diagrama

é apresentado na Figura 5.42(b).

0.16

v, (m)

2o, w,

v, (m)

0,125 :
0.08 2 /\ : 0.08 =
0.04 - : !\ i 0.04 -

0.00 ; 0.00 —

-0.04—2 ! -0‘04—2
-0 ()S—E. 1 -0 08—5
012 012~
016 rrrrrrrr et e 016 S e
0 40 80 120 160 0 40 80 120 160
Qz (rad’s) Qz (rad’s)
a) Aplicando-se Forca Bruta b) Aplicando-se Continuagao

Figura 5.42: Diagrama de bifurcac6es, para a dire¢do v, com Q, = 15

kN/m.

Comparando o diagrama da Figura 5.42(a) com o da Figura 5.42(b),

verifica-se que resta identificar neste Gltimo o trecho de solucdes estaveis na

regido de ressonancia interna 1:%. Adicionalmente, na Figura 5.43 apresenta-se a

resposta no tempo e o plano de fase das solucbes estaveis para diferentes valores

de frequéncia da excitagcdo (2. Diferente dos demais casos, na Figura 5.43(h),

verifica-se uma solucdo do tipo quase periédica. Na Figura 5.43(e) e Figura

5.43(f) verifica-se novamente a coexisténcia de duas solucdes estaveis para o

mesmo valor da frequéncia da excitacdo 2, correspondentes a resposta ressonante

e a resposta nédo ressonante da estrutura.
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Figura 5.43: Solucdes estaveis identificadas para Q, = 15 kN/m.

Para identificar as condigdes iniciais que podem levar a um ou outro
comportamento (menor ou maior amplitude de vibragdo), apresenta-se na Figura

5.44 uma secdo da bacia de atragéo para Q, = 100,234 rad/s.
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v, (m)

,,,,,,,,

1.0
w, (m)
Figura 5.44: Secéo da bacia de atracéo para ©, = 100,234 rad/s e Q; =
15 KN/m.

Na Figura 5.45 apresenta-se o diagrama de bifurcagdes da estrutura,
assumindo Q; = 12,5 kN/m. O comportamento assemelha-se ao observado para
Q; =10 KkN/me Q,= 15 kN/m.

~ 016 - - 016
= e, o, & o, @,
- 012 ! =® 012
0.08 J 0.08 |
0.04 0.04 !
0.00 ,—{ 0.00 —
0.04 J 0.04
0.08 i 0.08
0.12 0.12
T 0,16 Frrrerrrer e
0 40 80 120 160 0 40 80 120 160
Q, (rad's) Q. (rad’s)
a) Aplicando-se forga bruta b) Aplicando-se continuacao

Figura 5.45: Diagrama de bifurcacdes, para a dire¢do v, com Q, = 12,5
KN/m.

Na Figura 5.46 apresenta-se uma projecdo da hexa-dimensional bacia de
atracdo na regido sem identificacdes de soluces estaveis ou instaveis, mais
especificamente, considerando Q, = 10 kN/m e Q, = 95 rad/s, na qual confirma-se

a auséncia de solucdes estaveis.
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Figura 5.46: Secdo da bacia de atracido quando Q, =95 rad/s e Q, = 10
kN/m.

Em adicdo, na Figura 5.47 apresentam-se alguns detalhes do diagrama

apresentado na Figura 5.45(a), na regido onde uma nuvem de pontos pode ser

observada, ou seja, 137 < Q, < 144,
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142,028 < Q, < 142,03 rad/s

Figura 5.47: Detalhes do diagrama de bifurcacdes apresentado na

Figura 5.41(a).

Na Figura 5.48 apresentam-se alguns detalhes do diagrama apresentado na

Figura 5.34(n), na regido onde uma nuvem de pontos pode ser observada, ou seja,

16,8 < Q, < 17,4 KN/m.
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Figura 5.48: Detalhes do diagrama de bifurcagdes apresentado na

Figura 5.30(n)
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Com base nos resultados anteriormente apresentados, mostram-se desde a
Figura 5.49 até a Figura 5.55, algumas projecGes da resposta no tempo, plano de
fase e mapa de Poincaré, considerando a frequéncia da excitacdo Q = 80 rad/s e
diferentes valores para a magnitude da excitacdo, a saber: Figura 5.49 para
Q. =16,89 kN/m, na qual se verifica uma solucéo de periodo 1T; Figura 5.50 para
Q;=17 kN/m, com uma solucdo de periodo 2T; Figura 5.51 para Q,=17,08
KN/m, na qual se verifica uma solucdo de periodo 4T; Figura 5.52 para
Q,=17,225 kN/m, com uma solucdo caética (ver atrator na Figura 5.52(e));
Figura 5.53 para Q, = 17,230 kN/m, na qual se verifica uma solucdo de periodo
3T; Figura 5.54 para Q, = 17,235 kN/m, onde se verifica uma solu¢édo de periodo
6T; e Figura 5.55 para Q,=17,244 kN/m, na qual se verifica novamente uma
solucdo cadtica.
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Figura 5.49: Projecfes da resposta no tempo, plano de fase e mapa de
Poincaré, considerando Q, = 16,89 kN/m.
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Figura 5.50: Projecfes da resposta no tempo, plano de fase e mapa de

Poincaré, considerando Q, = 17 kN/m.
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Figura 5.51: ProjecOes da resposta no tempo, plano de fase e mapa de

Poincaré, considerando Q, = 17,08 KN/m.
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Figura 5.52: ProjecOes da resposta no tempo, plano de fase e mapa de

Poincaré, considerando Q, = 17,225 kN/m.
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Figura 5.53: Projecfes da resposta no tempo, plano de fase e mapa de

Poincaré, considerando Q, = 17,23 kKN/m.
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Figura 5.54: ProjecOes da resposta no tempo, plano de fase e mapa de
Poincaré, considerando Q, = 17,235 kN/m.
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Figura 5.55: Projecfes da resposta no tempo, plano de fase e mapa de
Poincaré, considerando Q, = 17,244 kN/m.

Ainda, com base nos resultados, mostram-se a seguir algumas projecdes da
resposta no tempo, plano de fase e secdo de Poincaré para magnitude da excitacao
Q. =12,5 KN/m e trés diferentes valores de frequéncia da excita¢do, sendo: Figura
5.56 para Q, = 137,80 rad/s, quando se verifica uma solu¢do com periodo 3T,
ainda que com amplitudes muito pequenas das vibragdes; Figura 5.57 para

=139.80 rad/s, na qual se verifica uma solucdo quase periddica; e Figura 5.58
para Q, = 142,03 rad/s com, também, uma solucéo quase periddica.

Em particular, na Figura 5.58 (2, = 139,80 rad /s) e Figura 5.58 (Q, =
142,03 rad/s), letras b e d de ambas, busca-se, na cor vermelha, ilustrar a evolugéo
do grau de liberdade nas projecdes dos planos de fase. Nelas, os atratores quase
periddicos séo indicados pelo uso da cor azul.

Em especial, na Figura 5.58(b) e Figura 5.58(d), verifica-se uma nuvem de

pontos dentro da Orbita do atrator quase periddico.
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Figura 5.56: ProjecGes da resposta no tempo, plano de fase e mapa de

Poincaré, considerando £2,=

137,80 rad/s.
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Figura 5.57: ProjecOes da resposta no tempo, plano de fase e mapa de

Poincaré, considerando £, = 139,80 rad/s.
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Figura 5.58: ProjecOes da resposta no tempo, plano de fase e mapa de
Poincaré, considerando 2, = 142,03 rad/s.
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