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3.
FORMULACAO MATEMATICA PARA ANALISE NAO
LINEAR.

Neste capitulo é apresentada a formulacdo utilizada para a obtencdo do
funcional de energia e das equagfes de movimento ndo lineares para
vigas/colunas de secdo transversal aberta de paredes delgadas, com base no
trabalho de Mohri, Azrar e Potier-Ferry (2003).

3.1.
Elementos de secao transversal aberta de paredes delgadas.

A Teoria de Vlasov aplicada aos elementos de secdo transversal aberta e
paredes delgadas, baseia-se nas seguintes hipoteses principais (Vlasov, 1961):

e O contorno da se¢do transversal permanece rigido em seu proprio plano
durante a deformacéo.
e As deformac@es por cisalhamento na superficie média da barra podem ser

desprezadas.

A Figura 3.1 mostra um elemento de uma barra reta de secdo transversal
aberta. Para a formulacdo do problema se adota um sistema retangular de
coordenadas globais (X, Y, Z), como mostra a Figura 3.1, onde X representa o eixo
da barra na configuracéo inicial indeformada e Y e Z definem a secéo transversal,
coincidindo com os eixos principais de inércia.

Adota-se como origem do sistema de eixos o centro de gravidade da secéo,
denotado por (G). Em se¢Ges com um Unico eixo de simetria (monosimétricas) ou
assimétricas, o centro de cisalhamento, (C), ndo coincide com o centro de
gravidade, sendo suas coordenadas no sistema de referéncias aqui adotado dadas
por (Y, zc). Considere-se um ponto ao longo do contorno da segdo com
coordenadas (Y, z, ws), onde ws é a &rea setorial do ponto usado no modelo de

Vlasov para torgdo néo uniforme (Vlasov, 1961).
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Figura 3.1: Elemento de secdo transversal aberta. Sistema de referéncia

e notacéo.

3.2.
Campo de deslocamentos.

A partir das hipdteses iniciais, 0 campo de deslocamentos do ponto M pode
ser escrito em funcdo das coordenadas do centro de cisalhamento. A primeira
hipotese de Vlasov implica em que as componentes do deslocamento no plano da
secdo correspondem a uma rotacao de corpo rigido, como mostra a Figura 3.2.

Figura 3.2 : Componentes do deslocamento do centro de cisalhamento.

Assim os deslocamentos transversais do ponto M, vy e wy, sdo dados por:

Vy =V—(z2-2;)sing, —(y -y, )(1-cosé,) (3.2)

Wy, =W+(y—Y,)sing, —(z-z,)(1-cosb,) (3.2)


DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 1112048/CA


PUC-RIo - Certificacdo Digital N° 1112048/CA

44

Nas Equacdes (3.1) e (3.2), v e w sdo as componentes do deslocamento do
centro de cisalhamento e 6y é o angulo de tor¢éo.

O deslocamento longitudinal uy é obtido a partir da segunda hipotese de
Vlasov que considera que as deformac6es por cisalhamento na superficie média
da sec¢do sdo nulas. Introduzindo no ponto M da se¢do um sistema de coordenadas
curvilineo s (Figura 3.3), tem-se as componentes de deslocamento v; e w; do ponto
M na diregdo tangencial e transversal a parede do elemento. Assim, a componente
X do tensor de deformacdes de Green, devido ao cisalhamento ao longo do

contorno, deve ser nula, ou seja:

gxs _auM +%+%%+%%=0
0S OX OX 0SS OX 0S

(3.3)

Figura 3.3: Eixo normal e tangencial ao contorno da secéo.

A partir das Equacdes (3.1), (3.2) e (3.3) sdo obtidos os deslocamento v; e

W;, a saber:
V, =V cosa + W sina + h(s) sind, + r(s)(cosé, —1) (3.4)
W, = -V Ssina +Ww cosa + r(s) siné, - h(s) (cosé, —1) (3.5)

onde o é 0 angulo entre 0 eixo Y e a tangente t e h(s) e r(s), as coordenadas do
centro de cisalhamento no sistema de coordenadas curvilineo, como mostra a
Figura 3.3

Partindo da Equacéo (3.3), usando as seguintes relacdes:
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o)

P (3.6)
or(s) _

P =1 (3.7)
dy =dscosa (3.8)
dz =dssina (3.9)
o, = j h(s) ds (3.10)

e fazendo a integracdo com respeito a variavel s, obtém-se o deslocamento axial

do ponto M dado por:

u,, =u—y(v cosd +wsing,)—z(w cosd —Vv sinb,)—wb, (3.11)

onde (’) representa a derivada com respeito a X.

3.3.
Campo de deformacdes.

A teoria de vigas considera que os deslocamentos axiais uy, Equacgéo (3.11),
sdo muito menores gque os deslocamentos wy, Equacdo (3.2), e vy , Equacéo (3.1).
Com base nesta hipotese o tensor de deformacdo de Green para grandes
deslocamentos € dado por:

. 1 L \2 N L \2 . 1 C N2 D \2
=t () () (W) ) = w3+ (W) (3.12)
:, :1 ou,, +8VM +8vM oV, +8WM ow,, (3.13)
2\ oy oXx  Ox oy ox oy
£ =1(6uM L VIO VR VI aWMj (3.14)
2\ oz OX oX 0z ox oz

Substituindo as Equagdes (3.1), (3.2) e (3.11) nas Equagdes (3.12) a (3.14),

chega-se as seguintes expressdes para as deformacoes.

Ey =& 1E, (3.15)
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g =U—y(v cosd, +w sing)—z(w cosd —Vv sing,)—wb, (3.16)

& = %(v'2 +W2+ Rzef)— y.0, (W' cosé, —v sin GX)

(3.17)
+2,0, (v' cos @, —w sin QX)
£y =1[z -7, +a—w]6§ (3.18)
2 oy
1 ow )
—Zlvev +Z2% g 3.19
2 Z(Y Ye azjx (3.19)

onde R é a distdncia entre o centro de cisalhamento e o ponto M, dada pela

seguinte relacdo:

RP=(y-v,) +(z-z,) (3.20)

3.4.
Formulacao variacional.

Tendo em conta as hipoOteses anteriores, as equagfes nao lineares de
movimento podem ser obtidas a partir do principio variacional de Hamilton,
considerando a funcdo de Lagrange L= U — T + W, onde U é a energia interna de
deformacdo, T a energia cinética e W o trabalho das cargas externas. A seguir
mostra-se a variagdo das parcelas de energia para vigas de paredes delgadas e

secdo aberta.

3.4.1.
Variacdo da energia interna de deformacao.

A variacdo da energia interna de deformacdo de um corpo elasticamente

deformado, U, é dada por:

U = [ [(0,02,, +20,,86,, +20,,5, ) dA dx (3.21)
LA

onde gjj € 0 tensor de tensdes de Piola—Kirchhoff.
Utilizando as Equagbes (3.16) a (3.19), obtém-se a variagdo das

componentes do tensor de deformacéo:
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8¢, = 06U - y(6V oSO, +5W sing, )- y(W cosd, +V'sin6, ) 56,

-2(8W cos 6, +6v'sing, )+ z(w'sin 6, +V cos6), ) 56, - 030,

+0V (V' + Y, 0, 5in 6, +2,0,080, )+ W (W + Y0, cosd, +2,0,sin0),) (3.22)
+00, (R*0, +y, (-w cos 6, +v'sin g, )+ z, (v cos 6, + W sin 6, )

+00, (Y, (W8, sin 6, +v'6, cos6,) + 2, (W6, cos 6, +v,sin 6, ))

Se, == 21-2 +9% Jag (3.23)
2 oy
1 ow, .
e, == y-y, - <% |ao 3.24
€ Z(Y Ye azj , (3.24)

Finalmente, a variacdo da energia interna de deformacéo pode ser expressa
em funcdo das resultantes das tensdes que agem em um elemento da secéo

transversal da viga em seu estado deformado, as quais séo definidas por:

N = [, dA (3.25)
A

M, = [o,,zdA (3.26)
A

M, = [o, ydA (3.27)
A

B, =—[ o, wdA (3.28)
A

ow ow

M, = —y,——|-0,|z-2,+— | |dA 3.29

sV {(UXZ (y yC az j O_xy( C az jj ( )

M, = [o,R°dA (3.30)
A

onde N ¢é a forca axial, My e M, sdo os momentos fletores, B,, € 0 bi momento, M,
momento de tor¢do de Saint Venant e Mg é uma resultante de ordem superior.
Estes esforcos generalizados s&o ilustrados na Figura 3.4.

Substituindo as equacfes (3.22) a (3.30) na equacdo (3.21), chega-se a

seguinte equacéo:
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Su'+6V (V +y.0,sind, +2,0,cos6,)

5U=jN dx

L +owW (W - .0, cosd, +2,0,sin6, )

+[Nab, (y, (Wb, sing, +v6, cosd, )+ 2, (W6, cosd, v, sind, ) ) dx
+} N@b, (Y. (-w cosd, +V'sin6, )+, (v cosd, +wsin g, ) )dx— [ M (aw’ cos,
—(;v"sin 0,)dx+ [ M, (w'sin 6, + V' c0s 6,)06,dx+ [ M, (v’ cos HXL
+0W’sin 6, )dx +Lj M (W cosé, — v'sin Hx)aexdx+}8w8¢9;dx +[M6,00,dx
+[M,,00,dx L L L

1

(3.31)

Figura 3.4: Forcas resultantes na secéo.

Fazendo a integracdo por partes da Equacao (3.31), e coletando os termos
em funcdo dos deslocamentos virtuais ou, dv, ow e d6y chega-se as seguintes

expressoes:

j (~N'6u)dx (3.32)

-

J.(( (M, cos,) +(M, sin 6?X)"—N(v'+(yC sind, + 2, cos@x)eg)‘)av)dx (3.33)

((—(My cosd, ) +(M,sing,) —N(w —(y, cosé, —z.sin6,)6, ))aw)dx (3.34)

— —y
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[(®,-(M,,) =(Mq, )' +M, (W'sin 6, +v'cos, )+ Mz(w cos 6,
L

~v'sing,)+ N(y0, (W sing, +v cos6, )+ 2,6,(w cosd, -V sind,)) (3.35)

~Ny, (-w'cos 6, +V'sin 6, ) ~Nz, (V' cos@, +wsing, )')8¢9X)dx

3.4.2.
Variag&o do trabalho das cargas externas.

As cargas aplicadas ao elemento podem ser reduzidas as componentes gy, dy,
g; € a um momento torsor adicional my, resultante da excentricidade das cargas

com relacdo ao centro de cisalhamento, como ilustra a Figura 3.5.

Figura 3.5: Componentes de carga aplicada a barra.
A variacdo do trabalho das cargas externas é dada por:

SW :j(qxau+qyav+qzaw+ m, a6, Jdx (3.36)
L

onde my esta em fungdo da carga g, e das excentricidades com relacdo ao centro

de cisalhamento ey e ;.
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€y i
p ey(sinbx)

ez(1-cos0x) | 0. | ey
w

M
L
Figura 3.6: Deslocamento vertical do ponto M gerado por Q..

Da Figura 3.6 tem-se que:
Wy, =W-+e,sing, —e,(1-cosd,) (3.37)

onde w,,, como enunciado anteriormente, é o deslocamento vertical do ponto M.

Fazendo a variacdo da Equacéo (3.37) encontra-se que:
sw,, =ow+ (e, cos6, —e,sing, )ao, (3.38)

Tem-se assim que a Equacéo (3.36) toma a seguinte forma:

SW = j(qxau +0,0V +0,0W+d, (e, cos 6, —e,sin 6, ) o6, )dx (3.39)

L

3.4.3.
Variacdo da energia cinética.

Utilizando as Equacdes (3.1), (3.2) e (3.11), a energia cinética de um

elemento de paredes delgadas, com massa especifica constante p, é dada por:

T=2]] /{(a;t“” }@t j{agt T}dAdx (340
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Fazendo-se a integracdo da area da Equacdo (3.40) e desprezando os termos

de inércia a rotagdo, chega-se a seguinte equag&o:

auY (v (ow) 20.\° v o0 ow 06
ml| =+ = | +| = | +1,| =2| +2, === -y, ——=* (dx (3.41)
VU Lt at ot at ot ot at ot

onde m é a massa do elemento por unidade de comprimento e I, € 0 momento

polar de inércia.
A variacao da energia cinética € dada por:

é‘T:‘[m(a—ugau+£@+zc aijﬁav+(@—yc ijﬁaw
ot ot ot ot ot ot ot ot
(3.42)
+ Io(%)“rzc@—yca—W Qaex)dx
ot ot ot ) ot

Fazendo a integracdo por partes da Equacdo (3.42) e coletando-se os termos

em funcdo dos deslocamentos virtuais ou, ov, ow e 06, chega-se as seguintes

expressoes:
2
f-m d—‘j)@u dx (3.43)
1 dt
2 2
I—m d—2/+ ch 6;* ov dx (3.44)
1 dt dt
d’w  d?%0
—-m - £ [ow dx 3.45
! a ' at? J (349)
d’6 d’v d’w
-m| | L+2 - 00, dx 3.46
J=m| l G+ e ycdtzj x (3.46)

3.5.
Relacdes constitutivas.

Todas as equagcbes anteriores foram obtidas sem referéncia ao
comportamento do material do elemento e a sua relacdo tensdo—deformacéo.

Entretanto, neste trabalho, considera-se um material com comportamento elastico
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linear com modulo de Young E, e mddulo de elasticidade transversal G, com

G=E/2(1+v), sendo v o coeficiente de Poisson do material. Assim sendo, as

resultantes das tensdes séo dadas por:

N = EA(U' +%(v'2 +W+ I09;2)+ AV ycw'e;j
M, =—El, (k, cos6, —k,sing, - B,sin 67

M, =El, (k,cosd, +k, sing, - B,sin 6} )

B, =El,(6,-5,67)

M, =GJ6,

Mg = NI, —2EI,B, (v cos, +w'sin 6, )— 2El 3, (W' cos 6, +V'sin 6, )

1

—2El_p.6. +§E(IR - AI}) 6}

(3.47)

(3.48)
(3.49)

(3.50)

(3.51)

(3.52)

onde ky e k; séo as curvaturas do elemento, Iy e I, sdo0 os momentos de inércia com

relacdo aos eixos Y e Z, respectivamente, J é constante de torcdo de Saint Venant,

I, € a constante de empenamento e fy, S, € S, sdo os coeficientes de Wagner

(Mohri, Brouki e Roth, 2003).

Estes parametros geométricos sdo obtidos atraves das seguintes integrais:

1, = [2°dA
A
1, =[y’dA
A
Iw:IdeA
A
1 2 2
By =5 [y(v'+2*)dA-y,
z A
1 2 2
ﬂZ:? z(y?+7°)dA-z,
y A
1 2 2
ﬁw_? a)(y +Z )dA

(3.53)

(3.54)

(3.55)

(3.56)

(3.57)

(3.58)
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onde, novamente, I, € 0 momento polar de inércia e Iz € 0 quarto momento de
inércia, ambos calculados com respeito ao centro de cisalhamento e sdo dados
por:

1 +1
lo=-

z

+y2+2z? (3.59)

((y—yc)z+(2—2c)2)2 dA (3.60)

IR

> —y

Partindo da teoria classica da flexd@o, as seguintes aproximacdes de segunda

ordem sdo adotadas para as curvaturas:

. ‘2
kK ——% = w“(1+w7] (3.61)

v . v?
k, = _ » V(“?j (3.62)

Lembrando que, para pequenos deslocamentos, que ndo é o caso deste
trabalho, adotam-se usualmente as conhecidas aproximacoes lineares k, = w’’ e
k, = v’’. Finalmente, as funcbes cos 6y e sem Oy sdo aproximadas pelos dois

primeiros termos de sua expansdo em séries de Taylor, ou seja:

2

cos &, =1—%x (3.63)
3

siné, :QX—%X (3.64)

3.6.

Equacdes de movimento.

Apds determinar os funcionais de energia nas se¢Oes anteriores, para a

obtencéo das equacdes de movimento, tem-se que:

SU-T+W)=0 (3.65)
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A partir da Equacdo (3.65) e considerando os termos ndo lineares até a

terceira ordem, chegam-se as seguintes equagdes de movimento:

dN

- 3.66
o (3.66)
2 2 (4),,'2
m d—;/+ Z, d fx FEL VO 430V 4y |- N (v" +2,0,+Y,(6,6, + 0;2))
dt dt

+(El,—El, ) (W0, +2w'0, + W 6, -v6; —4v'0,0, - 2v'0,0, - 2v 6} ) = q,

(3.67)
2 2 (4)\p,2
m (ZT\;V -V, _ddtfx j+ El, (W(“’ awww +w e Y j
—N (w"—yC0;+zC(9X0;+9;2))+(EIZ—Ely) (3.68)
(V90, +2v'6, +V'0, + W6} +4W'0,0, + 2w 6,0, + 2w 67 ) = q,
2 2 2

ml1, 9%, 4V AW by 00 a0 - 3E16%0 N (1,6

dt dt dt 2 (3.69)

—y (W =v'8,)+z,(v-wd,))+(El,—El,)(vw -v?0, +w?6,)=m,

onde () é a derivada de quarta ordem em funcéo de X e o termo I; é um
parametro geométrico que denota uma constante de tor¢do de ordem mais elevada,

dada pela seguinte equacao:

I, =1,—Al? (3.70)

t 0o
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