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Simulador de Plasticidade Incremental

3.1. Introducéo

Neste capitulo apresenta-se a formulacdo de um simulador de modelos de
plasticidade incremental, implementando-o no software Matlab. Este simulador
permite reproduzir o comportamento de alguns modelos de plasticidade
incremental, tais como fluéncia ciclica uniaxial e multiaxial, encruamento
isotrdpico e nao proporcional. O método de integragdo utilizado neste trabalho para

resolver as equagoes diferencial € o método de Euler.

3.2.
Encruamento isotrépico incremental

O encruamento isotrdpico caracteriza-se pela expansdo / contragdo da
superficie de escoamento devido ao encruamento ou amolecimento. Este
comportamento de transi¢do pode ser modelado através da evolugdo do raio da

superficie de escoamento 1, a partir da tensdo de escoamento monotonico S,
(medido no ensaio de tragdo) até seu valor ciclico S, . A maioria dos modelos de

encruamento isotropico assume que esta transicdo evolui como uma funcdo dos

incrementos de deformacio plastica equivalente dp.

3.2.1.
Encruamento isotrépico baseado em deformacé&o plana

A equacdo de evolugdo do raio da superficie de escoamento 1, € descrito por
dr,=(Syc —1,).b..dp (3.1

onde dp= 2/3.‘d€p":m.‘dép‘:m.‘dgp‘ ¢ o incremento de deformacdo

plastica equivalente e bc a taxa de encruamento isotropico. Apos sua integragio e

para a condig¢do inicial r,=S, , esta equagdo resulta em:
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=Sy +(Sy =Sy )€ (3.2)

onde p € a deformagio plastica acumulada, e calculada em sua formulag¢do continua

ou discreta como
p:IdpEZApz %-Z|A6p‘|

:\E.Z|A6p|=\E~ZIA€pI

O encruamento isotrdpico afeta ndo sé a resisténcia do escoamento, mas

(3.3)

também a forma inteira da curva tensdo-deformacao. Assume-se que as curvas
tensdo-deformacdo ciclica e monotonica podem ser modeladas pela equagdo de
Ramberg-Osgood utilizando-se os coeficientes de encruamento Hm e Hoe,
respectivamente, mas com o mesmo expoente hc. Portanto, para calcular o efeito do
encruamento isotropico sobre a curva tensdo-deformacao, basta calcular a evolucéo
do coeficiente encruamento atual de Ramberg-Osgood H(p), a partir do
monotonico H(p = 0) = Hm, até o estabilizado ciclicamente H(p — o) = H.,

mantendo-se he constante. Geralmente o niimero de ciclos envolvidos na transi¢ao
do encruamento isotropico ¢ pequeno comparado com a tipica vida a fadiga. O uso
de h¢ (a0 vez de h) na descri¢ao da curva monotdnica ndo compromete a precisao

das previsoes da vida.

Geralmente, a resisténcia ao escoamento ¢ definida para uma deformagao

pléstica de 0.2%. Portanto, S,=H, .0,002", S,.=H,.0,002" e r,=H(#).0,002"
, obtém-se dH(#).0,002" =[H, —H(#)].0,002"b.dz e H(»).0,002" =
H,.0,002" +(H, - H,,).0,002" (1-¢ %) . Cancelando o termo 0,002" obtém-

se equacao da evolugdo para H(2?) baseado na lei de Voce.

dH(p)=[H, -H(p) | b.dp (3.4)

H( p)=H, +(H -H,).(1-e™?) 3.5)
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3.3.
Encruamento N&o Proporcional Incremental

3.3.1.
Modelo Generalizado de Tanaka

O modelo de encruamento NP de Tanaka [49] faz uso do tensor de polarizagao
Cr que armazena o valor absoluto da deformagédo plastica acumulada e sua direcdo
para uma histéria de carregamentos, através dos valores ¢ dos vetores proprios de
Cr, respectivamente. Estes vetores e valores proprios influenciam o valor do

pardmetro ndo proporcional At (0 < Ar < 1), que ¢ definido como

C,.af
= /1-—————"— onde dC.=mn"-C.)b..dz. A evolugio ndo
Ar \/ tr(CTT—CT) T ( T) .47 volug

proporcional do raio da superficie de escoamento r, a partir da resisténcia ao
escoamento ciclicamente estabilizado Syc até ao valor desejado pode ser descrita

por uma equacdo muito semelhante a adotada pela evolugdo isotropica,

Sy =Sy [1+ o - (Fap, + Fap )] (3.6)

dr=(Sy, —1,).by,.dp (3.7)

onde bnp € a taxa de encruamento NP, F,,

¢ o valor final do fator de NP (que pode

variar a cada ciclo, em especial para as historias ndo-periddicas), e F,,, € um fator

Pm
de memodria que armazena o encruamento permanente causado pela historia plastica

anterior.

Assumindo que a solu¢do da equacdo de evolucdo descreve-se por
5=S,c.[1+ 0, Fp (2)] (3.8)
ao substituir-se a equacdo (3.6) e (3.7) na (3.8) tem-se que
dr, =[Sy . -(Fyp + Fapr ) = Sye- O -Fp ( 2)].byp.d 2 (3.9)

Cancelando-se o produto Syc-0np, obtém-se que a equagdo da evolugao do fator

NP transiente E,( 2) ¢

dFy, (,;7) =[Fup + Foom —Fap (ﬁ)]‘bNP'dﬂ (3.10)

onde F

NPt

¢ o fator NP final e F

e © O fator NP de memoria.
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A generalizagdo do modelo de Tanaka assume que o valor final do fator
. , . br ., A ~
transiente NP F,( Z7) ¢ igual a F, =(AT.\/E ) , J& que o parametro ndo

proporcional At € igual a zero em histoérias proporcionais e tende a 112 para as
trajetorias circulares para deformacado plastica. Portanto, o fator de NP desejado

tende corretamente para os casos limites F, =0 e F; =1, independente do valor
ajustado para o expoente f3r, tornando o fator NP F,(_#7) correto para os valores
desejados 0 e 1, respectivamente. Na presente tese, trabalha-se com historias reais
90° fora de fase, que resultam em K, =1. Além disso, neste trabalho ndo sdo

levados em consideragdo os efeitos da historia prévia sobre o encruamento ciclico,

portanto se considera o fator NP de memoria F, =0.

O encruamento isotropico e NP podem ser expressos num Unico modelo
combinando as Equacdes 3.6 e 3.8. Seus efeitos serdo considerados independentes

entre si, dado que o raio da superficie de escoamento evolui segundo.

1, =Sy {1+ Fp ( 2)]+(Sy —Sye)e (3.11)

Evolugdo NP Evolugdo Isotropica

Considerando-se S, =H,.0,002", S,.=H..0,002™ e cancelando o termo

0,002" , resulta-se na equagdo que descreve a evolugdo do coeficiente de Ramberg-

Osgood transiente:

H( p)=H [+, Fe( 2)]+H, —H).e* (3.12)

Evolugdo NP Evolugdo Isotropica

3.4.
Modelo de encruamento cinemético multiplas-superficies

O modelo de encruamento cinematico baseado no efeito de Bauschinger pode
ser modelado no espaco de tensdes permitindo o deslocamento da superficie de
escoamento sem a mudanga em seu tamanho e forma. Assim, no espago de tensoes

desviatorias, o encruamento cinematico mantém o raio r, da superficie de
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escoamento constante, enquanto o centro ¢ transladado, mudando-se o modulo
plastico generalizado C. Varios modelos tém sido propostos para se calcular o valor
atual de C, como a superficie de escoamento transladada, assim como direcdo de
translacdo para obter o incremento de deformagao plastica associada. A maioria dos
modelos de encruamento podem ser divididos em duas classes: modelo de
multiplas-superficies e encruamento nao-linear. Nesta secdo centra-se no estudo do
modelo de multiplas-superficies, as quais assumem que C ¢ constante em cada
superficie. Isso resulta na descricdo multi-linear da curva tensdo deformagdo. Ou
seja, € constituida por varios segmentos lineares que tratam de aproximar sua forma

ndo-linear.

3.4.1.
Representacdo de multiplas-superficies

O primeiro modelo de multiplas-superficies foi introduzido por Mréz em
1967, que definiu uma familia de superficies, aninhadas no espago de tensdo, uma
no interior da outra (vide Figura 3.3). As superficies sdo definidas no espaco de
tensOes desviatorias Ess de ordem reduzida 5D adotadas, utilizando-se a fung¢ao de
escoamento de Mises para descrever cada superficie. O espago 5D tem duas
vantagens sobre a formulacao 6D: evitar a redundéncia na representacao das tensoes
desviatdrias, o que permite diminuir o custo computacional nos célculos das tensdes

e deformagdes, e o fato de que r1 na superficie de escoamento seja igual a tensdo de
escoamento, sem a necessidade de incluir o fator de escala +2/3, como se
apresentara na Figura 3.1. Embora todas as equagdes do encruamento cinematico

sejam representadas no espaco 5D, sua conversdo para 6D ¢ trivial, como se

apresentou nas Tabelas 1 e 2. A localizagdo do centro da superficie de escoamento
¢ definida como o ponto S, ', que é igual ao vetor backstress @'. Além da
superficie de escoamento com raio r1, as M—1 superficies de encruamento com raios

2, 13 ,..., M s@0 definidas dentro da superficie de ruptura com raio rm+1, igual a

tensdo real de ruptura cu do material.
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Figura 3.1. (a) Superficie de escoamento, encruamento e falha no sub espago
o, X Txy\/§ de Ess e (b) raios correspondentes ri e 0 médulo de plasticidade

generalizado Ci

Estas M+1 superficies aninhadas devem ter raios crescentes r1 <12 <... <Twm+l

e devem ser inicializadas de forma concéntrica na origem do espago Ess, e.g.

inicialmente S_,'=0. O raio r, da superficie de encruamento ¢ igual ao nivel de

tensdo definido pelo usuario associado a deformacdo plastica que delineia a

representacdo multilinear da curva tensao-deformacao (vide Figura 3.1).

A diferenca entre os raios de superficies consecutivas € definida como Ar; =
ri+1 — ri. A principio, o raio ri pode mudar durante a deformagdo plastica como
resultado dos efeitos do encruamento isotropico e NP. A superficie de falha nunca

¢ transladada, porque qualquer tensdo que atinja seu limite causa fratura no material

devido ao critério ‘S ‘— Iy, = Oy, portanto seu centro estd sempre na origem do

espaco Ess, i.e. S, '=0.

'

O vetor backstress pode ser decomposto na soma de M componentes &, ',

, —

a,', ..., o' quedescrevem a posicdo relativa ¢&,'=S;'-S,," entre os centros de

citl

superficies consecutivas (vide Figura 3.2). Note-se que o comprimento (norma)

|(7(i '| de cada componente de translacdo da superficie de escoamento esta sempre
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entre 0, se S;,' ¢ S,,,' coincidem (condicdo sem encruamento) e Ari se as

cit+1
superficies s3o mutuamente tangentes (condigdo de saturagdo ou maximo

encruamento).

Figura 3.2. Superficie de escoamento, encruamento e falha no sub espago desviatorio S1

x Sz para M = 3, apresentando o vetor de translag&o da superficie de escoamento O'

Como mostra a Figura 3.3, a condi¢do saturada do componente de translagao

da superficie de escoamento ¢,' alinhado ao vetor n' que ¢ perpendicular a estas

superficies na tensdo atual S', resulta em ¢&'=n"(r,, —1,)=n"Ar,.

A partir de §0Mﬂ '=0 e da defini¢do de componentes backstress, obtém-se que

a 1 . s
o centro S da superficie de escoamento ou qualquer encruamento i é a soma de
todas as componentes de translagdo da superficie de escoamento a partir de '
para &, ":

Cil = Eci "+ ai_'_l "+ &i+2 "+ ...+6€M_2 "+ &M_l "+ aMI (313)

A regra principal da evolug@o destas superficies €: (i) eles devem transladar-
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se como um corpo rigido, quando o ponto S' que define o estado de tensdes
desviatorias atuais no espago Ess alcanga seu limite. (ii) as superficies ndo podem
passar um através da outra, portanto elas gradualmente tornam-se mutuamente

tangentes no ponto da tensdo atual.

Condicao niao encruado Condicao saturado

— |

Superficie
escoamento

Figura 3.3. Configuracdes (a) sem encruamento e (b) saturado das superficies

consecutivasi e i+1

A superficie externa que esta se movendo é chamado de superficie ativa, com
indice ia. Qualquer mudan¢a no estado das tensdes no interior da superficie de
escoamento assume-se elastico, sem translacdo de nenhuma superficie, desde que

|§'-§Cl ' <1,. Portanto nenhuma superficie ¢ ativada e ia = 0. A medida que a tensio

se incrementa até um estado pléstico, a tensdo no ponto S' primeiro encontrard a
superficie de escoamento, tornando ativa essa superficie (ia = 1), e seguira em frente
até atingir a primeira superficie de encruamento. A superficie se tornara ativa ia =
2, quando as duas superficies se movimentardo juntas na tangente S' até encontrar

a proxima superficie de encruamento, e assim por diante.

3.4.2.
Regras da translacdo das superficies

A regra adotada para a translac¢do destas superficies foi a proposta por Jiang ¢

Sehitoglu [50, 51]. O modelo de plasticidade de Jiang assume que a dire¢do da
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translacdo total da superficie de escoamento ¢ a soma da direcdo em que cada
superficie i ¢ transladada. Ele foi escolhidopela sua habilidade de prever retcheting
uniaxial e multiaxial, além de relaxacdo da carga média, ao contrario de outros
modelos de encruamento cinematico. Os componentes da dire¢do de translacdo

efetiva sdo obtidos pela seguinte expresao,
v =mAr—(|@]/ )" . (3.14)

onde X ¢ o expoente de ratcheting, com 0 < x <oo. O modulo plastico generalizado

C ¢ calculado a partir de:

[\

C :%(Cl .VI'T+C2 -V2'T+...+CM .VM'T)-ﬁ'Eg-(C-V'T)'ﬁ' (315)

onde ¢ € o coeficiente de modulo plastico generalizado efetivo e V' ¢ a diregdo de

translagdo efetiva, enquanto ci € o coeficiente calibrado para cada superficie.

3.4.3.
Descri¢cao do algoritmo

Todas as superficies de escoamento e encruamento sdo inicialmente centrados
na origem, na configuracdo sem encruamento com as componentes de translagdo

das superficies de escoamento (backstress) o, '=a, '=...=q,,'=0.

Para uma dada historia de tensdo, cada incremento de tensdo 6D Ao deve
primeiro ser projetada sobre o sub espaco Ess 5D para se obter o incremento da
tensdo desviatoria AS'=A.AG, onde A ¢ a matriz de projecdo. O incremento de

tensdo hidrostatica 6D AG, =Ao,.[l 1 1 0 0 0]" ¢, entdo, associado e calculado
utilizando-se Ao, :(AO'X +AO'Y+AO'Z)/3, do qual se obtém o incremento de
deformagdo hidrostatica, a partir de Ag, =3.K /A0, , onde K ¢ modulo de

compressdo do material, dado por K = E/[3-(1-2V)].

O centro da superficie de escoamento S,'=a' ¢ obtido a partir das

C

componentes de translacdo das superficies de escoamento 5D atual, através de
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a'=0y'+0, +...+0p; . O comprimento ‘g'—o_( " ¢ calculado entre o centro do
estado de tensdes atuais e a superficie de escoamento. Se ‘§'—07" =1, entdo o

estado de tensdo atual S' esta sobre a borda da superficie. Portanto, o vetor normal
5D n a superficie de escoamento em S' ¢é calculado como

m=(S'-a)/|S'-a|=(S'-a)r .

Se ‘g'— &" /i, e AS"W'<O0, entio AS' provoca uma condigio de
descarregamento elastico, a partir da borda da superficie de escoamento. Por outro

lado, se |S'—&'| <r,, entdo o estado de tensdo atual S' é elastico, uma vez que esta
1

dentro da superficie de escoamento. Em ambos casos, o incremento da tensdo AS'

assume-se puramente elastico. Para uma dada historia de deformagdes, estima-se

AS' pela lei de Hooke AS'=2G.A¢"'.

Para saber se todo o incremento AS' ¢ de fato puramente elastico, a equagdo

S'+b" AS'— & =1, ¢ resolvida para a raiz positiva de b* para encontrar o

incremento de tensdo b".AS' que iria atingir a superficie de escoamento. Se b* > 1,
entio AS' ¢ um incremento inteiramente elastico, e os componentes elasticos e
plasticos dos incrementos de deformagdo sdo calculados pela lei de Hooke
Ae'= Ae'=AS'/2G e Ae,'=0. Caso contrario, se 0 < b* < 1, entdo somente a
fragio b’. AS' do incremento de tensdo é elastica; esta etapa de calculo é repetida
localmente servindo-se de um degrau de entrada refinada b". AG ou b". AZ que
induz incremento desviatério elastico b". AS', atingindo exatamente a superficie de
escoamento. Neste caso, a fragdo restante (I-b').AG, ou (I-b").AZ, sera

utilizada no calculo da proxima etapa sobre condi¢des elastoplasticas.

O incremento puramente elastoplastico ocorre se ‘S’ - 07" =1, ¢ AS"n'>0.As

dire¢des de translacdo Vv,' em 5D sdo calculadas para superficie a partir do modelo
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de translagado escolhido como uma fun¢do de n' e ¢, ', usada para calcular o médulo

de plasticidade atual C a partir da equagdo ((3.14)). Note-se que, para a formulagao

das multiplas —superficies, C obtém-se apenas a partir do valor Ci da superficie

ativa. Para a historia de deformagdes, o incremento elastoplastico AS' (que

originalmente foi assumido como eldstico) ¢ calculado a partir de C, utilizando a
solugdo do problema inverso AS'= 2G.[A€ '— (A" .ﬁ').ﬁ'.ZG/(2G+C)J em 5D. A
componente plastica do incremento de deformagdo em 5D ¢, entdo, obtida a partir
do incremento elastoplistico AS' utilizando a regra da normalidade

Ae'= (AS" ')n'/C, enquanto a componente elastica ¢ obtida da lei de Hooke

A€'=AS'/2G .

A translacao da superficie sempre ocorre durante a deformacao plastica, para

todas as superficies de escoamento e encruamento, a partir dos incrementos
Aa'=c,. v Ap, onde Ap=(2/ 3)‘A€p". Finalmente, a cada incremento sdo

armazenadas as tensdes ¢ as deformacdes no sub-espaco 5D e 6D. Na Tabela 4

descreve-se o algoritmo.

Tabela 4. Algoritmo de plasticidade incremental, apresentando suas semelhancgas

e diferencas

Algoritmo de multiplas-superficies Algoritmo de cinemética ndo-linear

Calculo do incremento hidrostatico em 6D AG, ou Ag,, correlacionados por

AE, =3.K | AG, .

A histérias de tensdes projetar no sub-espaco 5D AS'=A.AG; a historias de

deformacgdes projetar no sub-espago 5D Ae'= A.AE .

Calculo do centro da superficie de escoamento a partir das componentes de

translagdo da superficie de escoamento (Backstress) 5D: &' =0l "+ 0y '+...+ 0 -

Se ‘g'—o_(" =1, (0 estado de tensdo atual S' esta sobre a superficie), entdo o vetor

normal n' a superficie de escoamento em S' (5D) é calculado utilizando

i=(S-a)/[5-a|-(5-@) .
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Se |§'—&'| <r, (o S' atual estd no interior da superficie de escoamento) ou
|§'—07'|:r1 com AS"n'<0 (descarregamento elastico, a partir da borda da

superficie de escoamento), entdo se assume AS' e Ae' elasticos, correlacionados a

partir da lei de Hooke por Ae,'=Ae'= AS'/2G , com Ae,'= 0. Deste modo, resolver

S'+ a.A§'—&'| =1, para “a@’ encontrar o incremento de tensdo a.AS' que atinja a

superficie de escoamento. Assim, se &> 1, entdo esta etapa de calculo finaliza aqui,
uma vez o incremento € totalmente elastico, caso contrario se 0 <a< 1 deve se repetir

a etapa de calculo refinando a entrada localmente a.AG ou a.A€ .

Caso contrario, se |S'—07'| <r, com AS"@n'>0, testa-se dS".n'<0 se é

descarregamento eléastico ou elastoplastico.

E importante obter-se em 5D as diregdes de translagio da superficie v,' a partir do

modelo escolhido como uma fun¢dode n' e &, '.

. . L Modulo ndo-linear:
Modulo linear tirado da superficie ativa:

2 M
C=C, parai=ia CZE c,.v,' .

i=1

Para historia de deformagdo, AS' ¢ obtido a partir de C por
AS'=2G.[ AG ' (AT" W)1.2G/(2G+C) | .

Calculo do incremento de deformagdo eldstica em 5D: A€,'=AS'/2G .

Céalculo do incremento de deformagdo plastica em 5D, a partir da regra da

normalidade: Ag'= (AS" ).n/C.

Verificar se S'+ AS' ainda estara dentro da

proxima superficie de encruamento i+1, _, _,
Aa'=c,.Vv/Ap  para todas as
caso contrario repetir a etapa de calculo
_ | superficies de  escoamento e
com entradas refinadas localmente a.Ac

ou aAZ. onde 0 < a < 1 e | chcruamento, onde Ap =(2/ 3)|A€p'|-

F, (S'+a.AS)=0.
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Se qualquer componente backstress

estiver sobressaturada (
A, '=0 paratodoi#iae AQ'=b.AV/ |07l +A, '| > Ar,), repetir esta etapa de
para a superficie ativa i = ia, onde b>0 € | calculo com entradas A& ou AF
E = |§'+ AS'— (§Ci' +b. Avi')r -7 =0. refinadas para garantir que as
superficies se encontrardo

tangencialmente (|, '+ A&, '| = Ar,)

Translagdo da superficie de escoamento e encruamento fazendo &, "=, '+ A, ', 1=

1

,2,...M

Proje¢do dos incrementos para 6D: Ao =Ag, +(2/ 3).AT.AS' e

AE = AZ, +(2/3)A".(AC, + Ag,).

As variaveis a serem armazenadas e atualizacdo em 6D e 5D sdo: 6:=G6+A0G,

g1=€+A€, S':=S'+AS' e €=¢+A¢e,/+Ag,.

No proximo capitulo apresenta-se o projeto da maquina tragdo tor¢do, a qual
foi desenvolvido para se avaliar experimentalmente os modelos de plasticidade

incremental apresentados.
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