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Fundamentos de Plasticidade Incremental

2.1.
Introducéao

Na maioria das aplicagdes na engenharia é conhecida a historia de tensdes ou
deformagdes, mas ndo ambas. Geralmente para projetar um componente novo, a
historia de tensdes ¢ calculada, ou estimada a partir das cargas de projeto (medidas
ou especificadas). Entretanto, em componentes que ja existem s6 podem ser
medidas as deformagdes mediante a avaliagao da integridade estrutural (utilizando
strain gage ou rosetas). Mas os melhores modelos para determinar o dano a fadiga
multiaxial requerem o conhecimento de ambas: a historia de tensdes e suas
correspondentes deformagdes, para assim quantificar o pardmetro de dano

associado.

Nos corpos de prova submetidos a historias ndo proporcionais, o fendmeno
de encruamento nao proporcional tem um papel importante na previsao da vida a
fadiga. Na literatura sdo apresentados diversos modelos que relacionam tensoes e
deformagdes tentando modelar este fenomeno para historias proporcionais, mas
nenhum deles aplica-se ao caso nao proporcional (NP). Uma solugao geral para este
problema pode ser a utilizagdo de um modelo complexo de plasticidade

incremental, que normalmente requer a modelagem global da pega.

2.2.
Algoritmos de plasticidade incremental

Para historias na zona linear elastica ¢ muito facil correlacionar a tensdo com
a deformacao, através da Lei de Hooke. Entretanto, para histérias elastoplasticas
proporcionais onde as diregdes principais sdo mantidas fixas, pode-se utilizar

alguns modelos de tensdo-deformacgdo aproximados.

Contudo, para reproduzir corretamente os lacos de histerese tensdo-
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deformacdo sobre historias elastoplasticas ndo proporcionais, que dependem da
diregdo da carga, ¢ necessario utilizar modelos de plasticidade incremental para
correlacionar as variagdes infinitesimais de todas as componentes de tensdes com
as deformacgdes associadas e vice-versa. Estas equagdes sdo baseadas nas equagdes
da funcdo de escoamento (descreve a combinagdo de tensdes que levam ao
escoamento), a regra de fluxo (descreve a relagdo entre tensdo e deformagao
pléstica) e a regra de encruamento (define a mudanca do encruamento com a
deformacgdo plastica). A seguir mostram-se como as 12 componentes das tensdes
ou deformacdes podem ser representadas, projetadas em planos especificos e

combinadas em valores equivalentes.

2.2.1.
Tensor de tenséo e deformacgéo

Geralmente as tensdes e deformagdes sdo representadas pelo tensor 3 x 3 de

Cauchy [o;;] € [g;;], com 9 elementos

Ox Ty Txz €x &y €xz
[Gij] = Txy Gy TyZ , [gij] = SXy Sy Syz (2 1)
Txz Tyz Gy €xz 8yZ €,

onde T; =T; e & =€, parai#].

A tensdo ou deformacdo desviatoria ¢ definida pela diferenga entre a tensao
ou deformacdo e sua componente hidrostatica 6h = (Gx + Oy + Gz)/3 e € = (&x + €&y

+ €2)/3, que pode ser representada como um tensor 3 X 3 Cauchy [Si] e [ej]:

Sx Txy Txz Cx 8xy Xz
[Sil=]t%y Sy Ty | [ejl=|8xy ¢y &y (2.2)
Txz Tyz Sz €xz eyz €z
onde
Sy =04 -0, =(20,-0,-0,)/3, =&, —¢p =(2e, —g,—¢,)/3
Sy=0y -0, =(20,-0,-0,)/3, ey=¢,—¢, =(2e,—€,—¢,)/3
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Se todas as tensdes cisalhantes forem zero, entdo X, y e z representam as
diregdes principais, ¢ o estado de tensdes principais oy — g, — g, pode ser
representado por um vetor [o, g, 0,]T. Ospontos de tensio desviatoria [S, Sy S Ak
descreve um plano nesta direcdo principal chamado plano desviatorio ou plano-m,
que consiste de um dos oito planos octaédricos. Qualquer plano paralelo ao plano-
7 € também chamado de plano desviatorio e a tensdo normal perpendicular ao plano
desviatorio ¢ associado com um vetor de tensdo hidrostatica [0n  0r  0r]T. Note
que a componente hidrostatica da tensdao e deformagdo desviatoria € sempre zero,
uma vez que Sx + Sy + Sz=(0x + Oy +6z) —306h=0eext+eyte:=(&x+ & + &) —
3.en = 0. Qualquer tensdo (ou deformacdo) pode-se decompor em duas
componentes, o desviatorio € a hidrostatica, e.g., [0x Oy 6z]" = [Sx Sy Sz]T + [Gh ©n
on]’. Estas componentes sdo ortogonais, ja que o produto escalar entre eles é zero

(Sx-Gh+Sy-Gh+Sz-Gh:(Sx+Sy+Sz)-Gh:O).

Ilyushin [25] representou o tensor da tensdo e deformagdo como um vetor de
9 dimensdes (9D), evitando a necessidade de tratar operacdes tensoriais. Voigt e
Mandel [26] propuseram uma representacdo ainda melhor, considerando as
vantagens das simetrias Tij = Tji € €j = &ji (com 1 #J, €.g. Txy = Tyx, Txz = Tzx, Tyz = Tzy,
€xy = Eyx, €xz = € € €yz = €zy) para expressar as tensdes e deformagdes como um

vetor de 6 dimensdes (6D).

Ql
I

[0, oy 0, TyVZ T2 T, 2]
o=t & & TyVZ T NZ 1, N2]
=S :[SX Sy S, TyV2 T2 tyzx/ﬂT
e=Tp=len o ¢ T/VZ T /VZ 1,032

G¢

w)

1l
|

€

1

Voigt-Mandel (2.3)

|
w)

onde vij = 2¢&jj (significa Yxy = €xy + €yx = 2&xy, Yxz = 2€xz € Yyz = 2€yz), € T representa
a transposta de um vetor. A notacdo 6D de Voigt-Mandel ¢ utilizada extensivamente
para representar as relagdes tensdo-deformacdo na mecanica dos sélidos, e para a

eficiéncia computacional em softwares numéricos de mecanica estrutural.

A transformacdo a partir da tensdo ou deformacdo 6D para suas partes
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desviatdrias na notagdo de Voigt-Mandel pode ser representada por uma matriz de
projegdo de 6 x 6 Aep através de S=A,.5 e €=A,,.€, onde

[2/3 -1/3 -1/3 0
-1/3 2/3 -1/3 0
-1/3 -1/3 2/3 0
1
0
0

= 2.4
o=l 0 o o (24)

S = O O O O
- o O O o O

Na notac¢do Voigt-Mandel, € possivel representar a deformagao elastoplastica

£ em suas componentes eldstica e plastica, através de

E=E +E, 2.5)

_ T
onde € = [exe €ye €20 Yxye N2 Yxze IN2 Yyze /ﬁ] e
_ T
& = [exp €yp €25 Vxyp IN2 Vxzp N2 Vyzp I\2 ]

A lei de Hooke na forma vetorial é descrita por

_ T -
S I -v -v 0 0 0 GX
iye v 1 v 0 0 0 Gy
=_| = _|_ll-v—~v 1 0 0 0 2
©Z 1y /V2ITE]0 0 0 1+v 0 0 [[12]7HD O (26
sze/\/5 8 8 8 8 1"(')\’ 10 ’sz\/é
+v
_sze/‘/z_ - - _Tyzﬁ_

onde v ¢ o coeficiente elastico de Poisson e E¢p~! é a matriz 6 X 6 de Hooke.

Para deformagdes elastoplasticas, ¢ também possivel representar as
componentes eldstica e plastica de sua parte desviatoria na notacdo de Voigt-

Mandel através de

T=C,+¢, 2.7)

_ T
onde ees[exe ye €z¢ YXYe/\/E sze/\/z yyze/\/z] e


DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 0921530/CA


PUC-RIo - Certificacdo Digital N° 0921530/CA

34

€. T
¢p = [exp eyp ezp nyp /\/5 YXZp /\/5 YYZp /\/EJ

A partir das equacgdes acima e segundo a lei de Hooke, relaciona-se a tensao

desviatéria 6D S com a componente de deformagdo elastica €, na notagdo de

Voigt-Mandel,
e =S/2G (2.8)

onde G = E/[2-(1+V)].

Note que a deformacgdo hidrostatica €n € sempre elastica para materiais
insensiveis a pressdo, que sdo definidos como materiais cujo escoamento ¢é

independente de sua tensdo hidrostatica o, (e.g. materiais que seguem o critério de

escoamento de Mises ou Tresca). Portanto, ela ndo pode causar deformacdo

plastica, e pode-se relacionar Gn € €n utilizando a lei de Hooke:

Egx, =0x —V-(0y +07)
Eey, =6y —Vv-(0x +0;)
+oYe T U oo =

Ee,. =0, —Vv-(Ox +0y) 3K 3K

(2.9)
3E- ey =30p - (1-2v)

onde K= E/[3-(1-2v)] ¢ médulo de compressdo volumétrica do material, que mede

sua resisténcia a compressao uniforme.

Uma vez que e€n € sempre elastico puro (e.g. tem componente plastica zero)
para materiais insensiveis a pressdo, entdo a deformagao plastica €xp, €yp € €zp deve

ser igual a exp, eyp € €zp.

€x SE€x — &y exp = 8xp
eyssy—sh: (&
€, =€,—¢§, S

 =Eyp (2.10)

zp = Ezp

2.2.2.
Reducéo de ordem do espaco de tensdo e deformacéao

Ao trabalhar com calculos de tensdo-deformacdo multiaxial, é uma boa ideia
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trabalhar com um espago de tensdes ou deformagdes de dimensdo reduzida,
economizando o esfor¢o computacional sem modificar os resultados. Trabalhando
no espaco desviatorio € possivel simplificar varias equagdes, e.g. a lei de Hooke
torna-se uma operagao escalar em vez de multiplicagdes com a matriz de rigidez ou

sua Inversa.

Uma vez que Sx + Sy + Sz = 0, € possivel reduzir a dimensao da tensao

desviatoria de 6D para 5D, definindo um vetor 5D

S'=Sip=[s; S, S3 Sy ss]' [27].

O subespago euclidiano 5D (Ess) utilizado nesta tese para esta proje¢ao 5D ¢

definido por

1 —1/2 -1/2
S| [0 V3/2 372

0
0
S'=Sp=[S =0 0 0 32
0
0
A

Qal

o2 [FAT @11
0 0 0
S 1o o 0

onde A ¢ a matriz de projecdo do espago 6D de Voigt-Mandel dentro do subespaco

5D de tensao desviatoria adotado.

O espago desviatorio 5D definido acima S' tém trés propriedades

Interessantes:

Primeiro: a norma do vetor S' é igual a tensido de Mises equivalente Gwises,

pois|§'|= |_| :|§9D|_ _TMises\/g_

= O fione =
213 273 Mss T b3

Segundo: O comprimento euclidiano no espago Ess entre dois estados de

tensdo (pontos) §'A= [Sia, S2a, S3a, Saa, Ssa]T e §'B= [SiB, S28, S3B, S4B, Ssa]7,
associados respectivamente a §A e §B em 6D, ¢ igual a gama de tensdo de Mises

AOMises entre esses estados de tensdes.
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_ |§B _§A | _ |§9D,B _§9D,A | _ _ A":Mise:s\/g

=AOrfone =
213 213 Mises = 273

Terceiro: O lugar geométrico dos pontos que tém 0 mesmo AGMises COM

| Sk —Sa | (2.12)

relacio a um ponto S' no subespaco desviatorio Ess € a superficie de uma

hiperesfera com centro em S' e raio AGMises.

Para uma historia de deformagdes, ¢ possivel representar a deformacdo
desviatoria em um subespago euclidiano 5D transformado Ese utilizando a mesma
matriz de transformagdo A utilizada para tensdes desviatorias, resultando em

deformacodes desviatdrias de ordem reduzida.

e =%sp=[e1 e e3 es es| =AE=A.e (2.13)
€ € €,—¢€ €, —¢€ Y
onde el—ex_zy_zzz—ex’ e2= y2 Z\/g_ y2 Z\/g’ Eﬂ\/g’

A deformagio desviatoria 5D €' no subespaco de deformagdo Ese também tem

propriedades muito semelhantes ao subespaco Ess.

Para historias constituidas apenas pela combinagdo da tensdo uniaxial Gx € a
tor¢do Txy (onde Gy = 02 = Txz = Tyz = 0), pode ser utilizado um subespago 2D para

representar a tensdo e deformacao desviatoria:

Sy =[S, S,T" =[0, 7,3T" (2.14)
e =[e; &) =[g,.(1+V) %Aﬁf (2.15)
onde S,=0,,S,=7,,3 € ¢ =€ — _Vz'g" - _Vz'g" =£.(1-v) que, assumindo

que £, =¢,=-V.g ,resultaem ¢, =¢.(1-V) ee, =0.

Tais simplificagdes sdo a maior vantagem da formulacdo de ordem reduzida

5D. Separando a deformagdes desviatorias em suas componentes elastica e plastica,
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temos
¥ T
EZDe = (1+17) ‘|:8xe 2(1—x+ye‘7)\/§:| (216)
3 Vo |
€ =5 ‘{8@ ﬁ} (2.17)

As transformagoes entre os espagos 6D e 5D s@o resumidas na Tabelas 1 ¢ 2

Tabela 1. Transformagéo direta e inversa entre o espaco 6D e 5D, na forma matricial

Transformaca
0 A partir de6D para 5D A partir de 5D para 6D
& 5 — S T2 1 Q =_Q.L~
Tenséo S=A.0=A.S S=§A S' = 0=S+0,
Deformacéo — . _ 2,1, _
'—= = =_ = —+
dlastoplastica e'=A.e=Ae e 3A e' => £=¢et§
Deformacéo A=A = — 2,1 -
. =A.E,=A. =— ' =e +
dé.alca ee ge ee ee 3A € = 86 e h
2 —
Deformacio | = 1_x = _x = £ =¢==-A"¢' (Jaque §, ¢
pIélStnga e, =A. p—A.ep p P 3 P
elastica)

Tabela 2. Transformagéo direta e inversa entre o espaco 6D e 5D, na forma escalar

Transformaca
0 A partir de 6D para 5D A partir de5D para 6D
S,=0,-(0,+0,) o,=0,+S,2/3
) S,=(0,-0,)3/2 0,=0,-S,/3+S,/\3
Tensao Ss=z'xy.\/§, S4:TXZ.\/§ 0,=0, — Sl/3—Sz/\/§
S,=7,3 7,=S,/3, 7, =S,/\3, 7,=S,/3
e, =€ —(&+¢&,)/2 E =€ +e.2/3
e, =(g,—€,)3/2 g,=¢&,—¢ /3+e,/\3
e?i%rpr{‘:;f‘; e, =, 3/2 g,=¢,—¢ /3+e,/\3
ey =¥, 3/2 Vi =€3:2/33, 7, =e,2/3
€; =)/yz.\/§/2 Yy =es.2/\/§
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€, =&, (6,+€,)/2 E.=& +e,.2/3
C=(E-£JN3/2 | e =g e 34e, 13
Defo,rn_]agéo €. =7, 372 £, =& —¢,/3+e,, /3
elastica © T
e4e = 7xze‘\/§/2 7/xyc = 630‘2/\/5’ 7xzc = 640.2/\/5
€5 = yyze‘\/g/2 7}’20 = 650'2/\/5
e, =&, (£,+€,)/2 £, =& te,.2/3
e, =(g,—€,)~3/2 e, =¢6,—¢ /3+e, /3
De;)?érsrtr:ig_ao C3p = 7/><y|o'\/§/2 Ep =& S /3+eZP /\/3
e4p = 7xzp‘\/§/2 7xyp = 63p.2/\/§, 7XZP = e4p'2/\/§
esv = 7yzp ‘\/5/2 7yzp = eSp'2 / \/g
2.2.3.

Incremento de deformacéo plastica equivalente e deformacgéo
plastica total

Virias equagdes de plasticidade incremental utilizam a norma ‘dgp‘ do

incremento de deformagdo plastica d€,, que define a variagdo infinitesimal do
vetor de deformagdo plastica. Uma maneira de representar a norma através do
incremento de deformagéo plastica dp, uma quantidade escalar positiva que pode
ser definida como a variacdo absoluta da deformacao efetiva plastica de Mises

&

ises - Esta deformag@o € dada por €

o Mises = ‘Ep" /(1+0,5), assumindo coeficiente
de Poisson plastico 0.5. A partir das relagdes |€p = € = Ep' |-v2/3 entre as

representagdes da deformagdo 6D e 5D, pode-se expressar o dp como

e =2f5,] = dp=2Jag, |- @.mp \E.\dgp\ 218)

A integral desse incremento positivo dp ¢ definida como a deformagio

plastica acumulada p, e expressada como

ﬁ=jq;7=§.ﬂdep '\=\E.ﬂd6p\=\g.ﬂd§p\ (2.19)

Note que &, y.e €

mises € P 830 quantidades diferentes, ja que £,

pode

,Mises


DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 0921530/CA


PUC-RIo - Certificacdo Digital N° 0921530/CA

39

oscilar durante um ciclo de carga, enquanto p aumenta monotonicamente em

qualquer processo de deformagao plastica.

2.2.4.
Funcado de escoamento e regra de fluxo

r

A fung¢do de escoamento é uma equagdo no espago de tensdes G que
descreve a combinacdo das componentes de tensdo que causam escoamento. A
fungdo de escoamento mais utilizada ¢ a baseada no critério de escoamento de

Mises:
F=F=0,+0,+0,-0,0,-0,0,-0,0,+3.(7,, +7,+7,,) -1/ =0 (2.20)

onde 1, ¢ a tensdo de escoamento (seja monotdnica 1, =S  ou ciclica , =S, ou

algum valor entre eles). A fun¢do de escoamento assume que o material é isotropico

e insensivel a pressdo hidrostatica.

Geometricamente, a fun¢do de escoamento de Mises F = 0 descreve, em sua

representagdo em 2D no diagrama o, — 0, , o contorno de uma elipse girada 45° a
partir do eixo X, vide Figura 2.1.

Espaco de tensao 6D:

uperficie escoamento
de Mises F=10

Figura 2.1 A superficie de escoamento de Mises no plano |0'x - O'y| com o vetor normal

e a regra de fluxo plastico

A regra de fluxo de Prandtl-Reuss descreve a relagdo entre um incremento
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do de tensdo, direcionado para fora da superficie de Mises, e 0 incremento de

deformacdo plastica correspondente:

de =%.(do“T.ﬁ).ﬁ (2.21)

p

onde d&"' 1 é o produto escalar de d& e 1, C é geralmente conhecido por médulo

de plasticidade, e n ¢ o vetor unitario normal a superficie F = 0 e no estado atual

o,
5 OF/d0 (2.22)
|oF /05|
onde [oF /95| ¢ a norma do gradiente de F,
T
a_F: oF OJOF OoF oF oF oF (2.23)
06 |do, do, do, It N2 T N2 AT A2 '

O modulo de plasticidade generalizado C pode ser obtido para o caso uniaxial

utilizando a equacgdo de Ramberg-Osgood,

H

Cc

5 1-1/h,
C:E,hC.HC.(O_X] (2.24)

onde h, e H_ sdo o expoente e coeficiente de encruamento ciclico.

2.2.5.
Regra do fluxo plastico no espaco desviatério 5D

E possivel representar a fungdo de escoamento de Mises, a regra de fluxo
plastico e a lei de Hooke com relagdo aos vetores S' =S, e deformagdo ' =¢,

5D, em vez de utilizar vetores 6D &, £, S ou ¢ de Voigt-Mandel, com ajuda da
matriz de transformacdo A. No espaco desviatorio 5D, demonstrou-se que a lei de

Hooke torna-se simplesmente.
e'=S2G = de'=dS/2G (2.25)
A partir das relages e '=A.e, ¢,'=Ag e ¢ =&, tem-se que o0s

incrementos de deformagdo elastico e plastico sdo de,'=A.(dg —dg,) e
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de,'=A.dg,. No espago desviatorio 5D, a fungdo de escoamento ¢ ainda mais

simplificada, para
2, Q2 , Q2,2 Q2 2 _|Q? _ .2
F=[ S} +8;+8; +8;+8 -1’ =[S| -1’ =0 (2.26)

r

§" ¢ a norma do vetor de tensdo desviatoria 5D de ordem reduzida. A

onde,

superficie de escoamento ¢ entdo a hiperesfera com raio 1, (e ndo r,.+/2/3, como
na representagdo 6D) em tal subespago desviatorio, que concorda com ‘S‘ = Opises »

onde o

Mises

¢ a tensdo equivalente de Mises e 1, € aresisténcia ao escoamento atual.

Quando ¢ representado num diagrama 2D Si1-Sz, assumindo S3 = S4 =S5 =0, a

superficie resultante na fronteira é descrita por um circulo (vide Figura 2.2).

Espaco de tensido deviatorico 6D: Espaco de tensido deviatorico SD:

Superficie
de escoamento
de MisesF=0

Figura 2.2 Superficie de escoamento de Mises no espago de tensdo desviatorio 6D e 5D,

onde ilustra-se o vetor normal n e a regra de fluxo

A regra de fluxo plastico no subespago 5D resulta em

= 1 QT =1\ =
de, :E.(dST.n).n (2.27)
e o incremento de deformag@o pléstica 6D pode ser calculado a partir de

.%.(d@T.ﬁ').AT.ﬁ‘ = é.\E.(d@T.ﬁ').ﬁ (2.28)
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Note que a equagio de fluxo pléstico acima é somente valida se dS".a'>0
ou seja, se o estado de tensdo atual S' estd sobre a superficie de escoamento e seu

incremento dS' éna direcdo exterior de F =0, caso contrario o incremento € elastico

e d,=de'=0.

2.2.5.1.
Problema direto em 5D (dada uma histéria de tensdes)

Se S' esta sobre a superficie de escoamento e sua variagdo dS' é na diregdo

para forade F =0 (e.g. dS'"".' > 0), entdo o incremento de deformagio d€ pode ser

calculado utilizado a formulagao 5D:

S'=A(6-0,)
dS'=A.(dG-da,)

o o, dS
= de'=de' —de'=—+—(dS".n)n' 2.29
} e e C( ) (2.29)
O incremento de deformacao no espago 5D ¢ convertido no incremento de

deformagdo d€ em 6D utilizando

dZ =de, +de, +dg, =§AT.(dEe +de,')+ gah (2.30)
resultando em
dg=2AT, d—s+l(d§'T.n').n' + 40, 2.31)
3 2G C 3K

Por outro lado, se S' ndo estd sobre a superficie de escoamento ou seu
incremento dS' ndo ¢ na diregdo para fora de F = 0 (e.g. dS".n'<0), entéo o

incremento de tensdo ¢ puramente eldstico, resultando em d€ =de, +dg, .

2.25.2.
Condicao de consisténcia

A condicdo de consisténcia ¢ uma equagdo que garante que o novo estado de
tensdes S'+dS' durante o processo de deformagdo plastica ird cair sobre a

superficie de escoamento r;, cuja equagdo no espaco 5D Ess é:

F=[S-a| =(5-a) .(S-a)-r* =0 (2.32)
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onde &' ¢ o vetor de translagdo da superficie de escoamento, que permite
determinar o centro da superficie de escoamento no espago de tensdo 5D. A
condicdo de deformacédo elastica é associada com F < 0 (dentro da superficie de
escoamento). Entretanto, para a condi¢cdo de deformacao plastica, sempre deve ser

valido F =0 e dF =0, resultando em:

dF=24dS".(S-a")-2.da" .(S-&')-2.dr =0 (2.33)
(S-a) (S-a')-24y

Sempre que S'estd sobre a superficie de escoamento, o comprimento radial

‘g'—(f" = ‘§'_ §'Cl‘ ¢ igual a seu raio 11 e o vetor normal n' pode ser determinado
atravésde n'= (§ '— &') / ‘§ '— &" = (§ —-a ’) /1, . A condigdo de consisténcia € obtida

dividindo a equagdo (2.33) por 2-1,.
dS"n'=da" n'+dr /1 (2.34)

Na condigdo de consisténcia, o termo dri/r1 leva em conta a variacdo do raio da
superficie de escoamento, mudando gradualmente devido aos efeitos de

encruamento isotropico ou ndo proporcional.

2.3.
Modelos de plasticidade incremental

Na presenca de plasticidade ciclica, o material pode experimentar uma série de
mudangas e seu comportamento tensdo-deformagao, que pode ser representada num
diagrama de tensdo através da mudanca de sua superficie de escoamento, e.g.

Considerando-se uma histdria tragdo-tor¢ao aplicada ao material, o comportamento

de sua superficie de escoamento pode ser descrito no diagrama o, X Txy'\/g

. ; . _ _ 2 2
mediante um circulo de raio 1, = oy, = \/ o, + (7, NO

A seguir apresentam-se alguns dos modelos de plasticidade incremental que
se baseiam em fendmenos observados durante carregamentos ciclicos multiaxiais.
Todos esses modelos sdo frequentemente complexos e incluem numerosas

constantes do material, que deverdo ser determinadas mediante ensaios.
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2.3.1.
Encruamento cinematico

O efeito Bauschinger observado sobre carregamento ciclico ¢ a mudanga no
valor absoluto do oposto da tens@o de escoamento, apds deformacao plastica. Em
outras palavras, carregar um corpo de prova acima de seu limite de escoamento num

sentido reduz (em valor absoluto) a tensdo de escoamento na direcdo oposta.

Na Figura 2.3 mostra-se o efeito Bauschinger para uma historia uniaxial

representada no diagrama o, X z'xy.\/g , onde a superficie de escoamento

O,

Mises

=S, translada-se sem nenhuma mudanga na forma ou raio r,. Se o centro da
superficie de escoamento ¢ transladado na dire¢do X no espago de tensdo por
(O'MaX —Sy) , entdo a superficie resultante serd intersectada com o eixo X na nova

tensdo de escoamento a tragdo (0'x -S, + Sy) =0, enanova tensdo de escoamento

compressivo (O'x —Sy—Sy)z(O'X—ZSy). Dado que este fenomeno envolve

somente a translagdo cinematica da superficie de escoamento, ¢ chamando de

encruamento cinematico.

GX
Omaxt-----== {Ex Superficie TXV\/?’Superficie
Syl-/----- i Inicial trandadada
v 5, .
Gmax_ZSY : E

Figura 2.3 Encruamento cinemético

O novo centro da superficie de escoamento ¢ representada pelo vetor o, e
comumente ¢ chamado de vetor de translacdo da superficie de escoamento,
responsavel por armazenar a memoria plastica. Na Figura 2.3, a resisténcia a tragao
no primeiro ciclo translada o centro da superficie de escoamento a partir de seu

valor inicial & =[0 0]" para o =[0, -0, 0]".
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2.3.2.
Encruamento isotrépico

O encruamento isotropico resulta a partir da mudanga na microestrutura nos
estados iniciais do carregamento ciclico, aumentando ou diminuindo sua resisténcia
contra a deformagdo plastica do material. Geralmente, os materiais submetidos a
deformagao plastica ciclica uniaxial tendem a endurecer ou amolecer, isto devido
as interagdes entre os deslocamentos até sua estabilizacdo, apds alguns ciclos (entre
5 e 50 ciclos nos metais), e.g. Metais recozidos tendem a deformar ¢ a endurecer
ciclicamente, devido a sua baixa resisténcia ao escoamento e, por outro lado, os
acos temperados tendem a amolecer ciclicamente. Durante o processo de

estabilizag@o, o raio da superficie de escoamento muda gradualmente a partir de S,
para S . (vide Figura 2.4). Uma vez que a superficie de escoamento se expande ou

se contrai uniformemente em todas as dire¢des, chama-se a este fendomeno de

encruamento isotropico.

Ty V3

Superficie
______________ encruado

€

% -S{S | 55

Ve
—Sy
_SYC

Figura 2.4 Encruamento isotrépico para um material que encrua

Observa-se que o encruamento isotropico causa incremento gradual na
amplitude de sua tensdo até sua estabilizagdo, enquanto o amolecimento isotrépico
causa sua diminui¢@o. Esta transi¢do gradual da superficie de escoamento, pode ser
modelada por uma mudanca gradual do expoente e do coeficiente monotdnico de
Ramberg-Osgood (H, h) para seus valores ciclicos (He, hc). Para simplificar a
equagdo da transi¢cdo associada, recomenda-se ajustar a equacdo de Ramberg-

Osgood para uma curva monotonica tensdo-deformacdo com parametros (Hm, hc),
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utilizando-se o mesmo expoente hc da curva ciclica e o coeficiente de encruamento

monotonico equivalente Hm.

2.3.3.
Encruamento n&o-proporcional

Alguns materiais submetidos aos carregamentos ciclicos multiaxial nao-
proporcionais (NP) podem endurecer por deformac¢do muito mais do que o esperado
a partir da curva ciclica oxe uniaxial. Este fendmeno ¢ chamado de encruamento
ndo-proporcional, encruamento cruzado, ou encruamento adicional, que depende

da historia do carregamento através do fator ndo proporcional F, (0< F, <1),e
do material através do coeficiente de encruamento ¢, (tipicamente 0 <¢,, <1.0

encruamento NP pode ser modelado utilizando o coeficiente de encruamento Hc e
o expoente he da equacdo ciclica uniaxial de Ramberg-Osgood, assumindo-se que
he ndo varia, enquanto o coeficiente de encruamento Hc ¢ incrementado

gradualmente até o coeficiente de encruamento NP:

Hy=Hc. (It Fyp) (2.35)

onde Hc ¢é o coeficiente de encruamento ciclico uniaxial de Ramberg-Osgood.

Na Figura 2.5, comparam-se os lagos de histerese produzidos por uma historia
NP tragdo-tor¢ao fora de fase e uma histdria proporcional, ambas com a mesma
amplitude de deformagdo normal Ae/2=0.4% [6]. Na historia NP, o raio da
superficie de escoamento aumenta gradualmente a partir de um valor de resisténcia

ao escoamento entre S, e S, devido ao encruamento isotropico, até sua resisténcia

ao escoamento com encruamento NP S , .
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Figura 2.5 Efeito da carga ciclica NP sobre o encruamento NP, e lagos de histerese

proporcional e NP causado pela mesma gama A& num aco AlSI 304

Quando o encruamento NP ¢ significativo, as historias NP podem causar vida
a fadiga muito mais curtas que as produzidas por histérias proporcionais com a
mesma gama de deformacdo Ae, sempre que o encruamento NP aumenta sua
correspondente gama de tensdo Ao . Portanto, célculos baseados no controle de
deformagdo em historias NP, como os encontrados em corpos de prova €N, ou em
entalhes muito afiados, deveriam levar em consideracdo o efeito de encruamento
NP para evitar previsdes ndo conservadoras. Entretanto, a vida a fadiga para
historias NP sobre controle de tensdo (caso mais comum na pratica) pode ser maior
que para o carregamento proporcional com a mesma gama de tensdo Ao, ja que
para atingir a gama de tensdo Ao € necessario uma menor gama de deformagao
Ae devido ao encruamento NP. A vida a fadiga associada as historias NP sobre o
controle da deformacdo (vide Figura 2.5) podem ser ordens de grandeza menores
que as associadas as historias proporcionais, mesmo se ambas as historias tém a

mesma gama de deformacdo normal Ae/2=0.4%.

O coeficiente de encruamento onp € um parametro que reflete a sensibilidade
do material as histérias ndo-proporcionais (vide Tabela 3). Estas, a temperatura

ambiente, sdo geralmente altas nos agos inoxidaveis (&, =1 para o ago inox-316),
menor em agos carbonos ( &, = 0.3 para o ago 1045) e muito baixas nas ligas de

aluminio (¢, =0 para o Al 7075).
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Tabela 3. Coeficiente de Encruamento NP.

Material Olp
Aco Inox-316 1.0
Aco Inox-304| 0.5-1.0
Aco Inox-316
(550°C) 0.37
OFHC cobre 0.3
Aco 1045 0.3
Aco Inox-304 0.3
(650°C) )
Inconel 718 0.2
Al 6061-T6 0.2

Ac¢o 42 CrMo 0.15
Ac¢o 1% Cr Mo-V 0.14

Enl5R 0.14
Al 7075 0.0
Al 1100 0.0

O encruamento ndo proporcional ndo depende s6 do material através de o, ,
mas também da trajetoria do carregamento, através do fator NP E, . As historias
proporcionais ndo levam ao encruamento nao-proporcional resultando em F,=0.
O maior efeito de encruamento NP ocorre quando F, =1, e.g. para uma historia de
carregamento tragao-tor¢ao 90° fora de fase, que gera um circulo no diagrama de
tensdo de Mises o, X 7 A3 ou deformagio E XY/ V3. Na Figura 2.6

apresentam-se o fator NP para trés trajetorias de deformacao.

yl y A

NG N =

FNp:()

ya
N

(a) (b)

Figura 2.6 Fator ndo proporcional para 3 tipos de carregamentos (a) proporcional, (b) 90°

fora de fase e (c) genérico.
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Para determinar o fator ndo proporcional Fnp desenha-se uma elipse que
circunscreve a trajetdria inteira da historia, e Fxe se d4 em funcdo da razao de
aspecto da elipse, Fne = b/a. Na Figura 2.6, a trajetoria proporcional a 90° fora de
fase, define os dois valores as extremidades Fne = 0 e Fxp = 1, respectivamente. E

para a trajetéria genérica, determina-se Fxp = 0,3.

2.3.4.
Fluéncia ciclica ou Ratcheting

Ratcheting, também conhecido como fluéncia ciclica, é a acumulagdo de
qualquer componente de deformagdo plastica com o incremento do numero de
ciclos. Tal incremento de deformagdo constante em uma certa direcdo pode
influenciar a vida a fadiga de partes mecénicas devido ao esgotamento prematuro
da ductilidade do material, muito mais rapido do que a vida de iniciacdo a fadiga.
Geralmente, a fluéncia ciclica esta associada a tensdo média da histéria do
carregamento uniaxial ou multiaxial, j4 que qualquer histéria de carregamento
desequilibrado pode provoca-la. Existem dois tipos de ratcheting: uniaxial e
multiaxial. O primeiro ¢ causado por uma historia uniaxial (ou proporcional)
desequilibrada, e o segundo causado por uma histéria NP multiaxial desequilibrada,

ambas sobre controle de tensao.

2.3.4.1.
Ratcheting uniaxial

A fluéncia ciclica uniaxial € o acimulo de deformacdo na direcdo da tensdo
meédia diferente de zero, devido a uma historia uniaxial desequilibrada. Este
fendmeno ¢ resultado da diferenca no comportamento nédo linear do material em
tragdo e compressdo (anisotropia entre tragdo e compressdo). O comportamento de
ratcheting uniaxial para um carregamento uniaxial ciclico desequilibrado ¢ um lago
elastoplastico que ndo fecha, que faz com que o material acumule deformacao a

cada ciclo.

Considere a historia de carregamento uniaxial apresentado na Figura 2.7, com
variacdo da tensdo entre Gmax (Omax > Syc) € —Sve. Para facilitar, considera-se um

material com comportamento tensao-deformagdo bi-linear ¢ sem nenhuma
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transicdo de encruamento isotropico. A deformacao plastica ao longo da trajetoria
AB ¢ maior que em CD, mesmo que ambas as trajetorias possuam a mesma variagao
de tensdo. Este comportamento assimétrico (ndo Masing) provoca uma inclinagio
da trajetoria da tens@o AB menor que a inclinagdo da trajetoria de compressdo CD,
0 que resulta num incremento de deformagao plastica apds cada lago. Nota-se que
este aumento de deformacao plastica nao pode ser explicado pelo amolecimento
isotropico, pois as trajetorias AB, A’B’ e A’’B’’ s3o paralelas, com um
comportamento isotropico estabilizado. Da mesma forma, as trajetorias CD, C’D’
e C’D” sdo também paralelas, embora ndo sejam paralelas a AB, devido ao

comportamento nao-Masing.

O
Omaxt------m-moeen B_B_B’
SYC'"A'"A’"A”' AR A
Ex
O
Gmax_ZSYc
_SYC

Figura 2.7 Ratcheting uniaxial para um material submetido a uma histéria de tensdes

desequilibrada entre omax > Svc € —Sye.

Na Figura 2.7, a deformagdo de ratcheting &:i pode ser calculada apds o
primeiro ciclo como &1 = (€8 + €p)/2, apds o segundo ciclo como €2 = (€8’ + €p’°)/2,
e assim por diante. A taxa de ratcheting por ciclo de/dN ¢ calculada pela diferenga
entre as deformagdes de ratcheting de ciclos consecutivos de/dN = (&ri+1 — &i). A
taxa de ratcheting incrementa-se com a gama de tensao e a tensao média, no entanto
¢ muito mais sensivel a tensdo média. Geralmente, a taxa de ratcheting varia com
o numero de ciclos, mesmo para os carregamentos de amplitude constante. Para
historias com grandes amplitudes de tensdo, a taxa de/dN tende a aumentar a cada
ciclo, até que o componente falha devido ao esgotamento da ductilidade do material
(vide Figura 2.8(a)). Entretanto, para histérias com baixas amplitudes de

deformacdes, a taxa tende a diminuir até atingir o estado estacionario com
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de/dN = 0 e o lago de histerese estavel fechar completamente (vide Figura 2.8 (b)).

Gmax ——————————————————————————— -

Omin

(b)

Figura 2.8 Ratcheting uniaxial para um material submetido a uma histéria de tensdes

desequilibradas com (a) alta e (b) baixa amplitude de deformacao

2.3.4.2.
Ratcheting multiaxial

A fluéncia ciclica multiaxial é o acumulo de deformacao plastica ao longo de
uma determinada dire¢do, devido a uma histéria de carregamento multiaxial
desequilibrada. Na Figura 2.9 apresenta-se um eixo submetido a uma histéria de
tor¢do ciclica elastoplastica com amplitude Ta combinada com uma tragdo axial
constante Om. Inicialmente, a trajetoria uniaxial OO’ provoca uma deformagao
elastica na dire¢do normal até atingir 6m. Sempre que a trajetoria O’ Ao esta dentro
da superficie de escoamento, causa uma deformagdo cisalhante elastica, sem
nenhuma componente axial. Apos o estado de tens@o atingir a superficie de
escoamento no ponto Ay, a superficie de escoamento inicia seu deslocamento para

o ponto A, gerando deformagdo plastica.

Na maioria dos materiais, tal deformagdo plastica ocorre ao longo da dire¢ao

normal n, a superficie de escoamento, conhecido como condi¢ao de normalidade.
Sempre que o vetor normal n, na Figura 2.9 (a) ndo for vertical, a deformacdo

plastica ao longo da trajetdria AoA ndo so ird atingir um nivel de deformagao

cisalhante elastoplastico y,, mas também provocara o incremento de deformagao

puramente plastico na tra¢ao (ratcheting incremental).
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Figura 2.9 Ratcheting multiaxial na direcéo axial do diagrama £, X 7,, /3 devido a

uma histéria de tor¢éo ciclica com amplitude 7, e tens&o axial o, constante.

A trajetoria AoA provoca a translacdo da superficie de escoamento até seu

centro atingir a posi¢do (0, 03), como se mostra na Figura 2.9 (b), onde o3 ¢ a

componente de translagdo torsional. Logo, descarrega-se elasticamente o

componente de cisalhamento ao longo da trajetéria ABi, até atingir o estado de

tensoes da superficie deslocada em B1, associando-o com o vetor normal nj. Entdo,
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a superficie de escoamento inicia sua translacdo para o ponto B, provocando a
deformacgdo plastica em ambas componentes de cisalhamento e axial. Na Figura
2.12 (c) mostra-se o processo continuo de ratcheting multiaxial com uma taxa de

ratcheting constante.

Outro problema tipico de ratcheting pode ocorrer se o eixo ¢ submetido a uma
tens@o compressao ciclica, com uma componente de cisalhamento estatica. Este
célculo de ratcheting multiaxial ¢ muito semelhante ao do exemplo anterior, exceto
no deslocamento da superficie de escoamento, que se dad na dire¢do axial e o
ratcheting resultante ocorre na dire¢do cisalhante, como se apresenta na Figura

2.10.
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Figura 2.10 Ratcheting multiaxial no diagrama €, X 7, //3 devido a uma histéria

de tragdo-compresséo ciclica com amplitude o, e tenséo cisalhante constante 7, .

No proximo capitulo, apresenta-se a formulacdo e implementagdo de um
simulador de plasticidade incremental, que permite reproduzir o comportamento

dos modelos de plasticidade incremental apresentados.
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