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Apêndice A 

 

A.1 
Determinação da força e momento da MTT 

A MTT foi projetada para trabalhar com uma capacidade máxima de 25 kN 

na tração. Entretanto, o torçor máximo requerido pelo sistema é determinado 

baseado no critério de máxima tensão cisalhante, que é capaz de produzir o mesmo 

efeito num corpo de prova na tração pura quanto na torção pura. 

 

Para determinar o momento torçor T, escolhe-se um corpo de prova tubular 

de parede delgada, dado que as tensões, devido à torção, variam linearmente com a 

distância ao centro, conforme expresso na Equação (A.1). Assim, o perfil de tensões 

no corpo de prova tubular pode-se considerar quase constante como se representa 

na Figura A.1. 

τ = G.γ = G.ρ .θ   
 
 (A.1) 

onde, G  é o módulo de elasticidade de cisalhamento, γ  é a deformação de 

cisalhamento (rad.), ρ  é o raio medido do centro e θ  é a razão de torção. 

 
Figura A.1 Tensão de cisalhamento a) tubo circular e b) eixo circular em torção 

 

A carga máxima trativa sobre o corpo de prova (CP) tubular gera uma tensão 

de escoamento ES  e uma tensão de cisalhamento Eτ . Logo, segundo o critério de 

máxima tensão cisalhante, o sistema deveria gerar o mesmo efeito tanto na tração 

(a) (b)

r   

maxτ   

minτ   

maxτ   

ir   
er   

τ   
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quanto na torção, portanto é a mesma tensão cisalhante representada pela equação 

(A.2) 

E
E

S

2
τ =    

 
 (A.2) 

Na torção pura, a tensão de cisalhamento τ   induzida sobre o corpo de prova 

é dada por 

T  

J

ρτ = .    
 
 (A.3) 

onde T é o momento torçor em torção pura, J é o momento polar de inércia e ρ  é 

o raio médio do CP. 

 

Utilizando a equação (A.2) e (A.3) pode-se determinar o valor do momento 

torçor máximo T  requerido pelo sistema, dado por 

ES J
T

2

.

.
=

ρ
   

 
 (A.4) 

Assuma um corpo de prova tubular de aço com 25eD =  mm, com uma tensão 

ao escoamento ES 1400=  MPa, como mostra-se na Figura A.2. 

 
Figura A.2 Corpo de prova de tubular 

 

O valor de iD  calcula-se a partir da carga máxima e do ponto de escoamento, 

pela equação (A.5). 

2
i e

E

4 P
D D

S

.

.
= −

π
   

 
 (A.5) 

Substituindo-se os valores de P, ES  e eD  nas equações (A.4) e (A.5) tem-se 

20iD =  mm e 
( )4 4. .

1278
32.

E e i

e

S D D
T

D

π −
= =   N.m 

De Di 
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Portanto, a máquina tração-torção gera uma carga trativa máxima de P ≅ 250 

kN e um momento torçor máximo de  T ≅ 1300 N.m 

 

A.2 
Analise da rigidez axial e torsional da MTT (biaxial) 

Nesta seção apresenta-se a análise da rigidez axial gerada pela carga axial e 

pela rigidez torsional devido ao momento torçor. A rigidez é a resistência de um 

corpo sólido ou componente estrutural para suportar tensões sem gerar deformação 

ou deslocamentos muito grandes. 

 

A MTT é projetada para trabalhar na zona elástica. Portanto, pode-se utilizar 

o método de superposição para estudar os efeitos da carga trativa e o momento 

torçor, como apresentado a continuação. 

 

A.2.1 
Calculo da rigidez axial 

A rigidez axial de uma viga ou componente estrutural é a medida de sua 

capacidade de resistir às tentativas de alongamento ou encurtamento através da 

aplicação de cargas ao longo de seu eixo e dado por: 

 

a
P E A

K
L

= =
δ

.    
 
 (A.6) 

onde A representa área de sua seção transversal, E o módulo de elasticidade, δo 

deslocamento na direção axial e L seu comprimento. 

 

A.2.1.1 
Calculo analítico 

Para o cálculo analítico da rigidez utiliza-se o modelo simplificado da MTT, 

o qual se constituí como um pórtico com duas vigas AB e CD e duas colunas AC e 

BD, como se apresenta na Figura A.3. 
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Figura A.3 Modelo simplificado da MTT 

 

A Figura A.3 apresenta um caso de viga Hiperestática, e para o cálculo das 

deformações ou deslocamento pode-se aplicar o estudo de pórticos e quadros. 

Portanto, neste caso, tem-se um pórtico simetricamente carregado no meio das vigas 

AB e CD. Logo, a forma deformada do pórtico devido à carga trativa aplicada 

apresenta-se na Figura A.4 pela linha tracejada. 

 
Figura A.4 Modelo deformado da MTT pela força trativa 

 

Nos extremos das vigas AB e CD aparecem os momentos M1 e M 

respectivamente, como mostrado na Figura A.4, os quais se opõem ao giro dos 

extremos em ditas vigas e representam a ação das colunas sobre as vigas 

horizontais. Neste caso, consideram-se os momentos M1 e M como as únicas 

ligaduras hiper-estáticas existentes no modelo. Portanto, podem-se determinar sem 

dificuldade as deflexões do modelo simplificado da MTT.  

A B

C D 

Ec , Ic 

Ec, Ic 

Ev , Iv 

Ev , Iv 

P

A B

C D

Ec, Ic 

P 

Ev, Iv 
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Figura A.5 Separação das vigas e colunas da MTT submetidas à tração 

 

Na Figura A.5 pode-se observar que nos extremos A, B, C e D temos uniões 

rígidas entre as vigas e as colunas. Assim, o giro no extremo esquerda da viga 

horizontal CD deve ser igual ao giro do extremo inferior da coluna AC, 

representado pela equação (A.7). 

1 1 'θ θ=    
 
 (A.7) 

De modo Similar, o giro do extremo esquerda da viga AB deve ser igual ao 

giro do extremo superior da coluna AC, como se dá na equação (A.8). 

2 2 'θ θ=    
 
 (A.8) 

O valor de 1θ , determina-se como a rotação gerado pela força P e a rotação 

no sentido contrário, dado o momento M na  viga CD, o que é determinado pela 

equação (A.9). 

2

1
v v v v

M L P L

2 E I 16 E I

. .

. . . .
θ = −    

 
 (A.9) 

onde, νE  é o módulo de elasticidade da viga, vI  é o momento de inércia e L seu 

comprimento. 

 

De semelhante modo, o ângulo de rotação 2θ  é gerado pela força P e pelo 

momento 1M  sobre a viga AB, conforme apresentado na equação (A.10). 

A B 

C 
D 

M
M1 

M M 

θ1 

θ'

θ2 

θ'2 

P 
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2
1

2
v v v v

P L M L

16 E I 2 E I

. .

. . . .
θ = −    

 
 (A.10) 

Por outro lado, o ângulo de rotação 1 'θ  e 2 'θ  é gerado pelos momentos M e 

1M  aplicados sobre a coluna AC é expresso pelas equações (A.11) e A(.12). 

1
1

c c c c

M H M H

3 E I 6 E I

. .

. . . .

 ′θ = − + 
 

   
 
 (A.11) 

1
2

c c c c

M H M H

6 E I 3 E I

. .

. . . .
′θ = +    

 
 (A.12) 

onde cE , cI  são o módulo de elasticidade, o momento de inércia e o comprimento 

da coluna, respectivamente. 

 

Determina-se M e 1M , substituindo-se as equações de (A.9), até (A.12) na 

equação (A.7)  e (A.8). 

2

1
v v c c c c v v

L H H P L
M M

2 E I 3 E I 6 E I 16 E I

.
. .

. . . . . . . .

   + + =   
     

 (A.13) 

2

1
c c v v c c v v

H L H P L
M M

6 E I 2 E I 3 E I 16 E I

.
. .

. . . . . . . .

   + + =   
     

 (A.14) 

Resolvendo o sistema de equações se obtém: 

v v

c c

P L 1
M

8 H E I
1

L E I

.
.

. .

. .

=
 + 
 

 
   

 (A.15) 

1
v v

c c

P L 1
M

8 H E I
1

L E I

.
.

. .

. .

=
 + 
 

 
   

 (A.16) 

Assim, pode-se concluir que, dado à simetria da MTT, o valor de M e 1M  são 

iguais. Ao se Conhecer os momentos, pode-se construir o diagrama de momentos 

fletores como se mostrado na Figura A.6, onde as reações verticais e horizontais 

nos extremos A, B, C e D são obtidas pelas equações de equilíbrio estático.  
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Figura A.6 Diagrama de momentos fletores da MTT 

 

A partir da Figura A.6 pode-se determinar a deflexão ou o deslocamento que 

se experimenta tanto nas vigas, como nas colunas. Na viga AB apresenta-se o maior 

momento fletor no seu ponto meio. Portanto, está é a zona onde que apresenta a 

maior deflexão e se dá pela equação (A.17). 

3 2
1

Y AB
v v

P L 6 M L

48 E I
_

. . .

. .

−δ =  
   

 (A.17) 

De modo semelhante, na viga CD a maior deflexão é no seu ponto meio, e 

se dá pela equação (A.18). 

2 3

Y CD
v v

6 M L P L

48 E I
_

. . .

. .

−δ =  
   

 (A.18) 

onde P é a força máxima aplicada, M o momento gerado nos extremos da viga, 

,  I, LE  são o módulo de elasticidade, o momento de inércia e o comprimento da 

viga, respectivamente. 

 

Por outro lado, as colunas AC  e BD  apresentam deflexão na direção  " "x

causada pelo momento fletor M, e na direção " "y  causada pela força de trativa P. 

Então, as deflexões nas colunas são determinadas por 

X AC
c c

M H H 1

2 E I
_

. .( )

. .

−δ =  
   

 (A.19) 

M M

M 

D 

P 
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Y AC
c c

P H

A E
_

.

.
δ =  

   
 (A.20) 

onde M é o momento gerado nos extremos da coluna, ,  I , A , Hc c cE  são o módulo 

de elasticidade, momento de inércia, a área e o comprimento da coluna, 

respectivamente. 

A deflexão total da máquina MTT é dada pela suma das deflexões das vigas 

e das colunas. Portanto, as deflexões totais são dadas por: 

Y Y AC Y AB Y CDδ δ δ δ− − −= + −   

3 2

Y
c c v v

P H P L 6 M L

A E 24 E I

. . . .

. . .

+δ = +   (A.21) 

X X AC X BDδ δ δ− −= −  

X
c c

M H H 1

E I

−δ = . .( )

.
    (A.22) 

A máquina MTT é constituída de duas vigas de comprimento 710L =  mm e 

de uma seção transversal quadrada, de altura 250=h  mm e de largura 260=b  mm 

com duas colunas de diâmetro 75D =  mm e comprimento H, cujo valor determina-

se pelo comprimento mais longo do corpo de prova cl  a ser usado, o comprimento 

das garras gl  (tomando como referência as garras da Instron 8501) e a altura da 

viga h. 

c gH l 2 l h= + +.    (A.23) 

Assim, para 150cl =  mm , 250gl =  mm, tem-se o valor de 900H =  mm, as 

vigas e colunas são de aço com 200v cE E= =  GPa módulo de elasticidade. O valor 

da rigidez axial da máquina MTT é dado pela equação (A.6). 

Deflexão superior: 

Y AC Y AB= +sup _ _δ δ δ   41 548 10−=sup , .δ         m 

Deflexão inferior: 

Y CD=inf _δ δ    
52 746 10−= −inf , .δ  m 
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Deflexão total: 

Total = −sup infδ δ δ   
4

Total 1 822 10−= , .δ  m 

 

Rigidez axial da máquina MTT 

a 4
Total

P 250000
K

1 822 10, . −= =
δ

  a 1372K =  MN/m  

A.2.1.2 
Calculo utilizando Ftool. 

Os cálculos das deflexões do modelo simplificado da MTT foram avaliadas 

utilizando-se o software Ftool, com o propósito de verificar os cálculos analíticos.  

 
Figura A.7  (a) Modelo simplificado da MTT no Ftools e (b) deflexão da MTT, devido à 

carga trativa 

 

Na figura A.7 (b) apresenta-se o modelo deformado da máquina MTT devido 

à carga trativa no software Ftool. Os cálculos foram realizados para as mesmas 

dimensões e cargas utilizadas no cálculo analítico e os resultados são os seguintes: 

Deflexão Superior: 
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Y AC Y AB= +sup _ _δ δ δ   41 537 10−= −sup , .δ         m 

Deflexão inferior: 

 

Y CD=inf _δ δ    
52 598 10−=inf , .δ  m 

Deflexão total: 

Total = −sup infδ δ δ   
4

Total 1 797 10−= , .δ  m 

Rigidez axial da máquina MTT: 

a 4
Total

P 250000
K

1 797 10−= =
, .δ

    a 1391K =  MN/m  

A.2.1.3 
Calculo utilizando ansys. 

Os cálculos das deflexões do modelo simplificado da MTT também foram 

avaliados utilizando o software Ansys, com o propósito de verificar os cálculos 

analíticos e do Ftool. Na Figura A.8 apresenta-se o modelo deformado da MTT no 

software Ansys. 

 
Figura A.8 Simulações do modelo simplificado da MTT (a) Tensão e (b) deflexão da 

MTT, devido à carga trativa 

 

Na Figura A.9 apresenta-se o modelo deformado da máquina MTT na direção 
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" "y devido à carga trativa.  

 

Os cálculos foram realizados para as mesmas dimensões e cargas utilizadas 

no cálculo analítico e no Ftool e os resultados foram os seguintes: 

 

 
Figura A.9 Deformação na direção " "y  do modelo simplificado da MTT no Ansys 

 

Deflexão Superior: 

Y AC Y AB= +sup _ _δ δ δ   41 384 10−= −sup , .δ         m 

Deflexão inferior: 

Y CD=inf _δ δ    
53 3989 10−=inf , .δ  m 

Deflexão total: 

Total = −sup infδ δ δ   
4

Total 1 724 10−= , .δ  m 

Rigidez axial da máquina MTT: 

a 4
Total

P 250000
K

1 724 10−= =
, .δ

  a 1449K =  MN/m  
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A.2.2 
Cálculo da rigidez torsional 

A rigidez torsional de uma viga, ou componente estrutural, é a relação entre 

o momento torçor aplicado no extremo e o ângulo girado mantendo fixo o outro 

extremo. 

t
T GJ

K
L

= =
θ

     (A.24) 

onde T é o momento torçor, θ  o ângulo de rotação e , ,G J L  são o módulo de 

elasticidade ao cisalhamento, o momento polar de inércia e o comprimento, 

respectivamente. 

 

A.2.2.1 
Cálculo analítico. 

Para o cálculo analítico da rigidez torsional, sobre o modelo simplificado da 

MTT, aplica-se o momento torçor máximo T = 1300 N.m, conforme se apresenta 

na Figura A.10. 

 
Figura A.10 Modelo simplificado da MTT sobre Torção 

 

A Figura A.10 apresenta um caso de viga estática sobre a qual se aplica um 

torçor e para sua análise, utiliza-se o estudo dos pórticos e quadros.  

 

A forma do pórtico, depois da deformação pela ação do momento torçor T , 

é representada pela linha laranja, como se apresenta na Figura A.11. 

A
B

C
D

Ec, Ic 

Ev, Iv 

Torçor 

x
y

z 
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Figura A.11 Modelo deformado da MTT pela Torção. 

 

O momento torçor T gera forças nos extremos das vigas AB e CD, que se 

opõem ao giro dos extremos das vigas e representam, a ação das colunas sobre as 

vigas horizontais. Na Figura A.12 mostra-se somente a metade do modelo pela 

simetria.  

 
Figura A.12 Separação das vigas e das colunas da MTT submetido à torção. 

 

Portanto, conhecendo-se as forças F1 e F2 pode-se determinar, sem 

dificuldade, as deflexões e as rotações geradas pelo torçor T sobre o modelo 

simplificado do MTT, através da simetria, F = F1 =  F2,  dado por: 

T
F

L
=      (A.25) 

onde L é o comprimento da viga. 

Na Figura A.13, apresenta-se o deslocamento do extremo B e D da coluna 

C

Ec, Ic

Ev,Iv

A

B
Torçor

F2

F1 

F1 

A 
B 

C
D

Ec, Ic 

Ev,Iv 

Torçor

x
z 

y
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BD , deslocando-se o extremo B para dentro do plano e C para fora do plano, na 

direção de z, e o deslocamento zδ  das colunas é dado por: 

 
Figura A.13 Deslocamento dos extremos da MTT submetido a torção. 

 

3 3

c c c c

F H F H
Z

3 E I 2 24 E I
max

.
.

. . . .
 δ = − = − 
 

   (A.26) 

onde H é o comprimento da coluna, ,  Ic cE  são o módulo de cisalhamento e o 

momento de inércia da coluna. 

 

O deslocamento zδ  na direção z devido ao momento torçor T, induz nos 

extremos da coluna uma rotação da viga AB  e CD  apresentado na Figura A.14.  

 
Figura A.14 Rotação da viga AB e CD da MTT submetido à torção. 

 

Os ângulos de rotação θ calculam-se pela equação (A.27). 

2.θ = α    (A.27) 

α 

Torçor 

x 

z 
α 

A,C B,D 

B 

D A 

C 

 

 zδ

 

 z / 2δ  

 z / 2δ  

2

l
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onde 
 

arcsin
z

l
 =  
 

δα  

Então, a rigidez torsional da máquina MTT (para as mesmas dimensões 

utilizadas para o cálculo da rigidez axial)é calculada utilizando as equações  (A.24) 

até  (A.27) como segue. 

Pela simetria, o deslocamento no extremo A é igual ao deslocamento no 

extremo C, calculada pela equação (A.26), como  
3

. 1.917
2 3. . 2c c

z F H

E I
 = = 
 

δ   

mm. Assim, tem-se,  3,8zδ =  mm. A partir do valor de δz  obtém-se o valor do 

ângulo de rotação como 0,619θ = °   e, finalmente, a rigidez torsional da MTT como 

117,44TK =  kN.m/rad. 

 

A.2.2.2 
Calculo utilizando Ansys. 

Os cálculos da rigidez torsional no modelo simplificado da MTT, também 

foram avaliados utilizando-se o software Ansys, com o propósito de verificar os 

cálculos analíticos. Na Figura A.15 (a) apresenta-se o modelo deformado da MTT 

no software Ansys devido ao momento torçor. 

 
Figura A.15  Modelo simplificado da MTT (a) Tensão e (b) deflexão da MTT devido ao 

torçor 

 

Na figura 4.17 apresenta-se o modelo deformado da máquina MTT na direção 

(a) (b)
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"z" devido ao momento torçor.  

 

Os cálculos foram realizados nas mesmas dimensões e cargas utilizadas no 

cálculo analítico. Os resultados foram os seguintes: 

 

 

Figura A.16  Deformação na direção " "z  do modelo simplificado da MTT gerado pelo 

torçor no Ansys 

 

Pela simetria, o deslocamento 1zδ  da viga superior é igual à viga inferior e 

da simulação de Ansys temos 0,1854zδ =  mm, a partir do qual se obtém o ângulo 

de rotação 0,021θ = ° .  

 

E finalmente a rigidez torsional da MTT 

 

4

1300

3,708.10−= =T

T
K

θ   3,507TK =  MN.m/rad 

 

A continuação apresenta-se uma tabela com a rigidez axial e torsional em 

diferentes diâmetros da coluna, a carga trativa e o momento torçor máximo, o 

mesmo utilizado nos cálculos acima. 
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Tabela A.1 Influência do diâmetro na rigidez axial e torsional 

(φ) 

Deflexão (δy) Rigidez Axial ( Ka ) 
Rotação 

(δz) 
Rigidez Torsional 

(KT) 
Analítico 
(10-4m) 

Ftool 
(10-4m) 

Ansys 
(10-4m) 

Analítico 
MN/m 

Ftool 
MN/m 

Ansys 
MN/m 

Ansys 
(10-4m) 

Ansys 
MN.m/rad 

75 1,822 1,797 1,724 1372 1391 1449 1,854 3,507 

100 1,262 1,262 1,274 1981 1981 1963 0,6466 10,053 

120 1,038 1,011 1,083 2407 2474 2308 0,4534 14,335 

140 0,89 0,871 0,9524 2782 2871 2625 0,2092 31,075 

150 0,846 0,819 0,8226 2954 3050 3040 0,1788 36,360 

170 0,763 0,7357 0,7309 3279 3390 3420 0,1266 51,334 

180 0,7274 0,702 0,6917 3437 3541 3600 0,1086 59,853 

 
 
 
A.3 
Rigidez axial do modelo simplificado da MTT no Ansys. 

As deflexões axiais geradas pela mesma carga de tração P = 250 kN sobre o 

novo modelo da MTT foram calculadas utilizando-se o software Ansys. 

 
Figura A.17 Tensões no modelo simplificado da MTT devido à carga trativa. 

A continuação apresentam-se os deslocamentos axiais do modelo 

simplificado da MTT na direção " "x , devido à carga trativa.  
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Figura A.18 Deslocamento na direção " "x  do modelo simplificado da MTT 

 

Na Figura 4.20, o deslocamento total é dado pela diferença do deslocamento do 

lado direito 0,0010889Dδ = −  e do lado esquerdo 0,00043506Iδ = , 

0,00152396Total D Iδ δ δ= − = . Finalmente, a rigidez axial do modelo simplificado 

da MTT é 4250000 / (15,2396.10 )aK −= , então, tem-se 164aK =  MN/m. 

Dado as colunas serem delgadas e o carregamento requerido ser alto, é 

necessário determinar no Ansys o carregamento que geraria o problema de 

flambagem sobre o novo modelo simplificado da MTT. 

 
Figura A.19 Análise da falha por flambagem da MTT em compressão pura 

A partir do análise de flambagem feita no Ansys pode-se determinar o fator de 

DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 0921530/CA



187 
 

 

 

flambagem 5,45P
fgk = , em compressão pura. Este representa o fator que 

multiplicado à carga máxima, prevê o carregamento que provocaria o problema de 

flambagem nas colunas. Neste caso, seria uma carga de P ≅ 100 MN. 

 

A.3.1 
Rigidez torsional do modelo simplificado da MTT no Ansys. 

Para calcular a rigidez torsional do novo modelo da MTT, foi calculado com 

o auxilio do software Ansys a máxima deflexão angular para a mesma condição de 

momento torsional T = 1300 N.m. Na Figura 4.22, apresentam-se as tensões 

máximas geradas pelo momento torçor, sobre a estrutura de reação do novo modelo 

da MTT. 

 
Figura A.20  Tensões no novo modelo da MTT devido a torção pura. 

As tensões máximas geradas pelo momento torçor máximo são de 

aproximadamente 69Misesσ =  MPa, portanto a estrutura de reação trabalha na zona 

elástica. Na Figura 4.23, apresentam-se os deslocamentos na direção "z" da 

estrutura de reação do o novo modelo da MTT. 
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Figura A.21 Deslocamento na direção " "z  do novo modelo da MTT 

A partir da Figura 4.23, a deflexão linear na direção " "z  é 1,428zδ =  mm , 

o comprimento das colunas 703 mm e de acordo com a Equação  (A.24), obtém-se 

a deflexão angular 0,002θ =  rad. Finalmente, a rigidez torsional do novo modelo 

da MTT  como 1300 / 0,002 650TK = =  kN.m/rad. 

Também foi feita a análise da falha por flambagem nas colunas do novo 

modelo da MTT devido a torção pura. Os resultados da análise feita no Ansys são 

apresentados na Figura 4.24. 

 
Figura A.22 Análise da falha por flambagem da MTT em torção pura 
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A partir da análise de flambagem Ansys, determina-se o fator de flambagem 

496T
fgk =  em torção pura, o qual representa o fator pelo qual teria que ser 

multiplicado o momento torçor máximo para gerar o problema de flambagem nas 

colunas. Neste casso seria um momento torçor de T ≅ 645 kN.m. 

 

A condição mais crítica do trabalho ocorre quando a MTT é submetida a um 

carregamento combinado de força axial máxima (P = 250 kN) e torque máximo (T 

= 1300 N.m).   Na Figura 4.25, apresentam-se as tensões de Mises geradas pela 

carga máxima combinada sobre a estrutura de reação da MTT. 

 
Figura A.23 Tensões de Mises devido a carregamento combinado sobre a MTT 

 

A tensão máxima sobre a estrutura de reação da MTT, devido a carregamento 

combinado, foi de 233,5Misesσ =  Mpa, abaixo da resistência ao escoamento do 

material, sendo portanto aceitável. 
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