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Resumo

Martins, Roberto Cintra; Saldanha, Nicolau Cor¢ao. O Algoritmo de
Fatoracao de Shor. Rio de Janeiro, 2018. 94p. Dissertacao de Mestrado
— Departamento de Matematica, Pontificia Universidade Catélica do Rio
de Janeiro.

A dissertagao apresenta detalhadamente o algoritmo de fatoragao de
Shor, tanto em termos de sua execuc¢ao passo a passo como mediante sua repre-
sentacao em forma de circuito, abordando aspectos tanto de sua parte classica
como de sua parte quantica. Inicialmente sao apresentados aspectos de teoria
dos numeros indispensaveis para a compreensao do algoritmo e em seguida
sao desenvolvidos conceitos e propriedades de mecanica quantica e de infor-
macao quantica pertinentes. Em atencao ao carater eminentemente estocastico
do algoritmo realiza-se um estudo de sua fonte estocastica e demonstram-se os
principais teoremas que embasam a avaliacao de sua probabilidade de sucesso.
Desenvolvem-se exemplos de simulacao classica do algoritmo. Finalmente, a
eficiéncia do algoritmo de fatoracao de Shor é comparada com a de algoritmos

classicos.

Palavras—chave
Computacao Quantica. Circuitos Quanticos. Fatoracao de inteiros. Com-

plexidade Computacional.
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Abstract

Martins, Roberto Cintra; Saldanha, Nicolau Cor¢ao (Advisor). Shor’s
Factoring Algorithm. Rio de Janeiro, 2018. 94p. Dissertacao de
Mestrado — Departamento de Matematica, Pontificia Universidade
Catolica do Rio de Janeiro.

The dissertation presents in detail Shor’s factoring algorithm, including
its execution step by step and its representation in the form of a circuit,
addressing aspects of both its classical and its quantum parts. Aspects of
number theory indispensable to understand the algorithm are presented,
followed by a development of concepts and properties of quantum mechanics
and quantum information. Considering the eminently stochastic character of
the algorithm, a study of its stochastic source is carried out and the main
theorems that support the evaluation of its probability of success are proved.
Examples of classical simulation of the algorithm are developed. Finally, the
efficiency of Shor’s factoring algorithm is compared with that of classical

algorithms.

Keywords
Quantum Computing; Quantum Circuits; Integer Factoring; Computa-

tional Complexity
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1
Introducao

“El problema de distinguir nimeros primos de nimeros compuestos
y de resolver estos tltimos en sus factores primos es conocido como uno
de los mas importantes y tutiles en aritmética ... la dignidad de la ciencia
misma parece requerir que todos los medios posibles para la solucién de un

problema tan elegante y tan célebre sean explorados.” C. F. Gauss [1].

1.1
Breve Histoérico

Até recentemente a grande maioria dos profissionais de computacao
considerava e tratava o computador essencialmente como um instrumento da
Matemaética. Ainda que ninguém pudesse considera-lo um ente imaterial, muito
poucos encaravam o computador como um sistema sujeito as leis naturais que
regem o comportamento da matéria, em particular as leis da Fisica.

Encarar o computador como um sistema dinamico sujeito a processos
fisicos, tal como qualquer outro equipamento produzido pelo homem, ou
qualquer ente da natureza, era e ainda é uma atitude rara.

As razoes pelas quais esse déficit de consciéncia ou de atitude cientifica
face ao objeto computador surgiu e se estabeleceu desde os primoérdios da
Ciéncia da Computacdo podem vir a ser tema de pesquisa de interesse
tanto para historiadores como para futurélogos dessa ciéncia. Afinal, por
que a comunidade cientifica tomou o computador como mero instrumento
da Matematica e nao o tratou como um sistema ou processo em si mesmo,
submetido as leis naturais?

Nao cabe aqui estender tal questionamento mais além: ao contrario,
pretendemos aqui apenas registrar o déficit de um olhar de fisico dirigido ao
computador, que constituiu um fato consumado na comunidade cientifica até

bem pouco tempo.
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Neste sentido é notavel a contribuigdo de R. P. Feynman [2], ao apontar
para o 0bvio que até entao nao era 6bvio para ninguém: assim como qualquer
outro ente material, também o computador esta sujeito as leis da natureza, em
particular as leis da Fisica, mais em particular aquelas pertinentes a fronteira
mais avancada desta ciéncia, & Mecanica Quantica .

Segundo Feynman [2], este fato pode ser usado visando & construgao de
computadores nos quais se pudessem explorar as implicagoes das leis quanticas
que regem todo o mundo fisico.

Em sequéncia a este insight de Feynman, observa-se o surgimento de um
novo campo de pesquisa, a Computacao Quantica, com significativa produgao
académica. Hoje a Computacao Quantica comeca a superar as fronteiras
do ambiente académico e aponta desdobramentos promissores no mundo da
producao e comercializacao de produtos e servigos.

Contudo a industria da Computacao Quantica é ainda uma entidade
remota e a pesquisa académica em torno do tema ainda se refere, com certa
cautela, a um “computador quantico hipotético”. Entretanto nas sociedades
mais avancadas a Mecanica Quantica ja se constitui em fundamento cientifico
de importancia estratégica para a geracao de riqueza no cenario economico,
com implicacoes em nivel global.

Ainda que o sucesso da Mecénica Quantica como a teoria cientifica mais
bem sucedida de todos os tempos possa e deva ser qualificado, nao resta
duvida de que com seu advento ocorre uma quebra de paradigma em nosso
modo de ver o mundo e em nosso modo de vida. Especificamente no que diz
respeito as Ciéncias da Computacao, gracas a Feynman hoje reconhecemos
conscientemente que mesmo o chamado computador classico é um produto da
Mecanica Quantica entendido, explicado, projetado e construido a partir dela.

Segundo P. Shor [3], Benioff [4], [5], [6] parece ter sido a primeira
pessoa a vislumbrar a interacdo entre computacdo e Mecanica Quéantica,
pouco antes do trabalho pioneiro de R. P. Feynman. Embora Benioff nao
tenha se perguntado se a Mecanica Quantica de fato confere poder extra
a computacao (esta foi a questdo colocada por Feynman), ele mostrou que
a opera¢ao unitdria reversivel ja era suficiente para desempenhar o poder
computacional de uma maquina de Turing, mostrando assim que a Mecanica
Quantica aplicada é computacionalmente no minimo tao poderosa quanto os
computadores classicos. Seu trabalho foi fundamental para tornar possivel a
pesquisa posterior sobre computadores quéanticos.

Ainda segundo P. Shor [3], Feynman [2],[7] parece ter sido o primeiro

a sugerir que a Mecanica Quantica pode ser computacionalmente mais pode-

1O contetido histérico desta segdo foi elaborado com base em Shor [3].
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Capitulo 1. Introducio 14

rosa do que maquinas de Turing. Ele deu argumentos a respeito de porque a
Mecanica Quantica é intrinsecamente cara, do ponto de vista computacional,
quando simulada em um computador classico. Ele também levantou a possibi-
lidade de usar um computador baseado em principios da Mecanica Quantica
para evitar esse problema, implicitamente colocando a questao inversa, qual
seja: “Usando a Mecanica Quantica em um computador pode-se calcular mais
eficientemente do que em um computador classico?”

O primeiro a colocar tal pergunta explicitamente foi Deutsch [8]. Para
estudar esta questao, ele definiu tanto maquinas quanticas de Turing quanto
circuitos quanticos e investigou algumas de suas propriedades.

A mesma questao foi posteriormente abordada por Deutsch e Jozsa
[9] e Berthiaume e Brassard [10], [11]. Esses trabalhos mostraram que ha
problemas que os computadores quanticos podem rapidamente resolver de
forma exata, mas que computadores classicos s6 podem resolver rapidamente
com alta probabilidade e utilizando geradores de nimeros aleatorios. No
entanto, esses documentos nao mostraram como resolver nenhum problema em
tempo polinomial em um computador quantico, que ja nao fosse anteriormente
conhecido e resolvivel em tempo polinomial em um computador classico com
a ajuda de um gerador de nimeros aleatorios, permitindo uma pequena
probabilidade de erro: esta é a caracterizacao da classe de complexidade BPP
(bound error probability probabilistic polynomial time), a qual é reconhecida
como a classe de problemas resolviveis eficientemente.

Outros trabalhos sobre esse mesmo problema surgiram sob o estimulo da
contribui¢do de Bernstein e Vazirani [12]. Um dos resultados contidos em seu
trabalho foi um problema de ordculo (ou seja, um problema envolvendo uma
sub-rotina “caixa preta” executavel em computador, mas para a qual nenhum
codigo é acessivel) que pode ser feito em tempo polinomial em uma maquina de
Turing quantica, mas que requer tempo superpolinomial em um computador
classico.

Esse resultado foi melhorado por Simon [13], que deu uma construgao
muito mais simples de um problema de oraculo que leva tempo polinomial em
um computador quantico, mas requer tempo exponencial em um computador
classico. Com efeito, enquanto o problema de Bernstein e Vazirani parece
artificial, o de Simon parece bastante natural.

O algoritmo de Simon inspirou o trabalho inovador de Shor, considerado
por muitos um auténtico breakthrough na histéoria recente da computacao:
algoritmos em computacao quantica em tempo polinomial para fatoragao de
grandes inteiros e para logaritmos discretos. De fato, trata-se aqui de dois pro-

blemas de teoria dos niimeros que ja vinham sendo extensivamente estudados
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sem que se tivesse descoberto algoritmo em tempo polinomial em computacao
classica (Pomerance [14], Gordon [15], Lenstra e Lenstra [16], Adleman e Mc-
Curley [17]). Tais problemas sao tao consensualmente considerados dificeis que
varios sistemas de criptografia baseados em sua dificuldade foram propostos
e aplicados, incluindo o amplamente utilizado criptosistema de chave ptblica
RSA desenvolvido por Rivest, Shamir e Adleman [18].

Mas, nas palavras de Lomonaco [19], “Peter Shor suddenly changed the
rules of the game”. Shor mostrou que esses problemas podem ser resolvidos
em tempo polinomial em um computador quantico com uma pequena proba-
bilidade de erro, o que levou alguns a imaginar que sistemas criptograficos
amplamente usados pelo setor financeiro das grandes economias do mundo
estivessem com seus dias contados em decorréncia desta sua contribuicao ino-
vadora.

A construcao fisica de computadores quanticos é em principio viavel
de acordo com as leis da Mecéanica Quantica. Com efeito, desde a década
de 1980 sugestoes tém sido feitas visando projetos para construcao de tais
computadores (Teich, Obermayer e Mahler [20], [21]; Lloyd [22]; Cirac e Zoller
[23]; DiVincenzo [24]; Sleator e Weinfurter [25]; Barenco et alli [26]; Chuang e
Yamomoto [27]), ainda que dificuldades substanciais na construcao de qualquer
um deles tenham sido identificadas (Landauer [28]; Unruh [29]; Chuang et alli
[27]; Palma, Suominen e Ekert [30]).

Contudo, o estado da arte ja indica que os primeiros computadores quan-
ticos ja foram fisicamente construidos. Os obstaculos mais dificeis no sentido de
sua utilizacao pratica parecem envolver a decoeréncia de superposi¢oes quan-
ticas através da interacao do computador com o meio ambiente e a implemen-
tagao de transformagoes de estados quanticos com precisao suficiente para dar
resultados acurados apds muitos passos de calculo. Ambos esses obstaculos
tornam-se ainda mais dificeis a medida em que a dimensdao do computador
cresce. Por essa razao pode vir a ser possivel construir pequenos computadores
quanticos, enquanto um aumento de escala em dire¢do a construcao de maqui-
nas grandes o suficiente para fazer computacoes interessantes pode apresentar

dificuldades fundamentais.

1.2
Motivacao

Nao sabemos quao longe nos encontramos do dia em que os sistemas de
criptografia que preservam o sigilo bancario em todo o mundo serao superados.
Entretanto, é 6bvio que a pesquisa em Ciéncias da Computacao nao deve se

apegar apenas a este fato como unico desafio motivador para seu avanco.
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Com efeito, ainda que nunca seja construido um computador quantico, a
pesquisa em torno a contribuicdo de Shor ilumina o problema de simulagao de
Mecanica Quantica em um computador classico. Qualquer método que faga isso
para um operador hamiltoniano arbitrario sera necessariamente apto a simular
um computador quantico. Portanto, qualquer método geral para simulagao de
Mecanica Quantica que apresente uma desaceleracao polinomial ird levar a um
algoritmo em tempo polinomial para fatoracao de inteiros.

Nesta dissertacao optamos por estudar um algoritmo que é um breakth-
rough na recente historia das Ciéncias da Computacao, mais especificamente
no interior da mais jovem de suas areas, a Computacao Quantica.

Esses fatos sao razoes mais que suficientes para explicar a motivacao para

a escolha do tema deste trabalho.

1.3
Organizacao

A dissertagao esta organizada nos seguintes capitulos:

Capitulo 1: Introdugao

Capitulo 2: Aspectos de Teoria dos Numeros

Capitulo 3: Breve Introducao a Mecanica Quantica Voltada para a
Computacao Quantica

Capitulo 4: Circuitos Quanticos

Capitulo 5: O Algoritmo de Fatoragao de Shor: Apresentagao Passo a
Passo e Exemplos

Capitulo 6: Demonstragao de Teoremas Relativos a Fonte Estocéstica do
Algoritmo de Shor

Capitulo 7: A Parte Quantica do Algoritmo de Shor como Circuito

Capitulo 8: Consideragoes Finais
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2
Aspectos de Teoria dos Numeros

Neste capitulo vamos apresentar defini¢oes, conceitos, teoremas e propri-
edades baseados em teoria dos niimeros que serao tteis para o desenvolvimento
e o entendimento do tema central deste trabalho, o algoritmo de fatoracao de
Shor.

Essa apresentacao devera seguir uma sequéncia que se iniciara por
aspectos basicos e elementares, para avancar por meio de um discurso que

se pretende breve e coerente em direcao a aspectos mais complexos.

2.1
Um Breve Preambulo: Notacao para Conjuntos Numéricos

Em toda esta dissertacao, sera adotada a seguinte notacao:

N={0,1,2,...} é o conjunto dos nimeros naturais
N* = {1,2,...} é o conjunto dos nimeros inteiros positivos
Z=A...,—2,—1,0,1,2,...} é o conjunto dos nimeros inteiros
Q é conjunto dos nimeros racionais
R ¢é conjunto dos niimeros reais
C ¢ conjunto dos niimeros complexos

2.2
Congruéncia

No algoritmo de Shor o conceito de ordem multiplicativa de um inteiro é
central. Por sua vez este conceito se baseia em outro, o de congruéncia.
Dizemos que uma relacao ~ sobre um conjunto X ¢é de equivaléncia se

ela é reflexiva, simétrica e transitiva.
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Dado um conjunto X, um x € X e uma relacao de equivaléncia ~, define-
se classe de equivaléncia x de x como o conjunto de todos os elementos de X

equivalentes a = pela relagdo ~:

T={yeX;y~uz}

O conjunto {z;z € X} das classes de equivaléncia de ~ ¢é chamado
quociente de X por ~ e é denotado por X/ ~.

Sejam a,b,n € Z, n # 0. Dizemos que a é congruente a b moédulo n e
escrevemos a = b (mod n) se nla — b, ou seja, se a e b deixam o mesmo resto
na divisao por n, ou ainda, se b = a + kn com k € Z.

Dado n € Z, n # 0, a relagdo de congruéncia médulo n é uma relacao de
equivaléncia e portanto define classes de equivaléncia.

O quociente de Z pela relagdo de congruéncia modulo n é chamado anel
de inteiros modulo n e serd denotado por Z/(n) nesta dissertagao.

Dizemos que um inteiro a é invertivel moédulo n se existe b € Z com
ab=1 (mod n). E facil provar que tal b existe se e somente se mdc(a,n) = 1.

Define-se o grupo de unidades (Z/(n))* como o subconjunto de Z/(n)

formado pelos elementos invertiveis de Z/(n), isto é, (Z/(n))* = {a €

Z/(n);mdc(a,n) = 1}.

2.2.1
Formas de Notacao do Residuo

Dados os inteiros positivos a e n, temos a = a + kn (mod n) para todo
k € Z, onde a + kn é o residuo da congruéncia, o que nos permite denota-lo
de diferentes formas.

A seguir descreveremos duas notagoes para o residuo que serao usadas
neste trabalho: o resto da divisao de a por n e o residuo de menor magnitude.

Notacao do Residuo através do Resto

Dados a,n € Z, n # 0, existem ¢,r € Zcom 0 < r <nea=nqg-+r.
Tais ¢ e r sao unicamente determinados e sao chamados o quociente e o resto
da divisdo de a por n. O resto r é por vezes denotado por a mod n.

Notagao através do Residuo de Menor Magnitude

Dados a,n € Z, n > 0 define-se o residuo de a médulo n de menor

magnitude como o tnico inteiro {a},, tal que

n

a={a}, (modn), —5 < {a}n < 5
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E imediato notar que:

{a}nza—n-round(a> :a_nv_i_lJ

n n 2

onde |z] denota o tnico inteiro k tal que k <z < k + 1.

Concluindo nossas consideragdes sobre congruéncia, notamos que na
notacao do residuo através do resto r = a mod n temos sempre um residuo r
inteiro tal que 0 < r < n—1, enquanto na notacao através do residuo de menor

magnitude temos sempre que um residuo {a}, inteiro tal que —% < {a}, < 3.

2.3
Ordens Aditiva e Multiplicativa

Intimamente ligado ao conceito de congruéncia encontra-se um teorema
basico para o entendimento do algoritmo de fatoracao de Shor, o teorema
chinés dos restos. Entre as diferentes versoes de seu enunciado, uma nos é de
particular interesse, pois lida com o conceito de ordem multiplicativa, que é
central no algoritmo.

Por outro lado, nas demonstragoes dos teoremas 13 e 14 da se¢ao 2.10
deste capitulo, que fundamentam a avaliacido de riscos de fracasso na execucao
do algoritmo de Shor, faremos uso do conceito de ordem aditiva.

Por essas razoes importa aqui apresentar os conceitos de ordem aditiva
e ordem multiplicativa.

Dados m, M € N* define-se ordem aditiva de m médulo M como o menor

inteiro positivo ord,; m tal que
m-ordym=0 (mod M)
Vale observar que a fungao
f:N—=N

z — m -z mod M

é periddica com periodo ord,; m, no sentido de que ord,; m é o menor niimero
inteiro positivo tal que f(z) = f(x + ordy; m) para todo x € N*.
Analogamente, dados n, N € N* com mdc(n, N) = 1, define-se ordem

multiplicativa de n médulo N como o menor inteiro positivo ordy n tal que

nv" =1 (mod N)
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valendo observacao analoga a anterior, de que a funcao
f+N—=N

z — n® mod N

é periodica com periodo ordy n, no sentido de que ordy n é o menor niimero
inteiro positivo tal que f(z) = f(z + ordy n) para todo x € N*.

Em particular nas demonstragoes dos teoremas 13 e 14 da segao 2.10
deste capitulo vamos aplicar a ordem aditiva ordy; m com M = 2/, f € N,
conforme explicitado na lista a seguir, que contém os elementos a de

Z/(2") ={0,1,...,2/71} segundo sua ordem nesse anel de inteiros.

Com ordyz(srya =1 tem-se um tnico elemento, a = 0.

Com ordy /25y a = 2 tem-se um tnico elemento, a = 271,

Com ordz(ar) a = 4 tem-se dois elementos, a = 2/7% e a = 3 - 2/72,

Com ordz ) @ = 8 tem-se quatro elementos, a = 2/=3 3.2/=3 5.2f/=3 7.
2/=3,

Com ordyerya = 277! tem-se 2772 elementos, a = 2,3-2,5-2,...,27 =2,

Com ordz(ary a = 2/ tem-se 2/~ elementos, a = 1,3,5,...,2/ — 1.

Neste capitulo voltaremos a abordar o conceito de ordem multiplicativa
de forma mais elaborada na sec¢ao 2.8, relacionando-a a anéis de inteiros médulo

n, a grupos de unidade, a funcao totiente de Euler e a raizes primitivas.

2.4
Teorema Chinés dos Restos ou Teorema dos Restos Chinés

Na literatura encontram-se diversas versoes para o enunciado deste
importante teorema, das quais mencionamos a seguir apenas duas.

Uma versao mais fraca do enunciado é muito frequentemente encontrada
na literatura. Esta versao nao remete diretamente ao conceito de ordem mul-

tiplicativa:

Teorema 1 (Teorema dos restos chinés - enunciado mais fraco). Seja dado o
sistema de congruéncias:
x =b; (mod ay),

x = by (mod ay),

x = by (mod ay)
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onde a;,a; sao primos entre si para i # j.
Entao hda uma solucio x que satisfaz todas as congruéncias. Além disso

quaisquer duas solucoes sao congruentes entre st modulo aias - - - ay.

A seguir apresentamos um enunciado mais forte que é de maior interesse
para nosso trabalho, pois esta diretamente relacionado a ordem multiplicativa
e sera utilizado na demonstragao dos teoremas 14 e 15 ao final deste capitulo.
Estes dois teoremas sao centrais para a avaliacao da probabilidade de sucesso

na execuc¢ao do algoritmo de fatoracao de Shor.

Teorema 2 (Teorema dos restos chinés - enunciado mais forte). Sejam
aiy,...,ag inteiros positivos primos entre si (dois a dois). Seja A = ajag - - - ay.

Entao o mapa

fZ)(A) = Z)(a) © Z[(az) @ - - © Z/(ax)

bmod A — (bmod a;,b mod ay,...,bmod a;)

¢ um isomorfismo no sentido de ser uma bijecao que preserva somas e produtos,

explicito e natural.

Corolario 1. Sejam ay, ..., ay inteiros positivos primos entre si (dois a dois).

Seja A = ajas - --ay. A restrigio

Flayap - (Z/(A) = (Z/(a1))" © (Z/(a2))* @ --- & (Z/(ax))"

¢ um isomorfismo, no sentido de ser uma bijecio que respeita produtos,

explicito mas nao natural.

Corolario 2. Em particular, para N1 e Ny primos entre si temos

ordy, v, m = mmc(ordy, m,ordy, m).
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2.5
Fracées Continuas

2.5.1
Definicao e Procedimento de Obtencao

No algoritmo de Shor a ordem multiplicativa ordym, onde m ¢é
escolhido aleatoriamente e N é o inteiro a ser fatorado, é obtida mediante
a notacao de um racional como fracao continua.

Seja ¢ um numero real. Sabe-se que ¢ pode ser escrito como fracao

continua na forma

1
c=ag+
1
aq +
1
az + —
onde ag é um natural e a, as, ... sdo inteiros positivos.
Os valores de ag, a1, ... sao obtidos recursivamente pelo procedimento:

Faca sp = ¢ e tome ag = |so|,r1 = S0 — ag
Se r; =0, entao ¢ = sg = ag, FIM

1
Se 1 #0, faga S1 = E,al = [Slj,m:sl—al

Dado sg, tome ay = sk |, rkr1 = sk — ax
Se rgr1 =0, faca M =k, ap = ag, FIM

Se rip1 # 0, faga spq = L

Thit’ Ak+1 = L3k+1J>Tk+2 = Sk41 — Qk41

A execugao passo a passo desse procedimento leva as seguintes igualda-

des, que resultam na notacao do real ¢ como fracdo continua:

c=S=aq+rn=aq+—=aqy+ — =
51 ay + T2
1 1
_a0+a+iza0+a+ I = .:a0+
1 52 1 a2+r3 1

a; + ———
1
CL2+7

No caso de ¢ ser um racional, o procedimento recursivo acima termina

em um numero finito de passos e teremos o inteiro positivo k tal que rp; 1 = 0.
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Fazemos entdao M = k,ay = ax e a notagdo de ¢ como fragao continua

toma a forma

1
c=ap+
1
aq +
1
as +
1
R
amp
2.5.2
Convergentes
Define-se o n-ésimo convergente de ¢ como
1
Cn = Qg +
1
ay +
1

ay + ———
1
an

No caso de ¢ ser um racional, temos obviamente 0 < n < M.
Seja f}ﬁ a forma irredutivel do n-ésimo convergente c,,.
n

Os valores p,, e ¢, sdo obtidos recursivamente pelas relagoes:

Do = Gy, p1 = a1ap + 1, Dn = pPn—1 + Pn—2

g =1, Q= ai, On = AnQn—1 + Gn—2-

253
Fracoes Continuas e Algoritmo de Euclides

Dado o racional ¢, seja % sua forma irredutivel. A relagdo entre fracao
continua e o algoritmo de Fuclides fica clara quando aplicamos tal algoritmo
para obter d = mdc(p, q) quando %’ ¢ a forma irredutivel de c.

Temos entao, seguindo passo a passo o algoritmo de Euclides:

p=apq+r,0<r, <q Ser;=0,d=q=1, FIM.

Ser; #£0,q=ayr; + 72,0 <1ry<r;.Sers =0,d=r; =1, FIM.

Seryg £ 0,11 =agrys +13,0<r3<ry.Ser3=0,d=1ry =1, FIM.
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Se r # 0,11 = aprg + T5e1,0 < 1y < 1. Se 1 = 0,d =1 = 1,
FIM.

Terminando com

d =mdc(p,q) =1

Em sua aparente ingenuidade, a execucao passo a passo do algoritmo
de Fuclides para obter o maximo divisor comum dos inteiros p e ¢ primos
entre si parece algo sem sentido. Entretanto ela auxilia o entendimento e a
visualizacao dos sucessivos denominadores da notagao como fragdo continua
do racional ¢ = % e sugere um procedimento eficiente para a obtencao dessa
notagao, pois temos:

p=ayq+r,0<r <qg—=2=a+ 1,

q=a17’1+7”2,0§7“2<T1—>%=a1+ﬁa

1
Tl:CL2T2+7”3,0§7’3<T2—>%:0J2+§,

T™M—2

_ 1
s = M1t Tt

M
ryv-1 = apuTy +rysprcomryy; =0—=>d=ry=1—ay =ry_1=

Tv—2 = ay—1Tm-1+ a0 Sy < —

antepenultimo resto na execucao passo a passo do algoritmo de Euclides.

Em particular, no algoritmo de Shor a ordem multiplicativa de m modulo
N serd obtida como o denominador ¢, do convergente ¢, = ZZ—: do racional
c. Por conta disso o teorema a seguir é de interesse, pois nos oferece uma
condicao suficiente para que um racional seja um convergente da expansao

por fragoes continuas de um real.

Teorema 3. Se x € um numero real e a e b sao inteiros com b > 0 satisfazendo

¢ — ] < ﬁ entdo § € um convergente da fragdo continua de x.

2.6
Exponenciacao Modular

Intrinseca a defini¢ao de ordem multiplicativa de um inteiro m médulo N
encontra-se a necessidade de operar o calculo de poténcias de m em aritmética

modular.
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Dados dois inteiros positivos a e m com m > 1, pode-se obter m® mod N
aplicando-se o algoritmo classico de exponenciagao modular como a seguir.

Seja a = ag + 2a; + 22%as + ... + 2%a, a representacdo bindria de a.

onde a; € {0,1},:=0,1,...,s —1leas = 1.

Inicie com my = m e entao para ¢ =1, ..., s calcule

m; = mi_;m®~ mod N
Terminando com
ms = m® mod N

pois é claro que

2 s
me = mao+2a1+2 az+...+2%ag mod N

2.7
Nuameros Primos e a Funcao Totiente de Euler

2.7.1
A Funcao Totiente de Euler

A funcao totiente de Euler estd presente no enunciado de teoremas que
asseguram limitantes inferiores positivos para a probabilidade de sucesso na
obtencao da ordem multiplicativa ordy m — um passo decisivo no algoritmo
de fatoracao de Shor.

A funcao totiente de Euler associa a cada inteiro positivo n o ntimero de

inteiros positivos menores que n e primos com n:
¢:N*"— N~
n— |(Z/(n))*|={ea€Z;1<a<n-—1mdc(a,n) =1}

2.7.2
Alguns Teoremas Fundamentais Envolvendo Niimeros Primos e a Funcao
Totiente de Euler

A seguir apresentamos alguns teoremas envolvendo niimeros primos
e a funcao totiente de Euler, pertinentes a teoria dos nimeros elementar,

que se aplicam ao tema desta dissertacao. Suas demonstragoes sdo bastante

conhecidas e encontram-se disponiveis na literatura.
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Teorema 4 (Teorema fundamental da aritmética). Seja n € N;n > 2. Pode-
se escrever m de uma unica forma, a menos da ordem dos fatores, como um

produto n = pips - - Pm, onde m € N* e py,pa, ... pp sS40 primos.

Outra forma de escrever a fatoragdo acima é n = p{'p3?---p*, onde
P1, P2, - - - P SA0 primos distintos e e, eq, ... e, € N,

n—1

-p

V12

Teorema 5. Se p é primo e n € N* entdo ¢(p") = p

Teorema 6. Se m e n sao primos entre si entao ¢(mn) = ¢(m)p(n)

(3

Teorema 7. Se n = pi'ps®---pF onde p1,pa,...pr SG0 primos distintos e

e1,€s,...€, € N entdo

1 1 1
o) =l = )= ) (1= )

Corolario 3. Sen =pips...px com p1,pa,...pr primos distintos entao

p(n) =1 —L)(p2—1)-- (pp — 1)

Teorema 8 (Teorema de Euler - Fermat). Se mdc(a,m) = 1 entdo a®™ =1

(mod m).

Um caso particular desse teorema é o

Teorema 9 (Pequeno Teorema de Fermat). Seja p um nimero primo. Qual-
quer inteiro a satisfaz a? = a (mod p) e todo inteiro a ndo divisivel por p

satisfaz a?~' =1 (mod p).
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2.8
Ordem Multiplicativa e Raizes Primitivas

Dada a classe de equivaléncia m € (Z/(N))* define-se ordem multipli-
cativa de m como o menor inteiro positivo ordy m tal que mN™ = 1 em
Z/(N).

Se m, N € Z com mdc(m, N) = 1, define-se ordem multiplicativa de m
mo6dulo N, denotada por ordy m, como a ordem de m € (Z/(N))*.

Notamos que pelo teorema de Euler-Fermat tem-se ordy m|¢(N). Se
ordy a = ¢(N), dizemos que a é raiz primitiva modulo N.

Associado ao conceito de raiz primitiva temos o seguinte teorema, que
serd importante nas demonstragoes dos teoremas 13 e 14 apresentados na secao

2.10 deste capitulo.

Teorema 10. FEziste alguma raiz primitiva modulo N se, e somente se,

N =2 N=4,N =p* ou N =2p*, onde p é primo impar.

Este teorema encontra-se demonstrado em [31].

Em particular, nas demonstragoes dos teoremas 13 e 14 usaremos a
raiz primitiva de p™ com p primo impar como base para transformacoes
logaritmicas.

O resultado basico mais importante sobre ordem multiplicativa é que
m'=1 (mod N) <= ordymlt
Lembramos que ordy m é o periodo da funcao
f+N—=N

z — m® mod N

e que

ordy, v, m = mmc(ordy, m, ordy, m)

2.9
Teoremas mais Avancados Envolvendo a Funcao Totiente de Euler

Conforme ja mencionamos, a fungdo totiente de Euler é utilizada na
demonstracao de teoremas que asseguram limitantes inferiores positivos para
as probabilidades de sucesso de certos passos do algoritmo de fatoracao de
Shor. Na demonstracao desses teoremas comparecem os teoremas e colorarios
a seguir, que vao além do campo da teoria dos nimeros elementar. Suas

demonstragoes exigiriam a elaboracdo de temas especificos da teoria dos
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numeros e fogem ao escopo desta dissertacao.

Teorema 11. Eziste C' > 0 tal que para N inteiro positivo suficientemente

o(N) ~ C
N = logylogy N

grande tem-se

O uso de base 2 explicito no enunciado nao ¢é indispensavel para que
se garantam limitantes inferiores positivos para as probabilidades de sucesso
mencionadas. Contudo na demonstracdo de teoremas referentes a essas pro-

babilidades log, é explicitado.

Este teorema encontra-se demonstrado em [32].

Teorema 12. Seja N inteiro positivo. Entdo lim inf 2N — =7 onde v denota
Inln N

a constante de Euler

v = 0.57721566490153286061..., e~ = 0.5614594836...

Este teorema encontra-se demonstrado em [33].

Corolario 4. Seja P inteiro positivo. Entao

¢(PP) >e " —e(P)

Inln P

onde €(P) € uma sequéncia mondtona descrescente de nimeros reais positivos

que converge para 0.

Corolario 5. Sejam N e m inteiros positivos e seja P = ordym. Entao

o(P) S eV —¢(P) S e’ —e(P) e —¢e(P) < e’ —¢(P) 1
P = InlmnP ~ InlnN  Inln2+Inlog, N — In2  log,log, N

Aqui também o uso de base 2 explicito no enunciado nao é indispensavel,
mas conveniente tendo em vista a demonstracao de teoremas referentes a

probabilidade de sucesso do algoritmo de Shor.
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2.10
Probabilidades

Ao contrario dos teoremas das segoes 2.7 e 2.9, os trés teoremas a seguir
e seus corolarios se inserem de forma significativa e direta no escopo desta
dissertacao, pois enunciam explicitamente limitantes superiores ou inferiores
para as probabilidades de ocorréncia de fracasso ou de sucesso, respectiva-
mente, no algoritmo de fatoracao de Shor. Por essa razao vamos aqui proceder

as suas respectivas demonstragoes.

Teorema 13. Seja dado N € N, N impar. Escolhe-se um inteiro m uni-
formemente distribuido em (Z(N))*. Entao Probordym ser impar) < 3,
onde k € o niumero de fatores primos distintos de N. Além disso, tem-se que

Prob(ordy m ser impar) é uma poténcia inteira positiva de %

Demonstragao. Pelo teorema fundamental da aritmética temos
N = piip?..pik

onde py, pa, ...pr sdo primos impares distintos e ey, s, ...e;, € N*.

Sabemos do teorema 5 que para p primo e n € N* temos ¢(p") =
p"Y(p—1) onde ¢ ¢é a funcio totiente de Euler. Logo nestas condigoes ¢(p™)
é par.

Decorre do corolario 1 que

(Z/(N)) = (Z/(p?)" @D (Z/(p")"

Aplicando transformagoes logaritmicas, com bases dadas pelas respecti-

vas raizes primitivas, temos

(Z/(N))* =Z/(6(pT')) & - D Z/(6(p}"))
Do teorema do resto chinés segue
(Z/(N) =Z/( =) ® L/ (7 7") - O L/ (pp — 1) ©Z/ (0 )

onde p; — 1 é par e pode ser fatorado como 27i¢#%* - - g% com g1, qy

primos fmpares, f; > 0,1 >0, p; = 2/ + 1 (mod 2/*!) e teremos:

(pr— 1) (pr — 1) =200g{y - gt - - 2Pmgdht - g
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Aplicando tal fatoracao a expressao anterior temos
(Z/(N))* =(Z/(P7) ® - @ (Z/(p}*))" = Go ® Gy

onde
Go=2/(2") & dZ/(2"),

cuja ordem é 21t Hfr) o

Gr=2Z/(¢}")..®Z/ (¢} ) ®Z/(p7 ) ®... 0L/ (¢ff") - - DL/ (qf ) DL/ (1),

que tem ordem impar.

Devemos sortear aleatoriamente um inteiro m uniformemente distribuido
em (Z/(N))*, com interesse voltado para a probabilidade de que a ordem
multiplicativa de m moédulo N seja impar. Notamos que esse procedimento é
equivalente ao sorteio aleatério de um elemento a em Gg @ (G, com interesse
voltado para a probabilidade de que a ordem aditiva de a médulo N seja impar.
Com base nessa equivaléncia doravante passaremos a utilizar exclusivamente o
segundo procedimento, isto ¢, adotaremos sempre Go®Gy, e nao mais (Z(N))*,
como espaco amostral para nosso sorteio aleatério.

Para a = (ap,a1) € Gy ® G4, temos pelo corolario 2
ordg,ea, (@, a1) = mme(ordg, ag, ordg, a;)

Por outro lado, para a € Gy = Z/(2") @ --- @ Z/(2/*),a = (ay ... a),

temos pelo corolario 2
ordg, a = mmc(ordyn) a1, - - ;0rdy /(of1) a)

Ao sortearmos um elemento a = (ag, a;) uniformemente distribuido em
Go @ (1 a paridade da ordem de a médulo N dependera somente da escolha
aleatoria de um elemento ag uniformemente distribuido em Gy, pois GG; tem
ordem impar.

Ora, Z/(21) = {0,1,...,2/i — 1} possui 2/ elementos, dos quais somente
um elemento é de ordem impar moédulo N: o elemento 0, que tem ordem 1
médulo N. Os demais elementos de Z/(2/1) tém ordem dada por 2", com
n = 1,..., f;. Portanto em G temos somente um elemento de ordem impar
modulo N: o elemento (0,0,...,0), que tem ordem 1 médulo N.

Notando que G possui 2/1+*+/k elementos, temos Prob(ordya ser
fmpar)=srr=7

Como f; > 1 parai € {1,2,...,k}, o teorema estd demonstrado. n
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Corolario 6. Seja dado N € N, N impar, N > 3. Escolhe-se um inteiro
m uniformemente distribuido em (Z(N))*. Entao Prob(ordy m ser impar)
< % Para N composto com pelo menos dois fatores primos distintos tem-se
Prob(ordy m ser impar) < 1.

Teorema 14. Seja N € N impar com k fatores primos distintos, k >
2. Sorteia-se aleatoriamente m € (Z/(N))*, com distribuicio uniforme de
probabilidades. Entao

- 1

Prob((ordy m ser par) A(m~2 4+ 1=0 (mod N))) < STRE]

Observagao: O caso k = 0 é desinteressante. Para o caso k = 1 a desigualdade
acima ¢ trivialmente satisfeita.
Demonstragio. Consideremos inicialmente um grupo aditivo ciclico com ¢

elementos

G=27/(c)=1{0,1,....c—1}

e observemos que G' tem um tnico elemento de ordem 2 se ¢ é par, a saber g,
e nenhum elemento de ordem 2 se ¢ é impar.

Seja N = p{'ps..p;* onde pi,pa,...pr sdo primos impares distintos e
ey, s, ...ex, € N* a decomposigao (unica) de N em fatores primos.

Como ja visto na demonstragdo do teorema 13, decorre do corolario 1
que

(Z/(N)) = (Z/(p?) @& (Z/(")”

Aplicando transformagoes logaritmicas, com bases dadas pelas respecti-

vas raizes primitivas, temos

(Z/(N)) =Z/(o(p")) & - - - & Z/(6(pk"))

Do teorema do resto chinés segue

(Z/(N)* =Z/(pr = 1) ®Z/(p? ) -+ ® L) (px — 1) DL/ (PR )

ordy m
Em particular estamos interessados em Prob(m™ 2 = —1 (mod N)).

Consideremos o mapa

(Z(N))* = (Z/(7)" @ --- @ (Z/(")”

amod N — (a mod pf*,...,amod p*),
Nesse mapa notamos em particular que

1 (=1, 1)
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J4 no mapa

(Z/(P1) @ (Z/ (k) = Z/ (7)) & - - S Z/ (¢(p1"))

notamos que

Finalmente no mapa

Z)(¢(p1")) @ --- © L) (¢(py")) —
= Z/(n — )@ Z/(p7 ) @ - @ L/ (pr — 1) O Z/ (5 )
notamos que

o(pi") o(pi*)

( pl_l pk_l
9 ey 9

0,...
2 Y ) Y 2

)= ( ,0)

Em Z/(p; — 1) temos p; — 1 par, podendo ser fatorado como p; — 1 =
2fight . gt com f; > 0,1> 0.

Temos entao o mapa
Zf(pr =) @ L/ (PP @ DL/ (= 1) O L/ (B ) =

= Z/2MeZ/(¢) DB L) (¢ DL/ (P B -
e @Z/RM B L)) @ DL (gf) DL/ (PP )
no qual notamos que

5 0,... 5 0) — (2710,...,0,...,2*71 0,...,0)

Sejam Go e GG7 como na demonstragao do teorema 13. Lembramos que
(Z(N))* = Go ® Gy onde Gy tem ordem 2(1+*+f) e G5 tem ordem fmpar.
Sem perda de generalidade, facamos 0 < f1 < fo < ... < f.

Notamos que
—1 (207 250,00 0) = (s50)

onde s = (2171 ... 2/71) € (G tem ordem 2.

X

Ora, o sorteio aleatério de m em (Z/(N))* com distribuigdo uniforme

de probabilidades, conforme o enunciado deste teorema, se encontra em cor-
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respondéncia bijetora com o sorteio aleatério de (a,b) em Gy @ G1. J& neste
segundo sorteio somente nos interessa o sorteio aleatorio de a em Gy, dado que
G, tem ordem impar.

Existem 2¥ — 1 elementos de ordem 2 em Gy. Esses elementos sdao da
forma (ai,...,ax), com a; € {0,277} i =1,...k, (as,...,ax) # (0,...,0).

Seja a = (a1, as, . ..,a;) um elemento aleatério de Gy.

Seja 2% = ordyony ai i € {1,..., k}. Assim j; € {0,... fi}.

Observamos que ordg,a = 2/ onde j = méaximo{ji,...,Jx} pois
ordg,a = mmc(ordysnyai,...,ordy o) ap). Notamos também que j =

0<=a=(0,...,0).

Para cada valor positivo de j vamos verificar quantos elementos a de G|
satisfazem ordg, a = 2/ e 277 1a = s.

Temos ordy o,y a; = 2%, j = max(ju, . . ., ji) e afirmamos:

Afirmagio: 2 la=s<=ji=jo=...=jr=7€ {1, , fi}.

Com efeito, temos 2/7ta = s = 297lq; = 2/i71 i € {1,... k} =
ordyanya; = 27,0 € {1,...k} <= 2 =2 c {1,... k} < j = j,i €
{1,...,k}. E mais, com elementos a de Gy satisfazendo ordg, a = 2/ ¢ 27"1a =
s tem-se j € {1,..., fi}, pois j = max(j1,...,Jx),0 < fi < fo < ... < fr e
Ji €A{0,... fi},ie{l,... k}.

Para verificar quantos elementos de G satisfazem a condicao j;, = js =
oo =g = j € {1l,---, fi}, lembramos a lista dos elementos a de Z/(2/)
segundo sua ordem, apresentada na secao 2.3, e observamos que:

se j = 1 temos um elemento (o préprio s).

se j = 2 temos 2% elementos, que siao da forma (ay,...,a;), com
a; € {272,322y i =1,.. . k.
se j = 3 temos (2%)? elementos, que sdo da forma (ay,...,ax), com

a; € {2773 3. 2/i73 5. 203 7. 2i=3) i =1,... k.

se j = f1 temos (2¥)/171 elementos.

: 1 okyi _ 2k
Portanto existem Y ;1" (2%)" = 2254

condigio j1 =jo = ... =jr=j € {l,---, fi}.
Tomamos um elemento aleatério a = (ay, ..., a;) uniformemente distri-

buido em Gj.

Seja ordg, a = 27.

elementos de G que satisfazem a
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Temos

2kf —1
5) = (2F — 1) - 2h+1

Prob((j > 0) A (277! . a =

Notando que fi + -+ fi > kfi, temos

1
2k —1

E o teorema estd demonstrado. O

Prob((j > 0) A (27! a=5s)) <

Corolario 7. Seja N € N impar com pelo menos dois fatores primos
distintos. Sorteia-se aleatoriamente m € (Z/(N))*, com distribui¢io uniforme

de probabilidades. Entao

ordpy m

Prob((ordy m ser par) A(m™— 2  +1=0 (mod N))) <

W —

Os teoremas 13 e 14 dizem respeito a limitantes superiores para as
probabilidades de ocorréncia de dois tipos de fracasso no algoritmo de fatoragao
de Shor.

Vamos encerrar esta se¢ao com um teorema que sintetiza seus resultados,
indicando um limite inferior para a probabilidade de o algoritmo ndo incorrer

nos dois tipos de fracasso mencionados.

Teorema 15. Seja N € N impar com k fatores primos distintos. Sorteia-se
aleatoriamente m € (Z/(N))*, com distribuicio uniforme de probabilidades.
Entao

ordpy m 2k+1 - 1
Prob((ordy m ser par) A (m~ 2 +1#0 (mod N))) >1— 22k 1)

Demonstragdo. Consideremos os eventos:

A :ordym é par

ordy m

B:m— 2 +1=0 (mod N)

ordy m

C:m—2 +1#0 (mod N)

1

Do teorema 13 temos imediatamente Prob(A4) > 1 — .
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Ja do teorema 14 sabemos que

Temos entao

1
Prob(A) = Prob(A A B) + Prob(AAC) > 1 — 5

E podemos escrever

1 1
Logo
2k+1 -1
Prob(ANC)>1 — ————
rob(A A C) ok(2k 1)
E o teorema estd demonstrado O

Corolario 8. Seja N € N impar com pelo menos dois fatores primos

X

distintos. Sorteia-se aleatoriamente m € (Z/(N))*, com distribui¢io uniforme

de probabilidades. Entdo
ordy m

Prob((ordy m ser par) A(m™ 2 +1#0 (mod N))) > 152

Com este ultimo resultado temos um limitante inferior préximo a % para
a probabilidade de sucesso do algoritmo de Shor em sua parte classica. A
probabilidade de sucesso na parte quantica do algoritmo estd associada a um

processo de medicao fisica e sera analisada nos capitulos 5 e 6.

2.11
Notacao Assintotica

Um aspecto central nesta dissertagdo ¢ a avaliagio da eficiéncia do
algoritmo de fatoragao de Shor, comparada a eficiéncia da algoritmos classicos
de fatoracao.

Um dos procedimentos mais adotados para isso ¢ a notagao assintotica,

que é util para avaliar o comportamento de uma func¢ao nos inteiros positivos

f:N*"— N (2.1)
n— f(n) (2.2)
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para valores grandes de n e se aplica diretamente para informar em esséncia
quantos passos leva um algoritmo para ser rodado.

Assim, voltando para o objeto de estudo desta dissertacao, veremos que
a eficiéncia do algoritmo de Shor pode ser avaliada aplicando-se a notacao
assintotica. Ela ird nos indicar como o ntimero de operagoes requeridas para
execucao do algoritmo cresce com o ntimero n de digitos da representacao em
base 2 do ntimero N a ser fatorado, com n = [log, N| onde [z] denota o
unico inteiro k tal que k —1 < z < k. O mesmo pode ser feito para algoritmos
classicos, propiciando assim a comparagao desejada.

A notagao assintotica dispoe de um recurso que fornece um embasamento
preciso a essa avaliacdo: a notagao “O”, que é usada para estabelecer limites
superiores para o comportamento assintético de uma funcao.

Sejam f(n) e g(n) duas fungoes nos inteiros positivos. Dizemos que f(n)
pertence a classe de fung¢oes O(g(n)), ou mais simplesmente que f(n) é O(g(n)),
se existirem c real e ng inteiro tais que para todo n > ng temos f(n) < cg(n). A
notacao “0O7” é util para estudar o comportamento de pior caso de um algoritmo.

Apés esta incursao em aspectos de teoria dos nimeros relevantes para
o tema desta dissertacao, no proximo capitulo iniciaremos a apresentacao dos

conceitos bésicos de mecénica quéantica aplicados a computacao quantica.
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Breve Introducao a Mecanica Quantica Voltada para a Com-
putacao Quantica

3.1
Do bit ao qubit

Ao declarar que em um computador nenhum fenémeno ou processo pode
violar as leis da Mecénica Quantica Feynman [2] apontou para o ébvio que até
entdo nao era visto e com seu artigo seminal [7] abriu caminho para a sintese
de duas das maiores inovagoes cientificas do século XX: a Mecanica Quantica
e as Ciéncias da Computacao.!

A partir desse insight de Feynman teve inicio um amplo esfor¢o de pes-
quisa que pode eventualmente levar a superacao de conceitos da computagao
classica fundamentados na maquina universal de Turing. Entende-se aqui “su-
perar” em sentido dialético hegeliano (auftheben), que inclui conservar (auf-
bewahren), elevar (erhéren) e vencer (iiberwinden). Em mesmo sentido enten-
demos que a Mecanica Quantica superou a Fisica Newtoniana. Assim, as leis
do movimento de Newton continuam sendo importantes em Fisica, assim como
a maquina de Turing continua a ser um conceito muito importante na teoria
de computacao.

A aplicacdo de conceitos da Mecanica Quantica as Ciéncias da Com-
putagao, em consondncia com a sugestao original de Feynman, se inicia em
nivel da “particula elementar” das ciéncias da computacao, o bit, que pode ser
substituido ou ressignificado pelo qubit.

Com efeito, enquanto no contexto da computagdao classica um bit é
representado pelos inteiros 0 e 1, a introducao do qubit em Computacao
Quéantica se da a partir de uma abordagem estritamente fisico-quantica do

computador, como veremos a seguir.

LA elaboragdo deste capitulo baseou-se principalmente em Lavor et alli [34] e em Nielsen
e Chuang [35].
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3.2
Os Postulados da Mecanica Quantica

A Mecanica Quantica é uma estrutura matematica para o desenvolvi-
mento de teorias aplicaveis a sistemas, processos e fenémenos fisicos — como
por exemplo o proprio computador e a computacao. Por si mesma a Mecanica
Quantica nao prescreve quais leis um sistema fisico especifico deve obedecer,
mas prové uma estrutura conceitual e matematica para o desenvolvimento de
tais leis.

A Mecéanica Quantica baseia-se em quatro postulados, que estabelecem

a conexao entre o mundo fisico e o formalismo matematico, a saber:

Postulado 1: A todo sistema fisico isolado esta associado um espago
vetorial complexo com produto interno (um espago de Hilbert) conhecido
como o espaco de estado do sistema. O sistema é completamente descrito por

seu vetor de estado, que é um vetor unitario em seu espaco de estado.

Postulado 2: A evolucao de um sistema fisico isolado é descrita pela
equacao de Schrodinger:
_hod|y)

— L =H
Z27T dt )

onde h é a constante de Planck e H é o operador hamiltoniano do sistema.
A resolucao desta equacao diferencial permite relacionar o estado do

sistema em um instante ¢; com seu estado no instante {5 mediante

W2> = U|¢1>

onde U é um operador linear unitario que depende somente de 1 e ty, |1)1) é

o vetor de estado no instante t; e [1)9) é 0 vetor de estado no instante ts.

Postulado 3: Medidas quanticas sdo descritas por um conjunto {M,,}
de operadores de medida atuantes no espaco de estado associado ao sistema
submetido a medida. O resultado da medida é denotado pelo subindice m. Se
o sistema se encontrar no estado [¢) imediatamente antes da medida, entao a

probabilidade de que o resultado m ocorra é dada por

Prob(m) = (1| M} M,,|)

onde M é o operador adjunto de M,,, M,, é projetor e o estado do sistema
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apos a medida serd dado por

M |9))

¢) = ——m )
2 \/Prob(m)

Postulado 4: O espago de estado de um sistema fisico composto é o

produto tensorial dos espagos de estado dos sistemas fisicos componentes.

Ao longo da proxima segao a conexao entre o mundo fisico e o formalismo
matematico, propiciada pela Mecanica Quantica, sera apresentada tendo o

computador como a entidade fisica de referéncia.

3.3
O Computador visto como um Sistema Fisico-Quantico

Como qualquer outro sistema fisico, também o computador deve atender
aos postulados da Mecanica Quantica e é interessante visualizar passo a passo
como isso se verifica, lancando mao do formalismo propiciado pela Algebra
Linear.

Na perspectiva do postulado 1, o qubit nada mais é que o sistema meca-
nico quantico mais simples, associado a um espacgo de Hilbert bidimensional —
e pode se encontrar fisicamente tanto em um computador como em qualquer
outro ambiente natural ou construido pelo homem.

Ja de acordo com o postulado 2, o qubit pode evoluir mediante trans-
formagoes lineares unitarias. Em particular no computador tal evolucao cor-
respondera ao processamento computacional quantico, qubit a qubit, que vai
caracterizar a descricao de algoritmos quanticos.

Voltando ao postulado 1, o qubit é representado por um vetor de estado
ou, em linguagem simplificada, por um “estado”, que pode ser denotado como
|0), |1)? ou como uma combinagao linear desses dois estados com coeficientes

complexos:
) =al)+81),  a,BeC, |af+|8E=1.

Nesse contexto [1) é dito uma “superposigao” dos estados |0) e |1).
Os dois estados representados por |0) e |1) constituem uma base orto-

normal, denominada base computacional do espago de Hilbert bidimensional,

2Trata-se aqui da notacdo de Dirac ou “notacéo dos fisicos”, de uso universal em Mecanica
Quéntica.
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e sao representados em forma matricial por *

Cabe aqui notar que nao héa bijecao entre o qubit e o vetor que o
representa. Com efeito, multiplicando-se o e 8 em |¢)) = «|0) 4+ 5|1) por um
nimero complexo unimodular, o estado ndo muda.*

Uma diferenca marcante entre a Mecanica Quéantica e as ciéncias classicas
da computacao ja se apresenta aqui e terd consequéncias consideraveis em
aplicagOes praticas: enquanto o bit somente assume dois valores possiveis, o
qubit pode armazenar quantidade muito maior de informagao nos coeficientes
a e 3. Contudo essa informagao reside em nivel quantico e para leva-la ao nivel
classico é necessario medir o qubit.

Uma opcao frequentemente usada é a medida do qubit na base computa-
cional (]0),]1)) do espago de Hilbert. Segue-se do postulado 3 que o processo
de medida perturba inevitavelmente o qubit provocando a transformacao do
estado [¢)) = a]0)+|1) em um dos estados da base correspondente. Em outras
palavras, com a medida do qubit na base computacional, o processo leva o ve-
tor de estado [¢) a “colapsar” em um dos estados |0) ou |1) com probabilidades
|a|? e |B)? respectivamente.

E impossivel conhecer os valores de a e 3 antes da medida. Podemos
estimar |a|? e |3|> mediante muitas medidas do mesmo estado inicial [1)) =
al0) + B|1). Esse estado deve ser preparado (reconstituido) antes de cada
uma dessas medidas. Ao realizarmos a primeira medida a partir de um certo
estado inicial, temos como resultado (output) um dos vetores de estado da base
computacional, resultante do colapso do estado inicial previsto no postulado
3. Se depois disso realizarmos uma segunda medida, agora sobre este output,
obteremos como resultado novamente este mesmo estado, pois o output se
mantera inalterado apds o primeiro colapso e assim sucessivamente. Por essa
razao é necessario preparar (reconstituir) o estado original, antes de cada uma
das muitas medidas.

Para avancar além da mera estimativa de |a|? e |3]? e conhecer a fase
relativa de a e 8 (supondo ambos diferentes de 0) é necessario medir em bases

outras que a base computacional.

30s dois elementos constituintes da base computacional (qualquer que seja ela) sdo
frequentemente denotados como |0) e |1). J& a opgdo de representd-los matricialmente é
arbitraria. Contudo essa opcdo sera mantida em todo o texto desta dissertacdo pois é a mais
usual.

representam o mesmo qubit.

4 Por exemplo, (i\O)\gn) o 0)+il1))

V2
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Da Algebra Linear sabemos que uma transformacio linear U em um
espaco de Hilbert é unitdria se e somente se UTU = UUT = I, onde I é o
operador identidade. Da Mecanica Quantica sabemos que, mesmo se nenhuma
medida for tomada, estados podem ser modificados por operadores unitarios.
Nestas condigdes, um qubit [¢)) = ag|0) + [p|1) pode ser modificado para
Uly) = a1]0) + £i[1) com | |* + |51 > = 1.

Os vetores de estado |0), |1) ou em geral |¢)) = «|0) + /3|1) s@o suficientes
para se lidar com um qubit. Entretanto, para a execucao de qualquer calculo
util é necessario lidar com mais de um qubit — o que requer a introdugao do
conceito de produto tensorial, que veremos em seguida.

Sejam V' e W espacos vetoriais complexos de dimensoes m e n, respecti-
vamente. Define-se produto tensioral V ® W como o espago vetorial complexo
de dimensao mn tal que os elementos de V ® W sao combinacoes lineares de
produtos da forma |[v) ® |w), com |v) € V, |w) € W °.

O produto tensorial satisfaz as seguintes propriedades, para z €
C, o), [or), o) € Vi [w), ), [ws) € W

= z(jv) @ w)) = (2]0)) @ [w) = |[v) ® (z|w))

= (Jon) + [v2) @ [w) = (Jv1) @ [w)) + (Jva) @ [w))

= [0) @ (Jwr) + [w2)) = (Jv) @ |wr)) + (Jv) @ |wg))
Dados dois operadores lineares A, B e os espagos vetoriais complexos
V, V', W, W', de dimensoes m, m’,n,n’ respectivamente, tais que
A V=V B:W =W
define-se o operador A®B tal que
(A B): (VW)= (VoW

[v) © [w) = Alv) ® Blw)

STambém se usam as notagdes simplificadas |v)|w), |v,w) ou |vw). Cabe notar que a
definicao de produto tensorial como espago vetorial permite nele abrigar todos os vetores de
estado resultantes de operagbes com qubits, tipicas da Computagdo Quantica, satisfazendo
assim a prescricao expressa do postulado 1.
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Uma representagao matricial de A® B é dada por

AuB ... Ay B]

AmB ... ApwB

onde Aémxm'e Bénxn'eadotamos a ordem lexicografica para ordenacao
das linhas e das colunas.

Outra representacao matricial de A®B é dada por

ABy, .. ABy/]

AB,1 ... ABny

onde A é m xm/, B én xn’ e adotamos a ordem antilexicografica para
ordenacao das linhas e das colunas.

Neste texto vamos adotar a ordem lexicografica.

A representacdo matricial pode ser aplicada ao produto tensorial dos
vetores da base computacional do espago de Hilbert bidimensional, em nossa
opcao |0) e |1), relacionada a um qubit.

Em um computador com dois qubits, onde cada qubit pode estar no
estado |0), no estado |1) ou em uma combinagao linear complexa desses dois
estados, ha quatro produtos tensoriais a considerar, que irdo constituir a base
computacional desse computador: |00),]01),|10),|11). Esses quatro estados,
também representados como |0), |1),]2), |3) respectivamente, constituem a base
computacional para o espaco de Hilbert tetradimensional onde residem os
estados do computador de dois qubits. ©

Assim, enquanto um qubit é representado pelo vetor de estado |¢) =
al0) + f|1), dois qubits sao representados pelo vetor de estado |p), uma
superposicao dos quatro estados da base computacional do espaco de Hilbert

tetradimensional, denotada como

Notacao 1. |p) = «|00) + £|01) + v|10) + d|11) = «|0) + S|1) + v|2) + §3).

6 A relacdo entre ambas as representacdes é 6bvia: enquanto na primeira representacéo os
labels dos estados da base computacional sao representagdes dos quatro primeiros nimeros
naturais em base 2, na segunda representagdo estes se encontram representados em base 10.
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Finalmente, podemos generalizar para a representacao de n qubits me-
diante o vetor de estado |¢), uma superposi¢ao dos 2" estados da base com-

putacional do espago de Hilbert 2"-dimensional, |0), |1),...,|2" — 1):

2" —1

|¢> = Z 0%|¢>

i=0

sujeito & restricio % ;' |a;|? = 1, j& que, segundo o postulado 3, uma medida

na base computacional do estado [¢) leva este estado a colapsar no estado |[j)

com probabilidade |a;]?, 0 < j < 2" — 1. Essa medida é feita qubit a qubit,

fornecendo valores 0 ou 1 para cada qubit medido, os quais formam a expansao
de j na base 2.7

Como o estado do computador quantico é representado por um vetor

em um espaco de Hilbert 2"-dimensional, se o nimero de qubits aumentar

linearmente, a dimensao do espago vetorial aumentara exponencialmente.

Assim, basta acrescentar um quibt em um computador quantico para que se

dobre a dimensao do espago de Hilbert a ele associado.

3.4
O Emaranhamento, Entidade Central da Computacao Quantica

O produto tensorial por si s6 ainda é insuficiente para representar todo
o espaco de Hilbert 2"-dimensional.

Por exemplo, facilmente se verifica que nem sempre um vetor de estado
em um espaco de Hilbert tetradimensional pode ser representado como produto
tensorial de dois qubits. Essa insuficiéncia é uma decorréncia imediata do fato

de que o mapa

®:C?*xC* — C*® C?
(v, w) — v W

nao ¢ sobrejetor.

Com efeito, sejam v = a|0) +b|1) e w = ¢|0) +d|1) dois vetores de estado
em espagos de Hilbert bidimensionais. Temos v®@w = ac|00)+ad|01)+bc|10)+
bd|11). Comparando esta expressdo com a forma geral de um vetor de estado
em um espaco de Hilbert tetradimensional dada pela notacao 1 concluimos que

tal vetor de estado somente podera ser representado como produto tensorial

"Notamos que a ordem segundo a qual as medidas sdo tomadas qubit a qubit é irrelevante,
ja que a base computacional é constituida por vetores de estado de um produto tensorial
e os sucessivos resultados das medidas correspondem a aplicacao sucessiva dos operadores
Py, Py, ..., P,_1 que comutam entre si.
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de dois qubits se

Sob a perspectiva da Mecanica Quantica, o mesmo fato pode ser verifi-
cado considerando-se um computador quantico de dois qubits como um sistema
fisico. Se nele tivermos um qubit no estado |¢) = a|0) + b|1) e outro qubit no
estado |¢) = ¢|0) +d|1) entdo, segundo o postulado 4, o estado do computador

quantico sera o produto tensorial
1) @ |¥) = ac|00) + ad|01) + be|10) + bd|11)

Novamente comparando esta expressao com a forma geral do estado de
um computador de dois qubits dada pela notagao 1 concluimos que o estado
geral de um computador de dois qubits, ao qual se deve associar um espagco
de Hilbert tetradimensional (segundo o postulado 1), ndo é necessariamente o
produto tensorial de dois estados de um qubit.

A extensao para espagos de Hilbert n-dimensionais com n > 3 é analoga

e decorre do fato de que o mapa

R:C"xC"—C"C"
(v,w) — v W

nao é sobrejetor.

Com efeito, seja (e, ..., e,) uma base de C".

Assim C"®@C™ tem base (e1®e1, e1®es, . .., e1Q6,, ea®e1, eaRes, . .., &
sy @ €16, Q€9 ... 6, R ey).

No espaco de Hilbert C*xC" = C™ um elemento tipico |7) é representado

em geral por
Notagéo 2. |7'> = Z?:l Z?:l Q€4 X €;.

Tomemos agora dois elementos tipicos v = > 7" | we;, w = 251 wje; em
C’I’L
— n n
Temos v @ w = 321 27 uvje; @ e;.
Comparando este resultado com a forma geral de representacao de um
. 2 ~ .
elemento tipico de C™ dada pela notagdo 2 verificamos que tal elemento

somente podera ser representado por um produto tensorial se

det [O‘ O‘“] —0

Qji - Qjj
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|th1)——— — [¢1)
|tho)——— — [¢2)

U

Figura 3.1: Esboco do desenho de um computador quantico

para todo 7,5 € {1,...,n}. Portanto o estado geral de um computador de n
qubits nao é necessariamente um produto tensorial.

Estados de dois ou mais qubits que nao sao produtos tensoriais sao deno-
minados estados emaranhados. Estados emaranhados tém um papel destacado
em computagao quantica. Para descrever um estado emaranhado precisamos
de um nimero de parametros que cresce exponencialmente com o numero de
qubits. O simples acréscimo de um qubit em um computador quantico duplica

a dimensao do espago de Hilbert a ele associado.

3.5
Um Singelo Esboco de um Computador Quantico

Ap0s esta breve revisao, podemos esbogar o desenho de um computador
quantico. Na figura 3.1 consideramos um input nao emaranhado constituido
por n estados [¢1), |¥2), ..., |n), onde cada |1;) é

em geral um estado emaranhado.

0) ou |1). Nela o output é

O esboco apresentado na figura 3.1 serd retomado e representado de
forma mais detalhada no capitulo 7, mediante o uso de circuitos constituidos
por portas articuladas. Por ora tal esboco deve permanecer como caixa preta.
Contudo desde ja admitimos que em um computador assim tao singelamente
representado se processa a evolucao de sistemas fisicos, os qubits, segundo
prescrito no postulado 2.

Portas quanticas sao representagoes de operadores lineares unitarios re-
versiveis em circuitos: este é um fato decisivo para a interface entre Mecanica
Quantica e Computacao Quantica. Somente operadores unitarios podem ser
implementados e executados no laboratério de forma determinista. Operado-
res nao unitarios somente podem ser implementados e executados probabilis-
ticamente e tal implementacao e execugao somente pode ser feita com portas

unitarias juntamente com medidas.
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No capitulo 7 veremos como qualquer operador pode ser representado
por um conjunto articulado (um “circuito”) composto por portas de um qubit
de apenas trés tipos distintos e por portas de dois qubits de um tnico tipo e
definiremos o conceito de portas universais.

Assim como no modelo classico da maquina de Turing, também aqui
o ultimo passo é constituido pela medida do estado final — a se realizar de
acordo com o prescrito no postulado 3. Em certos casos isso pode ser feito
medindo cada qubit individualmente, o que retorna zeros ou uns que formam
o resultado final do calculo quantico. Em outros casos medem-se varios qubits
em conjunto em espagos de Hilbert de dimensao maior que dois.

Concluida esta breve apresentacdo de conceitos basicos de Mecénica
Quéantica aplicaveis a Computacao Quantica, cabe agora dar inicio a uma
tentativa de “costura” dessas duas ciéncias, por meio de duas representacoes

do algoritmo de Shor: como circuito e como algoritmo passo a passo.
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Circuitos Quanticos:
Principais Portas e sua Implementacao

4.1
As Principais Portas

Um computador classico universal pode ser representado de diversas
formas, das quais a mais consagrada é a maquina universal de Turing. Contudo,
nesta dissertacao adotaremos uma representacao equivalente, qual seja, a dada
por um circuito composto por elementos primitivos interconectados .

Pode-se tomar esses elementos primitivos como sendo apenas dois, as
portas NOT e AND, com um input e com dois inputs respectivamente?. A
transposicao da porta NOT para o caso quantico é apresentada na figura 4.1,

onde X é o operador unitario representado em forma matricial por?

01
10

O operador X permuta os vetores da base computacional: se o input [))
for |0), o output serd |1) e vice-versa. Ja se o input for uma superposigao dos
vetores da base computacional [) = «|0) 4+ 5|1), o output serd «|1) + 5]0),
um caso que nao tem contrapartida em computagao classica.

A porta X nao é a tnica porta de um qubit em circuitos quanticos. Ha
infinitas portas de um qubit, pois ha infinitos operadores unitarios.

Em particular, a matriz X é uma das trés matrizes de Pauli, fundamentais

em computacao quantica, que formam uma base para o espago vetorial das

'Para uma prova dessa equivaléncia, cf. Nielsen e Chuang [35], pp. 134-135. Na elaboragdo
deste capitulo nos baseamos principalmente em Lavor et alli [34].

2Cf. Feynman [7].

3A figura 4.1 apresenta nosso primeiro exemplo de uma porta de um qubit que poders
compor circuitos quanticos. Doravante utilizaremos indistintamente os termos “operador
unitario” e “porta”, o primeiro proveniente da algebra linear e o segundo da computagao
classica e da eletronica digital.
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|¥) X Xlp)

Figura 4.1: Porta X

matrizes hermitianas 2 x 2 de tracgo nulo:

o 1] y_ |0 —z] ;.
0

1 0 7

1 0
0 -1

As matrizes de Pauli, juntamente com a matriz identidade 2 x 2, formam
uma base para o espaco vetorial das matrizes hermitianas 2 x 2.

Entre as portas de um qubit destacam-se ainda por suas intimeras
aplicagoes em computacao quantica a porta de Hadamard e o operador
rotacional.

A porta de Hadamard é representada em forma matricial por

1 (1 1 1
HZ@L _Jzﬁ“”)

A aplicacao da porta de Hadamard sobre os vetores da base computaci-

onal resulta em
0) + [1)

V2
0) —11)
V2

Notamos que os outputs da porta de Hadamard para os inputs |0) e

HI|0) =

H1) =

|1) s@o superposigoes dos estados da base computacional com igual amplitude
(igual peso).
Para uma porta de Hadamard de dois qubits aplicada ao estado [0)®? =

|0) ® |0) com 2 qubits temos:

H#?|0)|0) = (H ® H)(|0) ® [0)) = H|0) ® H|0) =
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R LR (U o L I ¢
= ( 7 )@ ( 7 ) = 5(10)[0) +[0)[1) + [1)10) + [1)]1)).

Com os labels dos estados representados em base decimal temos
H*20)|0) = 3(|0) + [1) + |2) + [3)). Novamente o output é uma superposi-
¢ao dos estados da base computacional com igual amplitude (igual peso).

No caso geral de uma porta de n qubits temos:

0+ 1) 1%
7 7m

onde novamente representamos os labels dos estados em base decimal.

H®"0)®" = H*"|0,...,0) = (H|0))®" = (——=—

Assim temos, no caso geral, que o produto tensorial de n operadores de
Hadamard produz uma superposicao de todos os estados da base computacio-
nal com igual amplitude (igual peso), quando aplicado ao estado [0)®™ com n
qubits.

Ja o operador rotacional é representado pela matriz

1 0
Ry = | com ¢ € R.

Dizemos que este operador exerce rotacao em torno do eixo z.

Entre os infinitos operadores rotacionais em torno do eixo z cabe destacar
os operadores S (“fase”) e T (

1
S
0 1 0 e's

Entre as portas quanticas de dois qubits destaca-se a porta CNOT, que

¢¢7r77) 4.

S=R

[VE]
INE]

tem dois qubits no input e dois qubits no output. No input, o primeiro qubit
atua como controlador e o segundo como alvo. O operador CNOT atua de
forma que o segundo qubit sera trocado se e somente se o primeiro qubit for

|1). O primeiro qubit se mantém inalterado. Portanto temos:

|00) — ]00)
|01) — |01)
|10) — |11)

|11) — |10)

LLTI'”

4A denominacio
[35], p. 174).

para o operador T' se deve a razoes histéricas (cf. Nielsen e Chuang
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b) S X|b)

Figura 4.2: Porta CNOT

E a representacao matricial do operador da porta CNOT sera

1 000
01 00

U —
CNOT 000 1
0010

A figura 4.2 apresenta a porta CNOT, onde |a) é o primeiro qubit do
input (qubit “controlador”, |b) é o segundo qubit do input (qubit “alvo”),
X' = X ¢ o operador NOT e X° = I é o operador identidade. Ela ¢ valida
para os casos particulares |a) = |0) ou |a) = |1).

No caso geral, tal representagdo nao faria sentido e poderia induzir a
erro de interpretacao. Com efeito, o intput pode nao ser vetor produto mas
um emaranhamento de elementos da base computacional a|00) + «;]01) +
a3]10) + a3|11) ou mesmo, no caso mais geral, um estado misto. Se a porta
CNOT for parte de um circuito maior, o input poderia ser uma superposicao de
estados dessa forma tensoriados com outros no restante do produto tensorial
de espacgos de Hilbert ou ainda, no caso mais geral, um estado misto.

A porta CNOT e as portas de Hadamard, fase e g formam um conjunto
universal de portas, isto é, qualquer outra porta, operando sobre dois ou mais
qubits, pode ser aproximada arbitrariamente bem por uma porta constituida
por um conjunto articulado dessas quatro portas. ° Isto tem um significado
de extrema importancia em computagao quantica, pois permite representar o
computador quantico como um circuito contendo somente essas portas. Além
disso, a decomposi¢ao de qualquer porta em portas elementares corresponde a
ordem natural dos comandos passo a passo que descrevem algoritmos.

Desta maneira a computagao quantica com a representacao por meio de

5Cf. Nielsen e Chuang [35], pp. 191-197.
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circuito permite visualizar algoritmos quéanticos “fisicamente”; como sequéncia
de operadores (portas) em paralelo ou em série (circuitos) que atuam sobre

conjuntos de qubits.

4.2
Implementacao

4.2.1
Um Breve Review

Ainda que seja impossivel estimar o quanto estamos distantes da rea-
lizagao fisica de um computador quantico com desempenho significativo, nas
ultimas décadas tem havido notavel empenho tendo em vista atingir essa meta.

Em nivel de pesquisa académica, Feynman [7] sugere passos para a
implementagao de computadores quanticos, com consideragoes em nivel de
l6gica, usando as portas NOT e CNOT °. Contudo Feynman se atém a
representacao e ao tratamento logico-matematico dos circuitos, sem abordar o
modo de sua construcao fisica.

Em nivel de implementacao fisica efetiva de computadores quanticos com
ions aprisionados, avangos experimentais recentes podem ser encontrados em
Haffner et alli [36]. Em particular vdrias implementagoes de qubits, portas
quanticas e algumas experiéncias-chave sao discutidas. Além disso, os autores
analisam algumas implementagoes de algoritmos quanticos, como teletrans-
porte deterministico de informacoes quanticas, bem como um esquema de cor-
recao de erros.

Ja em M. H. Devoret, J. M. Martinis e A. Allraff [37] encontram-se re-
centes contribuigoes a implementagao fisica de computadores quanticos com
circuitos supercondutores (atualmente considerada a técnica mais promissora).
Este método baseia-se em qubits supercondutores, que sao circuitos elétricos
de estado solido fabricados usando técnicas emprestadas de circuitos integra-
dos convencionais. Eles sao baseados na juncao de tunel Josephson, o tnico
elemento de circuito nao dissipativo fortemente nao linear disponivel a baixa
temperatura. Em contraste com entidades microscopicas como spins ou ato-
mos, eles tendem a ser bem acoplados a outros circuitos, o que os torna atra-
entes do ponto de vista de leitura e de implementacao de portas. Os autores
mostram como recentemente novos projetos de qubits supercondutores basea-
dos em circuitos de jungao multipla permitiram o isolamento de perturbagoes

eletromagnéticas extrinsecas indesejadas. Os autores ainda discutem como a

SFeynman [7] inclui ainda as portas CCNOT, EXCHANGE E FANOUT, que sdo
derivadas das portas NOT e CNOT.
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decoeréncia do qubit é afetada pelo ruido intrinseco da juncao e o que pode
ser feito para minoré-lo.

Sob uma perspectiva mais futurista cabe citar a computacao quantica
topologica, ainda que esta constitua até o presente um campo eminentemente
tedrico e careca de desenvolvimento experimental. Em um artigo de revisao C.
Nayak, S.H. Simon, A. Stern, M. Freedman e S. D. Sarma [38] descrevem a pes-
quisa atual neste campo focando nos conceitos tedricos gerais das estatisticas
nao-abelianas em relagdo a computagao quantica topoldgica, na compreensao
de estados ¥ = 5/2 de Hall quanticos nao-abelianos, em experimentos pro-
postos para detectar anions nao-abelianos e sobre arquiteturas propostas para
um computador quantico topolégico. Tanto os fundamentos mateméaticos da
computacao quantica topolégica como a fisica do tema sao abordados, usando
o estado quantico fracional de Hall como o arquétipo de um estado topologico

nao-abeliano que permite a computagao quantica tolerante a falhas.

4.2.2
Implementacao Fisica de Portas de um Qubit

Conforme ja vimos, o operador rotacional pode ser representado matri-

cialmente como

1

Ry = com ¢ € R.

e'?

Sabemos que Rz e Rz, juntamente com as portas de Hadamard e CNOT,
constituem um conjunto universal de portas.

Vamos nos limitar aqui a apresentacao de um método para realizagao
fisica do operador R,.”

Espelhos, refratores e divisores de feixes de luz sao trés dos dispositivos
mais acessiveis experimentalmente para manipular estados de fétons. Em
particular os refratores sao usados para a implementacao fisica de operadores
rotacionais. Um refrator é uma lamina de um meio transparente com indice de

refracdo n. A propagacao de um feixe de fétons com frequéncia w nesse meio

kL nw

por uma distancia L muda a fase do féton por e* com k = onde ¢j é a
velocidade da luz no vacuo.

Assim, se se deseja realizar fisicamente um operador rotacional R, deve-se
inicialmente escolher a frequéncia w, o meio e o comprimento L do dispositivo
de forma a satisfazer a condicao ¢ = %

Para a realizacao fisica do operador rotacional usam-se cristais birre-

fringentes, que atuam sobre o feixe de fétons incidente de acordo com sua

"Para um maior detalhamento, ver Nielsen e Chuang [35], pp. 287-290.
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polarizagao: ndo ocorrerda mudanca de fase do campo elétrico se este oscilar

kL

em um certo plano especifico e muda-se essa fase por e = €!® se o campo

elétrico oscilar no plano perpendicular ao primeiro.®

No primeiro caso associa-se o campo elétrico do feixe de fétons ao qubit
|0) e no segundo caso ao qubit |1).

Assim a lamina de cristal birrefringente atua sobre o feixe de fétons
incidente operando sobre os elementos da base computacional de tal forma

que teremos:

0) —10)
1) — e|1)

satisfazendo assim o objetivo de realizacao fisica do operador rotacional.

Segundo Nielsen e Chuang [35] p. 203, o modelo baseado em circuitos
quanticos ¢ equivalente a maquina de Turing quéntica, uma generalizacao
da maquina de Turing classica. Considerando essa equivaléncia, veremos no
capitulo 7 como os operadores e as portas aqui apresentados serao usados para
modelar por meio de circuito a parte central (eminentemente quéntica) do
algoritmo de fatoracdo de Shor.

Porém antes disso passaremos a uma descrigao completa passo a passo
do algoritmo e de suas principais caracteristicas e propriedades no préximo

capitulo.

8Obviamente ambos esses planos contém a reta de propagacio do feixe de fétons em
questao.
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5.1
Introducao: Resumo do Algoritmo e Consideracdes Iniciais

O objetivo do algoritmo de fatoracao de Shor é fatorar um inteiro N
fmpar composto, com pelo menos dois fatores primos distintos'. Portanto antes
de aplica-lo é necessario:

- testar a paridade de N (se N for par, procede-se a divisdes sucessivas
por 2 até se obter um niimero impar);

- testar a primalidade de N (se N for primo nao tem sentido aplicar o
algoritmo);

- testar se N é poténcia de um primo.

Cabe mencionar que ha algoritmos eficientes em computagao classica
para teste de primalidade e para fatoracao de inteiro poténcia de um primo.2

O algoritmo propriamente dito é constituido de cinco passos, a saber:

Passo 1. Escolha aleatoriamente m inteiro positivo, 1 <m < N — 1 e:
- se mde(m, N) # 1, obteve-se um fator nao trivial de N FIM
- se mdc(m, N) = 1, ou seja, se m € (Z/(N))*, entao deve-se determinar

a ordem multiplicativa de m moédulo N, aplicando o passo 2 a seguir.

Passo 2. Use computagio quantica (e classica) para determinar o periodo

P da funcao f dada por
fZ—(Z/(N))"

'Este capitulo tem como principal referéncia Lomonaco [19]. Nele apresentaremos con-
ceitos, defini¢oes, propriedades, lemas, teoremas e corolarios indispensaveis a compreensao
e a avaliagdo do desempenho do algoritmo, nos abstendo do desenvolvimento das provas dos
teoremas.

2Cf. Nielsen e Chuang [35], pp. 234, 642, 643.
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z +— m”® mod N

Cabe lembrar que P = ordy m como vimos na se¢ao 2.3 do capitulo 2.

Passo 3. Se P for impar va para o passo 1 e escolha um novo m.

Se P for par va para o passo 4.

Lembramos que Prob(P ser fmpar | m € (Z/(N))*) < 4, onde k é o
numero de fatores primos distintos de N, de acordo com o teorema 13 do

capitulo 2.

Passo 4. Como P = ordy m temos:

P P

(m2 —1)(m2z+1)=m”"—-1=0 (mod N) e (mg—l);éO (mod N)

Se (m? 4+1) =0 (mod N), temos a fatoracao trivial N = 1- N, devemos
ir para o passo 1 e escolher um novo m.

Se (m? +1) £ 0 (mod N), v4 para o passo 5.

Sabemos que Prob((P ser par) A(m? +1%# 0 (mod N))) > 1 — %
onde k£ = numero de fatores primos distintos de N, conforme o teorema 15 do

capitulo 2.
Passo 5. Obtenha d = mdc(mg — 1, N), um fator nao trivial de N.
FIM

5.1.1
Consideracoes sobre o Resumo do Algoritmo

O algoritmo de Shor ¢é essencialmente estocastico. O passo 2 constitui
sua parte central (eminentemente mas nao exclusivamente quéantica) e visa
obter o periodo P de uma func¢ao periddica dada. A aplicacdo de computacao
quantica nesta parte constitui a contribuicao pioneira de Shor.

Devido a sua natureza essencialmente estocastica, o algoritmo esta sujeito
a ter que retornar ao inicio apos a execugao de alguns passos. Isto pode se dar
no passo 3 ou no passo 4, conforme vimos acima, mas também pode se dar no
passo 2, conforme veremos neste capitulo.

Cabe aqui lembrar que a execucdo bem sucedida dos passos 3 e 4
depende exclusivamente da escolha aleatoria do inteiro m no passo 1 e que
a probabilidade de obter sucesso nesses dois passos é estritamente superior a

%, conforme o corolario 8 do capitulo 2.
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Resta analisar o comportamento probabilistico do algoritmo ao longo da
execucao do passo 2. Passamos agora a descricao detalhada desse passo, inici-
ando pelos procedimentos necessarios a sua preparacao. Trata-se somente de
uma descrigdo onde serao apresentados alguns conceitos, defini¢oes, proprie-
dades e teoremas, nos abstendo de desenvolver demonstragoes.

Entretanto, duas das propriedades aqui apresentadas serao reapresenta-
das no capitulo 6 como teoremas que serao demonstrados, devido a sua rele-

vancia central no calculo da probabilidade de sucesso no passo 2 do algoritmo
de Shor.

5.2
A Parte Central do Algoritmo

5.2.1
Preparacao da Parte Quantica

Trata-se aqui de preparar os elementos indispensaveis para iniciar a parte
quantica do algoritmo, tanto em sentido de reserva de espaco em memoria de
computador quanto em sentido propriamente quantico de preparacao de um
experimento, isto é, de preparar estados fisicos que serao representados por
vetores em espagos de Hilbert. Contudo nesta subsecdo vamos nos ater apenas
a representacao vetorial dos estados fisicos acrescida de comentarios pontuais
pertinentes a demanda por espago de memoria.

A preparacao se inicia com a identificacdo dos Unicos inteiros () e L tais

que

N? <@ =2F <2N?

Seja Sg =40,1,...,Q — 1}.
Construa dois registros quanticos |[REG1) e |REG2) tensoriados, com L

qubits cada um, obtendo:
|REG1>|REG2> = |a>|f(a)> = |6L>|b> = |CL0(L1...CLL_1>|b0b1...bL_1>.

Lembramos que em computagao classica representa-se um inteiro a,
L _ yL-1, 9j ,
0 <a<2"—1em base 2 como a = ;75 a;2’ onde a; € {0,1}.
A versdo do inteiro ¢ em computagao quantica é o vetor de estado
. o _ oL-1y, ,
tensoriado |a) = |agay...a—1) = ®j=y]a;) onde a; € {0,1}.
Assim, enquanto em computacao classica a é um inteiro positivo, em

computacdo quantica |a) é um vetor de estado em um espago de Hilbert em
c?".
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Como em computacao classica L bits de memoria sao suficientes para
armazenar um nuimero a inteiro com 0 < a < 2 — 1, a condicio N? < Q =
2L < 2N? pode parecer exagerada para armazenar classicamente um inteiro N.
Entretanto no algoritmo de Shor é necessario reservar em computagao quantica

L qubits de meméria para armazenar cada um dos vetores de estado |a) e
|b), pois, como veremos posteriormente, teoremas que garantem propriedades
estocésticas essenciais do algoritmo se baseiam nessa condicao.

Finalmente, ainda nesta etapa preparatoria devemos nos referir a trans-
formada de Fourier discreta (DFT), que serd aplicada na parte quantica e
contribuira decisivamente para o breakthrough do algoritmo de Shor em ter-
mos de eficiéncia computacional.

Definicao: Transformada de Fourier discreta de () pontos de um vetor
ly) em um espago vetorial de dimensao @ é o vetor de estado DFT|y) dado

por

2mi

Q-1
DFT|y) = \/_ Zw‘”ﬂx) w=ee

Na base canonica |0), [1),...,|Q — 1) a transformada de Fourier discreta
¢ implementada como uma transformagao unitaria cujo operador em forma

matricial é dado pela matriz A € C*? com

5.2.2
Descricao da Parte Central do Algoritmo

Conforme apresentado no passo 2 do resumo, a parte central do algoritmo

tem como objetivo determinar o periodo P da funcao f dada por

f+Z— (Z/(N))"
x +— m® mod N

A obtencao de P, dado m, é constituida por seis passos, passo 2.0 a

passo 2.5, dos quais apenas o passo 2.5 nao utiliza computacao quantica.

Passo 2.0. Inicialize com os registros zerados, isto ¢, comece preparando
fisicamente o estado inicial representado pelo vetor

lYo) = |REGL)|REG2) = |0)|0) = ]00...0)00..0) = (®i5]0)) ®
(©72910))

3Aqui mais uma vez notamos a representacio por produto tensorial. Doravante nio
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Passo 2.1. Aplique o operador de Hadamard ao |REGI1), fixando
|REG2)=]0)=]00...0), obtendo

o) = 5 £ [)]0)

Notamos que agora |REG1) armazena os estados [0), [1), ..., |[@ — 1)
em distribui¢do uniforme (estados equiprovaveis) e em superposicao:

|REG1) pode ser fatorado no produto tensorial

% |0 +|1>

enquanto |[REG2) se mantém “zerado” (|REG2) = |0)=/00...0) = ®@=|0)).

Passo 2.2. Seja Uy a transformacao linear unitéria tal que Uy|x)|k) =
[Z) |k + f()).

Aplique Uy a [1)1) obtendo |¢2>:% Y94 |2)| f(2)). Para o algoritmo de
Shor é de interesse apenas o caso particular em que k£ = 0 (pois inicializamos
com |REG2) =0) e f(z) = m® mod N (pois o objetivo principal é determinar
o perfodo desta fungio) 4.

Nas palavras de Shor (1997), Uy constitui “the bottleneck of the quantum
factoring algotithm”. A obtengao de |¢)5) a partir de |1);) ocorre em nivel
quantico. A aplicagao da transformacao linear unitaria U; se d& mediante
a transformacgao fisica do estado representado pelo vetor [i¢) no estado
representado pelo vetor |i)9). Trata-se portanto de um resultado obtido por
procedimento fisico e ndo por processamento numérico.

Notamos agora que [15) é um emaranhamento de |[REG1) e |REG2)

(em geral nao pode ser fatorado em produto tensorial).

Passo 2.3. Aplique DFT ao |[REG1) obtendo |¢3>:$ 252_01 )|y (v))
onde |y(y))=Y520 w™|f(x))

Passo 2.4.
Mega fisicamente | REG1) na base computacional, obtendo |yp),
onde yo € {0,1, ..., Q-1} e Prob(obter yy) = ‘”7%’2702»”2

insistiremos mais em comentar esta distingao essencial da computacao quantica com relagao
a cléssica.

4Cabe mencionar que um caso particular da porta Us é a porta CNOT apresentada na
secao 4.1 do capitulo 4.
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Apoés ter realizado esta medida, podemos ignorar os registros |REG1)
e |[REG2) e notar que criamos uma distribuicdo de probabilidades no
espago amostral {0,1,...,Q — 1}. Em outras palavras, o propédsito de se
executar os passos 2.0 a 2.4 foi o de criar (mediante computagdo quéntica)
uma fonte estocastica finita que gera, mediante tranformagao fisica, um
estado representado pelo vetor |yo) onde yo € {0,1,...,Q — 1} com distribuigao
de probabilidades conhecida.

O restante do algoritmo tem como objetivo obter o periodo da funcao
f a partir de inteiros y gerados por essa fonte estocastica, que foi criada
para isso. Como veremos de forma detalhada, as propriedades dessa fonte sao
importantes para uma avaliacao do desempenho do algoritmo. Nesse sentido o
fato de a distribuicdao de probabilidades de y nao ser uniforme, mas privilegiar

valores promissores para a obtencao do periodo da funcao f, é fundamental.

Passo 2.5. Obtenha o periodo P da funcao f, a partir do valor ¥, obtido

no passo 2.4, aplicando o procedimento (classico) a seguir:

— Expanda a fragao %0 em fragdo continua, obtendo os convergentes % ,
n=12 ... M

— paran =1 até n = M, teste para verificar se ¢, = P, calculando

m® = [[(m*)%* (mod N)

=1

onde ¢, = 327 gni2" é a expressdo bindria de qy,.

— Se m% =1 (mod N), obtenha o periodo P = ¢, e va para o passo 3 do
algoritmo de Shor, saindo de sua parte central, que foi bem sucedida. Se

nao, continue o loop (incremente o valor de n).

— Final do loop.
— Se chegar até este ponto e as M tentativas dentro do loop fracassarem °

volte ao passo 2.0 e refaca a parte central desde o inicio.b
Veremos posteriormente que a probabilidade de fracasso em cada intera-
¢ao do loop acima é menor que 1. Portanto a probabilidade de sucesso cresce

a cada interacao. Como em geral estamos interessados em fatorar um grande

SLomonaco [19] comenta que, se isso ocorrer, entdo “you are a very unlucky quantum
computer scientist”.

6Na, pratica medicoes destroem o estado. Porém mesmo se fosse possivel fazer uma
medicao ideal (voltando ao passo 2.4), esta segunda medigdo simplesmente reproduziria
o resultado. Assim néo tem sentido simplesmente voltar ao passo 2.4 e medir novamente
|REG1).
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inteiro N, Q > N2 ey € {0,1,...,Q — 1}, entdo a probabilidade de fracasso do
algoritmo é muito pequena, para cada valor inicial escolhido para a base m.
Por outro lado, considerando-se o algoritmo como um todo, temos em principio
(N —1)Q > (N — 1)N? loops independentes (j4 que m € {1,..., N — 1}, cada
um deles com probabilidade de sucesso positiva.

A seguir vamos apresentar a distribuicado de probabilidades associada a

fonte estocastica do algoritmo, que ird respaldar essas afirmacoes.

5.3
O Cerne da Abordagem Quantica: A Fonte Estocastica do Algoritmo

Nesta secao e também na préoxima apresentaremos propriedades, teore-
mas e corolarios relativos a fonte estocastica do algoritmo de Shor indispen-
saveis a sua compreensao, nos abstendo do desenvolvimento das provas dos
teoremas.

As duas propriedades a seguir descrevem de forma completa a distribui-
¢ao de probabilidades de y. Devido a sua importancia na avaliacao da eficiéncia
do algoritmo, elas serao reapresentadas na forma de dois teoremas, com as res-

pectivas demonstracoes, no capitulo 6.

Propriedade 1. Sejam y um valor obtenivel pela fonte estocastica do algoritmo
de Shor e Prob(y) a probabilidade de uma medida a partir dessa fonte resultar

em y. Entdo, se P | Q, teremos:
Prob(y) =

Neste caso, y apresenta apenas P valores com probabilidade positiva, com
C e~ . .- Q 2Q Q
distribui¢ao uniforme de probabilidades, a saber, os valores 0, 5, &, ..., Q—3%.
Os demais valores de y € {0,1,...,Q — 1} tém probabilidade nula.
Propriedade 2. Sejam y um valor obtenivel pela fonte estocastica do algoritmo
de Shor e Prob(y) a probabilidade de uma medida a partir dessa fonte resultar

em y. Entdo, se P {Q, teremos:

9(r, P,Q,y), Py#0 (mod Q)

Prob(y) =
92<T7P7Q)7 PyEO (mOd Q)
e 2(ELU(D 1)) + (P — 1) sen? (22 %)
rsen” (754 (% + 1)) + (P — r) sen (754 =3
91(77P7Q7y>: Q r @ _r

Q%sen?("GY) ’
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Qo+ P)?+ (P —1r)Q? Q
r(Qo )QQPQ( ) 0 QO:{PJP’ r =@ mod P.

Neste caso, se Py for multiplo de @, Prob(y) independera de y. Além

92(73 P7 Q) =

disso, como veremos posteriormente, go(r, P,Q) > g1(r, P,Q,y) para todo v,
indicando assim os valores de y de maxima probabilidade de obtenc¢ao (valores
“de pico”).

Usaremos posteriormente essa propriedade para simular classicamente ”
a aplicacao do algoritmo de Shor a fatoracao de 35.

Outras propriedades especificas relativas a essa fonte estocastica serao
apresentadas na secao 5.4 a seguir e aplicadas tanto na parte principal como

na parte final (exclusivamente classica) do algoritmo (passos 3, 4 e 5).

5.4
Propriedades e Conceitos Aplicados na Avaliacao da Probabilidade de
Sucesso dos Passos Finais do Algoritmo

A parte final do algoritmo (passos 3, 4 e 5) consiste basicamente em,
conhecidos Q=2%, a base m, o perfodo P e o valor medido de y (y,), obter
um fator nao trivial de N. Esse procedimento estd respaldado em teoria
dos ntmeros e no conhecimento de limitantes inferiores positivos para as

probabilidades de sucesso nos passos 3 e 4, conforme apresentado a seguir.

Teorema 16. Sejam y um valor obtenivel pela fonte estocdstica do algoritmo
de Shor e Prob(y) a probabilidade de uma medida a partir dessa fonte resultar

em y. Entao

93(P,N), 0<[{Pylol<5(1—5)

Prob(y) > N
94(P7N)v {Py}QZO
onde 41 1 1 1
_ - = )2 —_ R V-

e {a}qg € o residuo de a de mddulo Q) de menor magnitude.

Comparando-se com a propriedade 2 acima, notamos que o teorema 16
nos traz informacao adicional, qual seja, limitantes inferiores para a probabili-
dade de ocorréncia de valores de y tais que Py seja prozimo de multiplo de Q.
Estes valores de y situam-se na proximidade dos maximos locais da funcao de
probabilidades de y. Como g4(P, N) > g3(P, N) para todo y, aqui notamos a
tendéncia a obtencao mais provavel de certos valores especificos de y: os valores
de y tais que Py seja maultiplo de () sao mais provaveis que valores de y tais

que Py seja prozimo (mas nao igual) a um multiplo de Q.

"Mediante uso de planilha em EXCEL.
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Usaremos essa propriedade para simular classicamente 8 a aplicacdo do
algoritmo de Shor a fatoracao de 35.

Sabemos que Y = {y € {0,1,..,N — 1};|{Py}o| < £} possui P
elementos distintos entre si e portanto hd uma bijecdo entre Y e Sp =
{0,1,..., P — 1} e também entre {&; y € Y} e {4;de Sp}.

Mais ainda, a funcao d dada por

diY—)Sp

P
Y round(—y)

¢ uma bijecao com inversa dada por
d':Sp —Y

T round(%c)

Finalmente, notamos que a funcao bijetora d sugere um caminho para a

obtencao de P: partir de % e chegar a @.

5.5
A Interacao entre a Parte Quantica e a Parte Final:
Desempenho na Determinacao do Periodo

Voltando a parte quantica do algoritmo, sabemos que, como resultado da
medida tomada no passo 2.4, temos um valor inteiro yo € Sg = {1,2,...,Q —
1}. Precisamos agora saber como determinar P a partir de yo, explorando a
relacdo entre os racionais % e %. Veremos que essa busca de P se assemelha
a uma “pesca” ou “cacada” em um meio estocéastico, com alta probabilidade
de sucesso, onde as propriedades da distribuicao de probabilidades de y, bem
como elementos de teoria dos nimeros, irdo desempenhar um papel essencial.

Do teorema 3 do capitulo 2 sabemos que, se ¢ é um real, a, b sdo inteiros
com b > 0e¢|c— % < 5 entdo ¢ ¢ um convergente da expansdo em fragio
continua de c.

Agora podemos aplicar um corolario 1util desse teorema, a saber:

Corolério 9 (condicdo suficiente para convergéncia). Se |{Py}q|< £ entdo

ay)

5 € um convergente da expansdo em fragao conlinua de

y
5
Notamos aqui novamente uma propriedade que diz respeito a valores de

y tais que Py seja multiplo ou préximo de multiplo de @), isto é, a valores de

8Mediante uso de planilha em EXCEL.
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y que coincidem ou estao proximos aos valores correspondentes aos picos de
Prob(y).

Entretanto, aqui nao se trata apenas de, mais uma vez, visualizar
limitantes inferiores para as probabilidades de ocorréncia de y, mas sim de
buscar uma “pista” para a “cacada” do periodo P. Em uma visao ingénua,
poder-se-ia mesmo pensar: “Temos @) e y, logo temos % e o periodo P seria
encontrado imediatamente, pois seria igual ao denominador de um convergente
da expansao em fracdo continua de %”.

No entanto, o que o corolario 9 acima garante é apenas que, se for
satisfeita certa condicdo, teremos um n-ésimo convergente da expansao em
fragoes continuas de %, dado por ¢, = %, onde p, e ¢, sao primos entre si
e c, = @. Mas nada garante que p, = d(y) e ¢, = P. Em outras palavras,
nada garante o sucesso de nossa “cacada” por P.

Como p,, e g, sao primos entre si, temos que p, = d(y) e g, = P se e
somente se d(y) e P também forem primos entre si. Por isso a probabilidade
de sucesso do algoritmo depende da probabilidade de d(y) e P serem primos
entre si.

Contudo temos aqui uma “boa noticia”: existe um limitante inferior
positivo para a probabilidade de sucesso desta etapa de nossa “cacada”, pois

sabemos do corolario 5 do capitulo 2 que

BP) e —dP) 1
P - In2  log,logy, N

onde ¢ ¢é a fungao totiente de Euler, v é a constante de Euler, P = ordy m com
1 <m < N—1, ¢P) éuma sequéncia mondtona descrescente de nimeros

reais positivos que converge para 0 e, além disso, pode ser provado ? que

Teorema 17. Prob(mdc(d(y), P) =1|y € {0,1,...N—1}) > %@(1—%)2

Logo Prob(mdc(d(y),P) =1 |y € {0,1,...., N — 1}) tem um limitante
inferior positivo: eis a boa noticia.

Recordemos que o passo 2.5 (iltimo passo da parte central do algoritmo)
calcula classicamente o periodo P da funcao f dada por z — m* mod N, a

partir do valor yy medido no passo 2.4, mediante o loop:

Para n =1 até que ¢, = 0:

— Use as relagoes de recorréncia na expansao em fragoes continuas para

calcular p,, e g, do n-ésimo convergente ¢, = f]ﬁ de %’
n

9Cf. Lomonaco [19].
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— Teste para verificar se g, = P, calculando

min = [[7_;(m?)%i mod N

onde ¢, = 321 gni2" é a expressdo bindria de g,

— Se m? =1 (mod N), saia com o valor do perfodo P = ¢, e va para o
passo 3 do algoritmo de Shor, saindo da parte central, que se concluiu
com sucesso (o periodo foi obtido!). Se nao, continue o loop (incremente

o valor de n).
— Final do loop.

— Se chegar até este ponto e todas as tentativas dentro do loop fracassa-

rem!?, volte ao passo 2.0 e refaca a parte quantica desde o inicio.

Pois bem, ja mencionamos que a probabilidade de fracasso em cada
interacao do loop acima é menor que 1. Agora sabemos que seu complemento,
a probabilidade de sucesso, tem um limitante inferior positivo dado por

4 ¢(P) 1,

Prob(mdc(d(y),P)=1|y € {0,1,.... N —1}) > ——(1 — —

rob(mde(d(y), P) = 1|y € { Dz 1-%)
onde ¢ é a funcao totiente de Euler.

A tabela a seguir ilustra os valores desse limitante, abstraindo o fator

(1-— %)2, que é muito proximo de 1 para N grande.

=8
3

Limitante
0,2026
0,2702
0,2026
0,3242
0,1351
0,3474
0,2026
0,2702
0,1621
0,3684
0,1351

|l N | |O |k |Ww|N | Y

B O[O N NN

—_
=}

—_
—_
—_
]

—_
(\]
S

10Um evento muito improvavel: “you are a very unlucky quantum computer scientist!”.
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Vale lembrar mais uma vez que, em geral, estamos interessados em fatorar
um grande inteiro N e adotamos @Q > N?. Como a medida de y resulta em
um entre () valores inteiros possiveis (y € {0,1,...,Q — 1}), a probabilidade de
fracasso do algoritmo é muito pequena para cada valor inicial escolhido para a
base m. Como m € {1, ..., N — 1}, temos em principio (N —1)Q > (N — 1)N?
tentativas independentes, cada uma com probabilidade de sucesso positiva, o
que resulta em alta probabilidade de sucesso do algoritmo como um todo.

A rigor, somente mediante a execucao de todas as (N — 1)@ > (N —
1) N? tentativas mencionadas se pode assegurar o sucesso do algoritmo com
probabilidade igual a 1. Entretanto, o valor esperado do nimero de tentativas
necessarias até o término bem sucedido do algoritmo é o inverso de sua

probabilidade de sucesso em cada tentativa e é muito inferior a esse niimero.
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5.6
Trés Exemplos

Para ilustrar o procedimento vamos fatorar o niimero 35, o quarto menor
inteiro nao trivial (fmpar, composto e diferente de poténcia de um primo),
escolhendo trés valores para a medida quéntica (yg): o primeiro favoravel ao
sucesso do algoritmo, os demais apresentando dois tipos de “comportamento”

desfavoravel.

Devido ao fato de N = 35 ser pequeno, podemos obter facilmente o
periodo P da funcao f definida no passo 2, sem utilizar o passo 2 do algo-
ritmo. Basta calcular 2* mod 35 para x = 1,2, ..., e guardar como “segredo”
o resultado : P = 12. Nao faremos uso desse “segredo” em nenhum passo da
execucao do algoritmo nos trés exemplos que se seguem, mas exclusivamente

nos comentarios que encerram cada exemplo.

5.6.1
Um Exemplo de Sucesso

Passo 1: Escolho m = 2, que satisfaz 1 < m < 34.
Como mdc(2,35) = 1, sigo para o passo 2, para encontrar o periodo P
da fungao f(x) = 2* mod 35.

Passo 2: Parte central do algoritmo

Preparacao da Parte Quantica

Temos @Q = 2! = 2048 pois 352 < Q = 2 < 2. 352

Passo 2.0. Inicio com

) = |REGL)|REG2) = [0)|0) = ]00...0)|00..0) = (®}2]0)) ®
(©;210))

Notamos aqui que precisamos de 222 qubits para armazenar

|REG1)|REG2).

Passo 2.1. Aplico o operador de Hadamard ao |REGI), fixando
|REG2)= |0)=|00...0) obtendo

1) = oz Laso [2)10)
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Passo 2.2. Aplicando a transformagao linear unitdria U; a
|REG1)|REG2) obtenho

[ths) = <= 32247 |27 mod 35)

Passo 2.3. Aplico DFT ao |REG1), obtendo
[03) = otz Lo 19) 11 (y)) onde [7(y)) = g Yty w™|27 mod 35)

Passo 2.4. Mego |REG1), obtendo |yg), por exemplo |yo)= |851)

Passo 2.5. Calculo o periodo P da funcao f dada por x — 2% mod 35,
a partir do valor yy = 851 obtido no passo 2.4, aplicando o procedimento a

seguir:

— Expando a fracdo ¢ = %0 = % em fragdo continua, obtendo os
1

convergentes ¢, = Z—“, n=12 ..M
n

Aplicando o algoritmo de Euclides e as relagdes de recorréncia vistos na
secao 2.5 do capitulo 2, obtenho ay,, p,, Gn, cn,n = 1,2,..., M = 7, conforme a

tabela a seguir:

n 0 1 2 4 5 6 7
an | 0 2 2 9
Pn | 0 1 2 27 32 01 851
In 1 2 5 12 65 7| 219 2048
Cn 0o | 1/2 | 2/5 | 5/12 | 27/65 | 32/77 | 91/219 | 851/2048

Agora testo, paran = 1 até n = M = 7 (ou até ter sucesso), para verificar se

ocorre ¢, = P, calculando

m® = [[7_;(m*)%i mod N onde ¢, = 37 ¢n:2' é a expressdo binaria
de g,.

A tabela acima contém todos os valores da expansdo completa de
%0 = % em fracao continua. Veremos que somente os valores referentes a

n =0, 1, 2, 3 serao utilizados para obter o periodo P da funcao f dada por
x +— 2% mod 35.

n = 0 é trivial e nao nos fornece P.

Paran =1, temos ¢; = 2 com 2> =4 # 1 (mod 35)

Para n = 2, temos g = 5 com 2° =32 # 1 (mod 35)

Para n = 3, temos ¢z = 12 com 2!2 = 4096 = 1 (mod 35)
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Logo concluimos que P = 12 e saimos da parte quantica com sucesso
(chegamos ao final do loop), sem precisar usar os valores n =4, 5,6, 7.

Vou para o passo 3 do algoritmo.

Passo 3: P = 12 é par. Sigo para o passo 4.

Passo 4: 27 = 26 = 64 # —1 (mod 35). Vou para o passo 5.

Passo 5: mdc(27 — 1,35) = mdc(63,35) = 7

Assim obtemos 7, que é um fator nao trivial de 35.

Comentarios

Neste exemplo temos Py, = 10212, que nao deve ser considerado

préximo de um multiplo de @, na perspectiva do teorema 16, pois [{Pyo}q| =
{10212} 504s] = 28 > £(1 — ) e temos da propriedade 2 da secdo 5.3 que

N
Prob(y = 851) = 0,00116353 < %%(1 — )% um valor compativel com o
enunciado do teorema.
Por outro lado Py, = 10212 também nao deve ser considerado su-

ficientemente proximo de um multiplo de ) segundo o corolario 9, pois

{Pyo}o| = [{10212}5045| = 28 > £. Portanto nao podemos assequrar que
% seja um convergente da expansao em fragdo continua de ¢ = %0 = %. To-

davia verificamos que d = d(yo) = d(851) = round(liﬁ?

sorte, pois mdc(d, P) = mdc(5,12) = 1, com Prob(mdc(d, P) = 1) > 0,127 se-
gundo o teorema 17 ou mais precisamente Prob(mdc(d, P) = 1) = 0, 33306337,

conforme pode ser obtido a partir da propriedade 2 da secao 5.3.

) = 5 e estamos com

Além disso verificamos também (por expansdo em fragao continua) que

d _ 5 4 5 5 1 Yo _ 851
5 = 15 ¢ um convergente da expansao em fragao continua de S = 2048 Com

efeito, o corolario 9 expressa apenas um condi¢do suficiente para que esse fato

ocorra.
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5.6.2
Um Exemplo de Fracasso

Neste exemplo, todos os passos até o passo 2.3 sao idénticos aos do

exemplo anterior.

Passo 2.4.
Mego |REG1), obtendo |yo), por exemplo |yo)= [1367).

Passo 2.5. Calculo o periodo P da funcao f dada por x — 2% mod 35,
a partir do valor yo = 1367 obtido no passo 2.4, aplicando o procedimento a

seguir:

Yo _ 1367 = ;
0 — 2048 ©M fracao continua, obtendo os
1,2,.... M

— Expando a fracdo ¢ =
— Dn

convergentes ¢, = o=

n
Aplicando o algoritmo de Euclides e as relagoes de recorréncia vistos na
secao 2.5 do capitulo 2, obtemos a,,, pn, ¢n, cn,n = 1,2,...., M = 4, conforme a

tabela a seguir:

N 0 1 2 3 4
an 0 1 2 136 5

Dn 0 1 2 273 1367
n 1 1 3 409 2048

Cn 0 1 2/3 | 273/409 | 1367/2048

Agora testo, para n = 1 até n = M = 4 (ou até ter sucesso), para verificar se

ocorre ¢, = P, calculando

m® = [[7_;(m*)%i mod N onde ¢, = > ¢n:2' é a expressdo binaria

de q,.

A tabela acima contém todos os valores da expansao completa de £ =

Q
1367 x .
soqg em fracdo continua.

n =0 e n =1 sdo triviais e ndo nos fornecem P.

Para n = 2, temos ¢z = 3 com 2° =8 # 1 (mod 35)

Paran = 3 e n = 4 temos g3 = 409 e q4 = 2408, que nao podem ser
iguais a P, pois necessariamente P < 35

Esgotamos todos os resultados da expansao em fracao continua de %0 =
1367

o1s Sem obter P e chegamos ao final do loop sem sucesso.
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Volto ao passo 2.0 e refaco a parte quantica desde o inicio.
Comentarios
Neste exemplo temos Py, = 16404, que nao é proximo de um multiplo

de @ na perspectiva do teorema 16, pois [{Pyo}tg| = [{16404}204s| = 20 >
%(1 — %) e temos da propriedade 2 da segdo 5.3 que Prob(y = 1367) =

0,00228012 < %%(1 — %)2, um resultado compativel com o enunciado do
teorema.
Verificamos também que Py, = 16404 nao é suficientemente pro-

ximo de um multiplo de @) na perspectiva do corolario 9, pois [{Pyo}g| =

{16404} 5045] = 20 > £. Assim, ndo se pode assegurar que 4 seja um conver-
gente ¢, = Z—: da expansao em fracao continua de ¢ = %’ = %.
Por outro lado, temos d = d(yo) = d(1367) = round(35357) = 8 ¢

estamos sem sorte, pois mdc(d, P) = mdc(8,12) # 1, com Prob(mdc(d, P) =
1) > 0,127,
segundo o teorema 17, ou mais precisamente Prob(mdc(d, P) = 1) =
0, 33306337, conforme pode ser obtido a partir da propriedade 2 da secao 5.3.
Assim, ainda que % fosse igual a um convergente ¢, = £ da expansao

qn
em fracao continua de £, mesmo assim nao teriamos d = p, nem P = g,,.

Finalmente, verificamos que d(yo) = round(=}*) = round(5g) = 8 e
% = % = % nao é sequer um convergente da expansao em fracao continua de
yo __ 1367 5 : 2 273 1367
B =ois (0s convergentes cg, c1, C2, C3, C4 SA0 respectivamente 0, 1, £, 55, 5575)-
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5.6.3
Segundo Exemplo de Fracasso

Neste exemplo, todos os passos até o passo 2.3 sao idénticos aos do

exemplo do item VII.1.

Passo 2.4.
Mego |REG1), obtendo |yo), por exemplo |yo)= |1536)

Passo 2.5. Calculo o periodo P da funcao f dada por x — 2% mod 35,
a partir do valor yo = 1536 obtido no passo 2.4, aplicando o procedimento a
seguir:

— Expando a %’ = % em fracao continua, obtendo os convergentes c,=

%, n=12 ... M
Aplicando o algoritmo de Euclides e as relagoes de recorréncia, obtenho

Qny Py Qns Cny 0 = 1,2, ..., M (ver item IV.1), conforme a tabela a seguir:

N 0 1 2
an 0 1 3
D 0 1 3
n 1 1 4
Cn 0 1 3/4

Agora testo, para n = 1 até n = M = 2 (ou até ter sucesso), para verificar se

ocorre ¢, = P, calculando

m® = [[7_;(m*)%i mod N onde q, = 37 ¢n:2' ¢ a expressdo binaria
de q,.

A tabela acima contém todos os valores da expansao completa de %’ =
1536 5 :
2015 em fragao continua.

n =0en =1 sdo triviais e ndo nos fornecem P.
Para n = 2 temos ¢ = 4 com 2* =16 # 1 (mod 35)

Esgotamos todos os resultados da expansao em fragao continua de

%0 = % sem obter P e chegamos ao final do loop sem sucesso.

Volto ao passo 2.0 e refaco a parte quantica desde o inicio.

Comentarios
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Neste exemplo temos Py, = 18432 = 9(Q) e temos da propriedade 2 da
secao 5.3 que Prob(y = 1536) = 0, 08333397 = % (valor de pico da distribuicao
de probabilidades de y).

Temos também d = d(yo) = d(1536) = round(12 - 2238) = round(9) =
9 mas estamos sem sorte, pois mdc(d,P) = mdc(9,12) # 1, com
Prob(mdc(d, P) = 1) > 0,127, segundo o teorema 17, ou mais precisamente
Prob(mdc(d, P) = 1) = 0,33306337, conforme pode ser obtido a partir da
propriedade 2 da secao 5.3.

d _ 9 _ 3

. d_ 9 _3 ~ 5 . Yo
Com efeito, temos £ = 75 = ¥, a expansao em fracao continua de o tem

como convergente ¢, = Z—; = % mas nao é correto que P = ¢y = 4.

Temos {Pyo}g = {18432}s04s = 0 < L e % ¢ seguramente um

2
o __ 1536
Q

= 5o1s» J& que a condigao

convergente da expansao em fragao continua de

suficiente para isso ¢é satisfeita (cf. corolario 9).
Ainda assim fracassamos, pois o denominador de % tal como o algoritmo

o “enxerga” (qz = 4) nao ¢ igual a P, mas apenas um seu divisor (o que ¢ nao

somente possivel, mas necessario, ja que mde(d, P) # 1).

Considerando todos os trés exemplos apresentados nesta se¢do, vemos
que a escolha inicial de m = 2 como base para fatorar N = 35 levou ao
seguinte cenario em termos de probabilidade de sucesso do algoritmo:

Em primeiro lugar, a condi¢ao (desejavel) dada por

ordny m

(ordym ser par) A(m™ 2 +1#0 (mod N))

foi satisfeita pela escolha aleatéria (e feliz) de m. Com efeito, temos

ordyy m

ordym =P =12 e m~— 2 4+1=-5#%#0 (mod N).

Assim, logo no inicio do algoritmo (passo 1), tivemos a sorte de evitar dois
tipos de fracasso em sua execugao.

A proposito, ja sabemos do corolario 8 do capitulo 6 que a probabilidade

5
12°

Ja a satisfagdo da condigao (também desejavel) mdc(d, P) = 1 depende

de se ter esse tipo de sorte é superior a

de um valor que resulta de uma medida fisica (y) e a probabilidade de esta
condigao ser satisfeita no contexto em pauta (isto é, com N =35em = 2) é
0, 33306337, muito proxima de %

Portanto, em sentido probabilistico, fatorar N = 35 aplicando o algo-
ritmo de Shor e usando a base m = 2 equivale a lancar um dado e apostar, por
exemplo, somente nos resultados 1 e 2, mas sempre podendo repetir o experi-

mento até ocorrer o primeiro sucesso! Nesse contexto, como a probabilidade
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1
3
de tentativas até finalizar a execucao bem sucedida do algoritmo é de apenas 3!

de sucesso em cada tentativa é praticamente igual a 3, o nimero esperado

Uma vez concluida esta exposicao do algoritmo, cabe agora voltar nossa
atencao com mais profundidade para as propriedades centrais de sua fonte es-
tocéstica, expressas como propriedades 1 e 2 neste capitulo, ou seja, para a
distribuicao de probabilidades dos valores da medida quantica y. O desempe-
nho do algoritmo depende essencialmente dessa distribuicao e por esse motivo
optamos por dedicar um capitulo a parte para apresenti-las na forma de teo-

remas com as respectivas demonstragoes.
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Demonstracao de Teoremas Relativos a Fonte Estocastica do
Algoritmo de Shor

O algoritmo de Shor ¢é essencialmente estocastico e sua eficiéncia baseia-
se essencialmente na probabilidade de sucesso de sua parte quantica. Por essa
razao a distribuicao de probabilidades dos valores da fonte estocastica utilizada
nessa parte ¢ peca chave tanto na compreensao como na aplicagao do algoritmo.

Este breve capitulo tem como objetivo apresentar a demonstragao dos

dois teoremas relativos a tal distribuicao, enunciados no capitulo anterior.

Teorema 18. Sejam y um valor obtenivel pela fonte estocdstica do algoritmo
de Shor e Prob(y) a probabilidade de uma medida a partir dessa fonte resultar

em y. Entdo, se P | Q, teremos:

Prob(y) =

Demonstracao.

Dos passos 2.3 e 2.4 do algoritmo de Shor temos

2 Q-1
Prob(obter y) = W onde |y(y)) = ;) wW|f(z)) , w=eQ

Sejam Sg ={0,1,...,Q — 1} C Ne f dada por
f:SQ—>SQ

z — m”® mod N

A notacao acima para o dominio de f remonta a ideia de fonte estocéstica, ou

melhor, de espago amostral (sample space), no qual se realiza o experimento
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aleatério de escolha de um inteiro y com 0 < y < @ — 1. Sg se distingue

de (Z/(Q)), um conjunto de classes de equivaléncia, e lhe é preferivel neste

contexto, j4 que m®, onde T é uma classe de equivaléncia, nao faria sentido.
Sabemos que a extensao de f a Z é periddica com periodo P = ordy m.
Como P | @, tomemos k inteiro tal que QQ = kP.

Temos entao

Q-1 P-1 k-1
=Y w|f(x)) = > > wPnEO| f(Pry + )
x=0 xo=0x1=0

P—1 k-1
= Z WY Z wFye Fien)
xo=0 xr1=0

Seja Sp = {0,1,..., P —1}.

Como f tem periodo P, a restricio de f a Sp é injetora e portanto
|£(0)),1f(1)),...,[f(P —1)) sdo vetores distintos e ortonormais.

Analisemos agora os dois casos: Py = 0 (mod @) e Py # 0 (mod Q),

lembrando que w =e@ .

Se Py =0 (mod Q) temos (para todo z; inteiro) w¥* = 1 e portanto

(Wh) =P, Prongy) = TR

Se Py # 0 (mod @), somamos a série geométrica e obtemos

Py(k=1)yPy — 1 wPvd —1 @ —1

pryxlzw = —_=
a0 why — 1 whfy —1 why—1

Notamos que w? = 1 para todo y inteiro e w¥ # 1 para Py # 0 (mod Q).
Portanto, para Py # 0 (mod @), temos Zﬁl_:lo w?¥ =0, (y(y)|y(y)) =
0 e Prob(y) = 0.

E o teorema estda demonstrado. O

Teorema 19. Sejam y um valor obtenivel pela fonte estocdstica do algoritmo
de Shor e Prob(y) a probabilidade de uma medida a partir dessa fonte resultar

em y. Entdo, se P {Q, teremos:

i(r, P,Q,y), Py#0 (mod Q)
g2(r, P,Q), Py=0 (mod Q)

Prob(y) =
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onde

sen (ﬁ(% + 1))+ (P —r)sen (Ty%>

G son? (222 |

91(7’, P,Q,y) =

r(Qo+ P)* + (P —1)Q3
Q2p2

, QO:M@JP’ r = mod P.

92(T7 P? Q) =

Demonstragiao. Como na demonstragao do teorema 1, temos:

Prob(obter y) = HW(Q?H onde |y(y)) = i w?|f(z)) , w=eQ.

Também adotamos Sg = {0,1,...,Q —1} C Ne f dada por
f : SQ — SQ

x +— m”® mod N,

lembrando novamente que a extensao de f a Z é peridédica com periodo

P = ordy m.

Como P t @, tomemos k e r como os tnicos inteiros tais que
Q=Pk+rk>00<r<P.

Notamos que @y = {%J P = kP e temos entao

Q-1 Qo—1
)>:Z%w”’!f(x)>: ZO w*|f(z % w™|f(x

-1 k-1 !
_ w(P:Jc1+xo)y|f<Px1 +a0)) + Z w(Qoero)y‘f(QO +19)) =

zo=0

=)
3
=
Il
=)

To=

P-1 k—1 r—1
= (Z wawl) [f(@a)) + 32w w?¥|f(z0)) =

x1=0 xro=0

k—1 P-1 r—1
= (Z wa:m) Z wzoy‘f(%» +ony Z wxoy\f(xo» =

x1=0 xro=0 ro=0

- (Z w) 5w ) + (Z w) 3 W (o)) +

x1=0 zo=0 r1=r To=r
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r—1

3w () =

zo=0

- (Z w) S W f(ao)) + (Z w) > W f(ao).

x1=0 xro=0 xr1=r To=T
Como f tem periodo P, a restricaio de f a Sp ¢é injetora e portanto
|£(0)),|f(1)),...,|f(P —1)) sdo vetores distintos e ortonormais.

Temos entdo

2 2

k—1
Z waxl

x1=0

zk: waxl

x1=0

(YW)(y) =r + (P =)

Analisemos agora os dois casos: Py = 0 (mod Q) e Py # 0 (mod Q),
27

lembrando que w =e@ .

Se Py =0 (mod Q), temos (para todo z; inteiro) w”¥* = 1, e portanto

s Qo+ PP+ (P -1)Q3

VW) =rlk+ 1) + (P —r)k P

e teremos

P)? + (P — 2
Prob(y) _ <7(Z/22”2Y(y)> _ T(QO + )CQ;I;Q( 7/‘)620.
Se Py # 0 (mod @), somamos as séries geométricas e obtemos

2

+(P—r)

2
whvk — 1

wa(k+1) -1
why —1

wPy — 1

) ) = r ‘

e — 1‘2 = 4sin? (g) obtemos

Aplicando a identidade

P P
Prob(y) — W) _ e’ CGHE + 1) + (P — s’ (gt )
@ Q? SenQ(%Py)
Fica assim concluida a demonstracao. -

No capitulo 3 apresentamos um esho¢o de um computador quantico e,
no capitulo 4, as principais portas a serem utilizadas em uma representacao
adequada da parte quantica do algoritmo de Shor por meio de circuito. Cabe
agora construir essa representacao usando portas devidamente especificadas e

articuladas em um circuito completo.
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A Parte Quantica do Algoritmo de Shor como Circuito

7.1
Introducao

A representacao mais aceita de um computador classico é a maquina
universal de Turing. Contudo quando se trata de computacdo quantica a
representacao através de circuito pode ser mais adequada para a visualizagao
do que sucede passo a passo ao se executar o algoritmo.

Vamos agora aproveitar o esboco de computador quantico apresentado
no capitulo 3 e as principais portas quanticas apresentadas no capitulo 4 para
construir uma representacao da parte quantica do algoritmo em forma de
circuito.

Lembramos inicialmente que a parte central (passo 2) do algoritmo de
fatoracdo de Shor aplica computagdo quantica (e classica) para determinar o

periodo P da funcao f dada por

fZ—(Z/(N))"

z — m® mod N

Nessa parte central, a computacao quantica é aplicada nos passos 2.0
a 2.4, que agora passamos a representar na forma do circuito da Figura 7.1.
Assim a aplicacao de computagao quantica no algoritmo pode ser visualizada
e melhor compreendida em forma de “hardware”.

Na Figura 7.1, o desenvolvimento sucessivo dos cinco passos da parte
quantica do algoritmo se da de forma sequencial, da esquerda para direita.

Assim os vetores de estado |¢y), [11), |¥2), [t3) e [14) representam as
saidas dos passos 2.0, 2.1, 2.2, 2.3 e 2.4, respectivamente.

Ja o médulo DF'T representa o operador transformada de Fourier dis-
creta aplicado no passo 2.3 enquanto o médulo Uy representa o operador linear

unitério aplicado no passo 2.2 dado por Us(|j)|k)) = |j)|k + 27), onde a soma
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0) H M
: DFT
0) H M
Us
10)
0)
[Po)  |¢1) |1b2) |13)

Figura 7.1: Circuito bésico da parte quantica

é modulo N e |j) e |k) sdo os estados do primeiro e do segundo registros,
respectivamente. Os moédulos H sao portas de Hadamard e os moédulos M sao
medidores.

Para que nao fiquem apenas representados como meras “caixas pretas”,
o moédulo DEFT e o médulo Uy devem ser decompostos “a nivel de hardware”
em termos de portas universais.

Conforme mencionamos na secao 5.2.2 do capitulo 5, nas préprias pa-
lavras de Shor (1997) Uy constitui “the bottleneck of the quantum factoring
algorithm”. Neste capitulo nos limitaremos a decompor a transformada de Fou-

rier discreta (DFT) em termos de portas universais.

7.2
Operador de Hadamard e Transformada de Fourier: Preparacao para
Representacdao como Portas em Circuitos

7.2.1
O Operador de Hadamard

Na parte quantica do algoritmo de Shor destaca-se a aplicacdo de dois
operadores lineares unitarios: o operador de Hadamard no passo 2.1 e a
transformada de Fourier no passo 2.3.

A porta de Hadamard com n qubits |¢1), |¢2), ...|¢n), tem como output

o produto tensorial

[y
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Hi¢1) @ H|po) @ ... @ H]en)

J& vimos no capitulo 5 que no caso de uma porta com n qubits “zerados”

no input a aplicacao do produto tensorial de Hadamard tem como output:

0) + 1)

H®"0)®" = H®"|0, ..., HI0 ’7

0) 0,000 = (110 = (P en — g
Assim o produto tensorial de n operadores de Hadamard produz uma

superposicao de todos os estados da base computacional com igual amplitude

(igual peso), quando aplicado ao estado |0)®™ com n qubits. Esta superposigao

é o output do passo 2.1 da parte quantica, representado por |¢1) na figura 7.1.

7.2.2
A Transformada de Fourier

O célculo eficiente da transformada de Fourier é crucial para o desem-
penho do algoritmo de Shor e decisivo para caracterizar seu breakthrough em
comparagao com os algoritmos classicos conhecidos de fatoracao de inteiros.

Inicialmente devemos recordar que a transformada de Fourier discreta
de @) pontos de um vetor |j) da base computacional de um espaco vetorial de

dimensao @ é o vetor de estado DFT|j) dado por

DFET|j) = Z w* k)

onde

No algoritmo de Shor, para armazenar o inteiro /N a ser fatorado, usamos
n bits de forma que
M N<2"=Q

Notamos que na expressao para DFT|j) acima o lado direito tem @
termos e que a base computacional tem () estados. Logo a complexidade para
calcular classicamente a transformada de Fourier da base computacional é
O(Q?) = O(2*"), conforme a notacio assintética introduzida na secio 2.11 do
capitulo 2. Com o desenvolvimento da transformada de Fourier classica rapida,
essa complexidade foi reduzida para O(n2") e mesmo assim continua a crescer
exponencialmente com n.

Com a aplicagdo de computacao quantica essa complexidade pode ser

drasticamente reduzida para complexidade polinomial mediante recurso a
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paralelismo, conforme veremos a seguir.
Inicialmente DFT|j) deve ser fatorado. O primeiro passo é escrever k em
base 2:

k= Z k,2n
=1
Obtemos

1

1 1 n k
DFT|j) = Zw’% S LS L ) ® . © k)

§
3
>
K,
é
B
7\

Finalmente obtemos:

DFT|j) = N é)qo) +ed[1))

2mij 27ig 2mij

|0) +e72 1>®|0)—i-e22 1) |0) +e2m 1)
V2 V2 V2

Com esta fatoracao chegamos a um ponto crucial: a complexidade para

DFTYj) =

o calculo de cada DFT|j) passa a ser O(n) (complexidade linear), pois ha n
termos no produto. Como a base computacional é constituida por n elementos,
esse procedimento devera se repetir n vezes e assim a aplicacao do operador
DFT quantico terd complexidade O(n?).

Recordemos que a complexidade da transformada de Fourier rapida
clasica ¢ O(n2") (complexidade exponencial), ja que o calculo se realiza sobre
cada um dos 2" elementos da base computacional, um de cada vez.

Aqui se pode identificar o breakthrough introduzido pelo algoritmo de
fatoracao de Shor: trata-se do primeiro algoritmo quéntico a introduzir uma
redugao exponencial no tempo de processamento na resolucao de um problema
matematico, comparativamente aos algoritmos conhecidos de computacao
classica, acenando assim para a possibilidade da existéncia de outros algoritmos
quanticos com essa mesma propriedade.

Como se explica esse breakthrough? Em computacao quantica aplica-se
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|71)

|j1-1)

|71) H

R

|ji41)

|n)

|j1)

ji-1)

Rt — )

77 ’jl+1>

———— jn)

Figura 7.2: Circuito com portas R e de Hadamard

o paralelismo quantico e a transformada de Fourier de um estado qualquer

) = 3 Flala),

82

o qual tem um ntmero exponencial de termos, é calculada com uma tunica

aplicacdo da transformada de Fourier quantica. A transformada de Fourier

dos 2" elementos da base computacional é realizada simultaneamente (“para-

lelamente”) e portanto a complexidade da transformada de Fourier quantica é

medida pelo “tamanho” do circuito (n).

Assim, a expressao fatorada para DFT|j) acima, eminentemente quin-

tica, é a chave da “desaceleracao exponencial” propiciada pelo algoritmo de

Shor. E é também a chave para a representacao de sua parte quantica por

meio de circuito, isto é, em termos de portas universais, como veremos a se-

guir.

7.3

O Circuito: Consideracoes sobre Complexidade

Consideremos o circuito da Figura 7.2. Nela, o valor dos qubits |j,,), m #

[, nao muda.

Passemos ao qubit [j;). Este deve mudar sob a acdo dos operadores H

(porta de Hadamard), Rq, R, ...

s, Rui1-1, onde Rp, k =2,3,...n+1—-1¢o0
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operador rotacional representado pela matriz unitaria

R—1 0
k_Oe%

Assim cada porta (operador) Ry é controlada pelo qubit |jri—1), de
forma que se jpy—1 = 0, Ry é substituido pelo operador identidade (auséncia
da agdo) e se jry1 = 1, Ry entra em agdo. Tendo em vista a efetiva
construcao do circuito, ¢ importante notar que as portas controladas podem
ser implementadas através do uso de portas de um qubit e da porta CNOT
(cf. Nielsen e Chuang [35], pp. 178-185).

Notamos que para efeito de calculo cada porta de dois qubits R,
controlada pelo qubit |jx;—1) pode ser substituida pela porta de um qubit

CRy representada pela matriz

1 0
CRk = 2mip -1
0 e =2

Quanto ao primeiro operador da figura 7.2 (porta de Hadamard), notamos que

2mij)

0) + 4|1
\/§

Hlj) =
Assim podemos escrever

|'l7b> - CRn+1_l CRQ H|jl> - CRn+1—l CRQ CRl |+>

onde 0)+ 1)
et
Definindo .
PRoioi= ] CRi
k=n-+i—1
Temos

1 0
PR = ( )
0 €2n+1—l

Finalmente obtemos

2mig

0) + e 1)

) = PRop1—t|+) = NG
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2mij
|0)+e2™ |1)

[+) APRf——— -+ 72

27mig
0)+e3n-T|1)
+) J PR - e

|_|_> —_ e PN e PR, 7

0)+e 2 1)

Figura 7.3: Circuito com portas PR e de Hadamard

Com os operadores PR1, PRo, ..., PR, podemos construir o circuito da
Figura 7.3, onde o processamento dos qubits do input (|+)) se d4 da esquerda
para a direita e o output é igual (a menos da ordem) a expressao fatorada de
DFT|j). Para ordenar a saida do circuito de cima para baixo na mesma ordem
(da esquerda para a direita) da expressao fatorada de DF'T|j) sdao necessérias
5 trocas (“swaps”). Com isto a complexidade da DF'T" quantica passara a sua
estimativa final, O(n?).

Com isto concluimos a representacao da transformada de Fourier quan-
tica em termos de circuito, isto é, decomposta “a nivel de hardware” em termos
de portas universais. Pudemos assim visualizar em detalhe um dos dois ope-
radores centrais eminentemente quanticos do algoritmo de Shor, a saber, o
operador DF'T. Trata-se de um operador decisivo para o breakthrough propi-
ciado pelo algoritmo.

Consideremos agora o outro operador eminentemente quantico da parte
central, a porta Us. Ainda que o considere como o “bottleneck” do algoritmo,
Shor [39] desenvolve estimativas de complexidade para este operador, baseadas
em circuitos conhecidos para exponenciacao modular. Estes circuitos podem
ser convertidos em um esquema de computacao reversivel resultando automa-
ticamente em um circuito quantico.

Mais especificamente, Shor descreve um circuito quantico para um opera-
dor reversivel com complexidade O(n) e O(n?) em espago de meméria e tempo

de execugao, respectivamente, para o operador U; dado por
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Ut|x)|0) = |x)|m® mod N).

onde m, z, N sdo inteiros positivos com n = [log, N| e mde(m, N) = 1.
Este caso, em que m e N sao primos entre si, é suficiente para estimar a
complexidade associada ao operador Uy ja que, em caso contrario, o algoritmo
terminaria no passo 1, com a simples aplicacao do algoritmo de Euclides, e
este operador nao se aplicaria.

Concluimos assim que a porta U; nao introduz complexidade super-

polinomial no algoritmo, seja em espaco de memoria ou em tempo de execucao.
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8
Consideracoes Finais

Ao longo desta dissertacao tivemos a experiéncia de construir passo a
passo nossa apreciacao do algoritmo de fatoragdo de Shor como potencial
breakthrough nas ciéncias da computacao e como um exemplo emblematico
de Computacao Quantica, ou seja, como uma contribui¢do decisiva no esforco
de sintese entre a Mecanica Quantica e as Ciéncias da Computacao.

Nossos passos se deram em diferentes terrenos, cuja interatividade nao
nos era conhecida inicialmente, mas foi se nos apresentando cada vez mais
nitida, em grande parte gragas a orientacao de que dispusemos: a Teoria
dos Numeros, a Mecanica Quéantica, as Ciéncias da Computacao, a Teoria
da Probabilidade e o proprio algoritmo em si, visto em diversas perspectivas:
a do pseudo-cédigo, a da representacao por meio de circuitos, a da maquina
de Turing, a da simulagao classica.

Nestas consideragoes finais nossa opg¢ao pelo termo “breakthrough” deve
ser melhor qualificada, em especial com relacao a consideracoes de eficiéncia.
Com efeito, ao fornecer evidéncias de que computadores quanticos podem ser
mais eficientes que computadores classicos, Peter Shor trouxe a luz uma série de
desafios e questionamentos. Como ocorre tipicamente em um “breakthrough”,
sao novos desafios e questionamentos que constituem o cerne de uma nova con-
tribuicao para a ciéncia, ou mesmo para uma eventual ruptura de paradigma,

cabendo aqui destacar:

— a possibilidade de rompimento de sistemas de criptografia consagrados
em uso corrente em nivel mundial (em especial o sistema RSA, baseado

na dificuldade de fatoracdo de grandes inteiros)

— um estimulo para a pesquisa de algoritmos quanticos que permitam
reduzir o tempo de execugao de outros algoritmos cléssicos (dirfamos

que Shor de certa forma “abriu um precedente”)

— o questionamento da tese forte de Church-Turing, segundo a qual qual-

quer algoritmo pode ser simulado em uma maquina de Turing probabi-


DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 1521405/CA


PUC-Rio- CertificagaoDigital N° 1521405/CA

Capitulo 8. Consideracées Finais 87

listica com no maximo um aumento polinomial no nimero de operagoes

elementares requeridas.

Enquanto o primeiro item acima tem uma importancia eminentemente
pratica e o segundo se coloca entre o interesse pratico e novas contribuigoes
as ciéncias da computacgao, o terceiro é radicalmente mais impactante pois
aponta para uma possivel ruptura de paradigma, remetendo a nossa conjectura
no capitulo 3 de que o insight original de Feynman [2| poderia levar a
superagao (em sentido dialético hegeliano) de conceitos da computagao classica
fundamentados na méaquina universal de Turing.

Em todos os desafios e questionamentos apontados, a ideia central sub-
jacente é a de eficiéncia. Em particular, se a tese forte de Church-Turing es-
tiver correta, entdo a execucdo eficiente de qualquer algoritmo em qualquer
computador podera ser simulada em uma maquina de Turing probabilistica.
Portanto para se verificar se um dado algoritmo pode ser executado eficien-
temente, bastard analisar sua exequibilidade (eficiente) em uma méaquina de
Turing probabilistica.

O algoritmo de fatoracao de Shor, em especial mediante a inser¢ao de
sua parte quantica, coloca isso em questao: a tese forte de Church-Turing e,
com ela, a proprio reconhecimento da maquina de Turing probabilistica como
referéncia e critério universal de exequibilidade computacional eficiente.

Contudo, tal algoritmo em nada atinge a relevancia central da maquina
de Turing como modelo universal de computabilidade pura e simples. Em ou-
tras palavras, computadores quanticos e computadores classicos permanecem
compartilhando a maquina de Turing probabilistica como padrao de referéncia
para computabilidade. Um algoritmo é executével em um computador (cldssico
ou quantico) se e somente se o for em uma maquina de Turing. Entretanto,
nem todos os algoritmos serao executaveis com igual eficiéncia, ou melhor, com
mesma complexidade computacional.

Cabe aqui lembrar que muitas sdo as formas de se entender o conceito

de eficiéncia computacional e nos restringiremos aqui a apenas trés aspectos:

— tempo de processamento
— uso de espago de memoria

— uso de energia

Quanto ao item tempo de processamento (aspecto mais enfatizado ao
longo desta dissertagao), verificamos que o algoritmo de Shor contribui decisi-
vamente para sua reducao, de exponencial para polinomial, comparativamente

aos algoritmos de computacao classica conhecidos, eminentemente por conta
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dos operadores quanticos DFT e Uy. Quanto aos demais procedimentos do
algoritmo, sao todos classicos e tém complexidade polinomial.

No capitulo 7, mediante a representacao do algoritmo por meio de cir-
cuito, vimos como a transformada de Fourier discreta quantica (operador
DFT) pode ser aplicada com complexidade polinomial, ao invés da complexi-
dade exponencial requerida a nivel classico.

Ja o operador Uy leva o vetor de estado [¢1) ao vetor de estado |iq)
mediante transformacao fisica em nivel quantico e medida direta — portanto
mediante um procedimento fisico e ndo por processamento numérico classico.
Nao estudamos em detalhe este operador nao trivial e optamos por considera-
lo como uma “caixa preta”, ou melhor, uma “porta preta”, que permanecera
fechada no ambito desta dissertacao. Contudo vale aqui lembrar que este
operador nao compromete a complexidade polinomial do algoritmo, conforme
explicamos no secao 7.3 do capitulo 7.

Contudo vimos no capitulo 7 que o algoritmo de Shor é da classe BQP, dos
problemas computacionais que podem ser resolvidos em tempo polinomial em
um computador quantico com probabilidade de erro limitada. Tal classificacao
permanece bem respaldada, mesmo em face da “porta preta” U;. Com efeito,
U; nao introduz tempo de computagao super polinomial no algoritmo *.

Em resumo, tanto a parte nao quantica quanto a parte quantica do
algoritmo de fatoracao de Shor tém complexidade polinomial, resultando na
complexidade polinomial do algoritmo como um todo — em termos de tempo
de execucao.

No que se refere ao espago em memoria requerido, pode parecer que o
algoritmo de Shor pague um alto prego por sua eficiéncia em termos de tempo
de processamento.

Com efeito, vimos no capitulo 5 que em computacao classica L bits de
memoéria sao suficientes para armazenar um ndmero inteiro a com 0 < a <
2L —1, enquanto em Computaciao Quantica L qubits tensionados sdo necessarios
para tal. Entretanto o espago de Hilbert que descreve L qubits tensionados, isto
é, um tensor de L qubits, tem dimensdo 2. Diante desse aumento exponencial
na dimensao dos espagos envolvidos, podemos ainda considerar o algoritmo
de Shor como um breakthrough em face dos algoritmos classicos, apenas com
base na redugao (também exponencial) no tempo de execugao?

A questao é em si pertinente ao tema desta dissertacao, uma vez que fica
faltando analisar o trade-off economia de tempo wversus uso (eventualmente
abusivo) de espago na execugao do algoritmo. A esse respeito vamos aqui nos

limitar a apenas trés consideracoes.

LCf. Shor [39], Lavor [34], Lomonaco [19], Volovich [40].
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Em primeiro lugar, a simples constatacao de que igual ntimero de bits
classicos e de qubits é suficiente para armazenar um dado ntimero inteiro nao
bastaria para atribuirmos a ambos os procedimentos custos de mesma ordem
de grandeza em nivel de projeto, construcao, manutencao e operacao efetiva
dos sistemas fisicos envolvidos. A propria construcao fisica do qubit é em si
uma tarefa suficientemente desafiadora — e optamos por nao aborda-la nesta
dissertacao.

Em segundo lugar, devemos considerar a classe de complexidade com-
putacional PSPACE dos algoritmos que podem ser executados usando espaco
polinomial sem limitagdo para o tempo de execugao. Vimos que o algoritmo
de Shor é da classe BQP e sabe-se que BQP C PSPACE 2.

Em terceiro lugar, sabemos da Mecanica Quantica que em um meio fisico
de massa zero (o foton) pode-se realizar o armazenamento de um nimero
arbitrario de bits classicos.

Assim constatamos que, comparativamente aos algoritmos classicos co-
nhecidos de fatoracao, o algoritmo de Shor apresenta redugao exponencial no
tempo de execugao com espagco adicional em termos de qubits ainda polinomial.

Finalmente, cabe considerar um aspecto menos encontradico em avalia-
¢oes de eficiéncia computacional: o uso de energia.

O consumo de energia em computacao esta ligado ao conceito de rever-
sibilidade 3. Em operadores computacionais irreversiveis parte da informacao
contida no input é perdida na operagao, isto é, parte da informacao é apagada.
Por outro lado, em operadores reversiveis nenhuma informacao é apagada, pois
o input pode sempre ser recuperado a partir do output. Portanto, em compu-
tacao reversivel nao ha perda de informacao.

Isto posto, a relacdo entre consumo de energia e irreversibilidade em
computacao ¢ dada pelo principio de Landauer, segundo o qual para apagar
informacao é necessario dissipar energia. Mais precisamente?:

Principio de Landauer: Suponha que um computador apague um
unico bit de informagdo. A quantidade de energia dissipada no ambiente sera
pelo menos igual a kg T In2, onde kg é a constante de Boltzmann e T' é a
temperatura ambiente.

Contudo, se todas as operacoes em um computador forem reversiveis,
nao havera dispéndio de energia pois nenhum bit de informacao é apagado em
computacao reversivel. Supondo que as leis da fisica sejam fundamentalmente

reversiveis, abre-se a possibilidade de explorar as leis da Mecanica Quantica

2Cf. Nielsen e Chuang [35] p. 41.
3Cf. Nielsen e Chuang [35], pp. 153-155.
4Cf. Nielsen e Chuang [35], p. 153.
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(no espirito do insight seminal de Feynman [2]) para construir computadores
quanticos com operadores reversiveis.

Todo esse cenario envolvendo avangos antes insuspeitados em termos de
uso de tempo, espaco e energia em computacgao surge por conta da aplicagao
de procedimentos derivados da Mecanica Quéantica, tanto na execucao do
calculo como no armazenamento de dados em memoria. Nao por acaso, a
entidade quantica emaranhamento se apresenta como peca chave no operador
DFT quantico do algoritmo de Shor, precisamente no ponto onde, nesta
dissertacao, identificamos o centro do argumento a favor de sua complexidade
polinomial. O emaranhamento é atualmente considerado como um candidato
a reconhecimento como um elemento fundamental da Natureza, comparavel a
matéria, energia, informacao e entropia®.

Assim é aqui inevitavel compartilhar com os primeiros fisicos a sensacao
de avpa quando, ao final desta dissertagdo, nos defrontamos com entidades
como o féton, com massa zero e memoria espantosa, perante o operador fisico-
quantico instantaneo Uy, um auténtico “bottleneck” de todo o algoritmo que
estudamos, perante uma nova entidade fundamental da natureza, o emaranha-
mento ...

S6 nos resta encerrar esta dissertacao voltando a sua epigrafe: “informa-

tion is physical” ... indeed!

°Cf. Nielsen e Chuang [35], p. 12.
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