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5
Modelos univariados de séries temporais

5.1
Introducao

Este capitulo é dedicado ao estudo da teoria da modelagem de series
temporais. No caso univariado, uma serie temporal é modelada como uma
funcao dos seus valores passados e de um termo de perturbacao. A expressao

geral de uma serie temporal é:

Ty = f(@o1, Tpa, oo, Up) (5-1)

Para que a equagao 5-1 se torne operacional, é necessario especificar trés
componentes: a forma funcional f(e), o numero de defasagens, e uma estrutura
para o termo de perturbacao u;. Se por exemplo especificarmos uma funcao
linear com apenas uma defasagem e um termo de perturbacao do tipo ruido

branco®

, o resultado tera o seguinte processo auto-regressivo de primeira ordem
AR(1). Por simplicidade, suprimindo-se a constante, a equacao 5-1 admite a

seguinte simplificacao:

Ty = T4 + Uy (5—2)
O processo auto-regressivo de ordem p, AR(p), pode ser escrito da

seguinte forma:

Ty =Ty + o+ ...+ Ty + Uy (5-3)

Quando a perturbagao refere-se a um processo do tipo ruido branco diz-se

que a equagao 5-3 descreve um processo AR(p) puro. Mas é possivel enriquecer
ainda mais o processo, assumindo uma estrutura um pouco mais complexa para

o termo perturbacao. Quando nao é assumido que v denota um processo ruido

'Um processo é dito Ruido Branco se satisfaz as seguintes propriedades:

E(u;) = 0 paratodoi
E(w?) = o% paratodoi
E(uju;) = 0 parai#j

Nestas expressoes E(e) é o operador Esperanga Matematica.
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branco, a especificagao usual é assumir que u descreve um processo de médias
méveis, MA(q):

U = & — ﬁlgtfl — ... ﬁqgtfq (5—4)
situacao em que € é um processo ruido branco. A equacao 5-4 especifica
um processo M A(q) puro. Combinando as equagdes 5-3 e 5-4, obtem-se um

processo auto-regressivo e de médias méveis ARM A(p, q),
Ty =Ty 1+ ...+ ApTt—p +& — 618’:}_1 — ... 6q€t—q (5—5)

5.2
A racionalidade da analise univariado

A tentativa de explicar uma serie temporal, ou de usa-la apenas para
o propédsito de previsao através do seu passado histérico, pode parecer um
procedimento ineficiente, porque ignora a informagao potencial de outras series
temporais com ela relacionadas. A justificacao possivel é que, a priori, a
informacao das possiveis relacoes entre series temporais pode nao ser bem
fundamentada. Neste caso, um simples modelo estatistico relacionando valores
correntes com valores passados pode ser um instrumento 1til, e pode ser usado

para gerar previsoes de curto prazo.

5.2.1
Operador de desfasagem

O operador de defasagem, representado por L, aplicado a uma variavel
com indice ¢ (tempo), resgata o valor anterior na serie temporal.

Tem-se, assim,

L(zy) = x4
L*(z) = L[L(z)] = L(wy1) =249
L*(xy) = x4 (5-6)

(1 — L)l’t = Tt — Tt—1 — Al’t
L(l — L)l‘t = Ty—1 — Tp—9 = Al’t_l

Nesta expressao, A é o operador das primeiras diferencas. Em muitas
manipulacoes algébricas, o operador de defasagem pode ser tratado como um
escalar. Uma das operacoes mais importantes é o calculo da inversa de uma
expressao em L; por exemplo, seja A(L) = 1 — aL um polinomio de primeira

ordem em L. Ao considerar a multiplicacao
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(1—aLl)14aL+a’L*+ L+ ...+ ofLP) =1 — P [P (5-7)

é possivel observa que quando p — oo, a?™ LPT1 — (0 dado que |a| < 1.
Logo, pode-se escrever a inversa de A(L) como

1

AT =15

=1l+al+ad’l*+a°L*+ ... (5-8)

5.2.2
A modelagem de um processo ARMA

A modelagem de um processo ARMA esta composto por trés passos:

1. Testar a estacionariedade? da série temporal e, se for necessario, trans-

formar a série para induzir a estacionariedade.

2. A partir das propriedades da funcao de autocorrelagao da série transfor-
mada selecionar algumas especificagoes ARMA para estima-las e testé-
las com o intuito de selecionar uma melhor especificagao acorde com a

hipdtese de residuos seguindo um processo ruido branco.

3. Calcular previsoes num relevante horizonte de tempo a partir da melhor

especificacao selecionada no item 2.

Na seguinte subsecao serao analisadas as principais propriedades das
fungoes de autocorrelacao dos principais processos AR, MA e ARMA. A
comparagao entre estas funcoes tedricas e as trajetorias empiricas de uma série
temporal em particular é o que permite selecionar especificacoes ARMA para

a estimagao e teste segundo o item 2.

5.3
Propriedades dos processos AR, MA, e ARMA

5.3.1
Processo AR(1)

Inicialmente serdao derivadas as propriedades do processo AR(1). A

especificagao de um processo AR(1) é dada por:

Y =m+ay1+ € (5-9)
€ é um processo do tipo ruido branco. Utilizando o operador de de-

fasagem, a equacao 5-9 pode ser reescrita como:

2 Uma série temporal {z;} é dita estacionaria (no sentido fraco) se tem media, variancia
e covariancias constantes, e independentes do tempo.
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(1 —al)yy=m+ ¢ (5-10)

Logo,
y=(1+alL+a’L*+..)(m+¢) (5-11)

Dado que a constante m tem o mesmo valor em todos os periodos, entao:

yy=0+a+a®+..)m+(1+al+a’L*+.. ) (5-12)
y=14+a+a®+..)m+ (¢ +ae +ale+...) (5-13)
Si|af < 1:
m
E e 5-14
) =" = (5-14)

Logo, o processo {y;} possui uma media incondicional constante e inde-
pendente do tempo. Por outro lado, a mesma condigao sobre a@ determina uma

variancia constante e independente do tempo:

2 2 ol
o = By — ) = 7y = (5-15)

Dado 5-14 pode-se reescrever a equagao 5-9:

Ty = Qxy_1 + € (5-16)

sendo que x; = y; — .

Calculando-se a ‘esperanca’ do quadrado da equacao
5-16 temos:

E(z?) = o*E(z? ) + E(€2) + 2aE(x;_1¢;) (5-17)

O dltimo termo do lado direito da equagao acima na realidade se anula,
pois x;_; depende unicamente de €;_1, €;_o, . ... Ainda nesta expressao, ¢; ¢ nao
correlacionado com os seus valores defasados ja que denota um ruido branco.

Quando « satisfaz a condigao de estacionariedade, |o| < 1, entdo

o2 =FE(x}) = E(z}_,) = ... (5-18)

Logo, a equacao anterior pode ser reescrita como:

05 = a205 + o2 (5-19)
Confirma-se, assim, a equacgao 5-15.
Considerando-se a ‘esperanca’ do produto da equagao 5-16 pelo termo

Ti—1 obtem-se:
E(xwy) = aB(z? ) + E(x,16) (5-20)

Definindo v; = ayp, a tltima equagao pode ser reescrita como:
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2
Y

multiplicar-se 5-16 por z;_5 e, simirlarmente aplicando-se o operador ‘es-

Introduzindo vy como outra notagao para o;. De forma similar, ao

peranca’:

Y2 =am (5-21)

e em geral,

Yo=Y =afy k=1,2,... (5-22)
A funcao de autocorrelagao para uma série esta definida por:

E(xixi_y) W

B Vovar(z)y/var (@) R

A funcao de autocovariancia e autocorrelacao é simétrica com relagao ao

(5-23)

Pk

valor zero, o que simplifica a analise. Logo, torna-se apenas necessério estudar
a parte positiva da funcao de autocorrelacao. A representacgao grafica da funcao

de autocorrelagao é conhecida como correlograma.

5.3.2
Processo AR(2)

No contexto do método, um processo AR(2) é definido como:

Ye=m+ Y1 + Y2 + € (5-24)
Assumindo a estacionariedade do processo AR(2), a média incondicional

¢ calculada pela expressao:

m

- 5-25
A — (5-25)

Para a situacao z; = y; — p, a equacao (5-24) pode ser reescrita como:
Ty = T_1 + Qo + € (5-26)

Tomando-se a ‘esperanca’ do produto da equagao (5-26) pelo termo x;:

Yo = a1 + oye + E(x€) (5-27)

De (5-26) deduz-se que F(x:¢;) = 02, 0 que permite escrever:

Yo = a1 + a2 + 07 (5-28)
Multiplicando sucessivamente a equagao (5-26) por x;_; € por ; o, €

tomando a ‘esperanca’ desses produtos, obtém-se, respectivamente:

Y= a1+ M
Y2 = Q171+ Q2 (5-29)
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Substituindo (5-29) em (5-28) e simplificando, obtem-se:

(1 - ag)a?
T+ a)(l—a; —a)(1+a; —as) (5-30)

Sobre a hipdtese de estacionariedade, vy deve ser constante e positivo.

’Yo:(

Logo, torna-se necessario que:

ast+ap < 1
g —aop < 1 (5—31)

‘042’ < 1

Assim, (5-31) define as condicoes de estacionariedade para um processo
AR(2).
As relagbes na equagao (5-29) podem ser reescritas em termos das

autocorrelagoes:

p1 = Q1+ Qgpq
p2 = Qipr+ Q@ (5-32)

As equagoes (5-32) sdo as equagoes de Yule-Walker para um processo
AR(2). Ao resolver estas equagoes obtém-se os dois primeiros coeficientes de
autocorrelagao:

oy ol
P2

p1 + oy (5-33)

- 1— 9 B 1-— (67)
A fungao de autocorrelagao para um processo AR(2) é dada por:

Pk = Q1pk_1+ Qapr_o  k=34,... (5-34)

A equagao (5-34) representa uma equagao cuja magnitude é de segunda
ordem, tendo os seus dois primeiros valores sdo dados pela equagao (5-33). As
condigoes de estabilidade da equagao (5-34) sao exatamente as condigoes de

estacionariedade do processo AR(2).
Funcao de Autocorrelagao Parcial

Em geral é dificil distinguir a ordem de um processo AR baseado
unicamente no correlograma. Uma ferramenta 1til para esta discriminacao é a
funcao de autocorrelacao parcial.

A fungao de autocorrelagao parcial para um processo AR(2) tem valor

zero para toda defasagem maior que 2. Em geral, a funcao de autocorrelacao
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parcial para um processo AR(p) tem valor zero para valores de defasagens

maiores que p.

5.3.3
Processo MA

O processo AR(1) da equagao (5-16) pode ser invertida

T =€+ a6 1+ a6 o+ ... (5-35)
Este é um processo M A de ordem infinita, M A(cc). Um processo M A
puro é uma variavel que depende unicamente dos termos presente e defasado
da perturbacao ruido branco. Em aplicagoes praticas, unicamente os processos
M A finitos, abaixo descritos, possuem relevancia.
O processo M A(1) esta dado por:

Ty = € — ﬁet_l (5—36)

E simples mostrar que as autocovariancias sao:

Y% = (1480’
nm o= —po! (5-37)
Y2 = Y3=...= 0

os quais fornecem os seguintes coeficientes de autocorrelagao:

_ A
P1 1"’@%

P2 = ,03::() (5-38)

O processo M A(1) pode ser tal que ¢; pode ser expresso como uma série

infinita de x4, x;_1,...; ou seja:
€ = Ty + 611}_1 + ﬁfxt_g + ... (5—39)
Ty = —ﬁlxt_l — 5%1’15_2 — ...+ & (5—40)

Dado que o processo MA(1) é um AR(c0), entao a fungao de autocor-
relacao parcial jamais assumira o valor zero, ainda que ele esteja convergindo
a zero quando o numero de defasagem tende para infinito.

Em geral, um processo M A(q) tem uma funcao de autocorrelagao que

possui valores iguais a zero para defasagens maiores que o valor de ¢, e tem
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uma funcao de autocorrelacao parcial que nao assume o valor zero, mas que
tende a zero quando o numero de defasagem tende a infinito.

A equagado 5-40 somente possui significado fisico se |3;| < 1. Se esta
condicao nao for satisfeita, entao a defasagem se distancia do valor de x; e
tende a apresentar maior efeito sobre o valor corrente de z. A condigao || < 1
é conhecida como condicao de invertibilidade. Esta condigao é similar a
condicao de estacionariedade de um processo AR(1). Entretanto, note-se que
estacionariedade de um processo M A(1) nao implica restrigoes sobre (3. Em
geral, para um processo M A(q) unicamente os primeiros valores da fungao
de autocorrelacao tém valores diferentes de zero, enquanto todos os restantes
assumem o valor zero. E mais, a fungao de autocorrelacao parcial nunca assume
o valor zero, embora tenda para zero quando o nimero de defasagem também

apresenta a mesma tendéncia.

5.3.4
Processo ARMA

A expressao geral de um processo ARM A(p, q) esta dado por:

A(L)xy = B(L)e (5-41)
Nesta espressao
A(L) = 1—aL—apl® — ... —a,L”
B(L) = 1—L—3L*—...—j3,L1 (5-42)

A estacionariedade do processo ARM A(p, q) requer (i)que todas as raizes
do polinémio A(L) estejam fora do circulo unitério e (ii) que o processo seja
inversivel (admita matriz inversa) se as raizes do polinomio B(L) estiverem fora
do circulo unitario. Dada as condigoes de estacionariedade e inversibilidade, o
processo ARM A(p, q) pode ser expressado alternativamente como um processo

AR(00) ou como um processo M A(0o):

B Y L)A(L)x; = ¢ x, =AY (L)B(L)e (5-43)
O processo ARM A(p, q) de ordem inferior é o processo ARMA(1,1):

T = ari1 + € — Perq (5-44)
De (5-44) pode-se obter a func¢ao de autocovariancias:
1 —2a3?
Yo = 120 (5-45)

1—a?
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(Oé_ﬁ)(l_@ﬁ)aj (5—46)

1—a? ¢

"=

Ve =av_1 k=23 ... (5-47)

E a funcao de autocorrelacao:

_ (a=p)(1=ap)
L= A 003+ 32
pr = ape—1 k=2,3,... (5-48)

Por outro lado, a funcao de autocorrelacdo parcial do processo
ARM A(1,1) jamais assumird o valor zero, embora possa convergir para zero

quando o nimero de defasagens também o fizer.

5.4
Prova de hipétese de estacionariedade

Se uma série de tempo é nao estaciondria, faz-se necesséario transformar
para a tornar estacionaria. Logo, um processo ARMA poderia ser utilizado
para modelar a série de tempo transformada.

Existem dois métodos principais para detectar nao estacionariedade:

1. Analise do gréfico da série e do correlograma.

2. Provas de hipdtese estatisticas para raiz unitaria.

Provas de Hipotese para Raiz Unitaria

Para fundamentar a hipdétese, considere:

Y = (50+(51t+ut
U = U1+ € (5—49)

Para testar a hipotese de raiz unitaria deve-se testar a hipdtese nula .

Mas a equagao (5-49) pode ser reescrita como:

Ay =[6o(1 — @) + adi] + 61(1 — )t + vy + & (5-50)
Agora a hipdtese de raiz unitaria pode ser testada por meio da hipdtese

nula Hy : v = 0. Assim, 7 sera zero se existir raiz unitdaria.
Importante lembrar que faz-se necessério definir qual é a distribuicao do

teste estatistico sobre a hipdtese nula.
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