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3 TEORIA DAS OPGCOES REAIS

3.1 INTRODUGCAO

A literatura de finangas relativa & Analise de Investimentos vem abordando
métodos e modelos de avaliagdo similares aos tradicionais métodos de avaliacao de
ativos financeiros, particularmente, opcdes. Essas novas metodologias sdo inseridas
no contexto da Teoria de Opg¢des Reais, similar & Teoria das Op¢des Financeiras. O
conceito tedrico de opgao da ao seu detentor o direito de investir e ndo a obrigagao
de fazé-lo. Caracteriza-se, entdo, pela liberdade de decisdo e pela modelagem da
flexibilidade gerencial. Na pratica das organizag¢des e dos mercados, inclusive o de
energia elétrica, o dia-a-dia das decisdes ¢ pautado por flexibilidades gerenciais. Os
métodos tradicionais, usualmente utilizados pelas empresas do setor elétrico para a
avaliacdo de investimentos em Projetos de Eficiéncia Energética no Brasil
(apresentados na secdo 2.5), como o Valor Presente Liquido (VPL), o Fluxo de
Caixa Descontado (FCD) e a Taxa Interna de Retorno (TIR) ndo consideram as
incertezas de mercado e as flexibilidades gerenciais. A Teoria de Opcdes Reais
permite a incorporagdo destas flexibilidades e incertezas nos métodos tradicionais
de avaliacdo, sendo uma metodologia moderna para analise econdmica de projetos
e decisdes de investimento sob incerteza [15, 16]. Existem varios tipos de
flexibilidades gerenciais, tais como as opgoes de espera, de expansao, de parada
temporaria, de mudanca de uso (switch-use), de mudanga de insumo (switch-input),

etc.

A teoria das op¢des usada como ferramenta para avaliagao de investimentos
¢ relativamente nova. Seu conceito principal fundamenta-se na Teoria das Opg¢des
Financeiras, ja que as decisdes gerenciais ao longo da vida 1til de um projeto de

investimento podem ser consideradas analogas as opgoes.

O desenvolvimento teorico inicial da Teoria das Opg¢des Financeiras foi
apresentado por Black e Scholes (1973) [37]. Neste trabalho, Black e Scholes
desenvolveram uma formula analitica para avaliagdo de uma op¢ao de compra
europeia, através da formacgdo de uma carteira de ativos financeiros dindmica sem

risco, portanto, que ndo dependia das preferéncias ao risco de seu detentor.
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Posteriormente, Merton (1973) [38] generalizou alguns conceitos apresentados por
Black e Scholes. Dentre os conceitos, foi demonstrado que uma opg¢ao de compra
americana sobre um ativo objeto que ndo paga dividendos tem o mesmo valor de

uma op¢ao europeia de compra sobre o mesmo ativo objeto.

Geralmente, em opgdes reais o ativo basico paga dividendos que sdo os
fluxos de caixa do projeto. Logo, pode-se concluir que a op¢do americana de
compra sobre um ativo que paga dividendos ¢ mais valorosa do que a opgao
europeia sobre o mesmo ativo, sendo esta diferenca relativa a flexibilidade de

exercicio da op¢ao americana antes da sua data de expiragao.

Em analogia a Teoria de Opg¢des Financeiras, a Teoria de Opgdes Reais ¢é
uma metodologia para avaliacdo de ativos reais, como o0s projetos de investimento,
que leva em conta as flexibilidades operacionais e gerenciais ao longo da vida util
do projeto. Sua caracteristica dinamica, diferentemente de técnicas tradicionais
como Valor Presente Liquido (VPL), conduz a resultados mais realistas. Um dos
primeiros trabalhos a considerar uma oportunidade de investimento como uma
op¢do e ndo uma obrigagdo foi desenvolvido por Tourinho (1979) [39]. Tourinho
avaliou o valor de uma reserva de recurso natural, dado que o preco do recurso era
estocastico e considerando que a reserva era uma opg¢ao perpétua sobre os recursos

extraidos.

Define-se Op¢ao Real como a flexibilidade que um gerente tem para tomar
decisdes sobre ativos reais. A medida que novas informagdes surgem e as incertezas
sobre o fluxo de caixa revelam-se, o gerente pode tomar decisdes que influenciardo
positivamente o valor final do projeto. As decisdes mais comuns sdo: i) saber o
momento certo de investir ou abandonar um projeto; i1) modificar as caracteristicas
operacionais de um ativo ou; iii) trocar um ativo por outro. Assim, um investimento

de capital pode ser considerado um conjunto de opg¢des reais sobre um ativo real.

Um investimento retorna um fluxo de caixa futuro que ¢ afetado pelas
incertezas e pelas decisdes que a empresa e seus competidores tomarao no futuro.
Para tomar uma decisdo hoje, a empresa precisa levar em conta essas consideragdes
futuras. As técnicas de avaliagdo de investimentos que consideram as decisoes

gerenciais devem ser capazes de lidar com contingéncias futuras.
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Este capitulo descreve os conceitos da Teoria de Opgdes Reais utilizada para
a avaliagdo de ativos reais, tais como projetos de investimento, avaliagao de projetos
de pesquisa, avaliacdo de propriedades intelectuais, entre outros. Este capitulo
inicia-se com uma descri¢ao dos principais conceitos referentes a Teoria de Opgdes
Financeiras; a seguir descrevem-se os conceitos da Teoria das Op¢des Reais e uma
breve descrigdo dos métodos de avaliacdo das Opgdes Reais. Descrevem-se, ainda
neste capitulo, as modelagens de processos estocasticos mais utilizados. E,

finalizando com a apresentacao do modelo de simulacao Monte Carlo.

3.2 OPGOES FINANCEIRAS

A Teoria das Opgdes Financeiras fundamenta os conceitos da Teoria das
Opgdes Reais, muito embora existam diferencas importantes entre estas duas
teorias. Nesta secdo serdo apresentadas apenas definicdes basicas da Teoria de
Opcdes Financeiras, ja que o foco deste trabalho ¢ a aplicagdo destes conceitos na

avaliagdo de projetos de investimento por opgdes reais.

Uma opcao ¢ o direito de comprar ou vender uma quantidade especifica de
um bem ou ativo por um preco fixo em uma determinada data prefixada ou até esta
data. O fato de ser um direito e ndo uma obrigag¢ao gera uma assimetria benéfica ao
proprietario da opg¢do, j& que o exercicio somente serd feito no caso da oscilagdo no

prego do ativo objeto ser favoravel ao seu detentor.

O preco fixo para a compra ou venda do ativo objeto ¢ chamado de preco de
exercicio. A data prefixada para o exercicio da opgao ¢ conhecida como data de

expiragado, data de vencimento, ou maturidade da opgao.

3.2.1 Opcgoes de Compra

Uma opc¢ao de compra (call) € um direito que o detentor do contrato tem de
comprar o bem ou ativo objeto por um prego de exercicio pré-estabelecido, em uma

data futura determinada [12]. O ativo objeto pode ser uma a¢do de determinada
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firma, um contrato futuro sobre outro ativo ou uma commodity, entre outros. Este
tipo de op¢do apresenta uma funcdo de remuneracdo no vencimento dada pela

equagao (3-1).

Cr = max(Sy — K,0) (3-1)

Onde Cr ¢ o valor da opg¢do de compra na data de vencimento T (payoff), St €
o preco do ativo objeto e K € o preco de exercicio. A Figura 4 mostra como o
valor da op¢ao de compra varia em fungdo do prego do ativo objeto até a data

de expiracgao da opgao.

Valor da Opgao C
Ma data de Expiracdo

Valor da Opgao C

Valor da Opgao C
Antes da Expliracio

C=0 K
Valor do Ativo Basico S

Fonte: Notas de Aula IND2272 PUC-Rio (2009) — Marco A. G. Dias.

Figura 4 — Variagado do valor (payoff) de uma opgao de compra

Observe-se que na expiracao a opg¢ao s6 tem valor quando o preco do ativo
objeto for superior ao prego de exercicio. Mas, antes da expiragdo, o valor da
opgdo ¢ maior do que zero (C > 0), mesmo que o valor do ativo objeto seja

menor do que o preco de exercicio (S <K).
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3.2.2 Opcoes de Venda

Uma opgao de venda (put) da ao seu detentor o direito de vender o bem ou
ativo objeto por um preco de exercicio numa data futura. A funcdo de

remuneracao da opg¢ao de venda, no vencimento, ¢ dada pela equacao (3-2).

Pr = max(K — S7,0) (3-2)

Onde Pr ¢ o valor da opg¢do de venda na data de vencimento T (payoff), St
¢ o preco do ativo objeto e K ¢ o preco de exercicio. A Figura 5 mostra como
o valor da opg¢ao de venda varia em relagdo ao preco do ativo objeto até a data

de expiracgao da opgao.

Neste caso, a op¢ao de venda tem valor no vencimento quando o preco do
ativo objeto for menor do que o prego de exercicio. Antes do vencimento o
valor da op¢ao € maior do que zero (P > 0), mesmo quando o valor do ativo ¢

maior do que o precgo de exercicio (S > K).

o Valor da Opgao C
g Ma data de Expiracdn
H - .
e .
o
o
(oo}
o
=
% Valor da Opgéo C
= Antes da Expiragio
P=K-S§ )
[

K P=0
Valor do Ativo Basico S
Fonte: Notas de Aula IND2272 PUC-Rio (2009) — Marco A. G. Dias.
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Figura 5 — Variagao do valor (payoff) de uma op¢éo de venda

A opgao de compra tem uma grande importancia devido a sua analogia com
uma oportunidade de investimento. Ja a opcao de venda pode ser pensada como
um seguro, pois o detentor da opcao, que também detém a acdo, limita as suas
perdas'®. Assim, caso o valor da acfo caia, pode-se exercer a op¢io e vender a

acao por um preco pré-determinado como o minimo adequado.

As opcdes também podem ser diferenciadas quanto a data de exercicio.
Opgdes europeias sdo aquelas onde os direitos podem ser exercidos somente
na data de vencimento do titulo, enquanto as opg¢des americanas sdo aquelas

onde o detentor pode exercé-las em qualquer periodo até a data de vencimento.

O célculo do valor de uma opg¢ao europeia, em geral, pode ser realizado
mediante a equacdo de Black & Scholes & Merton [37], na versdo com

dividendos, que depende apenas de seis parametros:

Preco do ativo objeto (agdo), S;

b. Preco de exercicio da opgao, K

c. Volatilidade do ativo objeto (desvio padrao da taxa de retorno do
ativo basico, isto ¢ dS/S, em % a.a.), o ;

d. O tempo que falta para a expiragdo da op¢ao,z, em anos (=T-t, onde
T ¢ a data de expiracgdo e t ¢ a data corrente);

e. A taxa de juros livre de risco, 7 (em % a.a.);

f. A taxa de distribuicdo de dividendos do ativo objeto, § (dividend
yelds, em % a.a. de S) .

A equacdo de Black e Scholes que avalia uma op¢ao de compra europeia
sobre uma a¢do que paga dividendos (Merton) ¢ uma equagao diferencial cuja

solugdo ¢ dada pela equagdo (3-3).

C= Se_STN(dl) - Ke_"N(dz) (3_3)

14 No caso de projetos (opgdes reais) a opgdo de venda tem analogia com a opgdo de abandono.
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Onde C ¢ o valor da op¢do de compra; N(dy) ¢ a funcdo de distribuigdo
normal cumulativa da variavel dy,; d; e d2 sdo dados pelas equagdes (3-4) e

(3-5).

In (%) +(r—-6+ 072)1' (3-4)
di- =
dz = dl - 0'\/? (3_5)

Para a correta utilizacdo da férmula desenvolvida por Black e Scholes, ¢
necessario que o mercado seja suficientemente completo de forma a ndo
permitir oportunidades de arbitragem, ja que a férmula foi deduzida através da

avaliacdo por arbitragem.

As opcdes americanas sdo, em geral, resolvidas numericamente ou usando
aproximacdes analiticas. Em alguns casos, o valor da opgao europeia ¢ usado
como um dos pardmetros para avaliar a op¢do americana através de relacdes

do tipo:

Op¢io Americana = Opg¢ao Europeia + Prémio de Exercicio Antecipado.

A avaliagdo de opg¢des americanas requer a determinagdao de uma
politica 6tima de investimento, ou seja, deve-se determinar a partir de qual
valor do preco do ativo objeto a opcao deve ser exercida, de modo a maximizar
o valor presente de sua remuneracdo. Para a teoria das opgdes reais, a
determinagdo desta politica ¢ o fator central, j& que pode estar sendo
determinado o melhor momento para se investir em um projeto. O exercicio
otimo de uma opgao ¢ dado pelo gatilho V*(t), que ¢ fungdo do tempo e da o
ponto de indiferenca entre a esperar e investir, isto ¢, em V* o valor presente

de espera ¢ igual ao payoff de exercicio.
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3.2.3 Arbitragem

Conforme a abordagem da se¢do anterior, opgdes sdo derivativos, € um
dos conceitos centrais da teoria de avaliagdo de ativos derivativos ¢ o de
arbitragem. Este conceito também foi utilizado por Black e Scholes (1973) [37]
e ¢ devida a Merton (1973) na aplicagdo em opgoes [38]. A definicdo de
arbitragem ¢ relativamente simples e significa tomar posi¢des simultaneas em
diferentes ativos de tal forma que um deles garanta um retorno livre de risco
maior do que o retorno do ativo livre de risco do mercado. Se este lucro existir,
entdo hd uma oportunidade de arbitragem no mercado. Ou seja, na definicao
informal, arbitragem ¢ a possibilidade de se ter lucro no mercado sem risco e

sem investimento liquido (sem ter dinheiro).

Os conceitos de arbitragem sdo utilizados para definir o preco justo de
um ativo financeiro, como contratos a termo, contratos futuros, swaps e opgoes.
O preco justo de um ativo ¢ aquele obtido em um ambiente livre de

oportunidades de arbitragem.

3.2.4 Mercado Completo

Um mercado ¢ dito completo quando existem ativos suficientes para
reproduzir a remuneragdo de um titulo derivativo, como por exemplo, uma
op¢ao. J4 um mercado ¢ considerado incompleto quando a remuneragdo de um

titulo derivativo nao pode ser replicada utilizando os ativos existentes.

A completude ¢ uma caracteristica altamente desejavel para avaliagdo
de direitos contingenciais (“Contingent Claims™). Se um mercado ¢ dito
completo, entdo uma opgao pode ser avaliada utilizando argumento de auséncia
de arbitragem, ou seja, o valor da op¢ao pode ser obtido montando um portfolio
livre de risco cujo valor presente pode ser obtido usando uma taxa de juros livre

de risco. Se o mercado ndo for completo, este portfoélio ndo pode ser montado.
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Outra maneira de avaliar op¢des ¢ através de uma mudanga na medida
de probabilidade, a chamada medida equivalente de Martingale (Q). Neste
caso, o valor esperado do ativo basico (V) ¢ penalizado e prova-se que sob
medida “Q” pode-se descontar os resultados de funcdes ou derivativos F(V)
com a taxa livre de risco. Entretanto, se o mercado for incompleto, a medida Q

ndo ¢ Unica e teria que ser selecionada.

3.2.5 Investimento Irreversivel

Em geral o investimento ¢ irreversivel (totalmente ou parcialmente) pois
uma vez feito, nao pode ser recuperado totalmente caso o investidor se arrependa
do investimento. Normalmente, a irreversibilidade é maior quando o capital a ser
investido € especifico da industria. Nao existe a possibilidade da recuperagao total

do capital investido.

Por exemplo, ao investir em um projeto para a conversdo de uma usina
térmica a géas de geracdo de eletricidade para bicombustivel, o investidor estara
investindo em um projeto especifico da induastria de energia elétrica, ou seja, a
planta ndo podera ser utilizada para outros fins, a ndo ser produzir eletricidade com

a opcao de escolha do combustivel da turbina a gas (Gas Natural ou Diesel).

A irreversibilidade desempenha um papel importante no processo de
avaliagdo de projeto de investimento por Opgdes Reais, ja que o exercicio da opgao

¢ irreversivel, enquanto que a espera ¢ reversivel.

3.3 OPGOES REAIS - MODELOS DE DECISOES GERENCIAIS

A partir dos conceitos desenvolvidos pela Teoria das Opg¢des Financeiras, a
Teoria das Opgdes Reais ¢ utilizada para avaliacdo de diversos tipos de
investimentos de capital. Existem modelos para avaliacdo de investimentos na
industria do petroleo, modelos para avaliagdo de projetos de pesquisa e

desenvolvimento, modelos para avalia¢ao de ativos de propriedade intelectual, além
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de aplicagdes em outras industrias. Com a desregulamentagdo da industria de
energia elétrica em varios paises, inclusive no Brasil, a demanda por modelos de
avaliagdo de ativos reais e ferramentas de gerenciamento de risco aumentou

consideravelmente.

Determinar a viabilidade e a prioridade de investimentos potenciais ¢ um
passo critico na tomada de decisdes gerenciais, as quais sdo tomadas em ambientes
incertos. Estas incertezas podem representar um risco elevado, mas também podem
criar oportunidades de valor elevado para os investidores. Diversos fatores, dentre
eles as condi¢des de mercado, determinam o surgimento dessas incertezas € o
gerente responsavel pela tomada de decisdes devera acompanhar a evolu¢do do

mercado para assim realizar mudangas nos planos de investimento.

O dinamismo do mercado e a flexibilidade gerencial na avaliagdo de
projetos de investimento (que estd relacionada com a aparigdo de novas
informagdes relativas ao projeto) podem levar uma empresa a alterar o cenario
definido originalmente, como por exemplo: diferir o projeto; expandi-lo; prorroga-
lo ou abandona-lo apds a fase de planejamento. Quando exercitadas de forma 6tima,

todas estas opcdes proporcionam flexibilidade que aumenta o valor do projeto.

A analise de opgdes reais captura o valor dessa flexibilidade, o que os
métodos tradicionais de avaliagdo de investimentos ndo conseguem fazer.
Conforme apresentados no Capitulo 2 — Diagnostico Energético, os métodos como
o Valor Presente Liquido (VPL) ou o Fluxo de Caixa Descontado (FCD) nao sdo
suficientes para captar o valor associado a flexibilidade, pois eles tratam apenas de
fluxos de caixa esperados. Tais limitagdes tornam esses métodos inadequados para
analises quantitativas por induzir, na maioria das vezes, a taxas de desconto
intuitivas. Em procedimentos deste tipo, existe forte tendéncia a valorizar
excessivamente a aversdao ao risco. Neste sentido, estes métodos subestimam

sistematicamente todo projeto.

As opgdes reais sdo consequéncias naturais de circunstancias criadas por
situagcdes do mundo real que proporcionam as caracteristicas de irreversibilidade,
incerteza e a flexibilidade de resposta a incerteza, incluindo a possibilidade de

adiamento. No caso mais simples, pode-se estabelecer a seguinte analogia entre a
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oportunidade de investimento (opgao real) e a op¢ao financeira [13, 14]: uma firma
com uma oportunidade de investimento irreversivel carrega uma op¢ao de investir
no futuro (ou de esperar); ela tem o direito, mas ndo a obriga¢do, de comprar um
ativo (investir em um projeto) no futuro, a um preco de exercicio (o investimento).
Quando a firma investe, ela exerce a op¢ao e paga um custo de oportunidade igual
ao seu valor. O exercicio da opcdo (o investimento) ¢ irreversivel, mas a firma
sempre tem a possibilidade de preservar o valor de sua opgao (adiar o investimento)

até que as condi¢des de mercado se tornem mais favoraveis.

A Tabela 5 apresenta a analogia entre a opcdo real (oportunidade de
investimento) e a opcao financeira. Estabelecida esta analogia, ¢ possivel calcular
o valor de uma opc¢ao real empregando os mesmos métodos usados para determinar

o valor de uma opcdo financeira. Isto ¢ valido no caso mais simples de opgdes reais

de espera.
OPCAO FINANCEIRA OPCAO REAL
Preco de exercicio da opg¢ao Custo de investimento do projeto
Ativo subjacente: A¢ao Ativo subjacente: Projeto
Retorno da acao Retorno do Projeto
Volatilidade no preco da agdo Volatilidade no valor do projeto
Fluxo de dividendo da agdo Fluxo de caixa liquido do projeto
Tempo de expiracao da opgao Tempo de expiracao da oportunidade
de investimento
Taxa de juros livre de risco Taxa de juros livre de risco

Tabela 5 — Analogia entre Opg¢des Financeiras e Opgdes Reais

3.3.1Tipos de Op¢oes Reais

A seguir descrevem-se alguns dos tipos de op¢des reais identificados na

bibliografia [13, 14, 40-44].
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Opcao de Abandono:

Trigeorgis [41] divide esse tipo de opg¢do em duas classes: opcdo para
desistir quando a construgdo estiver em curso € op¢ao para abandonar pelo valor

residual.

Opc¢do para Desistir quando a Construcdo estiver em Curso: Na grande
maioria dos projetos, o investimento necessario ndo se concentra em uma unica
despesa inicial; o investimento ¢ fracionado. Esta situagdo especifica, de projetos
com despesas de investimento fracionadas ao longo do horizonte temporal, criam
valiosas opcoes para desisténcia em qualquer fase. Por exemplo, quando se propoe
construir uma fabrica em etapas, tais como etapa de projeto, de engenharia e de
construc¢do. Existe a opcao de parar ou adiar o projeto ao fim de cada fase. Assim,
cada fase ¢ uma opc¢do contingente ao exercicio anterior de outras opgdes: uma
op¢ao sobre opcdes (opgdo composta). Desta forma, cada fase do investimento em
questdo pode ser vista como uma opgao sobre o valor das fases subsequentes, ao
requerer a despesa necessaria para prosseguir para a etapa seguinte. Assim, cada
fase do investimento pode ser avaliada de forma semelhante as opgdes sobre

opcoes.

Opc¢ao para Abandonar pelo Valor Residual: Quando o funcionamento do
projeto se torna prejudicial por qualquer motivo, a geréncia nao precisa continuar a
incorrer com os custos fixos desse investimento. Nesta situacdo, a geréncia podera
possuir uma valiosa opg¢ao de abandono por completo do investimento, em troca do
seu valor residual encontrado no mercado secundario, através do preco de revenda

dos equipamentos e/ou outros ativos do investimento.

Opcao de Fechamento Temporario:

Trigeorgis e Mason [41] mostraram que a flexibilidade para fechar a
producao temporariamente, ou de nao funcionar por completo em qualquer periodo
de vida do projeto, torna-se valiosa se as receitas nao forem suficientes para cobrir
os custos variaveis de funcionamento nesse periodo. Assim, em um dado momento,

a geréncia pode continuar com a producado e obter a diferenga entre as receitas € o
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total de custos de funcionamento, ou entdo fechar e somente pagar os custos fixos

associados ao projeto nesse momento.

Deste modo, a flexibilidade de funcionamento (ou nao), em qualquer ano,
pode ser vista como uma op¢ao de compra da receita desse ano, ao pagar os custos

variaveis como preco de exercicio.

Opcao de Conversao de um Conjunto de Mercadorias por Qutro:

J. W. Kensinger [44, 45] analisou um projeto como uma carteira de opgdes
de troca de um conjunto de mercadorias por outro, carteira que passa a ser

administrada no futuro pela geréncia.

Pode-se ilustrar a analise das opgdes de troca através de um simples caso de
uma maquina que converte uma mercadoria em outra. Neste caso, a empresa que
compra a maquina adquire a oportunidade de comprar a mercadoria de entrada,
converté-la e vender a mercadoria de saida, desde que seja rentavel fazé-lo. Se tal
atividade ndo for rentavel em determinado instante, a empresa ndo precisa exercer
a op¢ao. A empresa detém a carteira dessas opgdes com diferentes maturidades,

uma para cada periodo de vida da maquina.

Esta flexibilidade, de trocar os usos ou abandonar um projeto mais cedo em
troca do seu “valor de recuperacdo”, permite a geréncia selecionar o valor madximo
do projeto no seu atual uso ou no seu melhor uso alternativo. Assim, uma
oportunidade de investimento, com a flexibilidade de troca de uso, pode ser vista
como a soma do projeto em seu atual uso, mais uma opg¢ao de venda sobre o mesmo,

com um preco de exercicio igual ao valor de seu melhor uso alternativo [41].

Estas op¢des de flexibilidade consistem em uma carteira de opgdes de
compra ¢ venda, e um dos exemplos mais interessantes ¢ constituido por uma
empresa industrial flexivel que pode produzir dois produtos diferentes (opgao de

troca de produtos).


DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 0821486/CA


PUC-RIo - Certificacdo Digital N° 0821486/CA

92

Opcao de Crescimento Futuro:

A maior parte dos investimentos iniciais pode ser vistos como pré-requisitos
ou como elos em cadeias de projetos inter-relacionados. O valor destes projetos
iniciais resulta também das futuras oportunidades de crescimento (que poderdo

desencadear).

Apesar de um aparente Valor Presente Liquido negativo, a infraestrutura,
experiéncia e potencial de geracdo de subprodutos, durante o desenvolvimento do
produto de primeira geracdo, pode servir como trampolim para o desenvolvimento
de futuras geracdes de produtos, com custos mais reduzidos ou de qualidade mais
elevada, ou para criar aplicagdes totalmente novas. Mas, a menos que a empresa
efetue esse investimento inicial, as geragdes subsequentes ou outras aplicagcdes nao
poderdo ser viaveis. A infraestrutura ou a experiéncia adquirida, se a empresa for

proprietaria das mesmas, podem colocar a empresa em uma vantagem competitiva.

De fato, as decisdes de investimento hoje podem criar a base para decisdes
de investimento amanha; as alteragcdes de capital efetuadas em qualquer ano sao
passos vitais na realizacdo dos objetivos estratégicos. Pela mesma analogia, um
planejamento de longo prazo implica necessariamente no cultivo de oportunidades
de investimento particulares ¢ podem ter um impacto monetario direto no prego dos
titulos da empresa em um periodo proximo. Assim, as duas atividades sdo
diferentes, mas relacionadas, pelo mesmo fim: a maximizagdo do valor das agdes

ordinarias da empresa.

Opcao de Adiar o Investimento:

A op¢ao de adiar (Opg¢ao de Espera) um projeto por um periodo da a
geréncia o direito, mas ndo a obrigagdo, de efetuar o investimento no proéximo
periodo; assim, a geréncia esperard e sO realizard o investimento se o valor do
projeto no proximo periodo exceder o investimento necessario nessa data. Isto ¢, a
opgao de espera pode ser vista como uma opg¢ao de compra americana sobre o valor
presente bruto do projeto V, com um preco de exercicio igual a despesa de

investimento requerida no periodo seguinte [41].


DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 0821486/CA


PUC-RIo - Certificacdo Digital N° 0821486/CA

93

A opg¢ao de esperar (e aprender) [36] resume-se a possuir uma opcao de
compra sobre o projeto de investimento. A opcdo ¢ exercida quando a empresa
investe no projeto, sendo muito frequentemente preferivel adiar um projeto com um
VPL positivo como forma de manter viva a op¢do de compra. Este adiamento ¢
mais atraente quando a incerteza ¢ elevada e os fluxos de caixa imediatos do projeto
sdo pequenos. De fato, uma op¢do ¢ muito mais valiosa quando o risco ou a
incerteza sobre o futuro ¢ maior. A opgao de espera ¢ particularmente valiosa nas
industrias de extracdo de recursos ¢ no desenvolvimento de bens imobiliarios,
devido a elevada incerteza e aos longos horizontes temporais associados a estes

tipos de investimentos.

Opcao de Expansao:

Uma vez efetuado um determinado projeto de investimento, a geréncia
possui a flexibilidade de altera-lo de varias formas e em diferentes momentos no
decorrer da vida do mesmo. Esta op¢ao ¢ similar a uma opgdo de compra de tipo
americana para adquirir uma parte adicional (x%) do projeto, exigindo o custo de
expansdo (IE) como prego de exercicio. Neste sentido, a oportunidade de
investimento com uma op¢do de expansdo pode ser pensada como o projeto de
escala inicial, V, mais uma op¢ao de compra num investimento futuro, isto €,

V+max (xV-IE, 0).

A opcao de expansdo pode ser de importancia estratégica, especialmente se
permite & empresa explorar oportunidades futuras de crescimento. Esta opgao, que
sera exercida somente se os desenvolvimentos futuros do mercado se tornarem
favoraveis, pode tornar um investimento inicial, aparentemente nao lucrativo,
(tendo por base o método do VPL estatico) num investimento que merega ser

realizado [41] [46].

Opcao para Contrair:

Se as condigdes de mercado se tornarem desfavoraveis, a geréncia pode
decidir funcionar abaixo da capacidade ou mesmo reduzir a sua escala de operagdes
(em digamos, c¢%), guardando parte das despesas do investimento planejado (IC).

Esta flexibilidade para atenuar perdas ¢ andloga a uma opg¢do de venda do tipo
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americana sobre parte (c%) do projeto (titulo), com um prego de exercicio igual aos

potenciais custos poupados (IC), dado o Max(IC-cV, 0) [41].

3.4 PROCESSSOS ESTOCASTICOS

O problema geral de investimento sob incerteza pode ser visto como um
problema de maximizacao de riqueza sujeito a uma ou mais incertezas que podem

ser modelados como Processos Estocasticos.

Considerando a familia de variaveis aleatorias comumente utilizadas para
analise de op¢des financeiras, tem-se que um processo estocastico X = {X(t), t€ T}
¢ definido como uma lei de probabilidade para a evolucdo de X(t), [13]. Logo, para
cada t no conjunto de indices T, X(t) é uma variavel aleatdria, sendo t usualmente
interpretado como tempo. Uma realizagdo de X(t) num intervalo de tempo ¢
chamada de amostra de caminho (“sample path”). Podendo ser em tempo discreto

ou em tempo continuo.

Os processos estocasticos podem ser classificados como estaciondrios, onde
as propriedades estatisticas, média e variancia, da variavel sdo assintoticamente
constantes; ou como ndo estacionarios, onde suas propriedades estatisticas nao sao
constantes, porém o valor esperado da variavel aleatdria pode crescer sem limite e

sua variancia, T intervalos de tempo a frente, aumenta com T de forma ilimitada.

Um processo estocastico ¢ definido por uma lei de probabilidade de
evolucdo da variavel aleatdria. A equagdo (3-6) abaixo d4 uma visdo do processo

estocastico como um valor esperado (previsao) mais um erro dessa previsao.

XV = E[X(¥)] + erro(V) (3-6)

Onde:

E[X(t)] = previsdo do valor esperado da variavel aleatoria;

erro(t) = erro da previsao.
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Pelo fato de ser considerada a natureza estocastica dos valores dos pregos e
dos custos, e sua agdo 6tima em cada cendrio, os métodos de avaliagdo de Opgdes
Reais se utilizam largamente dos Processos Estocasticos para modelar estas
variacoes. Por isso, faz-se necessario estabelecer as propriedades dos processos
estocasticos relevantes para a determinacdo destes valores. Alguns dos Processos
Estocasticos comumente utilizados nas avaliagdes de Opgdes Reais serdo

apresentados a seguir.

3.4.1 Processos de Markov

Sao processos estocasticos onde somente o valor corrente de uma variavel é
relevante para prever o valor futuro desta variavel. A propriedade de Markov diz
que a distribuicdo de probabilidades dos valores em qualquer tempo no futuro
depende tnica e exclusivamente de seu valor atual. Esta apresenta como principal
vantagem o fato de simplificar a andlise dos processos estocasticos, pois

desconsidera nestas analises, os valores passados das variaveis.

Definicao — Processo de Markov:

Um processo estocastico X = {Xy; t€ T} ¢ chamado um processo de Markov
quando, para qualquer tempo to <t <...<t, <t, a distribui¢do condicional de X; para

os valores dados de Xto, Xti, ... , Xt, dependem somente de Xtx:

- Se X assumir valores discretos, esta defini¢do é expressa como:

P(X, = x|X;, = xn, X¢,_, = Xn—1, 0, Xey = %0) = P(X; = x|X;, = %) (3-7)
- Se X assumir valores continuos, esta definicao ¢ expressa como:

P(X; < x|X;, = xn, X¢,_, = Xn—1, 0, Xey = X%0) = P(X; < x|X;, = xy,) (3-8)

Nas expressoes (3-7) e (3-8), to, t1, ... ta-1 representam o passado, e t e t, sao

o futuro e o presente, respectivamente.
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A expressdo (3-7), pode ser lida claramente como: a probabilidade da
variavel X ter valor igual a certo valor x no tempo t, dado que a variavel aleatoria
tenha assumido os valores Xy , Xn-1,..., X0, respectivamente, nos tempos t, , to-1,..., to,
¢ igual a probabilidade da variavel X ter valor igual a um certo valor x no tempo t ,

dado apenas que a varidvel tenha assumido o valor X, no tempo ty.

Logo, em linguagem simples, definimos um processo de Markov como
sendo um processo estocastico onde o futuro do processo, conhecido o estado

presente, ¢ independente do passado.

3.4.2 Processo de Wiener

Também conhecido como Movimento Browniano, o Processo de Wiener

em tempo continuo possui as seguintes propriedades:

1. E um processo de Markov, logo, para a previsio do valor futuro da
variavel necessita-se somente da sua distribuicao de probabilidades e de
seu valor atuais;

2. Possui incrementos independentes;

3. Mudangas sobre qualquer intervalo de tempo finito sdo normalmente
distribuidas, com o aumento linear da variancia em relagao ao intervalo

de tempo.

Se uma varidvel aleatoria z(t) segue um processo de Wiener, entdo qualquer
mudanga em z, Az, correspondente ao intervalo de tempo At, satisfaz as seguintes

condigoes:

1. A relagdo entre Az e At é dada por: Az = /At , onde & ~ N(0,1);

2. A variavel aleatoria & nao possui correlagdo serial, sendo E[g;, &] =0,
para t # s. Assim, os valores de Az para quaisquer dois intervalos de
tempo diferentes sdo independentes. Logo, z(t) segue um processo de

Markov com incrementos independentes.
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Dessa propriedade segue que, Az tem distribui¢do normal com média 0 e

variancia igual a At, ou seja, Az ~ N(0, At).

Considerando-se o intervalo de tempo infinitesimal (At—0), o incremento
do processo de Wiener (dz) pode ser representado em tempo continuo, conforme

demonstrado abaixo:
dZ = Et\/a (3_9)

Sendo & ~ N(0,1), tem-se que E(dz) = 0 e Var(dz) = E[(dz)*] = dt. Logo, dz
~ N(0,dt).

Observa-se que este processo ndo apresenta derivada em relagdo ao tempo

no sentido convencional, conforme apresentado abaixo:

Az e (3-10)

At VA,

Logo, se At — 0, AZ/At — ©

3.4.3 Movimento Browniano Generalizado

Também conhecido como Processo de Itd, o Movimento Browniano

Generalizado ¢ dado pela equagdo (3-11) abaixo:
dx =a (xt)dt+ b(xt) dz (3-11)
Onde:
dz = incremento de Wiener;
a(x,t) = taxa instantanea de crescimento esperada (tendéncia do processo);

b(x,t) = taxa instantanea de variancia esperada (relacionado a volatilidade

do processo) .


DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 0821486/CA


PUC-RIo - Certificacdo Digital N° 0821486/CA

98

A média e a variancia de “dx” sdo definidas pelas equagdes (3-12) e (3-13)

a seguir:
E(dx) = a(xt) (3-12)

Var(dx) = [b(x,t)]* dt (3-13)

3.4.4 Lema de It6

Sendo um dos resultados mais importantes do calculo estocastico, [13, 47]
e também conhecido como Teorema Fundamental do Calculo Estocastico, o Lema
de It6 providencia uma formula analitica que simplifica a manipulagdo de
diferenciais estocasticas. Pode ser considerado como a versdao estocastica da

Expansao de Taylor apresentada em calculo diferencial.

€,

Considerando-se a fun¢do F(x,t) diferenciavel duas vezes em relacdo a “x

“t”

e uma vez em relagdo a “t”. A equagdo (3-14) abaixo apresenta esta diferencial

utilizando-se o Lema de It6:
oF oF 102%F 193F (3-14)
dF = —dx +—dt + ———dx? + ———dx3 + -
T a2 Teas T T
Primeiramente, substituindo a equacdo (3-11) para dx, de forma a

obtermos dx’, tem-se:

(dx)? = a?(x, t)dt? + 2a(x, t)b(x, t)(dt)3/? + b?(x, t)dt (3-15)

Para dt infinitesimal os termos dr’” e df’ sdo aproximadamente iguais a

zero. Logo, da equacdo (3-15) tem-se:
(dx)? = b?(x, t)dt (3-16)

Da equacio (3-14) pode-se observar que todos os termos na expansio de dx’
incluirdo o termo df com expoente maior do que 1, logo tenderdo a zero para dt

infinitesimal. Este serd o caso de qualquer termo de ordem superior, como p.ex.:
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dx?, etc. Logo substituindo por zero os termos dx de ordem maior ou igual a trés na

equacao (3-14), obtém-se o Lema de Ito, conforme abaixo:

JF = oF oF 1b2 0%F dt + b aFd 1.17
= E+a(x,t)a+z (X,t)ﬁ t+ (X,t)a z (3-17)

3.4.5 Movimento Aritmético Browniano (MAB)

Também conhecido como processo de Wiener Generalizado, ou como
Movimento Browniano com “drift” para uma variavel, o Movimento Aritmético
Browniano (MAB) ¢ o caso mais simples de processo de Itd. Os termos a(x,?) = a
e b(x,t) = o, da equacdo (3-11), sdo constantes. O MAB pode ser definido pela

seguinte expressao:
dx=adt+odz (3-18)
Onde:
dz = incremento de Wiener;
a = tendéncia (“drift”’) do processo, neste caso, a tendéncia é constante;

o = volatilidade do processo que representa a incerteza, neste caso, a

volatilidade também € constante.

A mudancga do valor de x, representada por dx, no intervalo de tempo dt,
segue uma distribuicdo normal de probabilidades, com E(4x) = adt e variancia

V(4x) = o’A4t, conforme apresentado pela equagdo (3-19) a seguir:

Ax ~ N(adt,a*At) (3-19)
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3.4.6 Movimento Geométrico Browniano (MGB)

Este caso particular de Processo de Itd, geralmente ¢ o processo utilizado
para modelar prego de acdes, taxas de juros, pregos de commodities € outras
variaveis financeiras e econdmicas, sendo o MGB, de longe, o processo estocastico

mais utilizado tanto em Opc¢des Financeiras, quanto em Opgdes Reais [12, 13, 16,

48].

A equagdo do MGB ¢ vista a seguir:

dx=axdt+oxdz (3-20)

Onde o ¢ o s3o constantes.

A seguir, pela aplicacdo do Lema de Itd, serd demonstrado que se uma
varidvel estocéstica x segue um MGB, entdo uma funcdo F(x) = In x, segue um

MAB.

Através da aplicagao da equacao (3-14) (Lema de It6), na equagdo (3-20)
(MGB), obtém-se a equagdo (3-21) a seguir:

oF oF 1 02F oF
— 2,2 _ 3-21
dF = 6t+ax6x+20x Fp dt+axaxdz ( )

As derivadas a serem utilizadas no Lema de It0 sdo:

JoF oF 1 0%F 1
-0 - —=Z . - ____ 3-22
dt 0 dx x ' dx? x2 (3-22)
Logo, a partir de (3-21) e (3-22) tem-se que:
1
dF = (a - 502) dt + odz (3-23)

Logo, como queriamos demonstrar, segundo a equacdo (3-23) acima, a

variacdo da fungio “F” segue uma distribui¢io normal com média (a-1/2¢°)dt e
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variancia odt. Ou seja, dF segue um MAB com a mesma volatilidade de dx/x, mas

com diferentes drifts, onde dx/x # d(In(x)), isto &, dx/x > d(In(x)).

No MGB o valor esperado de x no instante ¢, dado pelo valor corrente xo
pode ser demonstrado aplicando-se o Lema de Itd, onde F=In(x) segue o MAB

conforme a equacao diferencial (3-23).

A equagdo diferencial (3-23) de dF tem a seguinte solucdo exata para

At =t—0:
1
In(x;) — In(xg) = In(x, /%) = (a — EO'Z) t+oN(0,1)Vt (3-24)
O que implica em:

o x e(a—%az)HaN(O,l)\/f (3-25)
t=0

Logo:

E[x.] = xoe(a—%az)tE[eaN(o,ﬂ\/E] (3-26)
Entao:

(a-39%)e :

E[x,] = x,e\* 27 )'E[eN(00*0)] (3-27)
Se x ~ N(m,s?) pode-se provar que E[e*] = em+(1/2)s?] [15].
Logo, aplicando-se em (3-27), tem-se que:

E[x,] = xoe(a'—l/Zaz)tel/Zazt (3-28)

Entdo, o valor esperado da varidvel estocastica x, que segue um MGB, dado

pelo valor corrente x¢ no instante ¢ ¢ dado por:

E[x;] = xpe® (3-29)
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Se x ~ N(m,s*) pode-se provar que Var[e*] = el2m+s*](es* — 1) [15].

Entdo, a variancia de x, que segue um MGB, dado pelo valor corrente xy no

instante ¢ ¢ dado por:

Var[x,] = xozezat(e‘fzt -1) (3-30)

Vale ressaltar que no caso do MGB, a variancia (volatilidade) e a tendéncia
ndo sdo constantes. A variancia cresce indefinidamente com o horizonte de tempo,
e a tendéncia ¢ exponencial de crescimento ou de queda, conforme apresentado pela

Figura 6 abaixo.

Mostra-se importante definir uma varia¢do ou translagao vertical do MGB.
E o chamado MGB “livre de risco”. Esse processo ¢ obtido pela subtragio de um
prémio de risco m da tendéncia real a. Conforme a equagdo (3-31), demonstra-se

com facilidade que a tendéncia neutra ao risco (o — m)'° é igual a:
a—-m=r-90 (3-31)
Onde:
r = taxa de desconto livre de risco;
7 = prémio de risco;

0 = taxa de conveniéncia (“‘convenience yield”).

15 A taxa ajustada ao risco é p=r + n. Em equilibrio, essa ¢é a taxa de retorno total de um ativo de
risco L = a + d (ganho de capital mais dividendos). Logo,a+d=r+m, ou (a—m=r-79).
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Variancia cresce com
o horizonte de previsao

=
-

Distribuicdo de
probabilidades
/ log-normal

I '--"“'m_ tendéncia
ou drift
(aqui a = 0)

t

=
o

Fonte: Notas de Aula IND2272 PUC-Rio (2009) — Marco A. G. Dias.

Figura 6 — Tendéncia e Variancia no MGB

A taxa de conveniéncia € relacionada a fendmenos de pregos
futuros e beneficios de estoques no caso de “commodities”, ou a taxa de distribuicao
de dividendos (““dividend yield”) se o ativo basico for uma opg¢ao financeira ou um

projeto em operagdo com distribuicao de fluxos de caixa.

Dessa forma, o MGB neutro ao risco ¢ dado pela equagdo (3-32) a seguir:

dx=(r—90)xdt+oxdz (3-32)

Em comparagdo com a equagdo (3-20) (MGB Real), observa-se que apenas
o termo de tendéncia (“drift”) ¢ alterado. Geralmente, o processo neutro ao risco
(descontado o prémio de risco) € usado para avaliar op¢des e derivativos em geral,
ao passo que o processo real ¢ usado para fazer previsdes e em algumas aplicacdes

como em calculo de “value at risk”.

Como exemplo, a Figura 7 abaixo apresenta duas amostras de caminho
(“sample paths™) de precos de barril de petrdleo ($/bbl) seguindo um MGB real e
duas amostras de caminho equivalentes (mesmos parametros ¢ mesmos choques

estocasticos dz) para o caso de um MGB neutro ao risco.
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Figura 7 — Simulagdo MGB real x MGB neutro ao risco
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Observa-se que a amostra neutra ao risco ¢ sempre menor que a amostra real

(a diferenga é o prémio de risco). Por este motivo, a simulagdo neutra ao risco de

um processo estocastico € a simulagao real penalizada por um valor igual ao prémio

de risco.

3.4.7 Movimento de Reversao a Média (MRM)

Foi observado no processo de Movimento Geométrico Browniano, que o

valor previsto tende a divergir do seu valor original, dado que o processo apresenta

uma tendéncia exponencial de crescimento ou de queda.

Nos Movimentos de Reversdo a Média, que também sdo processos de

Markov, observa-se que o sentido e a intensidade da tendéncia dependem do valor

corrente, € que a variancia inicialmente cresce e posteriormente se estabiliza

(variancia limitada). Nesse processo, o valor tende a reverter para o equilibrio no

valor médio[13].

A equagdo do caso mais simples d¢ MRM, o MRM aritmético, também

conhecido como Ornstein-Uhlenbeck, ¢ apresentada abaixo:
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Onde:
dz = incremento de Wiener;

n = velocidade de reversao a média (indica a velocidade com que o processo

tende a voltar para o valor médio);
X = nivel normal de x (valor para o qual x tende a reverter).

O valor esperado e a variancia sdo dados pelas equacdes (3-34) e (3-35), a

seguir:
E(x,)=x—(x, —x)e""™ (3-34)
Var(x,) = %(1 — 21y (3-35)
Observa-se quando t — oo :
: - o 1
lim E(x, ) =lm[x —(x, - x)e?} =x—(x, —x) 11111[87} (3-36)
Entao:
T T s D 0
2w, 7 swe (xo—x)e?%
T w
Logo:

E(x;)=x (3-37)


DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 0821486/CA


PUC-RIo - Certificacdo Digital N° 0821486/CA

106

No caso do processo de reversao a média, a tendéncia ¢ o prego reverter para
um nivel de equilibrio de mercado, X, chamada de média de longo prazo. Ou seja,
a variancia cresce inicialmente e depois se estabiliza na média de longo prazo. A
Figura 8 apresenta a tendéncia do processo de reversdo a média, onde pode-se
observar variancias estaveis apos ti, ou seja, em tj, tj e tx, as varidncias sdo

aproximadamente iguais.

Caso P, PIT

Caso Py = P
Tendéncia do preco cair

Tendéncia do preco subir

Precos
Precos

=
—

Y

ty t ty t: tj ty

\J

k.
v

Tempo Tempo

Fonte: Notas de Aula IND2272 PUC-Rio (2009) — Marco A. G. Dias.

Figura 8 - Tendéncia e Variancia do Processo de Reversao a Média (MRM)

3.4.8 Métodos de avaliacao de Opgoes Reais

Do mesmo modo que uma opg¢ao financeira, uma opg¢ao real pode ser
avaliada usando técnicas de andlise de Direitos Contingenciais (“Contingent
Claims”). Independentemente se os investidores s3o ou ndo avessos ao risco, o valor
da opgdo pode ser obtido montando-se uma carteira dindmica, sem risco
(independentemente das preferéncias dos investidores), que replica o valor do ativo
real, evitando-se o problema complexo de estimar a taxa ajustada ao risco de uma
opcdo. Utilizando ferramentas do célculo estocéstico, obtém-se uma equacdo
diferencial parcial que pode ser resolvida analiticamente ou através de métodos
numéricos. Este método se mostra limitado, pois se o nimero de variaveis com
incerteza for grande (maior ou igual a 3), o processo de avaliacdo pode tornar-se

pesado computacionalmente ou algebricamente intratdvel.
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Outro método numérico, conhecido como arvore binomial, foi proposto por
Cox, Ross e Rubinstein (1979) [49]. Esse método tem o mesmo problema em
termos de ser intratavel quando o numero de processos estocasticos for maior ou
igual a 3. A distribuicdo de probabilidades do ativo em cada periodo, suposta log-
normal, foi aproximada por uma distribuicdo binomial. Assim, em cada periodo o
preco do ativo pode mudar para somente dois valores possiveis, conforme

apresentado pela arvore binomial da Figura 9 a seguir:

f__.fS uu
e Cuu=Max fusS-K O}
-
P - - Cu B e
8 < Bud
o (1) B, S e Cud=Cdu=Mar /dus- K O}
| ~Sd<
| I:Id -\-H-\-""'\-\.\_H- H
: : ~3dd
| I Cdd=Max {d5- K0}
[ ! [
[ ! [
[ ! [
| ' |
t t 1
t=0 t=1 t=2

Figura 9 — Valor (payoff) de uma opg¢ao em cada periodo

Desenvolvido em 1973, o modelo de Black e Scholes é considerado até os
dias de hoje, como a principal contribuicdo para a precificagdo de opgoes.
Inicialmente utilizado para avaliar op¢des de compra e opgdes de venda europeias

com ativo-objeto que ndo pagam dividendos.

Para complementar o modelo, Merton (1973) [38] derivou a equagdo de
Black & Scholes adaptada para opgdes em ativos com dividendos. Para tal, foi
considerado que os dividendos pagos sd@o conhecidos com antecedéncia e que o
valor corrente do ativo-objeto poderia ser deduzido do valor presente dos
dividendos pagos durante a vida util da opgdo. Esta dedugdo ¢ dada pela taxa de
dividendos sobre o preco ou “dividend yield” (3). Este modelo tem as seguintes

premissas:
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e O preco da agdo (ativo-objeto) segue um processo estocastico MGB,
(distribui¢ao log-normal);

e Nao existem requerimentos de margem de garantia;

e Nao ha custos de transacao ¢ de tributacao;

e Os papéis sdo perfeitamente divisiveis;

e Inexisténcia de arbitragem;

e Negociagdo continua do ativo-objeto;

e Taxa livre de risco constante e igual para diferentes maturidades;

e Volatilidade constante.

No desenvolvimento das equagdes do modelo, foi utilizado para eliminar o
risco, a montagem de uma carteira composta por acdo e op¢do, com a taxa de

retorno dada pela taxa livre de risco.

O modelo ajustado considerando dividendos (Modelo de Black, Scholes e

Merton) ¢ dado pelas equagdes a seguir:

Call = Se™%*N(d,) — Xe "*N(d,) (3-38)
Put = Xe "*N(—d,) — Se %*N(-d,) (3-39)
Onde:
S o? )
) in(z)+(r-s+ ) (3-40)
L=

in(3) + (r _5 —%)T (3-41)
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S = preco corrente do ativo basico;

N = fun¢ao cumulativa da probabilidade normal padronizada;

X = prego de exercicio da opcao;

r = taxa livre de risco;

o = volatilidade do prego do ativo basico (desvio-padrdo da taxa de retorno

do ativo basico, isto ¢, de dS/S);

T = prazo até o vencimento da opcdo (t =T —t, onde T = data da expiragdo

e t = data corrente);

0 = taxa de distribuicdo de dividendos do ativo basico, (dividend yield em

% p.a. de S).

Técnicas de simulagdo estatistica, como Monte Carlo e Programagao
Dinamica Estocdastica, também podem ser utilizadas para a avaliagdo de opgoes.
Simulagdo de Monte Carlo normalmente ¢ utilizada para avaliacdo de opgodes
Europeias, pois a regra de exercicio ¢ simples e s6 ocorre na expiragdo (ndo ¢

necessario trabalhar “backwards”, como nas opgdes americanas).

3.4.9 Simulagao de Monte Carlo

Desenvolvido durante a Segunda Guerra Mundial, no Projeto Manhattan,
por Metropolis e Ulam (1949), o método de Monte Carlo ¢ baseado no uso de
numeros fortuitos e estatistica de probabilidade, resolvendo os problemas através
da simulacdo direta do processo fisico, se mostrando flexivel para manusear varios
detalhes especificos dos problemas, varias restri¢des e varias fontes de incertezas,

[15] [50].

O método leva este nome devido as roletas de Monte Carlo, no Principado
de Monaco. Os primeiros estudos envolvendo Simulagdo de Monte Carlo na

avaliacdo de investimentos de capital foram feitos por Hertz (1964).
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A Simulagao de Monte Carlo (SMC) é um método cada vez mais utilizado
também para a precificacdo de derivativos, inclusive op¢des. O método de Monte
Carlo resolve o problema pela simulagdo direta do processo fisico, evitando-se de
escrever e solucionar a equacao diferencial da opgao real. Além disso, a aplicacao
do método Monte Carlo ¢ vantajoso por ndo ter problemas: (i) da dimensionalidade,
que ocorre quando se tem um numero grande de fontes de incerteza; (ii) da
modelagem, que normalmente exigem esfor¢o computacional e dificultam a

solucao de problemas reais complexos.

As etapas basicas da solu¢ao de um problema através do método de Monte

Carlo sdo apresentadas a seguir:

1 - Especificagdo da distribui¢do das variaveis de entrada do problema
estudado (inputs), inclusive através de processos estocasticos (sequéncias temporais

de distribuigdes); e das correlagdes entre as variaveis,

2 - Operagdes matematicas com as amostras dos inputs para calcular o

resultado (output) gerado por essa amostra,

3 - Repeticdo N vezes das etapas 1 e 2 apresentadas acima, gerando N

outputs; ¢

4 - Calculo da média, da variancia, do intervalo de confianca e outras

propriedades estatisticas da distribuicdo de output que foi gerada.

A Figura 10 abaixo ilustra as etapas da Simulacdo de Monte Carlo:
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Operagoes
matematicas (+.-,
*exp [-]) com

OS 11pnis

amostrados.

Input | Input 2 Input n

Quiput de
uma iteracio

Apods muitas (N) Distribuiciio

iteracoes: [ | m— de outputs
Fonte: Notas de Aula IND2272 PUC-Rio (2009) — Marco A. G. Dias.

Figura 10 — Etapas da Simulagao de Monte Carlo

3.4.9.1 Simulagao de Monte Carlo na Precificagdao de Op¢oes

Especificamente na precificagdo de opgdes, recomenda-se a utilizacao da
Simulagcdo de Monte Carlo [51, 52] quando as opg¢des dependem de multiplas
variaveis de estado e processos estocasticos diversos e/ou quando os “payoffs”

dependem da trajetdria de precos do ativo.

Observa-se que, no caso da precificagdo de Opgdes, as etapas da solugdo por

Simulagdo de Monte Carlo s3o as seguintes:

1 — Simulagao neutra ao risco do preco do ativo basico, escolhendo-se

adequadamente o processo estocastico, € 0os parametros do mesmo;

2 — Determinac¢do do payoff da opcao para cada amostra;

3 — Calculo do valor presente de seu payoff usando a taxa livre de risco;

4 — Precificagdo da opc¢ao, através da média da simulagao.

A principal vantagem de Monte Carlo sobre outros métodos numéricos na

avaliacdo de opgoes ¢ a sua flexibilidade de manusear varias fontes de incerteza e


DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 0821486/CA


PUC-RIo - Certificacdo Digital N° 0821486/CA

112

varios aspectos praticos de modelagem em uma planilha. Porém, apresenta como
desvantagem o fato do erro ser inversamente proporcional ao tamanho da amostra,
exigindo para a obtencdo de melhores estimativas, maiores amostras e,
consequentemente, maior esforgo computacional. Pelo teorema central do limite, o
erro ¢ da ordem de (n %), onde n é o niimero de simulagdes. Boyle (1977) [51]
utilizou algumas técnicas para melhorar a precisdo das estimativas. Estas técnicas

sao conhecidas como técnicas de reducdo de variancia.

A maioria dos trabalhos utilizando Monte Carlo avaliava Opg¢des Europeias,
inclusive op¢des mais complexas do que simples opg¢des de compra e venda.
Opc¢des Americanas sdo mais dificeis de serem avaliadas por Monte Carlo, por
possuirem caracteristica de otimizagdo “backward”’, pois podem ser exercidas a
qualquer momento até o vencimento. Esta caracteristica “backward” esta ligada a

avaliagdo da politica 6tima de investimento.

Porém, alguns trabalhos de avaliacdo de Op¢des Americanas com o método
vém sendo desenvolvidos mais recentemente, Boyle, Broadie e Glasserman (1997)

[53] utilizaram um modelo de arvore simulada para o prego do ativo objeto.

Um método amplamente utilizado pela sua facilidade de aplicagdo que
calcula o preco de opgdes americanas por simulagdo, ¢ o desenvolvido por Grant,
Vora e Weeks — GVW (1997) [54]. Este método baseia-se no conjunto de valores
criticos que constituem a curva de gatilho, ou o contorno livre, do derivativo
americano. Com a curva de gatilho, pode-se calcular o valor da opgdo através de
simples simulagdes de Monte Carlo, a partir do instante inicial, de forma similar a
avaliag¢do de opgdes europeias. Outra maneira de avaliar uma Opg¢do Americana foi
apresentada por Ibanez e Zapatero (1999) [55], neste trabalho, foi utilizado um
algoritmo computacionalmente eficiente que calculava a politica Otima de
investimento, considerando esta politica como um ponto fixo no algoritmo de

programagao dinamica.

Outro método numérico desenvolvido para determinar o preco de uma
opc¢do americana, ¢ o modelo Longstaff e Schwartz (2001) [56]. A metodologia
chamada de LSM (Least Square Monte Carlo), utiliza, também, a programacao

dindmica, mas sem necessitar do calculo a curva de gatilho, o que torna o método
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computacionalmente mais eficiente do que o método Grant, Vora ¢ Weeks. A
implementagdo do método € simples, pois depende basicamente de regressdes de
minimos quadrados. O método LSM ¢ bastante intuitivo e baseia-se no exercicio
otimo das opcdes americanas. A regra 6tima de exercicio de uma op¢do americana
consiste na comparacao entre seu valor de exercicio imediato e o valor esperado de
continuagdo em cada data de exercicio antecipado. Se o exercicio imediato for
maior ou igual ao valor de continuagdo, a opgdo deverd ser exercida. O valor
esperado de continuagdo ¢ estimado a cada data de exercicio, através de uma
regressao de minimos quadrados utilizando-se dados da simulagdo. De acordo com
as experimentacdes numéricas feitas em Frota (2003) [57] e Aragjo (2004) [58],
conclui-se que a metodologia LSM oferece resultados mais exatos, do que o método

de Grant, Vora ¢ Weeks.

Vale ressaltar que com toda a elegancia e facilidade, os resultados da
Simulagdo de Monte Carlo dependem fortemente das premissas consideradas nas
variaveis de entrada modelo, tais como a distribuicdo de probabilidades, os
parametros e as fungdes de precificagdo. Logo, deve-se ter o cuidado adequado com
os efeitos que possiveis erros nestas premissas podem ter nos resultados da

simulagao [59].

3.5 APROXIMAGOES ANALITICAS NA PRECIFICAGAO DE OPGOES

AMERICANAS

Existem algumas aproximacdes analiticas para a precificagdo de opgdes
americanas com dividendos continuos. Aqui serdo discutidas duas das mais
populares. A primeira aproximagao foi desenvolvida por Barone-Adesi ¢ Robert
Whaley (1987) [60]. A segunda, desenvolvida mais recentemente por Petter
Bjerksund e Gunnar Stensland (1993) [61] é considerada computacionalmente mais

eficiente e mais precisa na precificacdo de opgdes com prazos mais longos.

O método proposto por Giovanni Barone-Adesi e Robert Whaley em 1987,
utiliza os mesmos pressupostos do modelo Black e Scholes, empregando uma

aproximacao quadratica, considerando a possibilidade de exercicio antecipado das
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opgdes, situagdo que pode ocorrer quando se precificam as opgdes americanas.
Barone-Adesi (2005) [62] destaca que na construgdo do modelo assume-se que a

taxa de juros de curto-prazo ¢ constante.

O método proposto por Petter Bjerksund e Gunnar Stensland em 1993 para
precificar opg¢des americanas tem como premissa a definicdo de um limite (flat
boundary), que estabelece o preco de gatilho (¢rigger price). Assim, a opgao sera
exercida toda vez que o pre¢o do ativo-base atingir esse limite. Para Bjerksund e
Stensland (2002) [63], investigagdes numéricas indicam que esse limite de preco €
muito proximo do verdadeiro valor da opcao e garante uma grande flexibilidade ao

modelo.
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