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ANEXO | - MODELO DE REVERSAO A MEDIA DE DIAS

O modelo de reversdo a média proposto por Dias (2001) [73] ¢ uma
variagdo do modelo de um fator descrito por Schwartz [19]. Este modelo fornece

uma interpretacdo mais direta do nivel do preco de equilibrio de longo prazo.

Considera inicialmente o processo aritmético de Ornstein-Uhlembeck,

adotado por Schwartz para a variavel estocastica x(?):
dx =n(x —x)dt + odz (I-1)

Onde x(t) tem distribuicdo normal com média e variancia apresentadas nas

eq. (I-2) e (I-3):

E[x(t)] = x(0)e™ ™ +Xx(1 — e M) (1-2)

Var[x(t)] = (1 — e‘z”t).g (I-3)

Logo a equacdo de simulacdo para x(t) ¢ apresentada na eq. (I-4) para tempo

discreto
%=X € 1804 T (1- ¢ ) 4 oy (L-exp(-20A0Y2 M) NOD  cxato.

(I-4)

Porém neste modelo x(t) pode assumir valores negativos em sua distribui¢ao
normal. Tal circunstancia ¢ inadequada para utilizacdo em pregos de commodities
onde a variavel deve ser estritamente positiva. Assim, o modelo assume dois

importantes conceitos:

1- O preco da commodity P segue um processo de reversao a média em

direcao ao nivel de equilibrio P dado pela eq. (I-5).
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x = In(P) (I-5)

2- Definir os pregos de forma que a média simulada seja
E[P@t)]=exp{E[x(t)]}, resultando no valor esperado para a commodity

no instante t apresentado na eq. (I-6).

E[P(t)] = exp{x(0)e " + x(1 — e ")} (1-6)

Segundo Dias, o processo P(t)=exp{x(t)} ndo funciona porque a
exponencial da distribuicdo Normal adiciona metade da variancia na distribuic¢ao

log-normal.

Assim, com o intuito de anular este acréscimo, metade da varidncia €

compensada relacionando x e P conforme a equagdo (I-7).

P(Y) = exp{x(V)- 0.5Var[x(D]} -7)

Para 0 modelo de reversdo a média, o drift real é dado por @« = n(x —x) e

o dividendo ndo € constante, mas ¢ funcao de x:
§=p—a=p—n(x—x) (1-8)
Logo o drift neutro ao risco ¢ igual a:

r—s=r—u-n(x-x=n{x- ()] -x (19)

Substituindo o drift neutro ao risco na eq. (I-1) tem-se:


DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 0821486/CA


PUC-RIo - Certificacdo Digital N° 0821486/CA

250

dx =n([§—(§)]—x)dt+adz (I-10)

No modelo neutro ao risco, a simulacdo do processo x(t) da eq. (I-4) é:

X =X1 & M+ [T (-] (1 - e 18 + 6 (- exp(— 2nAD)C M) N, 1)

(I-11)

Substituindo na eq. (I-7) o termo x(?) pela equacdo (I-11) e o termo Var/[x(t)]
pela equacgdo (I-3), pode-se simular o processo neutro ao risco para o pre¢o P(?)

diretamente pela eq. (I-12) abaixo:

P(i) = mp{[hl[P(t—l)] expl-n ] + [ [n®) - -] - expl-nan)] -

—[(I—eXP[—Znt]) f—"] v o Aol Ind N(o,l)}

(1-12)
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ANEXO Il - RESUMO DO ALGORITMO GVW

O algoritmo de Grant, Vora e Weeks para o calculo do valor de uma opcéao

americana pode ser resumido em alguns passos:

1. Discretiza-se a vida util da op¢o em N = T / At partes onde At é o

tamanho de cada intervalo, e adota-se a condi¢do terminal S =K.

2. No instante 7-A4¢, adota-se como aproximagao de Sy um valor igual ou
proximo de S'7. Em seguida, utiliza-se a simulagio de Monte Carlo para se obter
diferentes valores de Sy e, consequentemente, de Cr . O valor de Cr € calculado

através da média das simula¢des executadas.
3. Verifica-se se a condi¢do de valor 6timo a seguir € satisfeita (eq. II-1):
St—ae — K = e "M Er_p [Cr (S, K)] (I1-1)

Caso a condicdo seja satisfeita, inicia-se o proximo passo. Caso contrario,

incrementa-se Sy 4, de um valor At e repete-se o passo anterior.

4. Repete-se o segundo e o terceiro passos para os instantes anteriores, até

a condigdo de parada t027,

5. Uma vez obtida a curva de gatilho, utiliza-se novamente a SMC, a partir
de Sy, dado pelo mercado, ¢ simula-se as trajetérias do preco do ativo base no
tempo. Cada trajetdria resultard em um valor da op¢do, dado pelo cruzamento da
mesma com a curva de gatilho. Por ultimo, obtém-se o valor esperado da opgao,

através da média dos valores simulados.

O esquema grafico dos passos do algoritmo de GVW para avaliar uma

opc¢do de compra americana ¢ ilustrado a seguir:

27 ~ . . . .
O valor da opcao deve ser simulado para todos os instantes posteriores ao momento avaliado.
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a) b)
S A S A
Clr=57-K
! : G =5%~K
e S =K St ® S
: C'r=8"7-K
0 T4Ar T3A T2At T-At T >t 0 T-At T vt
c) d)
S A ‘ S A
Sp*

0 T2t T-At T 0 T4At T3A 724t T-At T

Figura 64 — llustragcao dos passos do algoritmo de avaliagdo do método de GVW

Na Figura 64 acima, o item 'a' representa o primeiro passo, enquanto o
item 'b' mostra o segundo e terceiro passos e os itens 'c' e 'd' ilustram os passos

quatro e cinco, respectivamente.
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ANEXO IIl - ALGORITMO LSM: EXEMPLO NUMERICO DO
CALCULO DE UMA CALL AMERICANA

Para exemplificar o algoritmo LSM desenvolvido por Longstaff e
Schwartz (2001) [56], foi considerada uma opg¢do de compra (call), americana
sobre um ativo objeto (Beneficios de Economia de Energia (EE) e de Redugao de
Demanda (RD) para um Projeto de Eficiéncia Energética) que ndo paga
dividendos. O preco de exercicio (valor do investimento no projeto) da opgao €
R$ 222.602,00, podendo ser exercida nos instantes 1, 2, e 3, sendo t=3 a data de
vencimento da opg@o. A taxa de desconto livre de risco ¢ igual a 0,487% a.m.
(equivalente a 6% a.a.). Para simplificar a demonstracdo do algoritmo, foram
simulados oito caminhos para o ativo objeto, supondo neutralidade ao risco. Os
valores tabelados foram divididos por 100.000. A matriz de simulacdo dos precos

do ativo é apresentada a seguir:

Caminho t=20 t=1 t =2 t=3
1 2,18327 2,18341 2,19093 2,19790
2 2,29222 2,29223 2,29972 2,30776
3 2,31382 2,31390 2,32141 2,32844
B 2,31383 2,31391 2,32142 2,32844
5 2,20709 2,20612 2,21248 2,21935
6 2,05052 2,05062 2,05696 2,06377
7 2,24883 2,24778 2,25518 2,26321
8 2,32448 2,32459 2,33107 2,33803

Tabela 42 — Matriz de simulagdo de caminhos do preco da agao

O objetivo do algoritmo LSM ¢ ¢ definir a regra de exercicio que
maximiza o valor da opgdo em cada ponto ao longo de cada trajetoria de pregos.
Caso a opcdo ndo seja exercida antes da sua data de vencimento (t=3), o fluxo de

caixa do exercicio imediato neste instante é dado por:
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Caminho t=1 t =2 t=3
1 - - -
2 - - 0,08174
3 - - 0,10242
3 - - 0,10242
5 - - -
6 - - -
7 - - 0,03719
8 - - 0,11201

Tabela 43 — Matriz dos fluxos de caixa em t=3

Na data de vencimento, ndo ha valor de continuacdo, logo, o exercicio
otimo ocorre se o valor de exercicio imediato da opgao for maior que zero. Assim,
pode-se construir uma matriz de regra 6tima de exercicio no instante final,
colocando-se o nimero ‘1’ onde o exercicio € 6timo e zero onde ndo for. A Tabela

44, abaixo, apresenta a matriz da parada Otima atualizada para o instante final

(t=3).

Caminho t =1 t =2 t=3
1 - = B
2 - - 1
3 - - 1
E - - 1
3 - - -
6 - - -
7 - - 1
8 - - 1

Tabela 44 — Matriz de parada 6tima atualizada em t=3

Se a opgdo estiver no estado in-the-money instante t=2, deve-se decidir
entre o exercicio imediato ou manté-la “viva” até o vencimento em t=3. Dos oito
caminhos simulados para o pre¢o da a¢ao, somente em cinco a opgao esta in-the-

money. Adota-se X como sendo o vetor dos precos da acdo no instante t=2 ¢ Y
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como sendo o vetor dos fluxos de caixa futuros recebidos em t=3, descontados®®
para o instante t=2. Serdo usados somente os caminhos de precos que estdo in-the-
money no instante t=2. Os vetores X e Y sdo dados pelas entradas ndo nulas da

Tabela 45 a seguir:

Caminho Y X
1 0,1849 x0,99516 -
2 0,2937 x0,99516 2,29972
3 0,3154 x0,99516 2,32141
- 0,3154 x0,99516 2,32142
5 0,2065 x 0,99516 -
6 0,0509 x 0,99516 -
7 0,2492 x0,99516 2,25518
8 0,3520 x0,99516 2,33107

Tabela 45 — Dados para a regressdo em t=2

Para se estimar o valor esperado de continuacdo da opg¢ao, condicionada ao
preco da acdo em t=2, regride-se Y com relagdo X por uma fun¢io polinomial de

segundo grau cuja forma ¢ dada por:

pX)=a, +aX +aX’ (III-1)

A funcao de expectativas condicionadas obtida pela regressao é:

E[V|X]= -2,2152 +0,9952X +2.(10") X" (I1-2)

Através da equacdo acima, ¢ possivel estimar o valor de continuagdo
esperado para cada trajetéria de precos substituindo X na fung¢do. Em seguida,
compara-se os valores de exercicio imediato e de continuagdo para se determinar a
regra 6tima de exercicio no instante t=2 (apenas nas trajetorias de precos que se

apresentam in-the-money), conforme a Tabela 46 a seguir:

28 0 desconto para um periodo, em tempo discreto, ¢ dado por 1/(1+i) = 0,99516
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Caminho Exercicio Continuag¢do
1 - -
2 0,07370 0,07349
3 0,09539 0,09507
B 0,09540 0,09507
5 - -
6 - -
7 0,02916 0,02916
8 0,10505 0,10468
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Tabela 46 — Comparacao dos valores de exercicio imediato e de continuagao no instante

t=2

Comparando-se as duas ultimas colunas da Tabela 46 acima, verifica-se

que em todos os cinco caminhos, o exercicio da call é 6timo e assim, pode-se

atualizar a matriz da regra 6tima de exercicio conforme ilustrado a seguir na

Tabela 47:
Caminho t=1 t =2
1 - -
2 - 1
3 - 1
4 - 1
5 - -
6 . -
7 - 1
8 - 1

Tabela 47 — Matriz de parada 6tima atualizada no instante 2

Observa-se que, quando a opgdo ¢ exercida em t = 2, a regra 6tima no
ultimo instante também ¢ modificada, pois o fluxo de caixa final em t =3 ¢ igual a
zero. Isto ocorre por que a op¢do s6 pode ser exercida uma Unica vez durante sua

vida util. Assim, uma vez exercida, a op¢ao deixa de existir. Seguindo a mesma
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linha de raciocinio, progride-se recursivamente até o instante t=1. O mesmo
procedimento aplicado no instante t=2 ¢ reaplicado neste instante. Novamente,
determinam-se os caminhos nos quais a op¢ao esta in-the-money e obtém-se 0s
vetores X e Y. Neste instante, o vetor Y representa o valor dado pela soma dos
fluxos de caixa dos instantes 2 e 3, atualizados pela matriz de regra 6tima e
descontados para o instante atual. Dado que a opg@o s6 pode ser exercida uma
vez, os fluxos de caixa futuros ocorrem em t = 2 ou em t = 3, nunca em ambos o0s
instantes. Os fluxos de caixa recebidos em t = 2 serdo descontados um periodo de
tempo, e os fluxos de caixa recebidos em t = 3 serdo descontados dois periodos.
Da mesma forma que no instante 2, X agora representa os pregos da acdo em t = 1
nos quais a op¢ao esta in-the-money, e Y representa os fluxos de caixa futuros. A

Tabela 48 abaixo mostra os valores de X e Y parat=1.

Caminho Y X
1 0,1774 x0,99516 -
2 0,2862 x0,99516 2,29223
3 0,3079 x0,99516 2,31390
N 0,3079 x0,99516 2,31391
5 0,2001 x0,99516 -
6 0,0446 x0,99516 -
7 0,2418 x0,99516 2,24778
8 0,3186 x0,99516 2,32459

Tabela 48 — Dados para a regressao em t=1

Novamente, faz-se a regressdo de Y com relagio a X e X° para estimar o
valor de continuagao Desta vez, A fungao a fung¢do de expectativas condicionadas

¢ dada por:
E[V|X]= —2,2152 +0,9952X + (10")X" (I11-3)

Para se obter os valores de continuagdo de cada trajetdria, substitui-se os
valores de X na funcao de regressdo e compara-se estes valores com os valores do

exercicio imediato da call em t = 1. A Tabela 49 a seguir apresenta estes valores.
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Caminho Exercicio Continuag¢do
1 - -
2 0,06621 0,06603
3 0,08788 0,08760
B 0,08789 0,08760
5 - -
6 - -
7 0,02176 0,02179
8 0,09857 0,09823

Tabela 49 — Comparacao dos valores de exercicio imediato e de continuagao em t=1

Comparando-se os valores apresentados na Tabela 49 acima, verifica-se
que o exercicio imediato ¢ 6timo em t=1 no segundo, terceiro, quarto e oitavo
caminhos. Assim, pode-se atualizar novamente a matriz de regra otima de

exercicio, obtendo-se a regra completa de parada 6tima, dada pela Tabela 50 a

seguir:

Caminho t=1 t =2 t=3

[y
L}
L}
L

(2=l I e N LT SN PR B S )
'
'
'

Tabela 50 — Matriz completa da regra 6tima de exercicio

Dada a regra de parada 6tima, o calculo dos fluxos de caixa realizados ¢
feito de maneira bastante simples. Basta calcular o produto escalar entre a matriz

de parada 6tima e a matriz completa dos fluxos de caixa de em cada data de
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exercicio antecipado da opc¢do. O resultado do produto é a matriz de fluxos de

caixa realizados, dada a seguir:

Caminho t=1 t =2 t=3
1 - - -
2 0,0662 - -
3 0,0879 - B
- 0,0879 - -
5 - - -
6 - - -
7 - 0,0292 -
8 0,0986 - -

Tabela 51 — Matriz de fluxos de caixa realizados

Finalmente o valor da opcdo pode ser obtido, descontando-se para o
instante zero os fluxos de caixa da matriz acima e obtendo-se a média sobre todos
os caminhos. O valor obtido para a call americana foi de 0,113609, ou seja,

multiplicando-se por 100.000, tem-se que:
Call =R$ 11.360,90

O valor do VPL no instante zero ¢ igual a média dos cenarios neste

instante menos o investimento. Logo, tem-se que:
VPL, =R$ 224.176,00 — R$ 222.602,00 = R$ 1.574,00

Assim, a Regra de Decisio Otima para este Projeto de Eficiéncia

Energética ¢ “esperar e ver”, exercendo a op¢ao somente no cenario favoravel.

Este exemplo demonstra a simplicidade do método LSM e a clareza da

intui¢do por traz do mesmo.
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ANEXO IV — TESTE DE KOLMOGOROV-SMIRNOV (K-S)

O teste de Kolmogorov-Smirnov (K-S) [74] busca determinar se dois
conjuntos de dados (amostras) diferem significativamente. O teste K-S tem a
vantagem de ndo fazer nenhuma hipotese sobre a distribuicdo dos dados
(tecnicamente falando, ¢ ndo-paramétrico e independe da distribuicdo). O teste K-
S € um dos métodos nao paramétricos genéricos mais Uteis para se comparar duas
amostras, dado que ¢ sensivel as diferencas na localizagcdo e na forma das fun¢des

de distribui¢do cumulativas das duas amostras.

A estatistica do teste K-S compara a distribui¢do acumulada de frequéncias
observadas com a respectiva distribuicdo tedrica e determina o ponto em que essas
duas distribuicdes acusam a maior divergéncia (maxima distancia absoluta D, ).
A distribuicdo amostral indica se essa diferenga maxima pode ser atribuida ao
acaso. A Figura 65 apresenta graficamente a maxima distancia absoluta D, entre

as fungdes de distribuigdo acumuladas F;(x) e F>(x).

sl e

ool 1 [

10,0

Figura 65 - Teste K-S - Comparagao entre Duas Fungdes de Distribuicdo Acumuladas
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A hipotese nula (h=0) ¢ aquela na qual as amostram t€ém a mesma
distribui¢cdo. A hipdtese alternativa e aquela em que a distribui¢do ndo ¢ a mesma.
O resultado h igual a 1 é obtido se o teste rejeita a hipotese nula com 0% de nivel

de significancia. A estatistica do teste para duas amostras ¢ definida como:
Dn,nl = SupxlFl,n(x) - Fz,nr(x)| Iv-1)

Onde:

Fi n(x) e F, 5,,(x) sao Fungdes de Distribuigdo Acumuladas (FDA)

da primeira e da segunda amostra respectivamente;

D, ¢ a distancia maxima absoluta entre F; ,(x) e F, ,,,(x).

A hipotese nula (h=0) ¢ rejeitada no nivel de significancia a se:

, (IV-2)
n+n
Dy > c(a) —

Para amostras onde o nimero de observacdes € superior a 12, o valor de

c(a) ¢ dado pela Tabela 52 abaixo, para cada nivel de significancia a [84].

a 0,10 0,05 0,025 0,01 0,005 0,001

C(a) 122 1,36 1,48 1,63 1,73 1,95

Tabela 52 - Teste K-S - Coeficientes por nivel de significancia

Pode-se observar que o teste K-S para duas amostras verifica se estas
amostras sdo oriundas da mesma distribui¢ao, independentemente de qual seja

esta distribuicdo (normal ou ndo-normal).
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