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6
Fundamentos de programagao matematica

6.1
Introducao

A grande maioria dos problemas de engenharia pode ser solucionado de
diferentes formas, uma vez que um nimero muito grande de solugdes atende aos
critérios e normas previamente estabelecidas. Desta forma seria exigido um
nimero muito grande de repeticdes nos cdlculos para a obtencdo dos valores
ideais. Porém, com a descricdo, através de func¢des matematicas, do
comportamento da estrutura pode-se determinar os valores extremos dessas

fungdes com a utilizacdo de técnicas de programacao matematica.

A programacdo matemadtica trata da obtencdo de valores extremos,
maximos ou minimos, para funcdes em problemas sujeitos ou ndo a restri¢des.
Este capitulo apresenta de forma sucinta os conceitos bdsicos de programacao
matematica, como a descricio de um problema de programacdo matematica e
condi¢cOes de oOtimo. Descreve-se também o algoritmo de pontos interiores

empregado no trabalho na etapa de otimizacao.

6.2
Conceitos basicos

Um problema de otimizagdo, no caso minimizagdo, pode ser escrito de

forma geral da seguinte maneira:
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Minimizar f(x) xe R"

sujeito a c,(x)=0 i=1.1
¢, (x)<0 i=l+1..m 6.1)

x <x, <x! i=l.n

Onde, f(x) € a fungdo a ser minimizada designada de funcdo objetivo, x é um
ponto do R", ¢,(x) sdo chamadas restricoes do problema e representam as

restricdoes de igualdade e de desigualdade. Supde-se que tanto a funcdo objetivo

quanto as restri¢des sdo func¢des continuas no R". Em geral, elas sdao fungdes nao
lineares e implicitas das varidveis x que definem o problema, entretanto, podem
ser fungdes lineares e as varidveis de projeto x serem explicitas. Os valores limites
que podem ser assumidos pelas varidveis de projeto sdo denotados pelos

superescritos / e por u sendo estes, respectivamente, os limites inferior e superior.

Um ponto que satisfaca todas as restricdes é denominado ponto vidvel e o
conjunto de todos os pontos que satisfacam todas as restricoes é conhecido como
regido vidvel ou regido factivel. Uma restricio de desigualdade define uma
fronteira que divide o R" em uma regido factivel e outra ndo factivel. Quando um
ponto estd sobre esta fronteira, a restricdo € dita ativa, quando um ponto estd no
interior da regido vidvel, a restricdo € dita inativa e, quando um ponto esta fora

desta regido, a restri¢do esta violada.

6.3
Condigoes de 6timo

As condic¢des de 6timo do problema de programagao matemadtica enunciado
em (6.1) sdo chamadas de condicdes de Kuhn-Tucker e sdo descritas por (6.2). A
solucio x* do problema enunciado em (6.1) deve obrigatoriamente atender as

condi¢des de Kuhn-Tucker.
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V. L(x')=0

¢, (x)=0 i=1.1

¢, (x)<0 i=l+1..m (6.2)
A =0 i=l+1..m

Ac,(x)=0 Vi

onde L(x',1") é afungdo lagrangiana dada pela seguinte expressio:

Le)= 6 )+ Y Ae () 63)

* ~ . . . N ¢~ *
A, sdo os multiplicadores de Lagrange associados as restricdes no ponto x da

solugdo e V _ € o operador gradiente em relacdo as variaveis x.

As condicoes de Kuhn-Tucker também sdo chamadas de condi¢des de
primeira ordem. Para problemas de programacio convexa, tais como programagao
linear e programacdo quadritica as condi¢cdes de Kuhn-Tucker sdo suficientes

para a determinag@o de uma solugd@o 6tima global.

Entretanto, se o problema ndo é de programagdo convexa, as condi¢des de
primeira ordem nao sdo suficientes para a determinag@o da solu¢do 6tima global.
Deve-se entdo ser verificada a condi¢do de segunda ordem. A expressdo (6.4)

representa a condi¢cao de segunda ordem de Kuhn-Tucker.

dWd>0, Vd=#0 (6.4)
Onde:

. 0°L(x",A)
v ox,0x (6.5)

s . . ~ . €, ..
Neste caso, W a matriz Hessiana da funcdo Lagrangiana em x ¢ positiva

definida no ponto 6timo para qualquer dire¢ao vidvel d.
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6.4
Forma geral dos algoritmos de programagao matematica

Os algoritmos de programacdo matematica sdo baseados em procedimentos
iterativos que necessitam de valores iniciais para as varidveis de projeto. Apos a
especificacdo desses valores, os valores das varidveis sao atualizados pela

seguinte expressao:

X=X, +d (6.6)
Na expressao (6.6) d representa a dire¢do de busca, que deve ser também uma
direcdo de descida nos problemas de minimizacdo. O parametro escalar ¢
representa o tamanho do passo a ser dado ao longo da dire¢ao de busca. Observa-
se que um problema de » varidveis, passa a ser tratado como um problema
unidimensional, funcdo do escalar ¢, apés a determinag@o da dire¢do de busca. O
ponto obtido definird um novo vetor x. Todo o procedimento € repetido a partir
do novo ponto, até que um critério de convergéncia, pré-estabelecido seja
atendido. Dessa maneira, os algoritmos podem ser divididos em duas etapas
principais: a primeira etapa € a determinacdo da dire¢do de busca d e a segunda é
a avaliacdo do parametro escalar 7. As técnicas de programacdo matematica

variam predominantemente pela forma como sao determinados d e ¢.

De acordo com as informagdes necessdrias para a obtencdo da direcdo de
busca podemos classificar os algoritmos de programag¢dao matemadtica como sendo
de primeira ou de segunda ordem. Os algoritmos de primeira ordem sdo os que
utilizam apenas os gradientes da funcdo objetivo e das restricdes. Os de segunda

ordem sdo os que fazem uso das Hessianas dessas fungoes.

6.5
Algoritmo de pontos interiores

O algoritmo de pontos interiores, desenvolvido por HERSKOVITZ (1995),
baseia-se na aplicagcdo do método de Newton para a solucdo de um sistema de
equagdes nao lineares obtidas a partir da aplicagao das condi¢des de Kuhn-Tucker

no problema de otimizacdo. Dado o fato desse trabalho tratar somente de
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restricoes de desigualdade, as restricdes de igualdade serdo desconsideradas e,
portanto, ndo estardo presentes na descricdo do algoritmo. Salienta-se, porém, que
o mesmo tratamento dispensado as restricdes de desigualdade pode ser dado as

restri¢des de igualdade.

O algoritmo de pontos interiores apresenta duas caracteristicas bastante
importantes que favorecem sua utilizagdo. A primeira propriedade do algoritmo é
que este gera pontos ou solucdes intermedidrias no interior da regido vidvel. A
segunda propriedade, que decorre da primeira, é o fato de que se, por alguma
razdo, o algoritmo for interrompido antes de alcangar o ponto de 6timo, tem-se um
ponto vidvel e com um valor da funcio objetivo inferior ao anterior. Isso se deve
ao fato de cada ponto intermedidrio gerar valores decrescentes para a fungdo

objetivo.

Com essas consideracOes pode-se descrever o problema de otimizacdo da

seguinte forma:

minimizar f(x)
sujeito a c,(x)<0 i=1..m ©.7)
Cujas condicdes de Kuhn-Tucker sao:
g+ Z Ada, =0
i=1
Ae(x)=0 65
¢, (x)<0
A =0

onde g é o vetor gradiente da funcdo objetivo, a, os gradientes das restri¢cOes

avaliadas no ponto corrente x.

Sendo A a matriz dos gradientes das restricdes e C uma matriz diagonal
contendo os valores das restri¢des, descrevem-se as duas primeiras equagdes de

(6.8) como:

g+A'L=0

Ch=0 (6.9)
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Aplicando o método de Newton para resolver o problema acima, obtém-se o

sistema de equagdes lineares:

W A'l|d,| g
A C|n] |0 (6.10)
Na equagdo (6.10), A é uma matriz diagonal para a qual A;; = A, dy € a direcio de

busca, Ay € a estimativa dos multiplicadores de Lagrange e W € a hessiana da

fun¢do Lagrangiana. d, e A, sdo solugdo do sistema.

A direcdo de busca encontrada com a solucdo de (6.10) pode apontar para
uma direcdo ndo vidvel. Fazendo-se a expansdao de uma das equagdes da parte

inferior do sistema (6.10), chega-se a:

t —
Aad, + ci/lo, =0 (6.11)
A equagdo (6.11) implica que ajd, =0 para todo i tal que ¢; = 0. Significando
geometricamente, que dy € tangente as restricdes ativas, podendo apontar para

fora da regido vidvel no caso de restricdo convexa.

Uma forma de se evitar este efeito € adicionar uma constante negativa ao

lado direito da equagdo acima:

Aad+c A =—ph, (6.12)
Este procedimento faz com que a direcdo original seja defletida, de um valor
proporcional a p, para o interior da regido vidvel. Sendo a deflexdo proporcional a
p e sendo dyp uma direcdo de decréscimo de f, € possivel encontrar limites em p

para que d também seja uma direcdo de decréscimo. Isto € possivel através de:

gd<kgd, (6.13)
Para k, € (0; 1). Em geral, a taxa de decréscimo de f'ao longo de d é menor que ao

longo de d,.

Considerando agora um sistema auxiliar expresso por:
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VS o

E possivel demonstrar que:

Substituindo-se (6.15) em (6.13) pode-se escrever:

t

gd,
p=(k,-1) o'd (6.17)

1
Ap6s a definicdo da direcdo de busca faz-se uma busca linear ao longo dessa
direcdo, de forma que seja garantido que o ponto encontrado esteja no interior da

regido vidvel.

6.6
Etapas do Algoritmo de Pontos Interiores

Como ja mencionado o algoritmo de pontos interiores necessita de um
ponto inicial. Como o algoritmo é de pontos interiores, ou seja 0s pontos sao

vidveis, o ponto inicial x, também deve ser vidvel. Também s3o necessdrias

estimativas iniciais dos multiplicadores de Lagrange tais que 4; > 0, ¢ da matriz B,

simétrica e positiva definida, para se obter a aproximagao inicial de W. De acordo
com HERSKOVITS & SANTOS (1997), ap6s a determinagao dos valores iniciais

dos vetores (d,,A,) o algoritmo segue os seguintes passos:

1. Cdlculo da direcao de busca d:
Faz-se a verificagdo do critério de convergéncia, utilizando a

expressao (6.18).

d] <0l (6.18)


DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 0115533/CA


PUC-Rio - Certificacdo Digital N° 0115533/CA

80

Caso o critério de convergéncia seja atendido, parar o algoritmo. Caso

contrdrio, determinam-se os vetores (d,,A,) através da solugdo do sistema

linear descrito por (6.14). Calcula-se o valor de p por (6.19)

seg'd, >0, entdo p = min [kf |d, ! (k,~Dg'd, /g’dl}

seg'd, <0, entdo p =k, | (6.19)

Sendo k, uma constante escalar pré definida e estritamente positiva.

Calcula-se a direcdo de busca d:

X=}\’O+p7\’1 (621)
2. Busca linear sobre d:

Determina-se o tamanho do passo ¢, tal que

c,(x+td)£ 0, se A, >0
(6.22)

c,(x+rd)<c,(x) se A, <0

€ 0 NoVo ponto x

X=X, +d (6.23)

3. Atualizacdo da matriz B:
E realizada a atualizacio da matriz B (aproximacio da matriz
Hessiana da funcdo Lagrangeana W), através do método BFGS (Broyden -

Fletcher - Goldfarb - Shanno).

A aproximagdo B, da matriz Hessiana W, da fun¢do Lagrangeana B, ¢

dada pela seguinte fungdo:

B, =b1 (6.24)
Onde b, é um pardmetro definido pelo usudrio do algoritmo. Para maior
estabilidade do processo numérico o esquema BFGS de aproximacdo da

matriz Hessiana deve ser reinicializado ap6és um ndmero 7, de iteragdes,
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definido pelo usudrio. Segundo PARENTE (2000) o reinicio de B serve para

descartar a influéncia de pontos muito distantes do ponto corrente.

Nova estimativa para os multiplicadores de Lagrange através da expressao

(6.25):
A, = max [/10 Jk,

4| (6.25)

Sendo k. uma constante escalar pré definida e estritamente positiva.

Fazer x igual a x, e retornar ao passo 1.
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