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Analise de estruturas incorporando incertezas

4.1
Introducao

Este capitulo trata da andlise de estruturas incorporando incertezas. Como
citado anteriormente, muitos parametros estruturais apresentam caracteristicas de
aleatoriedade. Dessa forma a resposta da estrutura também pode ser dada de
maneira estatistica, em termos de médias e dispersdes de deslocamentos, tensdes,

esforgos etc.

Trés métodos de avaliagio da resposta de estruturas quando da
consideragdo de incertezas sdo apresentados. O primeiro método se baseia nos
conceitos de média e desvio padrdo descritos no capitulo 2 sendo chamado neste
trabalho de método exato. O segundo usa uma expansdo em série de Taylor para
formular uma relacdo linear entre as varidveis aleatérias da resposta e os
parametros aleatdrios da estrutura. Esta andlise envolve a solucdo de um sistema
linear de equacgdes e é chamada de andlise estatistica linear. O terceiro método €
chamado de simulacdo de Monte Carlo (SMC). Este € o método mais difundido e

utilizado na engenharia para tratar de problemas estatisticos.

Na parte final do capitulo sdo apresentados exemplos para demonstrar a

aplicacdo dos trés métodos e para comparacdo dos mesmos.

4.2
Analise estatistica exata

Pode-se efetuar o cdlculo da resposta da estrutura em termos estatisticos
com o uso direto das equagdes (2.19) e (2.23), que se referem respectivamente ao

célculo da esperancga e da variincia. Nota-se, que a utilizacdo dessas expressoes €
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plausivel quando se defronta com problemas de pequeno porte. Ilustram-se nos

exemplos apresentados no final do capitulo esses apontamentos.

4.3
Analise estatistica linear

De acordo com HART (1982), pode-se determinar a resposta estatistica de
uma estrutura baseando-se em um modelo estatistico linear. A obtencao deste

modelo ¢ apresentada a seguir.

Fazendo-se uma expansdo em série de Taylor para uma funcio f dependente

de m parametros 7 em torno da média dos parametros 7, temos:

£ty )= F (T )+Zaf(r"rz’ )(>,—r’j)+o* (4.1)

Salienta-se que o modelo € linear, ndo sendo considerados desta forma

termos de mais alta ordem na equacgéo (4.1).

Pode-se escrever a equacdo (4.1) na forma matricial para »n funcdes

aleatdrias com m parametros da seguinte maneira:

3()

f(r)=1(r)+ {r-r} (4.2)

Verifica-se na equagdo (4.2) a presenca da matriz das derivadas parciais

of (r)

or

, sendo esta dita matriz de sensibilidade. Comprova-se desta maneira a

utilizacdo da andlise de sensibilidade na andlise estatistica de estruturas, conforme
citado no capitulo 3. O valor médio para cada funcdo aleatéria € obtido
calculando-se a esperanga em ambos os lados da equagdo (4.2) como demonstrado
no item sobre combinacdo linear de varidveis aleatdrias do capitulo 2. Tem-se

entao:
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E(f@) = (r)+ af(:) <{r r}> 43)

Na equacio (4.3) cada termo de E<{r - r}> € zero. Por esta razao pode-se escrever

que:

E(f(r)) =f(r) (4.4)

7

A matriz de covaridncia das funcdes aleatérias € obtida com o uso da

equagdo (2.61) sendo descrita por:

T

_ of (r) S of (r) @.5)

S
! or || or

Onde S, € a matriz de covariancia das varidveis aleatdrias.

Agora, aplicando-se os conceitos acima apresentados na equagdo (3.1),
pode-se descrever o vetor de deslocamentos em funcao de m varidveis aleatérias »

sob a forma da equacio (4.2).

aq( )

q(r)=q)+ {r-r) (4.6)

Nota-se na equacgdo (4.5) que a matriz

representa a matriz de

of (r)
r
transformacdo linear C da equac@o (2.61).

Se q(r) é o vetor da média dos deslocamentos, pode-se obter q(r) pela
solucdo da equacdo de equilibrio (3.1) com os valores médios das varidveis
aleatérias substituidos na matriz de rigidez. Essa afirmativa é comprovada pela

equacdo (2.57). Pode-se escrever entdo:
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E<q(r)> =q(r)=K"'F 4.7)

Chama-se a partir de agora a média dos deslocamentos de q. Além dos

valores médios dos deslocamentos € interessante se obter a matriz de covaridncia
da resposta da estrutura. E possivel, com essa matriz representar a correlagdo
existente entre os parametros aleatérios da resposta da estrutura, determinar os

valores de varidncia e, por conseguinte, de desvio padrao.

O célculo da matriz de covaridncia envolve a derivada com respeito as

varidveis aleatérias r, em ambos os lados da equag@o de equilibrio apresentada
anteriormente. Finalmente, a matriz S g de covaridncia da resposta em

deslocamentos da estrutura correspondentes aos valores médios das varidveis 7, é

representada da seguinte forma:

T

g _|2am | |daw)

4.8
1 or || or @.8)

Além de deslocamentos, a resposta da estrutura em termos de tensdes e
esfor¢os, entre outros, também pode ser determinada, utiliza-se para isso a mesma

metodologia empregada para o cdlculo dos deslocamentos.

Para as tensdes pode-se escrever, a partir da equagao (3.9)

E<c(§)> =6(r)=CB q (4.9)
e a matriz de covariancia como:

T
S, = do(r) s, Jdo(r)
or or

(4.10)

Sendo a matriz C da equagdo (4.9) obtida com os valores médios, ou seja, C(f') ,

caso essas sejam propriedades mecanicas dos materiais. A média das tensdes

serdo designadas a partir de agora por G .
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As matrizes derivadas utilizadas nesse processo serdo apresentadas com

detalhes no capitulo referente a andlise de sensibilidade estatistica.

4.4
Simulagao de Monte Carlo

A simulagdo de Monte Carlo é amplamente utilizada na engenharia para
solucionar problemas de andlise estatistica e problemas de incertezas. De acordo
com HART (1982), a andlise de Monte Carlo se apresenta bastante eficiente para
solucdo de problemas nao lineares e problemas que envolvam muitas variaveis

aleatorias.

O passo fundamental na andlise de Monte Carlo € a geracdo de um conjunto
de n nimeros aleatérios. Esse conjunto de niimeros aleatdrios tem a propriedade

de possuir a mesma média e o0 mesmo desvio padrio.

A simulacdo de Monte Carlo é caracterizada de acordo com o tipo das
varidveis envolvidas. Apresenta-se a seguir o tratamento dispensado as varidveis

aleatdrias independentes e as varidveis aleatorias dependentes.

4.5
Simulagao de Monte Carlo para variaveis aleatdrias independentes

Uma vez citado que o passo fundamental na simulacdo de Monte Carlo € a
obten¢do de um conjunto de niimeros aleatérios que possuam mesmas médias e

desvio padrao, trata-se agora deste item.

A obtencdo dos nimeros aleatdrios se da em duas etapas. Primeiro faz-se a
geracdo de nimeros aleatérios para uma funcdo de densidade de probabilidade

uniforme com intervalo de 0 a 1, HART(1982).
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Tabela 4.1: NUmeros aleatérios para uma fungéao de densidade uniforme

0.52478 0.33415 0.73595 0.89716 0.92862
0.80249 0.41999 0.66224 0.85258 0.27419
0.94132 0.75908 0.48078 0.45790 0.01450
0.56605 0.91323 0.14168 0.92386 0.61200
0.58815 0.03428 0.47813 0.80621 0.66047
0.69379 0.02333 0.39404 0.16964 0.71899
0.75228 0.55696 0.84131 0.03060 0.36567
0.14327 0.74838 0.65097 0.46517 0.86135
0.90625 0.25833 0.44552 0.41481 0.82155
0.06070 0.87260 0.11997 0.11580 0.75099

O segundo passo a ser efetuado € a transformacgdo desses nimeros em novos
nimeros aleatorios correspondentes a uma nova funcio de densidade de
probabilidade.

Considerando-se y, como sendo um numero aleatério para uma funcdo de

densidade de probabilidade uniforme e x, um ndmero aleatério para uma nova

funcdo de densidade de probabilidade p(x), obtém-se a relacdo entre os dois

nimeros resolvendo o seguinte problema:

P =x)=[" ple)dx =y, 4.11)

Com as propriedades da funcdo de densidade de probabilidade p(x) pode-se
determinar os valores das varidveis aleatdrias a serem utilizadas. Por exemplo,

para uma funcdo de densidade de probabilidade normal:

1 X
plx)= N eXp{— 7} (4.12)

Onde:

v = (4.13)

Sendo s, o desvio padrdo da varidvel aleatéria, X o valor médio da varidvel
aleatdria e x o nimero aleatdrio determinado. Com a equacao (4.13), determina-se
o valor de X. Quanto maior o nimero de valores utilizados, melhores serdo os

resultados.
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4.6
Simulagao de Monte Carlo para variaveis aleatdérias dependentes

De maneira semelhante ao realizado no caso de varidveis aleatdrias
independentes, aqui também se faz necessdria uma relacdo entre nimeros
aleatérios. Determina-se, segundo HART (1982), a relacdo existente entre
nimeros aleatérios para o caso especial de problemas com varidveis aleatdrias

correlatas e funcdo de densidade de probabilidade normal da seguinte forma:

Considera-se m varidveis correlatas (x,,x,,...,x, ) com fun¢do de densidade

de probabilidade normal, sendo conhecidos o vetor das médias X e a matriz de

covaridncia das varidveis aleatorias S, . Serdo gerados n nimeros aleatérios para

cada varidvel aleatéria m. Faz-se inicialmente, uma decomposi¢do da matriz de

covariancia S utilizando-se o método de decomposi¢ao de Choleski:

S,=LS L (4.14)

onde L € uma matriz triangular superior de ordem (m x m) obtida da seguinte

maneira:
L”. =1 i=12,..m 4.15)
S-"l, .
LI.I:S’ j=2 (4.16)
i

1 i—1
Lji :S_|:SX“ _;LiIleSy”:| i22 j=2i+l “4.17)

v, =

E S, uma matriz diagonal de ordem » obtida da seguinte forma:

S, =8, (4.18)

i—1
S, =S, — Y. LS, i2 (4.19)
I=1
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Apoés essa etapa, € possivel determinar com a matriz L, que é uma matriz
de transformacdo, e o vetor das médias X, um novo vetor de médias Y . O vetor
Y ¢ o vetor desacoplado das médias, ou seja ndo existe mais relacdo entre as

variaveis aleatorias uma vez que S € diagonal. Com o vetor Y determinam-se os

n nimeros aleatdrios para as m varidveis aleatdrias, denominados y, como se as

varidveis aleatérias fossem independentes entre si.

Finalmente, com os » nimeros aleatdrios gerados, utilizando-se a matriz de
transformacdo L, pode-se determinar os valores correlacionados das varidveis

aleatdrias X fazendo:

X=LY (4.20)

Tanto para problemas com varidveis aleatérias dependentes, quanto para
problemas com varidveis aleatérias independentes, a etapa final da andlise de

Monte Carlo se d4 da mesma maneira, sendo ela a seguinte:

Avalia-se o problema »n vezes, ou seja, para cada niimero ou conjunto de
nimeros aleatérios. Finalmente, utilizando-se o0s conceitos apresentados no
capitulo 2, pode-se determinar valores médios, desvio padrdo ou outro parametro

desejavel. Por exemplo, a média dos deslocamentos é dada por:

-1
q =—Zq,,. 4.21)

2

s,=Y |4q,—q (4.22)

Nas equagdes (4.21) e (4.22) n € o nimero de valores aleatérios escolhidos. O

célculo da média e do desvio padrio das tensdes se faz da mesma forma.
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4.7
Consideracées do trabalho para analise estatistica de estruturas
reticuladas

Para a andlise estatistica de trelicas considerou-se o mddulo de elasticidade
longitudinal do material E como sendo uma varidvel aleatéria. J4, para a andlise
estatistica de porticos adotou-se como varidveis aleatérias o moddulo de
elasticidade longitudinal E e o médulo de elasticidade transversal G, de acordo
com as consideragdes apontadas no capitulo 3. Para carregamentos e dimensdes

foram tomados valores deterministicos.

As etapas do procedimento para a determinacdo do vetor da média e da
matriz de covaridncia dos deslocamentos nodais, utilizando-se o modelo de

andlise estatistica linear, sdo descritas a seguir:

Primeiro, como ja citado, para determinacdo do vetor da média dos
deslocamentos nodais, faz-se a resolucdo das equacdes de equilibrio estatico (3.1),

substituindo na matriz de rigidez os valores médios das varidveis aleatorias.

Apés a obtengcdo do vetor da média dos deslocamentos, determina-se a
sensibilidade da média dos deslocamentos em relagdo as varidveis aleatérias. Com
esses valores obtidos pode-se determinar, a partir da equagdo (4.8), a matriz de
covariancia dos deslocamentos. Ainda, para o modelo de trelica faz-se o célculo
da média e do desvio padrio das tensdes. Utiliza-se para isso as equagdes (4.9) e
(4.10).

Na simulagdo de Monte Carlo, toma-se para a andlise de trelicas o método
empregado para varidveis aleatérias independentes, uma vez que se considerou
somente o médulo de elasticidade longitudinal como varidvel aleatéria. Para a
andlise de pdrticos deve-se considerar a simulagdo de Monte Carlo para varidveis
aleatéria dependentes, dada a correlacdo existente entre os moédulos de

elasticidade longitudinal e transversal.
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4.8
Exemplos

Efetua-se a andlise estatistica de algumas estruturas para comparagdes entre
os métodos e determinacdo de caracteristicas referentes a cada um deles. Para
todos os exemplos tomou-se uma fun¢io de densidade de probabilidade normal e

200 valores aleatdrios para simulagdo de Monte Carlo.

4.8.1
Trelica de 4 elementos

A primeira estrutura a ser analisada € uma trelica plana (figura 4.1) com as

seguintes caracteristicas:

n
¥

Figura 4.1: Trelica de 4 elementos.

Comprimento L= 1,5 m; valor médio do médulo de elasticidade longitudinal E=

50000,0 kN/m?; Var(E)= 16000000,0 (kN/m?)?;, drea da se¢do transversal do
elemento 1, A, = 0,015 m? e dos demais, A,, igual a 0,010 m?; carga P= 1,0 kN.

O deslocamento vertical do né 2 pode ser calculado pela seguinte expressao:

2="F A_l A_2 4.23)

=6P;L[3 ﬁ]

Portanto, com os conceitos apresentados no capitulo 2, pode-se dizer que o valor

médio do deslocamento analisado de forma exata € igual a:
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E{q2)=14, JLL[%M%] (4.24)

E seu desvio padréo:

(4.25)

A tabela (4.2) apresenta os resultados obtidos para a média do
deslocamento vertical do né 2, tanto para a andlise exata quanto para os métodos

estatistico linear e simula¢do de Monte Carlo.

Tabela 4.2: Comparagao de resultados da treliga de 4 elementos

q_z (m) Sq, (m) Erro relativo q_z Erro relativo § @
(%) (%)
Exato 0,0672 0,00553 0,000 0,000
SMC 0,0680 0,00554 1,190 0,180
E.Linear 0,0672 0,00538 0,000 2,712

Verifica-se através dos resultados apresentados na tabela (4.2) que os
valores encontrados nos trés métodos sdo semelhantes e que os erros encontrados
no método estatistico linear e simulacdo de Monte Carlo em relagdo a resposta
exata sdo pequenos. Nota-se também que, enquanto temos valores iguais para a
média dos deslocamentos na andlise exata e na andlise estatistica linear e valores
diferentes na simulacdo de Monte Carlo, temos para o desvio padrdo valores
bastante semelhantes entre o método exato e a simulagdo de Monte Carlo e um

erro relativo maior para a andlise estatistica linear.

Quando se analisa trelicas isostéticas ou trelicas constituidas por apenas um
material, ndo verificamos variacdes nos valores médios das tensdes. Desta forma

ndo se obtém valores de desvio padrio das tensdes.
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4.8.2
Trelica de 10 elementos

O exemplo seguinte (figura 4.2), apresenta comparacgdes entre o método
estatistico linear e simulacdo de Monte Carlo. Os dados da trelica sao os

seguintes: Comprimento L= 0,8 m; valor médio do mdédulo de elasticidade
longitudinal para os elementos de 1 a 6 Ei;= 50000,0 kN/m?; para os demais
elementos E.= 60000,0 kN/m?, Var(Ei)= 16000000,0 (kN/m?)?; Var(E2)=

23040000,0 (kN/m?)?; Cov(E1, E2)= 15360000,0 (kN/m?)%; carga P= 1,0 kN; érea
da sec¢do transversal dos elementos de 1 a 6 igual a 0,010 m? e dos demais igual a

0,015 m2.

* L # L 4
5 3 ® (I
®
@ @ L
@ ©
6 ® 4 ® 2
ip vp

Figura 4.2: Trelica de 10 elementos.

A tabela (4.3) apresenta os resultados obtidos para a média e desvio padrdao
do deslocamento vertical do n6 2, e para a média e desvio padrdo da tensdo do

elemento 3, segundo o método estatistico linear e para simulacdo de Monte Carlo.

Tabela 4.3: Comparagéao de resultados da trelica de 10 elementos

Se, (kN/m?)

s (m)

q, (m) | "o o, (kN/m?)

SMC | 0,01458 | 0,00087 | 193,987 0,1750

E.Linear | 0,01446 | 0,00085 | 194,002 0,1740

Erro
relativo 0,823 2,298 0,007 0,571
(%)
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Verifica-se na tabela (4.3) que os valores obtidos com a andlise estatistica
linear sdo préximos dos obtidos pela simulagdo de Monte Carlo. O erro relativo,
na comparacgdo entre os dois métodos, ¢ maior para a avaliacdo do desvio padrdo

do que para a avaliagcao dos valores médios de deslocamento e tensdes.

Demonstrou-se, para o modelo de trelica, através dos dados apresentados

que a andlise estatistica linear apesar de suas simplificacdes, gera bons resultados.

4.8.3
Poértico de 3 elementos

A seguir far-se-a a andlise do pdrtico plano da figura (3.2) tomando-se os

seguintes valores: L= 3,0 m; valor médio do médulo de elasticidade longitudinal
E= 50000,0 kN/m?; valor médio do médulo de elasticidade transversal G=
20833,33 kN/m?; Var(E)= 16000000,0 (kN/m?)?; Var(G)= 2777777,77 (kN/m?)?,

Cov(E, G )= 5333333,33 (kN/m?)? e érea da sec¢do transversal (0,15 x 0,60) m2. A
tabela (4.4), apresenta os valores obtidos para a andlise estatistica linear e para a

simula¢@o de monte Carlo do deslocamento horizontal do n6 3.

Tabela 4.4: Comparagéao de resultados do portico teste 1

é (m) 8, (m)
SMC 0,005606 0,000474
E.Linear 0,005539 0,000433
Erro relativo 1,195 8,649
()

Na tabela (4.4) constata-se também, que os maiores erros relativos entre o
método estatistico linear e a simulagdo de Monte Carlo se ddo para o desvio

padrao.

Em todos os exemplos pode-se verificar que o método estatistico linear

apresenta bons resultados em comparagdo a simulacdo de Monte Carlo. As
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diferencas verificadas sdo muito pequenas caracterizando a resposta obtida pelo

método estatistico linear como uma boa aproximacao.
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