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Apéndice — A
ESTUDO DE REFINAMENTO

A segunda se¢do do capitulo 5 apresentou uma comparacdo entre os elementos
CPEA4P, cohesive e enriquecido. As malhas empregadas naquela se¢do sdo o resultado
do estudo de refinamento ilustrado neste apéndice. O estudo aborda apenas os exemplos
mecanico e de fluxo descritos no capitulo 5. O exemplo acoplado foi excluido pelo fato
de ndo haver no programa ABAQUS um elemento equivalente ao elemento enriquecido.

O estudo de refinamento visa atender a trés pontos. O primeiro ¢ garantir que as
malhas utilizadas no capitulo 5 sdo confidveis do ponto de vista de refinamento. O
segundo ponto ¢ mostrar que, ao usar malhas com uma distribuicdo uniforme de
elementos, o modelo numérico que utiliza o elemento enriquecido produz uma resposta
muito proéxima a de outro modelo numérico em que a descontinuidade ¢ discretizada. O
terceiro ponto ¢ ilustrar a diferenga nas respostas obtidas pelo elemento enriquecido de
fluxo de acordo com a aproximacao de poro-pressdo na descontinuidade empregada.

Procurando conhecer o comportamento do elemento enriquecido mediante o
refinamento, dezoito malhas sdo construidas para o estudo de refinamento. Para o uso
do ABAQUS sdo geradas seis malhas para o exemplo mecanico e outras seis para o
exemplo de fluxo. Com relacdo ao elemento enriquecido, os modelos numéricos
mecanico e de fluxo empregam a mesma malha.

Para cada exemplo (mecanico ou fluxo), as malhas sdo feitas aos pares, isto &,
para cada malha gerada pelo ABAQUS-CAE existe uma malha gerada pelo GiD com
aproximadamente o mesmo nimero de nds e elementos. As malhas estdo ilustradas no
final do apéndice, paginas 223 a 225, e sdo numeradas de 1 a 6. Os comentdrios feitos
neste apéndice sdo limitados a questdo do refinamento. Outras observagdes a respeito do

elemento enriquecido sdo encontradas no capitulo 5.

AA1.
Carregamento mecéanico em uma coluna de arenito

Este exemplo, idéntico ao do capitulo 5, consiste em modelar uma coluna de

arenito submetida a um carregamento de compressao uniforme (P) de 1 MPa como
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ilustrado na figura A-1. O deslocamento ¢ restringido ao longo das faces direita e
esquerda da coluna na dire¢do x e, ao longo da base, na dire¢do y. A coluna possui uma
descontinuidade no seu interior com uma espessura de 5 mm e uma inclinagdo de 45°
em relagdo ao eixo x. A coluna ¢ formada por um arenito com comportamento linear
elastico isotropico e obedece ao estado plano de deformacdo, enquanto a
descontinuidade ¢ formada por um material linear eldstico anisotropico. Os parametros
de material da coluna sdo listados na tabela A-1. A escolha do material I ou II para a

descontinuidade ndo tem qualquer influéncia na resposta do exemplo mecanico.

Tabela A-1: Pardmetros de material utilizados no estudo de refinamento

Descontinuidade
Arenito
Material I Material II
E (GPa) 27,6 Inn (GPa/m) 5,00 Inn (GPa/m) 5,00
v 0,15 rss (GPa/m) 1,00 rss (GPa/m) 1,00
K (mD) 1,00 K, (mD) 10000,00 K, (mD) 0,001
0} 0,06 K; (mD) 10000,00 K; (mD) 0,001
Ks (GPa) 36,00 ) 0,19 o) 0,06
oo *kk Ks (GPa) 36,00 Ks (GPa) 36,00
T
i 4
Arenito
P q
| son]
L q
<t ‘\r_Sum‘ \-> 45

2.50m

Descontinuidade

1,50 m

4\
<1\
d

(

ya
"t

>
X

A

>

2,00 m

Figura A-1: Esboco do exemplo de carregamento mecdnico
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Figura A-2: Curvas de deslocamento na direcdo x ao longo da coluna de arenito obtida pelos

elementos cohesive e enriquecido com 3 nos
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Figura A-3: Curvas de deslocamento na direcdo y ao longo da coluna de arenito obtida pelos

elementos cohesive e enriquecido com 3 nos
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Seguindo o mesmo raciocinio do capitulo 5, as respostas de deslocamento
previstas pelos elementos enriquecido e cohesive sao comparadas ao longo da coluna
em trés posigdes, as mesmas ilustradas na Figura 5-13. As figuras A-2 e A-3, paginas
211 e 212, mostram as respostas de deslocamentos nas dire¢des x e y respectivamente.

Os resultados ilustrados nas figuras A-2 e A-3 indicam claramente que, para
qualquer refinamento adotado, modelos numéricos que usam o elemento enriquecido,
em sua maioria, produzem uma resposta idéntica a modelos em que a descontinuidade ¢
discretizada. A tnica diferenca significativa na resposta dos dois modelos numéricos ¢é
vista no deslocamento da dire¢do x para a malha 1.

Essa diferenga, em um primeiro momento, induz a uma interpretacdo de que a
resposta obtida pelo elemento enriquecido ndo ¢ satisfatoria quando comparada ao
elemento cohesive. Porém, ao avaliar o deslocamento na dire¢@o x descrito pelas malhas
2 a 6, nota-se o contrdrio. A resposta obtida pelo elemento enriquecido na malha 1 ¢
mais proxima daquelas determinadas para os modelos mais refinados (malha 6). Isso
sugere que, mesmo com um refinamento grosseiro, o0 modelo numérico que utiliza o

elemento enriquecido tem condi¢des de produzir uma resposta adequada.

Tabela A-2: Variagdo da resultante de deslocamento devido ao refinamento de malha

Malha Cohesive Enriquecido com 3 nés
Deslocamento Diferenca (%) Deslocamento Diferenca (%)
1 1,4843 x 107 7,06 1,5338 x 10™ 4,16
2 1,5479 x 107 3,08 1,5640 x 107 2,27
3 1,5721 x 107 1,56 1,5793 x 107 1,32
4 1,5845x 10™ 0,79 1,5890 x 107 0,71
5 1,5921 x 10™ 0,31 1,5959 x 10™ 0,28
6 1,5970 x 10™ 0,00 1,6004 x 10™ 0,00

Tabela A-3: Valores dos deslocamentos nas direcoes x e y

Cohesive Enriquecido com 3 nés
Malha Deslocamento Deslocamento
Direcio x Direcioy Direcido x Direcio y
1 -1,5519 x 10°° -1,4842 x 107 -2,0922 x 10°° -1,5337 x 107
2 -2,5706 x10°° -1,5476 x 107 2,6719x 10° -1,5638 x 107
3 -2,9544 x 10°° -1,5718 x 107 -2,9927 x 10°° -1,5790 x 107
4 -3,1374 x 10°° -1,5842 x 107 -3,1658 x 10°° -1,5887x 107
5 -3,2418 x 10° -1,5917 x 107 -3,2835x 10° -1,5956 x 107
6 -3,3091 x 10°° -1,5967 x 107 -3,3512x 10° -1,6000 x 107
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Na secdo 5.3.1 foi mencionada a selecdo da malha 4 para a modelagem do
exemplo mecanico. Sua sele¢do esta baseada na convergéncia do valor da resultante de
deslocamento para o ponto com distancia 4,00 m, posi¢ao 3. Definindo a malha 6 como
malha de referéncia (modelo mais refinado), determina-se a diferenca da resultante de
deslocamento, no ponto citado, obtida entre uma malha qualquer e a malha 6. O valor de
diferenca encontrado ¢ o parametro de escolha da malha. Esses valores sdo listados na
tabela A-2. A tabela A-3 lista os valores das componentes de deslocamento para o ponto
citado nas dire¢des x e y em cada malha.

Como pode ser observado na tabela A-2, a escolha da malha 4 garante uma boa
resposta do ponto de vista de refinamento. O valor de diferenga encontrado para a malha
4 ¢ menor do que 1% para os dois elementos. Comparando as resultantes de
deslocamentos obtidas pelos elementos cohesive e enriquecido para a malha 4, a

diferenga encontrada ¢ de 0,28%. Um 6timo resultado.
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A.2.
Fluxo de fluido descendente uma coluna de arenito

O segundo exemplo a ser trabalhado no estudo de refinamento consiste na
modelagem de uma coluna de arenito submetida a um fluxo prescrito (q) de 1x107 m/s
como ilustrado na figura A-4. O fluxo ocorre em regime permanente € uma condigdo de
poro-pressdo nula ¢ aplicada na base da coluna. A coluna possui uma descontinuidade
no seu interior com uma inclinagdo de 45° em relagdo ao eixo x e uma espessura de 5
mm. A fim de verificar a aproximag¢do de poro-pressio na descontinuidade, dois
materiais sdo definidos para a descontinuidade. O material I representa uma
descontinuidade com permeabilidade maior do que o arenito, o material II com
permeabilidade menor. Os pardmetros de material sdo listados na tabela A-1. O fluido
no meio poroso possui uma viscosidade (i) de 50 cP, peso especifico (y) de 8 KN/m3 e
um modulo de variagdo volumétrica (Ky) de 3,3 GPa.

q

| |

Arenito

Descontinuidade

N\

0,50 mA45°

N

L

4,00 m

1,50 m

Poro-pressdo na base = 0 KPa
2,00m

N y tj
n
X
Figura A-4: Esbogo da geometria, fluxo e condigées de contorno do exemplo de fluxo

O exemplo de fluxo apresentado aqui tem duas caracteristicas diferentes em
relacdo ao exemplo da se¢do 5.3.2. A primeira caracteristica ¢ que a descontinuidade ¢
um material isotrépico. A isotropia foi adotada simplesmente para fazer com que a
descontinuidade se comporte como um meio condutor ou isolante, limitando qualquer
interpretacdo de resultado a forma de aproximacao de poro-pressdo na descontinuidade.

A outra ¢ que a descontinuidade ndo corta toda a coluna. Esta condi¢do geométrica faz
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com que o comportamento de poro-pressdo na coluna seja menos suave, exigindo um
maior refinamento de malha.

Seguindo o mesmo procedimento do capitulo 5, as respostas de poro-pressao
obtidas pelos elementos CPE4P e enriquecido sdo lidas ao longo das posi¢des 1, 2 e 3
da coluna, as mesmas ilustradas na Figura 5-13. As figuras A-5 e A-6, paginas 217 e
218, mostram as respostas de poro-pressdo determinadas pelos elementos enriquecidos
com 3 e 5 nds respectivamente. Essas figuras descrevem as curvas de poro-pressao para
o caso em que a descontinuidade ¢ um meio condutor (material I).

Os resultados ilustrados nas figuras A-5 e A-6 mostram que, para qualquer
refinamento adotado, o0 modelo numérico que usa o elemento enriquecido produz uma
resposta proxima ou praticamente idéntica ao modelo em que a descontinuidade ¢
discretizada.

Além disso, as figuras A-5 e A-6 permitem visualizar a limitacdo da aproximacao
de poro-pressdo na descontinuidade citada no capitulo 3. Nota-se que, para uma
descontinuidade com valor alto de permeabilidade tangencial, a resposta de poro-
pressdo calculada pelo elemento enriquecido com 3 nds € sempre inferior aquela obtida
pelo elemento enriquecido com 5 nds. Esta diferenga reflete 0 modo como a poro-
pressdo na descontinuidade ¢ determinada.

Ao adotar um valor de permeabilidade tangencial muito alto, a matriz de fluxo
inteira do elemento enriquecido com 3 nds torna-se mais permeavel como explicado no
capitulo 3. Como o elemento ¢ mais permeavel, um gradiente de poro-pressdo menor ¢é
formado no interior do elemento enriquecido. A figura A-5, pagina 217, retrata
exatamente este comportamento.

Para a condi¢do em que a descontinuidade atua como material condutor, o
elemento enriquecido com 5 nds mostra-se mais eficiente. Ao descrever a poro-pressao
na descontinuidade como um grau de liberdade especifico, o elemento enriquecido com
5 nobs evita que toda a matriz de fluxo torne-se mais permeavel. O resultado disso ¢ que
o elemento enriquecido prevé praticamente a mesma resposta de poro-pressdo do
elemento CPE4P como ilustrado na figura A-6, pagina 218.

A diferenca de resposta obtida pelas duas aproximagdes do elemento enriquecido
tende a diminuir & medida que o refinamento aumenta. A razao disso ¢ que a regido do
modelo representada pelo elemento enriquecido com 3 nods fica menor, minimizando o

erro da aproximagao.
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Figura A-5: Curvas de poro-pressdo ao longo da coluna para o material I obtida pelos

elementos CPE4P e enriquecido (com 3 nos)
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Figura A-6: Curvas de poro-pressao obtidas pelos elementos CPE4P e enriquecido (com 5 nos)

para o material 1
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Figura A-7: Curvas de poro-pressio ao longo da coluna obtida pelos elementos CPE4P e

enriquecido (com 3 nos) para o material I1
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Figura A-8: Curvas de poro-pressio ao longo da coluna obtida pelos elementos CPE4P e

enriquecido (com 5 nos) para o material I1
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A mesma modelagem de fluxo em regime permanente ¢ feita novamente, agora
trocando o material I da descontinuidade pelo material II. A resposta de poro-pressao
obtida pelos elementos enriquecidos com 3 e 5 nos ¢ ilustrada nas figuras A-7 e A-8,
paginas 219 e 220 respectivamente.

Ao definir um material com baixa permeabilidade para a descontinuidade
(material II), a influéncia da permeabilidade tangencial sobre a matriz do elemento
enriquecido com 3 nds desaparece. Nesta condi¢do, independentemente do refinamento,
as respostas de poro-pressdo previstas pelas duas aproximagdes do elemento
enriquecido com 3 e 5 nds passam a ser muito proximas como visto nas figuras A-7 e

A-8.

Tabela A-4: Variagdo de poro-pressio para o material I devido ao refinamento de malha

CPEA4P Enriqueci’do Enriqueci’do

(com 3 nés) (com 5 nés)

Malha Poro- . - . ~ .

pressio Diferenca | Poro-pressio | Diferenca | Poro-pressio | Diferenca

(MPa) (%) (MPa) (%) (MPa) (%)
1 17,966 2,55 17,177 5,230 17,945 2,50
2 18,210 1,22 17,473 3,597 18,147 1,41
3 18,323 0,61 17,786 1,870 18,269 0,74
4 18,379 0,31 17,950 0,966 18,336 0,38
5 18,415 0,11 18,132 -0,039 18,394 0,07
6 18,435 0,00 18,125 0,000 18,406 0,00

PUC-RIo - Certificacdo Digital N° 0812426/CA

Tabela A-5: Variagdo de poro-pressio para o material 11 devido ao refinamento de malha

CPEAP Enriqueci’do Enriqueci,do
(com 3 nods) (com 5 nobs)
Malha pIr)Z::z;O Diferenca Poro-pressao Diferenca Poro-pressao Diferenca
(MPa) (%) (MPa) (%) (MPa) (%)
| 21,289 3,24 21,664 1,37 21,709 1,43
2 21,691 1,41 21,788 0,81 21,890 0,61
3 21,846 0,70 21,866 0,45 21,954 0,32
4 21,923 0,35 21,914 0,23 21,988 0,17
5 21,973 0,13 21,962 0,01 22,001 0,11
6 22,001 0,00 21,965 0,00 22,025 0,00

Quanto a selecao da malha 6 para a aplicacdo do exemplo de fluxo na secdo 5.3.2,

sua escolha estd baseada na convergéncia do valor de poro-pressdo para o ponto com
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distancia 4,00m, posicdo 3. Definindo a malha 6 como malha de referéncia (modelo
mais refinado), determina-se a diferenca de poro-pressdo, no ponto citado, obtida entre
uma malha qualquer e a malha 6. O valor de diferenga encontrado ¢ o parametro de
escolha da malha.

As figuras A-5 a A-8 mostraram que a resposta do elemento enriquecido ¢ mais
sensivel em relacdo ao material I, por tal razdo, apenas os resultados do material I sdo
utilizados na selecdo da malha. A tabela A-4 lista os valores de poro-pressao e diferenca
de poro-pressdao (em termos de porcentagem) encontrados na modelagem do material I,
a tabela A-5 lista os mesmos valores para a situagdo em que a descontinuidade ¢
descrita pelo material II.

De modo semelhante ao exemplo mecanico, a malha 4 apresenta um refinamento
suficiente para garantir uma resposta confiavel. Porém, no exemplo de fluxo, a malha 6
sera escolhida devido a uma pequena oscilagdo vista na resposta de poro-pressao
determinada pelo elemento enriquecido com 3 ndés. A oscilagdo € pequena e nio
compromete a analise do elemento.

Os valores de poro-pressdo listados na tabela A-4 permitem uma observagdo
interessante. Por mais que a malha seja refinada, a resposta obtida pelo elemento
enriquecido (com 3 nds) € sempre inferior a resposta do elemento enriquecido (com 5
nds). Utilizando a tabela A-4, a diferenca de valores de poro-pressdo, em termos de
porcentagem, entre os elementos CPE4P e enriquecido (com 3 nos) ¢ de 1,68% para a
malha 6, enquanto para os elementos CPE4P e enriquecido com (5 nds) a diferenga ¢ de
0,16%.

Uma caracteristica comum aos dois exemplos do estudo de refinamento
(mecénico e fluxo) ¢ que as malhas que empregaram o elemento enriquecido foram
sempre homogéneas, isto ¢, elas possuem uma distribui¢do uniforme de elementos com
o mesmo tamanho. Aliada a questdo do refinamento, essa caracteristica ¢ relevante, pois
mostra que o elemento enriquecido, a principio, possibilita o uso de malhas simples para

representacdo da descontinuidade.
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Malha I — GiD

50 nos, 72 elementos

Malha I — ABAQUS-CAE
Exemplo mecdnico:
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Exemplo de fluxo:
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Malha 2 — GiD
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Malha 2 - ABAQUS-CAE
Exemplo mecanico:

144 nos, 236 elementos

Malha 2 - ABAQUS-CAE
Exemplo de fluxo:

144 nos, 120 elementos

Figura A-9: Malhas 1 a 2 geradas pelo GiD e ABAQUS-CAE
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Malha 4 — GiD

544 nos, 992 elementos

Malha 4 - ABAQUS-CAE
Exemplo mecanico:

544 nos, 984 elementos

Malha 4 - ABAQUS-CAE
Exemplo de fluxo:

544 nos, 496 elementos

Figura A-10: Malhas 3 a 4 geradas pelo GiD e ABAQUS-CAE
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Figura A-11: Malhas 5 a 6 geradas pelo GiD e ABAQUS-CAE
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FUNCAO DE INTERPOLACAO N*

Antes de apresentar a fungdo de interpolagio NP para o elemento CST, uma breve
descrigdo da fun¢do para um elemento unidimensional ¢é feita. Utilizando o
deslocamento como variavel a ser interpolada, a descri¢do procura mostrar e estabelecer
um procedimento simples para a obtencdo da fungdo NP para qualquer elemento. As

observagoes feitas para o deslocamento sdo igualmente validas para a poro-pressao.

B.1.
Funcéo de interpolacdo N® para um elemento unidimensional

Para demonstrar a obtencio da fungio de interpolacio NP, considere uma barra
com comprimento L seccionada por uma descontinuidade no ponto x4 conforme
mostrado na figura B-1, pagina 227. O campo de deslocamento desta barra ¢ indicado
pela linha preta com trago cheio. A linha tracejada ndo tem significado fisico. Pretende-
se mostrar que o deslocamento da barra pode ser definido pelos deslocamentos das
extremidades e o salto de deslocamento em Xg.

Fazendo que:

u(0) =u,
u(l) =u,
u(xq) = ug B.1
U(X(Jir) = Uy
llull = uy —us

Os sinais (+) e (-) na expressdo B.1 indicam que o ponto x estd no subdominio Q-+
e Q- respectivamente (figura B-1(b)). Os valores u; e u, sdo os deslocamentos dos nds
1 e 2 localizados na extremidade da barra. Os valores u; e u, sao os deslocamentos no
ponto x4 nos subdominios Q+ e Q- respectivamente. A diferenca entre os valores u; e
u, € o salto de deslocamento |[u||. Por hipdtese, assume-se que a deformagdo da barra

no ponto x4 obedece a expressao:
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du du 5
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T | T
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¢

Figura B-1: a) deslocamento ao longo da barra, b) barra no sistema global, c) barra no sistema
local

A figura B-1(a) mostra que, ao longo do comprimento L, o deslocamento u(x) ¢
uma fungdo descontinua. Porém, ao se observar os subdominios Q- (intervalo 0 < x <
Xq) € Q+ (intervalo x4 < x < L) separadamente, o deslocamento u(x) pode ser tratado
como continuo em cada intervalo. Dessa forma, u(x) pode ser escrito em fun¢do de duas
retas. Utilizando os deslocamentos (u; + |lul|) € u,, o deslocamento u(x) para o

subdominio Q+ é:
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X

u(x)*t = (1—E)u1+§-u2 +(1—§) lhull B3

De modo andlogo, os deslocamentos u; e (u, - |lul|) possibilitam escrever o

deslocamento u(x) subdominio - como:

X X X
ux)- = (1 _E) Uy + 7 up == Ilul B.4

As expressoes B.3 e B.4 estdo escritas no sistema de coordenada global. Ao
discretizar a barra com apenas um elemento como ilustrado na B-1(c), as expressdes sdo

prontamente reescritas no sistema de coordenada local como:

1-— 1 1

u(E)_ :Tz'ul-}'%z'uZ _%E' ”u” B.S
1-— 1 1-—

u®* = zz'u1+%§'u2+TE-||u|| B.6

As expressoes B.5 e B.6 mostram que o deslocamento em uma barra seccionada
por uma descontinuidade pode ser definido pelos graus de liberdade de deslocamento na
extremidade da barra, pelo salto de deslocamento em x4 € por duas fungdes lineares.
Deve-se observar que as expressoes B.5 e B.6 tém a mesma forma da expressio 2.48.

Observando o terceiro termo das expressdes B.5 e B.6, compreende-se que para
distribuir [|u]| ao longo do elemento ¢ necessario o uso de duas funcdes. Essas fungdes
que descrevem |[u|| correspondem a fungdo NP da expressio 2.48. A expressio B.7
mostra a funcio NP para o elemento unidimensional, a distribui¢ao da fungdo ao longo

do elemento unidimensional € ilustrada na figura B-2(b), pagina 229.

. NB—=—%(1+§)=>—1<§<§d
NB = 1 B.7
NB+=§(1—E):> tdd<é<1
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v

(a)

Figura B-2: Funcgées de Interpolacdo para um elemento unidimensional: (a) funcdio de
interpolagio dos nés 1 e 2, (b) fungio de interpolagio N’

E interessante notar que a funcio NP ¢ semelhante as funcdes de interpolagdo dos
nos 1 e 2 do elemento. A direita do ponto &, NP & igual & funcdo de interpolagio do nd
1, enquanto a esquerda, NP ¢ igual ao negativo da fungio de interpolagio do no 2 como
pode ser visto na figura B-2.

Além disso, ao verificar que valores a fungdo NP assume em & chega-se a uma
observacio importante. Substituindo & por & nas duas formas de N? da expressdo B.7,

temos:

1
A=NP+(Ed) = 5(1 —&d)

) B.8
A= NP~ (5d) = — = (1 + &d)

Observando a figura B-2(b), os valores A e cA da expressio B.8 podem ser
interpretados como fragdes do salto de deslocamento ||u|| nos subdominios Q+ e Q-
respectivamente. Os valores de A e cA variam entre 0 e 1.

Somando o valor absoluto das constantes A e cA da expressdo B.8, o resultado

obtido ¢ igual a I como mostrado na expressao B.9.

|7\|+|c7t|=|%(1—Ed)|+|—%(1+§d)| =1 B.9
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Isso significa que, se o salto de deslocamento ¢ um grau de liberdade adicional e
estd associada a um né proprio, a fungio NP obedece a regra da fungio de interpolagio
de qualquer elemento. Ou seja, a funcdo NP & igual a 1 para o nd que estd associado e
zero para os demais. Esta dedug@o simples mostra que ¢ possivel estabelecer, por pura

inspecio, a fungio de interpolagio NP para qualquer tipo de elemento.

B.2.
Funcao de interpolacdo N® para o elemento CST

Ao ser atravessado por uma descontinuidade, o elemento CST ¢ dividido em duas
regides ou subdominios. Uma regido possui formato triangular (;) e a outra um
formato retangular (€2;) como mostrado na figura B-3(a). Uma distribuicao genérica do
salto de deslocamento (||u||) sobre os dois subdominios ¢ ilustrada na figura B-3(b). As
letras A e C representam os noés onde o grau de salto de deslocamento (||u]|) esta

posicionado.

b)

Figura B-3: a) Subdominios do elemento CST, b) Esbogo do salto de deslocamento sobre os

subdominios Q; e (),

Idéntico ao elemento unidimensional, para interpolar |[u|| nos subdominios ; e

Q, é necessario que a fungdo NP assuma duas formas. Essas duas formas sdo obtidas
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aplicando-se as fun¢des de interpolacdo dos elementos CST e bilinear nos subdominios
Q, e Q, respectivamente. A figura B-4 ilustra o uso das fun¢des de interpolagdo dos
elementos CST e bilinear para interpolar o grau [|u|| (posicionado nos noés A e C) nos
subdominios Q; e Q,. A expressdo B.10 mostra a funcio de interpolagio N associada
aos nés A e C em cada subdominio. A primeira coluna dos vetores linha na expressdo

B.10 corresponde a fungdo de interpolagio NP do no A.

Figura B- 4: a) uso da fungio de interpolagio do elemento CST no subdominio ;, b) uso da

fungio de interpolagio do elemento bilinear no subdominio Q,

Ny, =1-[NST N§Tl=1-[r s]
8 - N 1 1 B.10
No, = =1+ [NgIeer Ngines] = -1 2 -9 -m) 7A-DA=n)

Onde:
r, s - coordenada local do subdominio ;;

&, 1 - coordenada local do subdominio €,;
Ngl - fungdo de interpolacdo de ||u|| para o subdominio €;;
Ngz - funcdo de interpolacdo de ||u|| para o subdominio €2;.

Para definir a funcdo que interpola o grau ||u|| nos nés A e C, deve-se verificar
primeiro a forma do subdominio e depois associd-la aos elementos CST ou bi-linear.
Ap0s associar o elemento CST e bilinear aos subdominios €2 e €, é necessario adotar

uma numeracdo local para os nés em cada subdominio. Esses nos estdo indicados na
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figura B-4(a) através dos nlimeros circunscritos por um circulo. Note que os nés A e C
fazem parte desta numeragao.

Associado o elemento ao subdominio, a i-ésima fun¢do de interpolagdao do
elemento CST ou bi-linear para o n6 A ou C, expressdes B.11 e B.12 respectivamente, ¢
selecionada observando a numeracao local do né A ou C no subdominio. A i-ésima

funcdo deve ser diferente de zero apenas para o nd que estiver associado (n6 A ou C).

NST=[N; N N3]=[1-r—s r 5] B.11
NPbilinear _ [N1 N, N3 N4,] —

1 1 1
-[fa-oa-v za+pa-w ;a+pa+n ja-pa+m| *2

\Y% i Descontinuidade

A

Centroide

-

Figura B- 5: Vetores unitdrios da descontinuidade (vy) e centroide (V)

A multiplicagdo das fungdes de interpolacdo dos elementos CST e bilinear pelos
fatores +1 e -1 (expressdo B.10) visa adicionar e subtrair o salto ||u|| ao campo de
deslocamento u. Tal procedimento busca reproduzir a expressdo B.7. A definicdo de
qual fator aplicar sobre um subdominio ¢ feita com base no produto vetorial do vetor
unitario da descontinuidade (v4) pelo vetor centroide (v.) indicados na figura B-5. O
vetor v, ¢ formado pelos pontos médio da descontinuidade (segmento de reta formado
pelos nds A e C) e pelo centroide do subdominio Q;. Se o produto vetorial for positivo,
a funcao Ngl ¢ multiplicada por +1 e Ngz por -1. Caso contrario, o produto ¢ invertido.

A fim de exemplificar esse procedimento, descreve-se a selecdo das fungdes de
interpolagdo do n6 A. Observando a figura B-4(a), o nimero do n6 local no subdominio
Q, correspondente ao n6 A ¢ 2, logo a i-ésima fungdo serd a fungdo de interpolagdo do

nd 2 do elemento CST. Para o subdominio €2, o nimero do n6 local correspondente ao
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nd A ¢ 1, portanto a i-é¢sima fungdo ¢ a funcdo de interpolacdo do nd local 1 do
elemento bi-linear.

A fungio NP da expressio B.10 ndo estd totalmente estabelecida. Observando a
figura B-4, nota-se que, nos nés A e C, ao somar o modulo da componente negativa

(Ngz) a componente positiva (Ngl) o resultado ¢ igual a 2. Para ser uma fungdo de

interpolacdo, NP devera ter valor unitario nestes nos. O valor unitario sera obtido pela
introducgdo dos valores A e cA na expressao B.10.

Os valores A e cA do elemento CST tém significado idéntico aos do elemento
unidimensional, isto ¢, eles sdo fragcdes do salto [|u]|. Para cada n6, A ou C, existe um
par de valores A e cA. A determinacdo dos valores de A e cA ¢ feita considerando a

distribui¢ao de ||u|| ao longo das faces do elemento que contém os noés A ou C.

o
i

(=
.
Zan

L
v - "
] ~mmmT NG A

Figura B- 6: a) funcgio N procurada, b) fungdo N sem as constantes 1. e ci

Para ilustrar a obteng@o dos valores A e cA, considere a face que contém o n6 A
(figura B-3(a)). Ao definir que a funcdo Ngl ¢ positiva pelo produto vetorial vq X v, a
funcdo de interpolagdo NP procurada para esta face deve ter a forma ilustrada na figura
B-6(a). Os numeros circunscritos por um circulo sdo os nos do elemento CST cortado
pela descontinuidade (figura B-3(a)).

A figura B-6(a) mostra que A ¢ igual ao valor da fung¢do de interpolagdo do n6 2

do elemento CST sobre o nd6 A. Conhecido A, o modulo de ch é obtido através da
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expressao B.9. Multiplicando as fungdes de interpolagdo Ngl e Ngz do n6 A, expressao

B.10, por A e cA respectivamente, a fungio NP do né A é completamente definida como

indicado na expressao B.13.

Ng, =1-A-NYST=1.2.r

NB = B.13

. 1
NG, = —1-lcAl - Nptnear = —1 A -2 (1 - §(A ~ )

Caso o produto vetorial v4 X v, no subdominio Q) for negativo, a determinagdo de
A deve ser feita como se o subdominio €; fosse positivo. Apds determinar a i-ésima
fungdo e conhecer A, o valor de A deve ser multiplicado por -1. Ao definir que o valor A
¢ negativo, o valor de cA passa a ser positivo.

O mesmo procedimento ilustrado para o n6 A ¢ seguido para a obtencdo da funcao
NP do n6 C. A fungdo NP dos nds A e C em cada subdominio do elemento CST cortado

pela descontinuidade ¢ mostrada na expressao B.14.

( NS =(1) 2,1
Q] 4
NC:(l)'Ac'S
1
M= en el ga-pa-m 514
2 1
| (NE= (D el -7 =DA +m)
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SOLUGCAO ANALITICA PARA UMA COLUNA DE ARENITO
UNIDIMENSIONAL COM UMA DESCONTINUIDADE
INSERIDA

Visando a validacdo do elemento enriquecido, uma solugdo analitica para
uma coluna de arenito unidimensional foi estabelecida. A solucdo analitica
permite a determinacdo dos valores de deslocamento e poro-pressdo ao longo da
coluna. Sobre a descontinuidade, especificamente sdo obtidos os saltos de poro-
pressdo e de deslocamento na direcdo normal a descontinuidade.

A coluna de arenito ¢ submetida & acdo de uma forca prescrita Fs de
compressdo € a um fluxo prescrito q como ilustrado na figura C-1. A regido fora
da descontinuidade ¢ formada por um arenito com comportamento linear elastico
isotrdpico e obedece ao estado plano de deformagdo, a descontinuidade também ¢

constituida por um material linear elastico isotrdpico.
F\Il q
» Arenito

Ll » x =1— - Descontinuidade

» » Arenito

Y, =0
—

Deslocamento na Poro-pressdo na
ye base (u)=0 base (p)=0

“x
Figura C-1: Coluna unidimensional submetida a forca de superficie e fluxo prescrito

Onde:
Fg - forca de superficie;
q — fluxo prescrito;

P1- poro-pressdo prescrita;
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e - espessura da descontinuidade

A forca Fg e o fluxo q ndo sdo aplicados a coluna no mesmo instante. Em
um primeiro estdgio, a coluna ¢ submetida unicamente ao carregamento de
compressdo da forca de superficie (Fg). A base da coluna tem o deslocamento na
direcdo y (u;) restringido, nenhum deslocamento na dire¢do x € permitido ao
longo das faces da coluna. A poro-pressdo ao longo da coluna tem valor nulo.
Idealizando que a base e o topo da coluna sdo faces drenantes, a aplicacdo da
for¢a Fg ndo gera poro-pressdo. Isso possibilita tratar o primeiro estagio como um
problema puramente mecanico.

Ainda submetida a acdo da forca de superficie Fg, o segundo estagio
consiste na imposicdo de um fluxo prescrito descendente q no topo da coluna em
uma situacdo de regime permanente. Todas as condigdes de contorno relativas ao
comportamento mecanico do primeiro estagio sdo mantidas. Quanto as condi¢des
de contorno referentes ao fluxo, somente a base da coluna permanece como face
drenante, isto €, a poro-pressao ¢ nula na base (p;).

A escolha do fluxo em regime permanente tem por finalidade facilitar a
deduc¢do da solug¢do da analitica. Para a condi¢cdo de regime permanente, todos os
termos relacionados a variagdo de massa de fluido no interior de um meio poroso
(equacao (3.5)) desaparecem da equagdo de fluxo incluindo os termos de
acoplamento (equagdes (4.15) e (4.21)). Nesse caso, o fluxo de fluido desacopla-
se do carregamento mecanico, permitindo que a poro-pressdo seja obtida pela
integracao da Lei de Darcy.

Ao desacoplar a equacao de fluxo e possibilitar que os valores de poro-
pressdo sejam determinados sem o prévio conhecimento do campo de
deslocamento, os termos referentes ao acoplamento na equagdo de equilibrio
mecanico (4.9) podem ser transferidos para o lado direito da igualdade e tratados
como forgas de massa. Na condi¢do de regime permanente, o incremento de poro-
pressdo passa a ser interpretado como a variagdo de um valor nulo até o valor de
poro-pressdao determinado pela solugdo analitica.

Adotando valores constantes para os parametros de material da coluna e
observando a linearidade da equagdo de equilibrio, o Principio da Superposi¢do de
Efeitos pode ser empregado e o campo de deslocamento devido a agdo da forca Fg

e do fluxo q determinados separadamente pela integracdo da equacdo (4.9).
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Assim, o deslocamento final da coluna serd igual & soma das parcelas de
deslocamento referentes ao carregamento mecanico e a acao do fluxo de fluido.

A primeira parte da solu¢do analitica trata da determinagdo dos valores de
poro-pressdo. Conhecidos os valores de poro-pressdo, sdo apresentadas as
solugdes analiticas do deslocamento devido a ag¢do da forca de superficie e,
posteriormente, do fluxo de fluido. Cabe observar que a convengdo de sinal
geotécnica ndo foi adotada na demonstracdo da solucdo analitica, isto €, uma

tensdo negativa indica uma tensdo de compressao.

CA.
Solucgao analitica para a poro-pressao ao longo da coluna
unidimensional

A solucdo analitica para a poro-pressdo ¢ obtida pela integracdo da Lei de
Darcy. Considerando que a coluna ¢ formada por dois materiais, isto €, um meio
heterogéneo, a integragdo da Lei de Darcy deve ser feita em partes obedecendo
aos trés intervalos ou dominios descritos na figura C-2. Os intervalos

correspondem a:

[- yi=sy=y
II- y, <y <y; (descontinuidade)

II- y;<y <y,

» Arenito

Ll » x =1— - Descontinuidade

» » Arenito

—

Poro-pressdo na
ys base (p)=0

X

Figura C-2: Esboc¢o da coluna de arenito submetida a acéo do fluxo prescrito
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Indicada como intervalo II na figura C-2, a descontinuidade possui uma
espessura (e) igual a diferenga entre as ordenadas y; € y,, sendo esse valor muito
pequeno quando comparado ao comprimento L da coluna. Por ter um valor muito
pequeno, em algumas partes da deducdo da solugdo analitica, a espessura da
descontinuidade sera tratada como um valor que tende a zero.

A lei de Darcy diz que:

kdp
q=—-—="
pdy
Para realizar a integracdo, os incrementos de poro-pressdo e ordenada y sido

separados. Logo:

u
dp = —q - dy (C.1)

Onde:

dp — incremento de poro-pressao;

u - viscosidade do fluido;

k - permeabilidade intrinseca (unidade linear ao quadrado);

dy — incremento na ordenada y.

Integrando a equag¢do C.1 do ponto y; a um ponto qualquer y, sobre o

intervalo I, tem-se:

P1 Y1
1)
Pa—P1= —qk—(ya —y1) (C.2)
A

Onde:

k, - permeabilidade do arenito;

p; — condicdo de contorno de poro-pressdo aplicada no ponto com ordenada
Y1

Para simplificar a nota¢do, o subindice a sera omitido da expressdao C.2.

Logo:

p:—qiy+p1 para0 <y <y, (C.3)
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Do mesmo modo, a expressao C.1 pode ser integrada para os intervalos II e

I1I, portanto:

P=-qi-(y—y2)+p; paray; <y <y (C.4)
P=-qi-(-ys)+ps paray; Sy <y, (C.5)

Onde:

p2 - poro-pressdo no ponto com ordenada y,;

p3 - poro-pressdo no ponto com ordenada y5;

k, - permeabilidade do arenito;

k, - permeabilidade da descontinuidade na dire¢cdo normal.

Uma vez que a poro-pressdo p; ¢ um valor conhecido, a poro-pressdao p,
pode ser determinada pela expressdo C.3 deixando como variavel desconhecida
apenas a poro-pressao p na expressao C.4. Determinado o valor de p,, a poro-
pressdo p; pode ser avaliada pela expressdo C.4 permitindo o céalculo de poro-
pressdo no intervalo III (expressdo C.5).

Tendo em mente que o maior interesse ¢ conhecer a poro-pressdo para a
regido fora da descontinuidade, a expressdo C.5 pode ser manipulada e uma
fungdo geral para a poro-pressao obtida. Substituindo o valor de poro-pressdo p,
na expressao C.4 pela expressao C.3 e, posteriormente, o valor de p; na expressao
C.5 pela expressdo C.4 resultante, a poro-pressdo no intervalo III pode ser

representada por:

u u
p=-0 - -ys+y2) —a;— (s —y2) +ps (C.6)
A n
Adotando como hipotese:

e=y;—y, —0

E admitindo que:

y>e
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A expressdao C.6 que representa a poro-pressdo no intervalo III € escrita na

forma;:

W W
P=—-Qy—y—qjy-e+p; prays<y=sy, (C.7)
kA kn

As expressdes C.7 e C.3 sdo idénticas, exceto pelo segundo termo da
expressdo C.7. Observando isso € empregando a fungio heaviside (H'), define-se

a seguinte expressdo geral de poro-pressdo para a regido fora da descontinuidade:

H'(y) =0 pra y<y,

, C.8
H'(y) =1 pra y=>y; €8)

p= —q%y +Pp1— H’(y)q%e ,  onde

A expressdo C.8 permite determinar a poro-pressdo em qualquer ponto ao
longo da coluna exceto para aqueles situados no interior da descontinuidade. O
salto de poro-pressdo associado a descontinuidade ¢ representado pelo terceiro
termo da expressdo C.8. Para designar que o fluxo ¢ descendente, adota-se um
sinal negativo para o fluxo q.

Optou-se por ndo incluir o valor de poro-pressio no intervalo II na
expressdao C.8 porque a dimensao do intervalo ¢ muito pequena. O valor de poro-
pressdo em um ponto qualquer do intervalo II ndo afeta a interpretacdo do campo
de poro-pressdo ao longo da coluna. A principal influéncia deste intervalo na
curva de poro-pressdo ¢ a diferenga de poro-pressdo entre os extremos do

intervalo, isto €, o salto de poro-pressao.

C.2
Solucao analitica para o deslocamento ao longo da coluna
unidimensional devido a agao da forga prescrita Fs

A solugdo analitica para o deslocamento ao longo da coluna devido a agdo
da forca de superficie Fg (ilustrada na figura C-3, pagina 241) ¢ obtida pela
integracao do Principio do Trabalho Virtual (equacdo 4.9). Devido a superposicao
de efeitos e o estdgio I ndo apresentar fluxo, o termo de acoplamento ¢ omitido
nesta parte da solug¢do analitica. Seguindo o mesmo procedimento do item C.1, o
Principio do Trabalho Virtual (PTV) ¢é integrado sobre os mesmos intervalos I, II

e 111 descritos anteriormente.
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Fs

» Arenito

Ll » x =1— - Descontinuidade

» » Arenito

y, =0
' L ] —

Deslocamento na
41 base (u)=0

Figura C-3: Esboco da coluna de arenito submetida a acdo da forca de superficie

prescrita Fs

Antes de realizar a integracdo do PTV, a matriz Dr da descontinuidade
(equacao 4.9) sera aproximada pela matriz constitutiva D de um material que
obedece ao estado plano de deformacdo. Essa aproximacgdo visa substituir a forga
de superficie na descontinuidade (Fr) por um valor de tensdo (o), permitindo a
determinagdo do deslocamento em cada face da descontinuidade.

A substituicdo de Fr por o ndo traz nenhum prejuizo a solugao analitica. Ao
observar que a for¢a de superficie Fs aplicada no topo da coluna é constante e
fazendo uma analogia do seu comportamento ao de uma coluna com material
homogéneo, conclui-se que a tens@o em qualquer ponto da coluna, inclusive a
forga de superficie Fr, devera ter um valor igual a forca de superficie Fs.

A matriz D da descontinuidade faz uso das constantes elasticas E e v.
Utilizando a mesma relagdo entre os parametros fisicos do elemento CPE4P e as
propriedades da descontinuidade descrita no apéndice D, a rigidez normal da

descontinuidade (r,,) passa a ser representada pelo modulo de Young (E):

E =r,, - e para o intervalo II

Enquanto o coeficiente de Poisson da descontinuidade ¢ nulo.


DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 0812426/CA


PUC-RIo - Certificacdo Digital N° 0812426/CA

Apéndice — C 242

v = 0 para o intervalo II
Considerando a aproximacdo de matrizes constitutivas, para qualquer

intervalo da coluna, o PTV tem a forma:

f&T-D-sdﬂzf FsdS (C.9)
Q S

Neste apéndice, o dominio () representa a descontinuidade e a regido fora
dela. A expressdo C.9 tem sinal contrario em relagdo a expressdo 4.9 devido ao
fato da convencdo geotécnica ndo ter sido adotada. A fim de explicitar o
deslocamento ao longo da direcdo y na expressao C.9, as seguintes relagdes sdo

adotadas:

(SSXX 0 0
& = {5y =<1>;£={1}-syou ge=m' g
0 1 o
du =j1pm = 1;sy=5
0 0

Os valores nulos dos vetores du, d¢ e € na expressao C.10 representam as
condi¢des de contorno de deslocamento aplicadas a coluna. Utilizando a relagdo

entre € e €, da expressdo C.10, a integral C.9 assume a forma:

f&:T-D-m’-sy-Adyzf FedS
S

Onde:
A - area da secdo transversal da coluna.
Como & ,D,m’ e F; sdo constantes e observando que a integral de dS (lado

direito da igualdade) é a propria area da se¢ao transversal da coluna, temos que:

&:T-D-m’-fa—udyzF (C.11)
ay S '
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Integrando a expressdo C.11 da ordenada y; até o ponto com ordenada y, no

intervalo I, temos que:

F

U, = i Ya + Uq
Onde:
E,=8&T-D, -m’ (C.12)

Sendo D, a matriz constitutiva do arenito.
Omitindo o subindice a e lembrando que u; ¢ nulo em y;, o deslocamento

no intervalo I pode ser reescrito na forma:

uzg—:-y para 0 <y <y, (C.13)

Integrando novamente a expressdo C.11, mas da ordenada y, até o ponto

com ordenada y, (intervalo II) obtém-se:

F
ua:E_S'(Ya_YZ)+u2

n

Sendo:

E,=&T Dg-m’ (C.14)

Onde:

Dp - matriz constitutiva da descontinuidade;

u, — valor de deslocamento no ponto com ordenada y, calculado pela
expressao C.13.

Omitindo o subindice a, o deslocamento para o intervalo II ¢ definido por:

Fg
u=§~(y—y2)+u2 para y; Sy <ys; (C.15)

Seguindo o mesmo procedimento para integracdo dos intervalos I e II, o

deslocamento para o intervalo III ¢ definido por:
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Fs
u=§-(y—y3)+u3 para y3 Sy <y, (C.16)

Onde:

uz - valor de deslocamento no ponto com ordenada y, determinado pela

expressao C.15.

De modo idéntico a solug¢do analitica de poro-pressdo, a expressdo C.16
pode ser manipulada e uma fungdo geral para o deslocamento para a regido fora
da descontinuidade pode ser obtida. Substituindo o valor u; da expressao C.16
pela expressdo C.15 e, em seguida, o valor u, da expressdo resultante pela

expressao C.13, o deslocamento no intervalo III € reescrito como:

F

F
u=_—>- (y—y3 +Y2)+—S “(y3—y2) (C.17)
EA En

Adotando a mesma hipotese do item C.1 que diz:
e=y3—y,—0
E admitindo que:

y>e

O deslocamento para o intervalo III pode ser definido por:

u=—'y+E—-e (C.18)

Comparando as expressdes C.18 e C.13, nota-se que a Unica diferenca entre
elas ¢ a parcela referente ao salto de deslocamento (segundo termo da expressao
C.18). Empregando a fungdo de heaviside (H"), o deslocamento para a regido fora

da descontinuidade ¢ definido por:

F F H' =0 <
u=—sy+H’(y)E—Se, onde ) para y=y;

, C.19
Ex n H'(y) =1 pra y=>y; (€.19)
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Cabe observar que o sinal da forca de superficie Fs ¢ negativo, indicando

um esfor¢o de compressao.

C.3.
Solucgao analitica para o deslocamento ao longo da coluna
unidimensional devido a agao do fluxo prescrito q

A solugdo analitica para o deslocamento ao longo da coluna devido a agdo
do fluxo de fluido q (ilustrada na figura C-4) ¢ obtida pela integracdo do Principio
do Trabalho Virtual (equacdo 4.9). Utilizando a superposicao de efeitos, o termo
referente a for¢a de superficie Fs ¢ omitido nesta parte da solucdo analitica.
Seguindo o mesmo procedimento do item C.1 (solucdo de poro-pressdo), o
Principio do Trabalho Virtual (PTV) ¢ integrado sobre os mesmos intervalos I, II

e IIT usados nas ultimas dedugdes.

» Arenito

Ll » x =1— - Descontinuidade

» » Arenito

y, =0
—

Deslocamento na Poro-pressdo na
ye base (u)=0 base (p)=0

X

Figura C-4: Esboco da coluna de arenito submetida a acdo do fluxo prescrito

Para realizar a integracdo do PTV, a mesma aproximag¢ao da matriz Dr da
descontinuidade por uma matriz D de um material que obedece ao estado plano
indicada no item C.2 sera utilizada. Além da aproximacdo, sdo empregadas as
expressoes C.10, C.12 e C.14. Feitas essas consideracdes, o PTV considerando

apenas a a¢ao do fluxo de fluido ¢ definido por:
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D
f&T-D-sdQ+f &IT'<—m+—-m)de=O (C.20)
Q Q 3ks

O vetor m da expressdo C.20 ¢ o mesmo da expressdo (4.2) e ndo deve ser
confundido com o vetor m’. Uma vez que os valores de poro-pressio sdo
conhecidos, o termo de acoplamento pode ser interpretado como uma forca de

massa. Logo:

D
f&T-D-sdﬂzf SuT-(m——-m)de (C.21)

Cabe lembrar que a expressao C.21 tem sinal contrario em relagdo a
expressdo 4.9 devido ao fato da convengdo geotécnica ndo ter sido adotada. Para

integrar a expressao C.21, outras duas relagdes sao adotadas:

(C.22)

Onde:

D, - matriz constitutiva do arenito;

Dg - matriz constitutiva da descontinuidade.

As variaveis Cy e C,, sdo valores escalares. Integrando a expressao C.21 no

intervalo I temos:

Onde:

u, - deslocamento no ponto com coordenada y;;

u, - deslocamento no ponto com coordenada y,.

A coordenada y, estd associada a um ponto qualquer no intervalo I.

Observando que u; ¢ igual a zero em y; e substituindo p pela expressao C.3.
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1 nys
Uy = ECA l_qE7a+ P1 'Yal

Omitindo o subindice a, o deslocamento da coluna no intervalo I é definido

por:

1 py?
u=2Ca gL +p;y|pra0 <y <y, (C.23)
A A

Seguindo o mesmo procedimento para a integracao do intervalo I, a integral

do PTV para o intervalo II ¢ igual a:

Uy Ya
&T Dy - — T.( —
fu g €dQ f du m 3K,
2

Y2

Substituindo a poro-pressao p pela expressao C.4:

2 Ya

uy
E,(u; —uy) =C, l—qk—<7—y2 'y> + p2 'yl
n

Y2

Omitindo o subscrito a, define-se o deslocamento da coluna para o intervalo

II por:

1 2 Ya
u=gCol|-a (S —v2-y) +p2-y] , Tue paay2Sys<ys  (C24)
Sendo u, o valor de deslocamento para a coordenada y, determinado pela
expressdo C.23 e a poro-pressao p, o valor de poro-pressdo para a coordenada y,

prevista pela expressao C.4.

De modo idéntico aos intervalos I e I, a integral do PTV para o intervalo III

possui a forma:

Ua

Ya 1
&-DA-sdﬂzf 8u<m——-DA-m)de
u 3k

3 y3
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Substituindo a poro-pressdo p pela expressao C.5

Ya

B w(y?
Ep(uy —u3) = Cy —Ap |\ Y3 Y)tpsy
y3

Omitindo o subindice a, o deslocamento da coluna para o intervalo III ¢

definido por:

u=g-Ca [—qﬁ(yz—z—% 'y) +Ps 'y] ; tus parays=y=<y, (C25)

Na expressdo C.25, u; e p; sdo os valores de deslocamento e poro-pressao
avaliados no ponto com ordenada y; pelas expressdes C.24 e C.5 respectivamente.
Para o deslocamento devido ao fluxo, ndo serd estabelecido uma expressao geral.
Define-se que o deslocamento devido ao fluxo para a regido fora da

descontinuidade ¢ representado por:

1 py?
ECA Ay 5 TPivy| pra 0<y<y,
u= C.26
1 M y2 y ( )
E_CA (5 7Yz y)tpsy|| tus para Y3 <Y =<Va
A y3

y3 2
1 Hy
. +ECA l—qE7+ P1 'Yzl
2

1 u(y?
uz = £ Ca l—qk—<7—}’z 'y> + P2 'yl
n n

O primeiro termo do lado direito da igualdade da expressdo que fornece o
valor de u; ¢ igual ao salto de deslocamento associado a descontinuidade.

Idéntico a expressdo de poro-pressdo, o fluxo descendente q tem valo negativo.

Cc.4.
Resumo das solug¢oées analiticas para uma coluna de arenito
unidimensional com uma descontinuidade inserida

Este item agrupa as solug¢des analiticas de poro-pressdo e deslocamento
obtidas para a coluna unidimensional ao longo do apéndice visando facilitar a

aplicagdo delas. Seguindo a mesma sequéncia de desenvolvimento do apéndice, a


DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 0812426/CA


PUC-RIo - Certificacdo Digital N° 0812426/CA

Apéndice — C 249

primeira solugdo a ser ilustrada ¢ a de poro-pressdo (expressao C.8). Para um

ponto situado fora da descontinuidade, o valor de poro-pressao ¢ definido por:

W W H'(y) =0 prra y<y,
=—q—y+p, —H —e, ode _, C.27
P=—qi—y+p ~H )~ H(G) =1 pra y>y, 27
Onde:
p - poro-pressio em um ponto da coluna e que esteja fora da
descontinuidade;

q - fluxo prescrito no topo da coluna;

k, - permeabilidade intrinseca do arenito (unidade de area);

k,, - permeabilidade intrinseca da descontinuidade (unidade de area);

u - viscosidade do fluido;

e - espessura da descontinuidade;

y - ordenada de um ponto ao longo da coluna e que esteja situado fora da

descontinuidade;

H' - funcdo heaviside.

Observando a figura C-1, as coordenadas y, e y; representam o inicio € o
fim da descontinuidade ao longo da coluna. Para que o fluxo de fluido seja
descendente ao longo da coluna, o sinal do fluxo g deve ser negativo.

Representado o deslocamento da coluna por u e os deslocamentos
associados as agdes da forga prescrita Fg e do fluxo prescrito q por u,, € us
respectivamente, a superposicdo de efeitos diz que o deslocamento na coluna ¢

determinado pela soma:

u= up, + Us (C.28)

Onde:

u - deslocamento da coluna;

U,, - deslocamento da coluna devido a agdo de Fs;

ur - deslocamento da coluna devido a acdo do fluxo prescrito q.

A componente u,, ¢ a expressao C.19 sendo definida por:

H(y)=0 pra y<y,
H(y) =1 pra y=>y;

S

N (C.29)

Uy, =

Fs
y+H'(y)=—e, onde
En
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Onde:
A forca de superficie prescrita no topo da coluna F; tem sinal negativo para
indicar a compressdo da coluna.
Por sua vez, a componente uy € a expressdo C.26 sendo definida por:
1

—Ca —qiﬁ +pi-y| pra 0<y<y,

u=1{ Ly v (C.30)
—CAl—qk—<——y3'y>+p3'yl +uf mra y3<y<y,
Ea A\2 v,
Sendo:
1 u (y? o uy?
3__ — — — — . . — — — — .
uf_EnCnl qkn(z Y2 y>+pz yl +EACA qkA2 +p1-Y2

Y2

Onde:

p; — valor prescrito de poro-pressdo no ponto com ordenada y;;

p2 - poro-pressdo no ponto com ordenada y,;

p3 - poro-pressdo no ponto com ordenada y5.

Os valores de poro-pressdo sdo avaliados com a expressao (C.27). As
variaveis E,, E,,, C5 e C,, sdo escalares cujos valores sdo:

EA:&T'DA'm,
En:&T'DB'm,

1
= T- — . .
Ch =& (m 3K, D, m) C31
C,=&"T (m L D )
n — 3KS B m

Onde:

ol -l

As matrizes D, e Dg sdo as matrizes constitutivas para o estado plano de

deformacdo do arenito e da descontinuidade respectivamente. Para a
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descontinuidade, adota-se que coeficiente de Poisson ¢ nulo e o0 Modulo de Young

definido pela expressao:

Onde:

I'nn - rigidez normal da descontinuidade.
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RELACAO ENTRE OS PARAMETROS DOS ELEMENTOS CPE4P
E COHESIVE COM AS PROPRIEDADES FiSICAS DE UMA
DESCONTINUIDADE

O capitulo 5 ilustrou comparacdes entre os elementos CPE4P, cohesive e
enriquecido. Para permitir que os elementos CPE4P e cohesive descrevessem a
descontinuidade conforme as hipdteses de movimento e fluxo estabelecidas, os
parametros de material destes elementos foram relacionados as propriedades fisicas da
descontinuidade.

A primeira relagdo a ser apresentada ¢ referente ao elemento CPE4P. Como
mencionado na introducdo do capitulo 5, o elemento CPE4P descreve o fluxo na
descontinuidade de modo equivalente ao elemento enriquecido, mas ndo o
comportamento mecanico. As propriedades a serem relacionadas sdo os modulos de
Young (E) e Cisalhamento (G) do elemento CPE4P e rigidez normal (r,,) e tangencial
(rss) da descontinuidade.

Citada por Pande et al, 1990, a relagdo associa os parametros E e G a rigidez do
elemento de junta (Goodman, 1968). Os valores de E e G sdo definidos pela expressao

D.1.

D.1

sendo:

e - espessura da descontinuidade

Esta relacdo assume como hipotese que os pardmetros r,gs € rgy sdo nulos. A
hipétese implica que a forga de superficie em uma dire¢do da descontinuidade ndo
provoque nenhum movimento na direcdo normal a forca. Para impor este
comportamento no elemento CPE4P, um coeficiente de Poisson nulo ¢ adotado.
Considerando um material ortotrdpico, os pardmetros de material do elemento CPE4P

para o problema bidimensional sdo:
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Viy =
D.2
Eyy = EZZ Exx
Vyz = Vy; =0
Gy, = Gy, =0

Os valores de Gy, € Gy, na expressdo D.2 sdo proximos de zero.

A segunda aproximag¢do de propriedades trata do elemento cohesive. H4 uma
equivaléncia do comportamento mecanico descrito pelos elementos cohesive e
enriquecido, mas ndo no fluxo. A documentagdo do ABAQUS ndo ¢ clara a respeito,
mas o uso do elemento cohesive em relagdo ao fluxo de fluido parece ter sido idealizado
para representar uma cavidade preenchida apenas por fluido.

O elemento cohesive ndo utiliza a permeabilidade como parametro fisico, mas os
coeficientes Leak Off (LO) e Gap Flow (GF). O coeficiente Leak Off (LO) ¢
interpretado como um parametro similar a permeabilidade na dire¢cdo normal, enquanto
o coeficiente GF ¢ similar a permeabilidade tangencial. Semelhante ao elemento
enriquecido, o ABAQUS trata o fluxo normal e tangencial no elemento cohesive de

forma separada.

qn
\\\\\\\ q:
m— il
\\\\
\\\\\\\\ 2 \\\\\\\\
. \\\\\\\\\f B

Figura D-1: Fluxo no elemento cohesive

Observando a figura D-1, o coeficiente LO relaciona o fluxo normal (q,) através

de uma da face do elemento cohesive a diferenga de poro-pressdo entre os pontos I e II
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como indicado na expressdo D.3. O ponto I encontra-se exatamente na metade da
espessura do elemento cohesive, o ponto II pertence a face do elemento cohesive

atravessada pelo fluxo q,,.

dn = LO - (p1 — pu) D.3

Associando o fluxo normal a face do elemento cohesive a Lei de Darcy, tem-se:

q, = So. (P1=Pu) DA
B (e/ 2)

Onde:

k, - permeabilidade intrinseca associada ao elemento cohesive (expressa em

unidade de area);

u - viscosidade do fluido que ocupa o meio poroso (fora do elemento cohesive);

e - espessura da descontinuidade.

Substituindo a expressdo D.3 em D.4, o coeficiente LO ¢ definido por:

kn

L0=2-—2
1

D.5

oD | =

Para cada face do elemento cohesive € necessario adotar um coeficiente LO.
Admitindo um fluxo normal q, constante através do elemento cohesive (fluxo que entra
¢ igual ao que sai), os coeficientes LO sdo considerados iguais.

Quanto ao coeficiente GF, ele representa apenas a viscosidade do fluido no
interior do elemento cohesive. O fluido pode ter um comportamento Newtoniano ou
obedecer a uma lei de poténcia. Caso o fluido seja do tipo Newtoniano, o ABAQUS
associa o valor de permeabilidade tangencial a resisténcia do fluido ao movimento.

Usando a equacdo de Reynolds, o valor da permeabilidade tangencial é aproximado por:

kT = D6

12 -
Onde:
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kr - permeabilidade tangencial;
Aparentemente, o uso da relagdo D.6 ndo ¢ necessario, pois ao modelar o fluxo
tangencial, o programa ABAQUS solicita apenas os valores de viscosidade do fluido e

permeabilidade tangencial.
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