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2
FORMULAGAO MECANICA DE ELEMENTOS FINITOS COM
DESCONTINUIDADE DO TIPO FORTE

Ao longo do capitulo de introdugdo, varios trabalhos a respeito dos
elementos XFEM, AES e embedded foram citados. Todos eles usando o conceito
de descontinuidade do tipo forte. Visando um entendimento rapido desses
elementos, este capitulo apresenta um breve resumo de duas formulacdes
mecanicas. Serdo apontadas as hipoOteses basicas das formulacdes e suas
aproximacdes pelo MEF. Detalhes sobre a introdu¢do em um codigo ou aspectos
de ndo-linearidade ndo sdo comentados.

Cada formulacdo possui varias abordagens, ndo sendo possivel apresentar
todas elas. A escolha de quais abordagens a serem descritas obedeceu apenas a um
critério didatico. As formulagdes selecionadas foram o XFEM apresentada por
Moés et al, 1999 e o elemento embedded proposto por Manzoli e Shing, 2006.

Além dos elementos embedded ¢ XFEM, a descrigdo da formulagdo
proposta por Wan et al (1995) sera incluida neste capitulo, pois ela aplica o
conceito de descontinuidade forte também. Essa formulagao serd discutida com
maior detalhamento, porque ¢ a partir dela que a formulacdo mecanica é estendida

para o acoplamento fluido-mecanico.

21.
Elemento estendido (XFEM)

O elemento estendido tem origem com o trabalho de Black e Belystchko
(1999), mas ¢ com o uso da fungdo heaviside introduzida por Moés et al (1999)
que foi possivel eliminar totalmente a necessidade de geragdo sucessiva de malhas
da modelagem numérica de propagacdo de fratura. O elemento baseia-se na
hipotese de que o Principio do Trabalho Virtual (expressao (2.1), pagina 43) ¢
capaz de reproduzir o comportamento de um corpo fraturado cujas faces estejam

livres de forca de superficie (ilustrado na Figura 2-1, pagina 43).
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f&s-c’rdQ:f 5u-F’bdQe+f Su - F, dr (2.1)
Q Q T

onde:

8¢ - variagdo virtual de deformacao;

8u - variacdo virtual de deslocamento;

6 — incremento do vetor de tensio;

F, — incremento do vetor forga de massa;

F, — incremento do vetor forga de superficie;

(1 - dominio do corpo;

['s — porcao do contorno do corpo onde atua F;

[, - por¢do do contorno do corpo onde ¢ aplicada a condigdo de contorno de

deslocamento.

Figura 2-1: Corpo cortado por uma fratura

O incremento do vetor de tensdo descreve a forca interna no dominio e ¢

relacionado ao incremento do vetor deformacdo (€) pela seguinte lei constitutiva:

6=D-¢ (2.2)

Moés et al (1999) assumiram que o campo de deslocamento em um corpo

fraturado ¢ a soma de trés parcelas: uma representando a parcela de deslocamento
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continuo e outras duas referentes ao salto de deslocamento. Seguindo essa

hipotese, a aproximagdo do deslocamento pelo MEF proposta tem a forma:

I J K1 L1
u = z N;u{ + z N]-Hi’ujls + z Nx1 z F u? (2.3)
i=1 ji=1 K1=1 11

Onde:

u® — vetor grau de liberdade de deslocamento (componente continua);

uf — vetor grau de liberdade de salto de deslocamento através das faces da

fratura (primeira componente descontinua);

u® — vetor grau de liberdade relacionado ao salto de deslocamento na ponta

da fratura (segunda componente descontinua);

N - fun¢do de interpolagdo do elemento;

H' - funcdo heaviside;

F'’ - funcdo crack tip;

[ — nimero de nds do elemento associados ao deslocamento nodal u%;

] — nimero de nds do elemento associados ao salto de deslocamento nodal

uf;

K1 — nimero de nds do elemento associados ao grau de liberdade u®;

L1 — nimero de coeficientes do grau de liberdade u®.

Com referéncia a expressdao (2.3), ¢ valido observar que as ultimas duas
parcelas do lado direito, relacionadas aos graus uf e u®, podem ser interpretadas

como uma decomposi¢do do ultimo termo da expressao (1.1).
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Figura 2-2 — Nos enriquecidos pelas funcoes heaviside (H’) e crack tip (F’) em uma

malha cortada por uma fratura (Moés et al, 1999)
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As fungdes F’ ¢ H’ que interpolam os graus de liberdade uf e u® sio
aplicadas somente para os elementos cortados pela fratura. A Figura 2-2 ilustra
uma pequena malha onde alguns nds tém suas func¢des de interpolacdo acrescidas
(ou enriquecidas) pelas fungdes F’ e H’.

A fungdo H' ¢ aplicada a todos os nds dos elementos cortados por uma
fratura, exceto aqueles pertencentes a elementos que contém a ponta da fratura. Os
nds enriquecidos pela fungdo H’ sdo indicados por um quadrado branco com um
circulo preto inscrito. A funcdo F’ ¢ aplicada aos nos do elemento que contém a
ponta da fratura. Esses nds sdo indicados por dois circulos concéntricos: um preto
e outro branco.

Para utilizar a funcdo H’ € necessario estabelecer, empregando algum
critério geométrico, os subdominios Q* e Q~ como os indicados na Figura 2-2.

Desse modo, a fun¢do H’ pode ser definida como:
+
HI (X) — {1 VXE€E Q_ (24)

O papel da funcdo H’ ¢ simplesmente criar o salto de deslocamento no
interior do elemento cortado por uma fratura. A Figura 2-3(a) ilustra a fun¢do H’
da expressdo (2.4) para o elemento bilinear. De acordo com as expressoes (2.4) e
(2.3), qualquer ponto no subdominio Q~ ndo sofrera agdo do salto uf porque o
produto N - H' é nulo. Ao contrario do subdominio Q*, em que o produto N - H' é
a igual a propria fungdo N, garantindo uma distribuicio de uP nao nula. A Figura

2-3(b) mostra a distribui¢io de uf associada ao no local 4.

©)

@
(a) (b)

Figura 2-3: Esbog¢o do salto de deslocamento para o elemento bilinear: (a) funcdo

heaviside, (b) salto uf associado ao né local 4
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Moes et al (1999) aplicaram a fun¢do H’ para interpolar o grau de liberdade
uP, mas outras fungdes podem ser empregadas na formulagdo do XFEM como a
step function e a shifted heaviside apresentada por Belytschko et al (2001).

Semelhantemente a funcdo H’, a fung¢do F’ também cria um salto de
deslocamento no interior do elemento pela interpolagdo do grau de liberdade u®.
Esse salto esta relacionado ao movimento da ponta da fratura e para descrevé-lo
em uma direcdo qualquer, sdo necessarios quatro graus de liberdade u® em cada
n6 do elemento. Para cada grau u®, ha um termo da funcdo F’ associado. A
expressdo (2.5) mostra os quatro termos da fungdo F’. O indice L1 da expressao

(2.3) corresponde ao nimero de termos da func¢do F’.

0 0 0

F'(r,0) =+/r- {cos(—),sen(—),sen(z) . sen(@),cos(%) . sen(e)} (2.5)

2 2

Dominio

Orientagio do
eixo local na
ponta da fratura

Trajetiria
da fratura

Figura 2-4: Sistema de coordenada polar na ponta da fratura

As variaveis r e 0 da fungdo F’ sdo coordenadas de um sistema polar cuja
origem estd situada na ponta da fratura. O eixo r ¢ tangente a ponta da fratura
sendo o sentido positivo do eixo orientado para o interior do corpo. A Figura 2-4
mostra o posicionamento e a orientacdo do sistema em um corpo fraturado.
Observando a Figura 2-4, o termo de F’ responsavel pela descontinuidade ¢ o

valor cos(6/2). Uma ilustragdo da fungdo F’ é apresentada na Figura 2-5, pagina
47.
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Figura 2-5: Esbogo da fungdo crack tip (Belytschko et al, 2001)

As fungdes H' e F' enriquecem os nds dos elementos cortados por uma
fratura, porém esse enriquecimento niao deve afetar o deslocamento dos demais
nds da malha. A fim de eliminar o efeito do enriquecimento, elementos de
transicao (blending elements) sdao usados ao redor dos elementos cortados por uma

fratura como ilustrado na Figura 2-6.

=%
T

o e————

TP T T T

(@] No enriguecido

Elemento de
transicdo

Figura 2-6: Elementos de transi¢cio (Mohammadi, 2008)

Como pode ser observado na Figura 2-6, apenas alguns nos sdo enriquecidos
nos elementos de transi¢do. Ao fazer isso, garante-se que somente 0s nos vizinhos

a fratura apresentem graus de liberdade referente ao salto de deslocamento.
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A quantidade de elementos de transi¢do varia conforme a funcdo aplicada
para interpolar os graus de liberdade de salto. Belytschko et al (2001) mostraram

que a funcdo shifted heaviside pode eliminar a maior parte dos elementos de
transicao da malha. Essa funcdo zera o salto de deslocamento u]-B sobre os noés do

elemento XFEM, fazendo com que os elementos de transi¢do que tenham apenas
este grau de liberdade adicional possam ser retirados da malha. Um procedimento
semelhante pode ser aplicado a fun¢ao F’, mas, segundo os autores, devido a
particularidades da funcdo F’, elementos de transicdo ainda sdo necessarios na
ponta da fratura.

A Figura 2-6 também permite ter uma ideia do nimero de graus de
liberdade necessarios no XFEM. Para um elemento bilinear onde a fungdo H’ ¢
aplicada sdo necessarios dezesseis graus de liberdade, oito deles associados ao
grau uP. Para o elemento que contém a ponta da fratura sdo necessérios vinte e
quatro graus de liberdade, dezesseis deles associados ao grau u®.

Conhecidas as fungdes F’ e H’, a aproximagdo dos campos de deformacao e
tensdo pelo MEF pode ser definida. Antes de apresenta-las, sera introduzida uma
notacdo matricial para o deslocamento da expressdo (2.3). Omitindo o sinal de

somatorio e seus indices, a forma matricial pode ser escrita como:

ua
u=|[N N-H N-F] -{uﬁ} (2.6)
u(l)

Para as expressdes seguintes, o vetor de graus de liberdade nodal da

expressdo (2.6) sera representado por:
U = [u® uf uel” (2.7)

Usando a matriz de deformagdo B, o incremento no campo de deformacao

pode ser aproximado por:

£ =B, (2.8)
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No caso do elemento XFEM, a matriz B ¢ formada pela unido de trés
submatrizes, sendo cada uma delas ligada aos graus de liberdade u®, uf e u®

respectivamente. Define-se a matriz B como:

B = [Br Bf B“] (2.9)
sendo:
roN 0 ] [0(N - H")
0x 0x
oN a(N-H")
a_— |0 — B — - 7
B dy ,B 0 3y ,
6_N 6_N O(N-H') o(N-H")
[dy  0x | dy 15):4
(2.10)
[O(N - F")
0x
. o )
dy
O(N-F) o(N-F)
| dy 0x
Onde:

X, y - coordenada espacial no sistema cartesiano.

Referente a matriz B ®, para derivar a fungdo F’ ¢ necessario realizar a
transformacdo do sistema de coordenada polar para um sistema cartesiano.

As submatrizes foram definidas para um corpo bidimensional. Para aplica-
las a um corpo tridimensional ¢ necessario apenas incluir a derivada em relagdo a
coordenada espacial z.

Com o campo de deformagdo, o incremento de tensdo pode ser aproximado

por:

6=D-B-u, (2.11)

Definido os campos de deformacdo e tensdo e fazendo referéncia a

expressdo (2.1), a matriz de rigidez do XFEM pode ser escrita como a unido de

nove submatrizes, permitindo escrevé-la como:


DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 0812426/CA


PUC-RIo - Certificacdo Digital N° 0812426/CA

Formulagdo mecanica de elementos finitos com descontinuidade do tipo forte 50

Kga KgB Kgm (2 12)
K.= |KE® kB KB
K« K“’B K®o
e e

e

Cada submatriz ¢ definida como a integral:

Kab = (B3)T- D - BPdQ, (2.13)
Qe

Os superescritos a e b da expressdo (2.13) representam os coeficientes o, 3 e
o relativos aos graus de liberdade u®, uf e u®.
Do mesmo modo que a matriz de rigidez, o vetor de for¢a nodal pode ser

escrito como:

T
Fo. = [F¢ P! Fe] @14
Sendo:
ngf NT-deQe+f NT - F, dI,
Qe Ts
FF = | N-H)T-F,dQ. + | (N-H)T-F,dr, (2.15)
Qe Ts
F® = (N-F)T-F,dQ.+ | (N-F)T-F,drI,
Qe Ts

Com relacdo a integracdo numérica, o elemento XFEM deve ser dividido em
subdominios, normalmente triangulares. A divisdo € necessaria para que os termos
da matriz de rigidez e vetor de forca nodal, relacionados as fungdes H’ e F’,
possam ser integrados corretamente.

Originalmente, o elemento XFEM ndo representa a existéncia de forcas de
superficie na face da fratura. Caracteristica comum na modelagem de materiais
granulares, Dolbow et al (2001) adicionaram um termo de dissipag@o de energia

ao Principio do Trabalho Virtual da expressdo (2.1) para representar esse efeito. O
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referido termo ¢ representado pelas duas ultimas parcelas do lado direito da
expressao (2.16).
f 8£-¢dge=f 8u-deQe+f Su - F, dI,
Q Q T
(2.16)
+f sw* - FfdIy +f dw~ - FrdIy
rf r

F

Onde:

I - face da fratura no subdominio Q+;
Iv - face da fratura no subdominio Q-;

Sw™ - variagdo virtual de deslocamento ao longo de I'f;

8w~ - variagdo virtual de deslocamento ao longo de [ ;

F{ - incremento do vetor forga de superficie ao longo da face de I'{;

Fy - incremento do vetor forca de superficie ao longo de Iy ;

As forgas de superficie Ff € Fy sdo determinadas utilizando o deslocamento
de cada face e por uma lei de contato qualquer. Segundo Dolbow et al (2001), esse
deslocamento ndo ¢ um grau adicional, mas o resultado da interpolagdo do
deslocamento u sobre cada face da fratura. Uma lei de contato foi introduzida para
restringir a tensdo na fratura e, a0 mesmo tempo, o deslocamento. Essa lei usa
parametros de penalidade, interpretado por eles como pardmetros de rigidez.
Maiores detalhes desse método podem ser encontrados no respectivo artigo.

Cabe ressaltar que a interpolacdo do deslocamento permitiu inserir
indiretamente a descricdo do que ocorre na fratura. O que ndo foi mostrado pelos
autores ¢ se essa interpolagdo quantifica bem ou ndo o salto de deslocamento que
ocorre ao longo das faces da fratura.

Independente dessa caracteristica, o XFEM tem mostrado uma capacidade
notavel na modelagem de propagacdo de fratura sem o uso de geragdo sucessiva
de malhas. A adi¢do de funcgdes descontinuas a fungdo de interpolagdo de um
elemento comum mostrou ser um procedimento eficaz.

A adicdo eliminou a necessidade de discretizagdo da fratura, mas ela inseriu
outras duas: a criacdo de subdominios para integracdo numérica e a inclusdo de
elementos de transi¢cdo ao longo de toda a fratura. O niimero de elementos de

transicdo pode ser minimizado de acordo com a fun¢do descontinua empregada,
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mas a integracdo numérica torna a introdu¢do do XFEM em um cédigo de

elemento finito um pouco trabalhosa.

2.2.
Embedded element

Semelhante ao XFEM, o elemento embedded utiliza graus de liberdade
adicionais para representar a descontinuidade no campo de deslocamento. Duas
caracteristicas o diferenciam do XFEM. A primeira caracteristica € o uso de duas
equacdes para estabelecer o equilibrio mecanico, a segunda ¢ a nao
compatibilidade do elemento.

Com o intuito de definir o equilibrio mecénico, sdo utilizados o Principio do
Trabalho Virtual (expressdo (2.1)) e a equagdo da continuidade de tensdo. Essa
equagdo impde que, em um corpo cortado por uma superficie de descontinuidade,
as tensdes imediatamente a esquerda e a direita da superficie sejam iguais.
Observando a Figura 2-7 e usando a mesma nomenclatura de subdominios Q" e
Q" do XFEM, a equacgao da continuidade ¢ definida por:

N, 09+ =N, " 0q- (2.17)

Onde:

Q% - subdominio a direita de I'g;

(1~ - subdominio a esquerda de [F;

6o+ - tensor de tensdo no subdominio Q;

0 - - tensor de tensdo no subdominio Q" ;

N, - matriz que transforma o vetor de tensdo em um vetor de forca de

superficie;

[ - superficie de descontinuidade.

Q=0"uQ

Figura 2-7 — Corpo cortado parcialmente por uma superficie (Manzoli e Shing, 2006)
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Manzoli e Shing (2006) reescreveram a equagao da continuidade permitindo
relacionar a tensdo no corpo (fora da descontinuidade) a forca de superficie na

descontinuidade como:

Fr— N, 0q=0 (2.18)

Onde:

N, - matriz que transforma o vetor de tensdo em um vetor de forca de

superficie;

Fr — Vetor forca de superficie na descontinuidade;

oo — Vetor tensdo atuante no corpo imediatamente a esquerda ou a direita

da descontinuidade (Is).

Como mencionado no capitulo de introdugdo, o elemento embedded faz uso
de um ponto de colocagdo. Por hipotese, a descontinuidade [ passa por esse
ponto, local do elemento em que o grau de liberdade de salto ¢ posicionado e onde
a equacdo de continuidade de tensdo ¢ avaliada. A ado¢do dessa hipdtese e a
uniformidade do salto no interior do elemento conferem ao elemento embedded a
caracteristica de ser ndo compativel.

Em relacdo ao Principio do Trabalho Virtual, Manzoli e Shing (2006)
aplicaram o principio apenas a por¢do do corpo fora da descontinuidade. Para
utiliza-lo, eles admitiram que o deslocamento ¢ a composi¢ao de duas parcelas,
consequentemente, a deformagao e a tensdo também.

Considerando o elemento sombreado indicado na Figura 2-7, o
deslocamento (u) no interior do elemento pode ser decomposto em duas partes:
uma associada a deformagdo do corpo fora da regido de descontinuidade (u) e
outra relativa ao movimento de corpo rigido (u) entre as duas partes do elemento
(subdominios Q} e Q) cortado pela descontinuidade. A expressio (2.19) mostra

a defini¢do do deslocamento.

u= 1+ 1 (2.19)

onde:

u - vetor de deslocamento;
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u - componente do vetor deslocamento associado a deformagdo do corpo
fora da descontinuidade;

u - componente do vetor deslocamento associado ao movimento de corpo
rigido entre as duas partes do elemento.

Assumindo que o movimento relativo na interface entre os subdominios Q}
e (1, seja uniforme, a componente de deslocamento de corpo rigido pode ser

expressa COomo:

u=H -|u (2.20)

Onde:

H - fun¢do heaviside;

|lua]| - vetor de salto de deslocamento.

De modo idéntico ao XFEM, a funcdo heaviside ¢ igual a 1 para o
subdominio Q* e 0 para o subdominio Q.

Manzoli e Shing (2006) aproximaram os deslocamentos descontinuos u e U
através dos campos continuos uy e Uy respectivamente. Baseado na expressido

(2.19), o deslocamento u pode ser aproximado por:

flh = Uup — ﬁh (221)

Onde:

uy, — vetor deslocamento aproximado;

U, - aproximacdo da componente do vetor deslocamento associado a
deformacao do corpo;

u; - aproximagdo da componente do vetor deslocamento associado ao
movimento de corpo rigido.

A fim de ilustrar a decomposi¢do do campo de deslocamento, o elemento
sombreado na Figura 2-7 sera ampliado como mostrado na Figura 2-8, pagina 55.
A Figura 2-8(a) mostra o elemento sem nenhum deslocamento, podendo ser
interpretada como uma configuracdo indeformada. O elemento ¢ dividido nos

subdominios Qf e Q; pela descontinuidade I'r (indicada pela linha trago-ponto).
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© @

Figura 2-8: Decomposi¢do do campo de deslocamento (Manzoli e Shing, 2006)

Submetido a um carregamento qualquer, o elemento deforma-se assumindo
a configuracdo da Figura 2-8(b). Essa configuragdo mostra o deslocamento total
sofrido pelo elemento. H4 trés representagdes nela. A primeira representacdo € a
do elemento indeformado, a qual ¢ indicada por uma linha cheia com trago grosso.
Indicada por uma linha cheia com traco fino, a segunda representacdo mostra o
deslocamento total sofrido pelo elemento, inclusive a separacdo dos subdominios
Qf e Q, (paralelogramos na cor azul). Essa representagdo refere-se ao
deslocamento total (u) da expressdo (2.19). A terceira, indicada por um
paralelogramo com linha tracejada, reproduz a idealizacdo do deslocamento total
(uy) na qual ndo ha separacdo dos subdominios.

Utilizando a mesma simbologia da Figura 2-8(b), a Figura 2-8(c) mostra o
deslocamento associado somente a deformacgdo do corpo. Nessa configuragdo, as
representagcdes do elemento relativas aos deslocamentos U e U; tem a mesma
forma, pois os dois campos de deslocamento sdo continuos.

Por fim, a Figura 2-8(d) mostra a configuracdo do elemento referente ao
deslocamento de corpo rigido. Observa-se que apenas o subdominio QF mudou de
posicdo como indicado pela representacdo em linha cheia com trago fino,
caracterizando o movimento relativo. O paralelogramo em linha tracejada indica a

aproximagdo continua do deslocamento (Up,).
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Seguindo essa idealiza¢do, sdo introduzidos os vetores de deslocamento
nodal d, d e d associados as aproximagdes uy, U; ¢ Uy respectivamente. Esses
vetores estdo representados na Figura 2-8. De modo analogo a expressao (2.20), o

vetor d pode ser escrito como:

d="P-|lull (2.22)
Sendo:
H'go(x41) , 0
0 H'go(x1)
P = : :
H,Se(xn) O
O H,Se(xn)
Onde:

x - coordenada espacial do i-ésimo n6 do elemento;

H'q, - fungdo heaviside avaliada nos nos do elemento;

A matriz P permite distribuir o salto deslocamento do interior do elemento
para os seus nos. Este artificio cria um vetor de salto ficticio nos nds do elemento
(d). Cabe observar que tal procedimento nio eliminou o grau de liberdade de salto
associado ao ponto de colocagdo.

Introduzidos os vetores de deslocamento nodal d e d, as aproximagdes para

os deslocamentos uy, ¢ U, podem ser escritas como:

6,=N-d (2.23)

Onde:
N — matriz com a fungdo de interpolagdo do elemento.
Com os deslocamentos uy, € Uy, os respectivos campos de deformagdo sdo:
&, = B-d
~ (2.24)
&, =B P-[lull

sendo B a matriz de deformacdo de um elemento comum.
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De modo anilogo ao deslocamento up da expressio (2.21), pode-se

aproximar a deformacao &, por:

T T E (2.25)
ougy, = B-(d—P- [lul)
onde:
€, — aproximacgao do vetor de deformacao;
€, — aproximacao da componente do vetor de deformagdo do corpo;
€, — aproximacdo da componente de deformagdo associada a0 movimento

de corpo rigido.

Determinadas as deformagdes €, &, ¢ &,, o vetor tensdo relativo a

deformacao do corpo (fora da descontinuidade) ¢ definido por:

6,=D"- ¢
" " (2.26)
oudy,=D-B-(d—P-|ul])
Conhecidos os campos &, e 0, o Principio do Trabalho Virtual para o

elemento embedded ¢ aproximado por:

Ke:(d—=P-|lul)) = F, (2.27)
Sendo:

K, = f BT-D-BdQ

Qe
(2.28)
F, = f NT-Fg dQ, + f NT - Fg dIs

Qe Fs

Onde:

K, - matriz de rigidez do elemento embedded,
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F. - vetor de for¢a nodal do elemento embedded.

Baseado na hipotese de que o material da descontinuidade pode ser
representado por uma lei constitutiva relacionando tensdo e deformacdo, Manzoli
e Shing (2006) aproximaram a for¢a de superficie (Fr,) para o elemento

embedded.
1 T
Fr, = Ny-D - [B(d—P-|[u]]) +- Ny *|lull (2.29)

Onde:

e — espessura da descontinuidade

Usando as expressoes (2.26) e (2.29), a equacdo de continuidade de tensdo
(expressdo (2.17)) para o elemento embedded assume a forma:

F,, — N,-G, =0 (2.30)

e
Onde:

Fr, - Vetor forga de superficie avaliada no ponto de colocagao;

~

6. — Vetor tensdo referente a deformacdo do corpo (fora da
descontinuidade) avaliada no ponto de colocacao.

Duas observacdes podem ser feitas em relagdo a descrigdo da forca de
superficie (Fr,). A primeira ¢ que o material da descontinuidade e o da regido fora
dela sdo os mesmos. A diferenga estd no regime em que o material se encontra.
Por hipdtese, somente a descontinuidade encontra-se em um regime de
plastificacdo. A regido fora da descontinuidade tem comportamento eléstico.

A segunda observacdo ¢ que, ao usar uma lei constitutiva de material
continuo (D), as grandezas envolvidas s3o deformagdo (€) e tensdo (o). Desse
modo, ¢ necessario introduzir a matriz N, para transformar o vetor tensdo em um
vetor de forca de superficie. Ao adotar esse procedimento, impde-se o equilibrio
de forcas nas duas faces da descontinuidade.

As expressoes (2.27) e (2.30) formam o conjunto completo das equagdes do
elemento finito embedded. Para retirar o grau de liberdade ||lu|| da solugdo do

sistema de equagdes, Manzoli e Shing sugeriram o uso da condensagao estatica.


DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 0812426/CA


PUC-RIo - Certificacdo Digital N° 0812426/CA

Formulagdo mecanica de elementos finitos com descontinuidade do tipo forte 59

O elemento embedded permite representar uma descontinuidade em uma
malha evitando a sua discretizagdo. Em relagdo ao XFEM, ele apresenta a
vantagem de dispensar a criacdo de subdominios para realizar a integracdo da
matriz de rigidez, tornando a introdu¢do em um co6digo mais simples.

Um ponto peculiar do elemento ¢ o posicionamento do grau de liberdade de
salto no ponto de colocagdo (interior do elemento). Esse posicionamento faz com
que a compatibilidade associada ao grau de liberdade de salto de deslocamento
ndo seja garantida entre elementos vizinhos. A garantia da compatibilidade
permite interpolar o salto em um grau maior, mas a auséncia dela ndo compromete
a descricdo cinematica do corpo. Outro ponto ¢ a descrigdo do material que
compde a descontinuidade. Manzoli e Shing indicaram a possibilidade de trocar a
lei constitutiva relacionando tensdo e deformagdo por uma lei de interface. Essa
troca sugere o uso de materiais diferentes, porém esse procedimento ndo foi
investigado por eles. Ainda ndo ¢ possivel afirmar algo sobre a eficiéncia de tal

procedimento.

2.3.
Formulagao mecanica do elemento enriquecido explicitamente

O capitulo de introducdo mencionou algumas formulagdes de elemento
enriquecido que tém sido aplicadas na modelagem de materiais geologicos.
Concebidas inicialmente para a modelagem de processos de ruptura, essas
formulagdes apresentam algumas limitacdes na descrigdo fisica de
descontinuidades.

No contexto de meios geoldgicos, a descri¢do fisica da descontinuidade ¢
um aspecto relevante, pois os saltos de deslocamento e de poro-pressao sao
diretamente relacionados ao contraste de propriedades fisicas da falha e do meio
poroso ao seu redor. Procurando atender a essa necessidade, buscou-se na
literatura uma formulacdo que naturalmente introduzisse uma relagdo constitutiva
para a descontinuidade.

Wan et al (1995) propuseram modelar a ruptura de uma massa de solo
através de um elemento finito que reproduzisse um campo descontinuo de
deslocamento e dispensasse a geracao automatica de malha. Vista como resultado

de um processo cumulativo de deformacgdo plastica localizada, a ruptura
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manifesta-se fisicamente na forma de uma banda de cisalhamento. Devido a
pequena espessura da banda em relacdo a massa de solo, Wan et al idealizaram a
banda como uma superficie na qual ocorrem apenas deslocamentos relativos.

A formulagdo do elemento faz uso de uma modificagdo do Principio do
Trabalho Virtual, descrita por Malvern (1969). Seguindo esta modificacdo e
adicionando novos termos a funcdo de interpolagdo de elementos comuns, Wan et
al conseguiram representar a descontinuidade no campo de deslocamento devido a
presenca da banda de cisalhamento. Diferentemente de outras formulagdes, uma
lei constitutiva foi introduzida para descrever o carater de contato ou atrito na
banda de cisalhamento.

A naturalidade com que uma relagdo constitutiva ¢ introduzida na banda de
cisalhamento ¢ o principal motivo que levou a adogdo dessa formulacdo para o
desenvolvimento do elemento cortado por uma falha. A adi¢do de graus de
liberdade de deslocamento extras ¢ o fator que sugeriu nomear a referida

formulacdo como elemento enriquecido explicitamente.

2.31.
Equacao de equilibrio

Malvern (1969) apresentou o Principio do Trabalho Virtual modificado para
um corpo totalmente seccionado por uma superficie onde apenas deslocamentos
tangenciais podiam ocorrer. O mesmo procedimento ¢ mostrado neste texto,
porém para um corpo parcialmente seccionado e com a superficie deslizando em

qualquer dire¢do como ilustrado na Figura 2-9.

n
v

O
%

L,

Figura 2-9: Corpo parcialmente seccionado por uma superficie
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Sendo:

Q - dominio do corpo cortado por uma descontinuidade;
I'y - por¢do do contorno onde ¢ aplicada a condi¢do de contorno de
deslocamento;

Iy - por¢ao do contorno onde ¢ aplicada a forga de superficie;

I'r — superficie de deslocamento relativo (falha ou descontinuidade);

n - vetor normal a superficie do corpo;

F,, — for¢a de massa;
F; — for¢a de superficie atuante no contorno [';

Fr — forca de superficie atuante na descontinuidade.
O corpo encontra-se em equilibrio e estd submetido a acdo de forcas de

massa e superficie. A descontinuidade ¢ idealizada como uma superficie interna
sendo indicada na Figura 2-9 pela linha cheia I'p. Para um elemento infinitesimal

do dominio Q, a equagdo de equilibrio estatico ¢ escrita como:

V.o6+F, =0 2.31)

onde:

o - tensor de tensdo;

F, - forca de massa;

O tensor o ¢ relacionado a deformacgdo através de uma lei constitutiva como
indicado na expressao (2.32). A expressao (2.33) mostra a compatibilidade entre

deformacao e deslocamento.

6=D-¢ (2.32)
e=V-u (2.33)

Onde:
D - matriz constitutiva;
€ - tensor de deformagao;

u — deslocamento.
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Para restringir o deslocamento do corpo, aplica-se em ', a condi¢do de

contorno de deslocamento.

u = usobrel, (2.34)

As forgas de superficie nos contornos I; € [z sdo:

o -n = Fg sobrely (2.35)
Ff = —Ff sobreT; (2.36)

Com relacdo a expressao (2.36), a forca de superficie Fy € interpretada como
uma forca que se opde ao movimento da descontinuidade, isto €, atrito. Malvern
colocou esta condigdo de contorno natural para garantir que a terceira Lei de
Newton fosse obedecida. Essa condicdo diz que se uma face da falha exerce uma
forca F sobre a outra, entdo a segunda face ird exercer sobre a primeira uma forga
Fr igual em modulo e diregdo, mas com sentido contrario.

A equacdo diferencial (expressdo (2.31)) descreve o equilibrio em cada
ponto do dominio . Para definir o equilibrio em todo o dominio €, outra
equacdo na forma de integral deve ser estabelecida. Esta equacgdo, que contém
implicitamente a equacdo diferencial e as condigdes de contorno, ¢ o Principio do
Trabalho Virtual.

Malvern afirmou que o Principio do Trabalho Virtual ndo pode ser aplicado
diretamente sobre todo o dominio € (Figura 2-9) devido a descontinuidade no
campo de deslocamento e de sua derivada primeira. Porém, é possivel aplica-lo
em regides do corpo onde o deslocamento e sua derivada primeira sdo continuos.

Seguindo esta recomendagdo, o dominio Q ¢ dividido imaginariamente nos

subdominios Q+ e Q- conforme mostrado na Figura 2-10, pagina 63. A divisdo ¢
feita pela unido dos contornos I'r € I'y sendo este ultimo imaginario. Sobre o
contorno I'v, em cada subdominio, existe uma forca de superficie interna F;
representando a agdo que um subdominio exerce sobre outro. Como o corpo esta

em equilibrio, qualquer parte dele também esté. Isso exige que F; exista aos pares,

ou seja, duas forcas iguais em mddulo e direcdo, mas com sentidos contrarios.
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iy |
I
Q=0Q"'uQ

Figura 2-10: Divisio do dominio Q nos subdominios Q+ e Q-

Onde:

Q", Q - subdominios positivo e negativo;

I'y - contorno imaginario;

Ff - forga de superficie na descontinuidade exercida pelo subdominio Q-+
sobre Q-;

F; - forga de superficie na descontinuidade exercida pelo subdominio Q-
sobre Q+;

F;* - for¢a de superficie interna exercida pelo subdominio Q+ sobre Q-;

F; - for¢a de superficie interna exercida pelo subdominio Q- sobre Q+;

du’, du” - variacdo de deslocamento virtual dos subdominios Q+ e Q- ao

longo da descontinuidade I'f;

du; - variagao de deslocamento virtual sobre o contorno I'v.

Dividido o dominio €, o Principio do Trabalho Virtual para cada

J4

subdominio é escrito conforme as expressdes (2.37) e (2.38). du’ e Su” sdo

variagdes virtuais de deslocamento de cada face da falha, podendo ser diferentes
uma da outra. A variagdo virtual du; ¢ a mesma para os dois subdominios, pois o

deslocamento é tnico e continuo em I'v.

J 8¢ 0dQ?t =J 8u-deQ++J Su- FdeS++J Sut - Frdly
ot (ks r rt
s f
(2.37)
+ J 8 Ui * Fi_dr,,
r

v
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Su - FdIT +J 8u™ - Fidly

J 8g-0dQ™ =J 6u-deQ‘+J
Q- Q- r r;

+J 8“1 * Fi+drv
r

v

N

Onde:

8¢ - variagdo virtual do campo de deformagao;

8u - variacdo virtual do campo de deslocamento;

64

(2.38)

Obedecendo a condicdo de contorno da expressdao (2.36) e a existéncia de

um par de forcas sobre I'v, as expressdes (2.37) e (2.38) podem ser reescritas

como:

J 8- odOt = J Su-F,dot + J Su - Fydly +J Sut - (—Ff) dIf
ot ot r¥ rf

+ J 8“1 " (_Fl+) dFv
r

v

J 8e- 6d0- =J Su- F,dQ- +J 8u - FodIy +J Su™ - FfdIf
Q- - ry F;

+J 8“1 * Fi+dF,,
r

v

Somando as expressdes (2.39) e (2.40).
JSS codQ = J Su- deQ+J Su - F,dT +J (8u™ — 8ut) - Ffdrl;
Q Q Ts g

Fazendo:

S|lul| = Su™ — dut

O Principio do Trabalho Virtual modificado assume a forma:

(2.39)

(2.40)

(2.41)

(2.42)
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J88-0d9=J8u-deQ+J Su- FdeS+J S|[ull - FrdI& (2.43)
Q Q Ts T

Na expressdo (2.42), a varidvel ||ul| representa o deslocamento relativo das
faces da descontinuidade ou, simplesmente, o salto de deslocamento que ocorre
através da descontinuidade. A variavel &||ul| representa uma variacao virtual deste
salto.

A respeito da expressdo (2.43), Malvern diz que quando uma superficie que
permite deslizamento existe no interior de um corpo, o trabalho devido a forca de
atrito deve ser adicionado ao trabalho das forcas externas no Principio do
Trabalho Virtual. Pelo fato do atrito se opor ao movimento do corpo, este trabalho
¢ negativo.

Visando a aplicagdo do Principio do Trabalho Virtual modificado em

problemas nao lineares, a expressdo pode ser reescrita na forma incremental por:

JSS-(;szJSu-deQ+J Su- FdeS+J 8llull - Fpdle (2.44)
Q Q Fs Ff

Onde:

8¢ - variagdo virtual de deformacao;

8u - variacdo virtual de deslocamento;

6 — incremento do tensor de tensdo;

F, — incremento do vetor for¢a de massa;

F, — incremento do vetor forga de superficie;

Fr — incremento do vetor forga de superficie atuante na descontinuidade.

2.3.2.
Aproximacao do campo de deslocamento

Antes de aplicar o MEF ao Principio do Trabalho Virtual modificado, sera
apresentada a aproximag¢do do campo de deslocamento para um corpo cortado por
uma descontinuidade de acordo com o ilustrado na Figura 2-9. Feita a
aproximacao, posteriormente, serdo definidos os campos de deformacao, tensdo,

matriz de rigidez e vetor de forca do elemento enriquecido explicitamente.
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Seguindo o conceito de descontinuidade forte, o deslocamento ¢
decomposto em duas parcelas: uma continua e outra descontinua (salto) conforme

mostrado na expressao (2.45).

u= u+ [lull (2.45)

Onde:

u — vetor deslocamento;

u - componente continua do vetor deslocamento;

|lu]| — vetor de salto de deslocamento.

Wan et al (1995) assumiram que o grau de liberdade associado ao salto pode
ocupar qualquer posi¢do na face do elemento interceptado pela descontinuidade.
Isso difere do XFEM, pois nele os saltos estdo sempre posicionados nos vértices
do elemento. A Figura 2-11 mostra uma malha interceptada por uma
descontinuidade. A descontinuidade ¢ representada por uma linha cheia na cor

preta, os elementos cortados por ela s3o indicados pela cor cinza.

Q-

Figura 2-11: Malha interceptada por uma descontinuidade

Ao cruzar um elemento, a descontinuidade ¢ idealizada como um segmento
de reta. Em cada elemento cortado, a descontinuidade ¢ limitada por dois nos
como indicado pelos circulos brancos na Figura 2-11. Esses nos ndo interferem no
mapeamento do elemento. Considerando a presenca desses nds na malha, as

aproximacdes das duas componentes de deslocamento da expressao (2.45) sdo:
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W= ) N (2.46)
i€l
lull = [lutf] = > NE-uf (2.47)
j€]

Onde:
h

u" — aproximacao da componente continua de deslocamento;

||luP|| — aproximagdo do salto de deslocamento;

u® — grau de liberdade de deslocamento associado a componente continua;
uf — grau de liberdade de salto;

N — matriz contendo a fun¢do de interpolagdo associada ao grau u®;

NP — matriz contendo a fungdo de interpolagio associada ao salto de
deslocamento uf;

i - i-ésimo n6 da malha; exceto o n6 que associado a descontinuidade;

j - j-ésimo no associado a descontinuidade.

[ - conjunto dos n6s da malha, exceto aqueles associados a descontinuidade;
] - conjunto dos nos associados a descontinuidade.

Logo, o deslocamento aproximado pelo MEF da expressdo (2.45) é:

_ a B . ..B
uh = ZNi u +2Nj Uy (2.48)

iel je]

IR

u

Sendo:

u® — deslocamento aproximado pelo MEF.

A fungio de interpolagio N* ¢ uma funcdo de interpolacio comum. NP é a
funcdo que interpola o salto de deslocamento no interior de um elemento cortado
por uma descontinuidade, assumindo diferentes formas de acordo com o tipo de
elemento (CST, bilinear).

Wan et al (1995) apresentaram fungdes de interpolagdo NP para os
elementos bilinear e CST. A fungdo N do elemento CST pode interpolar o salto
independente da forma como elemento ¢ cortado pela descontinuidade. Quanto ao
elemento bilinear, a fungdo apresenta uma limitacdo quando a descontinuidade
corta duas faces que sdo unidas pelo mesmo n6 (faces adjacentes). Neste caso,

Wan et al sugeriram a substituicdo do elemento bilinear por dois elementos CST,
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sendo um deles cortado pela descontinuidade. Devido a esta caracteristica, optou-

se trabalhar com a formulagao do elemento CST.

b)

Figura 2-12: a) subdominios do elemento CST, b) salto de deslocamento

Ao ser cortado por uma descontinuidade, o elemento CST ¢ dividido em
duas regides ou subdominios: uma regido com formato triangular (€;) e outra
retangular (€,) conforme mostrado na Figura 2-12(a). A Figura 2-12(b) ilustra

como o salto (||u]|) se distribui no interior do elemento CST.

Figura 2-13: Esboco da funcio de interpolacio NP para o elemento CST
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Para que o salto |lu]| seja interpolado, a fungdo NP deve obedecer a2 mesma
regra da funcdo de interpolacdo N¢, isto €, ela deve ser igual a 1 no nd associado
ao grau de liberdade do salto e nulo nos demais. A Figura 2-13 mostra um esbogo
da fungio NP para o elemento CST. Detalhes a respeito da fungdo NP sdo

apresentados no apéndice B.

2.3.3.
Discretizagao via Método dos Elementos Finitos

Aproximado o campo de deslocamento, a matriz de rigidez e o vetor de
forca do elemento enriquecido explicitamente podem ser estabelecidos. Para
monté-los, sdo necessdrias a equagdo de compatibilidade deslocamento-
deformacdo e duas relagdes constitutivas. Observando a expressdo (2.45), a

deformacao do corpo fora da descontinuidade assume a forma:
€= £+ |lg|| (2.49)

Onde:

€ - deformagao;

€ - componente continua da deformacao;

|l€]| — componente de deformagao relacionada ao salto de deslocamento.

Sobre a descontinuidade, ndo ha deformagdo. Apenas o salto de
deslocamento ¢ definido.

Duas relagdes constitutivas sdo estabelecidas para o corpo: uma para a
descontinuidade e outra para a regido fora dela. A tensdo no corpo, fora da
descontinuidade, ¢ relacionada a deformacdo pela expressio (2.32). Para a
descontinuidade, Wan et al (1995) relacionaram diretamente a forga de superficie
na descontinuidade ao salto de deslocamento como mostrado na expressao (2.50).
O sinal negativo foi introduzido para indicar que esta for¢a se opde a0 movimento

das faces da descontinuidade conforme apontado por Malvern (1969).

Fr = {E;} = D¢ full =-[;* - {”“S”} (2.50)

s Tand (JJuyl

Onde:

Fr, — componente tangencial da forga de superficie Fr;
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Fr, - componente normal da forga de superficie Fr;

llus|l - componente tangencial do salto de deslocamento;

|lu, || - componente normal do salto de deslocamento;

D¢ - matriz constitutiva da descontinuidade;

Iss - rigidez na direg¢do tangencial da descontinuidade;

I'nn - rigidez na dire¢@o normal da descontinuidade;

ren — rigidez da descontinuidade relacionando a a¢do de Fr_ sobre uy;
rps — rigidez da descontinuidade relacionando a a¢do de Fr_ sobre ug.

Considerando o campo de deslocamento a nivel de elemento e omitindo o

sinal de somatdrio para simplificar a notagdo, a expressao (2.48) pode ser reescrita

como:

u= ub= N* u®+ NP.uf (2.51)

Utilizando as expressoes (2.49) e (2.51), a equagdo de compatibilidade

deslocamento-deformacgado ¢ aproximada por:

ex gl = g+ | (2.52)
Sendo:
o ONT o pa.ye (2.53)
0x
ONP 2.54
I = 2y — BB ub (2.54)
Onde:
P — deformagdo aproximada;
€M — aproximagdo da componente continua de deformagio;

||l€?|| - aproximagdo da deformagio relacionada ao salto de deslocamento;
x - coordenada espacial;
B® - matriz de compatibilidade deslocamento-deformagdo relativa a

componente continua do deslocamento;
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BP - matriz de compatibilidade deslocamento-deformagdo relativa ao salto
de deslocamento.

Reescrevendo as expressdes (2.51) e (2.52) na forma matricial, temos que:

uz=ul =[N« NB]- {3;} (2.55)
e= gh=[ge BB {::g} (2.56)

Introduzindo as expressodes (2.55), (2.56) e as relagdes constitutivas (2.32) e
(2.50) na expressao (2.44), a equagdo de equilibrio aproximada pelo MEF para o

elemento enriquecido é:

o ; ‘
LE[B“ B#l" -D-[Be BB]dQ° {EB}+ FE(NG) -Dg - NP dIf uf
f

(2.57)
= [ INe NOI"-Fpaos+ [ ne nOIT- Earg
Qe re
Colocando a expressdo (2.57) na forma matricial:
KE K| pay _ (FE ) 58
KB kBB {us}— iP (2.58)
Onde:
K& = [ (BY)T.D-B*dae (2.59)
Qe
K®= [ (B9T.-D-BPdOe (2.60)
Qe
Ba _ B T . RQ e
KS _J (Bf)" -D-B*dQ (2.61)
Qe
KE = [ (%) D-BPanc+ [ (N¥) Dy NParg 2.62)
Qe ré

F2= | (NOT-Edt+ | (NOT - Fdre (2.63)
Qe r¢
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Ff= | (N®) - Eydoe+ | (NB)" - Edre
e — b + sUls (264)
Qe re

Em relagdo a submatriz KEB, expressao (2.62), deve-se atentar que a integral
ao longo de I'§ esta expressa em termos do sistema global de coordenadas. Caso a
integral ao longo de I§ seja resolvida no sistema de coordenadas da
descontinuidade, antes de adiciona-la a matriz de rigidez do elemento enriquecido
expressa no sistema global, ¢ necessario pré-multiplicar e pdés-multiplicar essa
integral pela matriz de rotagao.

Visando a formulagdo do elemento com acoplamento fluido-mecanico, a

expressdo (2.58) ¢é reescrita em uma forma mais compacta:
K. d. = F, (2.65)

Onde:

o[ 3
KB KO

e

de = {3}
no
=l

A matriz K, ¢ a matriz de rigidez do elemento enriquecido, d, € F, sdo os
vetores de incremento de deslocamento e de forca externa nodal respectivamente.
Para um elemento que ndo ¢ cortado por uma descontinuidade, a fungdo NP € o
grau de liberdade uf sio nulos fazendo com que a expressdo (2.57) seja reduzida

para a formulacdo de um elemento comum.

24.
Quadro comparativo das formulagées de elemento finito com
descontinuidade do tipo forte

A descricao dos elementos XFEM, embedded e enriquecido forneceu uma
rapida compreensdo do modo como uma descontinuidade fisica ¢ introduzida em

uma malha de elementos finitos sem discretiza-la. Visando explicitar a razdo da
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escolha do elemento enriquecido para estender o problema mecanico ao
acoplamento fluido-mecanico, as caracteristicas mais relevantes das formula¢des
sdo citadas e listadas na Tabela 2-1. As caracteristicas sdo:
» Equacdo empregada para representar a descontinuidade;
» Compatibilidade no campo de deslocamento;
» Numero de graus de liberdade por elemento para representar o salto de
deslocamento para um elemento CST;
» Uso de elementos de transicao;
» Divisdo do elemento em subdominios para realizar a integracdo
numérica;
» Introducao de uma lei contato ou interface para a descontinuidade.
Deve-se ressaltar que as caracteristicas enumeradas ndo impedem a
aplicagdo das formulacdes dos elementos XFEM e embedded no acoplamento
fluido-mecanico. Elas indicam simplesmente quais fatores influenciaram na

adocdo do elemento enriquecido neste trabalho de pesquisa.

Tabela 2-1: Quadro comparativo dos elementos com descontinuidade do tipo forte

Caracteristicas X-FEM Embedded Enriquecido
Principio do . . .
Trabalho Virtual Sim Sim Sim
Equagdes | Continuidade de
tensdo na Niao Sim Nao
descontinuidade
Garantia de compatibilidade Sim Nio Sim
Numero de graus de liberdade
6 2 4
de salto
Uso de elemfjntos de Sim Nio Nio
transi¢cao
Uso de subdominios Sim Niéo Sim
Uso de uma lei de contato ou . . .
Sim Sim Sim

interface na descontinuidade

Observando a Tabela 2-1, o elemento que desperta maior interesse do ponto
de vista computacional ¢ o embedded. A sua formulagcdo evita a divisdo do
elemento em dois subdominios para realizar a integragdo numérica, facilitando a
introdu¢do do elemento em um cddigo. Além disso, essa caracteristica reduz o
tempo de simulagdo, principalmente em problemas ndo lineares, ja que a matriz de
rigidez ¢ avaliada em um niimero menor de pontos de integragao.

Em relagdo ao uso da equagdo de continuidade de tensdo na

descontinuidade, ela reproduz a mesma hipdtese associada aos termos de
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dissipacdo de energia e atrito introduzidos no Principio do Trabalho Virtual para
os elementos XFEM e enriquecido. Ao adotar a continuidade de tensdo o que se
procura ¢ garantir o equilibrio de forcas nas duas faces da descontinuidade. Essa
condigdo ja esta implicita nas formulagdes dos elementos XFEM e enriquecido,
pois ao admitir a igualdade das forcas de superficie atuantes em cada face da
descontinuidade, o que estd sendo feito ¢ a imposi¢do do equilibrio mecanico na
descontinuidade.

Quanto a introducdo de uma lei de interface no elemento embedded, deve-se
frisar que a citagdo na Tabela 2-1 estd baseada em uma afirmagdo existente do
trabalho apresentado por Manzoli e Shing (2006). A representagdo da
descontinuidade por um material que obedeca a esta lei ndo foi investigada por
eles.

A respeito da compatibilidade do salto de deslocamento, mesmo ela ndo
sendo obedecida, nota-se que o elemento embedded consegue reproduzir
adequadamente a cinematica (movimento) de corpos em processos de ruptura.
Diante dessa exposi¢do, a razdo da escolha do elemento enriquecido em relacdo ao
embedded esta associada a dois motivos. O primeiro motivo ¢ que, ao garantir a
compatibilidade do salto de deslocamento e, portanto, descrevendo-o em um grau
maior, acredita-se que o elemento enriquecido pode obter, em termos
quantitativos, uma resposta muito proxima ou, por vezes, a mesma de um modelo
numérico em que uma descontinuidade ¢ discretizada. O segundo motivo € que a
relacdo forca de superficie e salto de deslocamento ja foi investigada por Wan et
al (1995), permitindo a sua pronta aplicacao.

Ao comparar as caracteristicas dos elementos XFEM e enriquecido citadas
na Tabela 2-1, observa-se que existem poucas diferengas entre eles. Os dois
elementos garantem a compatibilidade do salto de deslocamento, usam
subdominios para a integracdo numérica e podem utilizar uma lei de contato para
representar a descontinuidade fisica.

Com relacdo a lei de contato, cabe ressaltar que o uso de pardmetros de
penalidade para representar a rigidez da descontinuidade no elemento XFEM ¢
uma abordagem muito similar a matriz Dr (equagdo (2.50)) do elemento
enriquecido.

A auséncia de elementos de transicdo ¢ uma vantagem do elemento

enriquecido em relagdo ao elemento XFEM, porém ela existe somente quando a
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funcdo shifted heaviside nao ¢ empregada. Independentemente da funcido adotada
para interpolar o salto, outra vantagem € que, ao posicionar os graus de liberdade
de salto exatamente sobre a descontinuidade, o nimero de graus de liberdade
adicionais do elemento enriquecido ¢ menor do que o exigido pelo elemento
XFEM. Uma vantagem do ponto de vista computacional.

Esse posicionamento ndo reduz apenas o nimero de graus de liberdade
adicionais do elemento enriquecido, mas, para o problema de fluxo de fluido, ele
permite estabelecer uma relagao clara entre o fluxo normal a descontinuidade e o
salto de poro-pressao.

Dentro do contexto de formulagdo mecanica, nota-se que nao ha diferencas
significativas entre os elementos XFEM e enriquecido. Sob certo aspecto, o
elemento enriquecido poderia ser interpretado como um caso particular do XFEM.
Praticamente, a Unica caracteristica que pode diferenciar o elemento enriquecido
do elemento XFEM ¢ o posicionamento do grau de liberdade de salto exatamente
sobre a descontinuidade.

A possibilidade de introduzir parametros fisicos da descontinuidade na
formulacdo do elemento, a auséncia de elementos de transicdo e a aparente
facilidade em relacionar o fluxo de fluido através da descontinuidade ao salto de
poro-pressdo sdo os principais fatores que levaram a adogdo do elemento

enriquecido em relacdo ao XFEM.
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