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Resumo

Bezerra, lury Steiner de Oliveira; Pacheco, Marco Aurélio Cavalcanti
(Orientador); Kubrusly, Carlos (Co-orientador). Investigacdo de um
modelo ab initio para célculos de estrutura eletronica de atomos por
Algoritmos Evolutivos, Wavelets e Polindmios de Laguerre. Rio de
Janeiro, 2014. 147p. Tese de Doutorado - Departamento de Engenharia
Elétrica, Pontificia Universidade Catolica do Rio de Janeiro.

A simulacédo da estrutura eletronica de atomos e moléculas, desde do inicio
da década de 90, tem se mostrado uma ferramenta imprescindivel para o
desenvolvimento de éareas estratégicas, ainda emergentes, mas fundamentais,
como por exemplo, a &rea de Nanotecnologia. No entanto, esse tipo de simulacao,
ainda hoje é de grande complexidade e exige alto poder computacional. Dessa
forma, torna-se fundamental a criacdo de métodos de simulacdo mais precisos e
computacionalmente menos custosos. Este trabalho utiliza Algoritmos Evolutivos
e métodos de Inteligéncia Computacional junto de algumas ferramentas
desenvolvidas e estudadas tradicionalmente pela Matematica Aplicada em
calculos de estrutura eletrdnica. Em particular, sdo construidas novas formas de
aproximacdo de solugdes para equacdo de Schrodinger, que contemplem os
requisitos fisicos necessarios. Essas solu¢Bes serdo nomeadas de fun¢des de ondas

evolucionérias, que neste trabalho serdo tratadas como pontos em um espaco de

Hilbert formado pelo fecho em 1y da intersecdo das funcdes definidas na semi-
reta, continuas e de derivadas continuas, simétricas ou antissimétricas com relagédo
a permutacdo de suas coordenadas. Sd@o demonstrados alguns resultados,
requisitos para utilizacdo de Algoritmos Evolucionérios e Séries de Fourier
Generalizadas, baseadas em polindmios de Laguerre modificados e Wavelets. Esta
pesquisa é desenvolvida inicialmente para sistemas de dois elétrons, e mais tarde é
estendida para sistemas mais complexos, a fim de criar uma abordagem

alternativa as tradicionais.

Palavras-chave
Nanotecnologia; Quimica Computacional; Quimica Quéntica; Mecanica
Quantica; Wavelets, Algoritmos Evolucionarios; Algoritmos Genéticos.
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Abstract

Bezerra, lury Steiner de Oliveira; Pacheco, Marco Aurélio Cavalcanti
(Advisor); Kubrusly, Carlos (Co-advisor). Investigation of an ab initio
model to electronic structure of atoms based on evolutive algoritms,
wavelets and Laguerre polynomials. Rio de Janeiro, 2014. 147p. DSc.
Thesis — Departamento de Engenharia Elétrica, Pontificia Universidade
Catdlica do Rio de Janeiro.

The simulation of the electronic structure of atoms and molecules has been
shown to be, from the beginning of 90’s, an indispensable tool for the
development of strategic areas, that are still emergent, but fundamental, like
nanotechnology. However, this type of simulation is still of great complexity
today and demands high computational power. Thus, the creation of more precise
and less costly methods becomes fundamental. With the elaboration of this
research, the intention is to create alternatives basis that can be used into the
traditional methods of simulation of electronic structure, such as the Hartree-Fock
method, GVB, among others. This essay intends to investigate part of the
mathematical tools used in the calculations of electronic structure, in order to
create disruptive approaches, related to the precision or velocity of the obtainment
of relevant results. The new methods are based in Computational Intelligence and

concepts of Functional Analysis like Wavelets.

Keywords

Nanotechnology; Computational Chemistry; Quantum  Chemistry;
Quantum Mechanics; Evolutionary Algorithms; Wavelets; Genetic Algorithm.
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1
INTRODUCAO

1.1.

Motivacao

Diante de uma nova era de revolucdo, a tecnoldgica, a humanidade
enfrenta uma quantidade de novos desafios de dimensdes incomensuraveis. 1sso
leva a necessidade de desenvolver novos métodos cientificos e tecnoldgicos para
impulsionar o desenvolvimento de novas tecnologias. Dentro desse contexto,
podem ser citados inumeras areas, por exemplo, a nanotecnologia, que para ser
desenvolvida necessita do apoio da computacdo, que por sua vez necessita da
nanotecnologia para evoluir.

Assim, diante da enorme quantidade de desafios presentes no dia-a-dia,
surge uma area ainda emergente denominada de nanotecnologia computacional,
que compreende a utilizacdo de métodos computacionais para apoiar o desenho de
sistemas nanomeétricos. Dentre os métodos computacionais utilizados para esse
fim, destacam-se 0s métodos ab-initio utilizados como um dos pilares
fundamentais da quimica computacional. Esses métodos sdo fundamentados em
teorias estabelecidas na década de 30 por Edwin Schrddinger, e mais tarde
aprimoradas por Feymman, Dirac, Pauling, Slater e outros fisicos. Entretanto,
esses métodos apenas tornaram-se passiveis de implementacdo computacional
gracas a Hilbert, Von Neumman e outros matematicos brilhantes no decorrer de
décadas.

Os métodos de simulacdo utilizados em Quimica Computacional podem
beneficiar diversas areas da ciéncia. Esses métodos beneficiam, por exemplo, a
criacdo de novos farmacos, a despoluicdo da &gua e do ar, o aperfeicoamento das
tecnologias de comunicacdo e informacdo, a producdo eficiente de energia, 0
desenvolvimento de materiais mais leves e resistentes, entre outras. No entanto, o
desenvolvimento desses métodos é uma tarefa altamente complexa e custosa.

Tais métodos objetivam encontrar a solucdo da equacdo de Schrodinger,

que descreve a dindmica de um conjunto de M nicleos e NV elétrons em sistemas
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moleculares. No entanto, ainda ndo é possivel obter a resolugdo exata dessa
equacdo para sistemas arbitrarios. Boas aproximagfes sdo conseguidas para um
conjunto ainda limitado de sistemas. Uma das aproximacdes mais populares é
conhecida como método de Hartree-Fock. Porém, a qualidade de tal método
depende basicamente de duas aproximag0es: as consideradas no Hamiltoniano e
as consideradas a respeito da forma funcional das funcgdes utilizadas como
tentativas (SHAVITT, 1963), (SANTOS, 1992).

Uma das implementa¢fes mais importantes no método Hartree-Fock para
moléculas foi formalizada por J.C. Roothaan na década de 50, atraves da
aproximagdo que ficou popularizada como “Combinagéo Linear de Orbitais
Atémicos (LCAO)” (ROOTHAN, 1951). Nesse contexto, um conjunto de funcdes
de base sdo combinacdes lineares de fungbes que produzem uma resposta
aproximada da funcéo de onda que representa o sistema real.

No entanto, 0 método de Hartree-Fock apresenta certas inconsisténcias
que podem induzir a interpretacfes errbneas do sistema estudado, ou mesmo
induzir a confusdes. Uma das principais inconsisténcias do método de Hartree-
Fock, segundo (NASCIMENTO apud COUTINHO, 2007) é a falta de simetria
permutacional das funcOes de onda utilizadas. Tal aproximacdo pode né&o
descrever bem o sistema estudado. Basicamente o método exige que para as
funcBes serem antissimétricas com relacdo a permutacdo das suas coordenadas, as
funcbes de onda espaciais sejam mescladas com as funcbes de spin, 0s Spin-
Orbitais do determinante de Slater. Além disso, para sistemas moleculares é
admitido no método de Hartree-Fock que fungbes de onda provenientes de
Combinacédo Linear de Orbitais Atdmicos formam fun¢des de onda de moléculas,
e isso pode ndo ser necessariamente verdade. Pois, uma combinacdo linear de
orbitais atdmicos pode ndo ser necessariamente uma autofungdo do Hamiltoniano
molecular, exceto no caso desses orbitais atbmicos formarem uma base para o
espaco de fungOes consideradas. Apesar disso, consideracdes feitas sobre as
limitagbes do método Hatree-Fock guiar o desenvolvimento de métodos
computacionais mais confiaveis, do ponto de vista tedrico, rapidos e mais
aderentes a realidade de sistemas fisicos e quimicos para 0os ndo € possivel a
utilizacdo do Hatree-Fock em sua forma plena.

Métodos considerados mais precisos sdo baseados na insercdo de variaveis

que mapeiam a distancia inter-eletrénica. No entanto a insercdo dessas variaveis
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aumenta drasticamente o esforco computacional necessario para realizar os
célculos de estrutura eletronica. Em geral, o numero de varidveis presentes numa
funcdo que considere explicitamente distancias inter-eletrnicas € o nimero de
elétrons somado a todas as combinagdes tomadas dois a dois elementos. Esse fato
torna naturalmente o problema do ponto de vista computacional em um tempo
finito e factivel muito mais complicado.

O desenvolvimento de métodos utilizados para realizar célculos de
estrutura eletronica é uma tarefa arida e muito complicada. Considera-se o
emprego de métodos de inteligéncia computacional, uma vez que esses méetodos
vem apresentado resultados satisfatérios em milhares de aplicaces,
comprovadamente. Denomina-se Inteligéncia Computacional o conjunto de
técnicas computacionais inspiradas em principios naturais, isto €, biologicos,
fisicos e sociais. Essas técnicas podem ser aplicadas para resolver problemas cujas
solugdes sejam dificeis ou impossiveis de serem obtidas pelo uso de ferramentas
tradicionais.

Neste trabalho, sdo aplicados alguns paradigmas de Inteligéncia
Computacional junto a alguns preceitos de matematica aplicada, em particular,
Anélise Funcional. Tem-se a expectativa de que as técnicas inspiradas na natureza
fornecam um novo arsenal de técnicas para o desenvolvimento de ferramentas
mais adequadas a simulacdo ab-initio de sistemas polieletrénicos, isso €, técnicas
que apresentem um comprometimento entre acuracia e baixo custo
computacional.

Ferramentas baseadas em Inteligéncia Computacional tém sido aplicadas a
diversos ramos da ciéncia. A aplicacdo dessas técnicas geralmente conduz a
resultados que surpreendem especialistas das mais diversas areas. Diante disso,
este trabalho tem o objetivo de aplicar Inteligéncia Computacional como
ferramenta de apoio ao célculo da estrutura eletrénica de &tomos e moléculas. Para
a revisdo do ferramental matematico necessario, serdo discutidos alguns topicos

relacionados a Teoria dos Operadores e Teoria da Aproximacao.
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1.2.
Objetivos

1.2.1.

Geral

Esta pesquisa tem como objetivo principal investigar algumas
propriedades do operador de Schrodinger e desenvolver procedimentos de
calculos de estrutura eletronica, baseados em um conjunto de funcbes bases
inédito, construido a partir de bases ortogonais de suporte compactos junto de

Algoritmos Evolucionarios e principios basicos de Anélise Funcional.

1.2.2.

Especificos

O objetivo desta pesquisa € analisar e desenvolver algumas novas formas
de aproximar fungdes de onda baseadas em particularidades do operador de
Schrodinger. Para tanto, sera necessaria a utilizacdo de alguns teoremas
fundamentais da Analise Funcional e alguns conceitos basicos, como o de espa¢os
de Hilbert, e a nogdo de aproximacéo em espacos vetoriais de dimensao infinita, o
de espacos vetoriais normados.

Deseja-se buscar diferentes formas de aproximar solucdes da equacdo de
Schrddinger, com o auxilio de Polinbmios de Laguerre, Wavelets, através de
procedimentos propostos neste trabalho.

Busca-se, através da revisdo de alguns conceitos fundamentais da Andlise
Funcional e da teoria da Mecanica Quantica, apresentar um compéndio de
técnicas capazes, de reunidas, convergirem para uma metodologia apta a simular,
de forma mais eficaz e precisa, um sistema multieletrénico.

Além disso, ¢ também objetivo desta pesquisa realizar a criacdo de
ferramentas capazes de aprimorar o desempenho meétodos de otimizagdo baseados

em técnicas evolutivas.
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1.3.
Contribuicdes

Sob o ponto de vista da Inteligéncia Computacional, serdo construidos
novos modelos, tanto de otimizacdo, quanto de aproximacdo, que podem
eventualmente ser utilizados em outras &reas de pesquisa.

Visualizam-se também, como contribui¢cBes desta pesquisa, o estudo e
integracdo de métodos da Matematica Aplicada com a Inteligéncia Computacional
para a finalidade de simular sistemas polieletrénicos.

Ja para a area de simulacdo a nanotecnologia computacional, espera-se
conceber um novo método para realizar simulacGes mais eficientes, isto é, mais
precisas e menos custosas.

Considera-se como principais resultados dessa tese:

i.  Uma aplicacdo inédita do algoritmo co-evolutivo com
inspiracdo quantica; capaz de especificar as bases e 0s seus
coeficientes a0 mesmo tempo;

ii.  Um novo paradigma de utilizacdo de funcbes wavelets como
funcbes de base para calculos de estrutura eletrénica; foi
desenvolvido um arcabouco inédito que possibilita utilizar bases
completas, muito simples, como a de Haar por exemplo, em
calculos de estrutura eletrénica;

iii. A construcdo de uma metodologia inédita capaz de construir
funcbes de bases a partir de qualquer base ortogonal de
suporte compacto; foram construidas uma familia inédita de bases
completas a partir de wavelets para calculos de estrutura eletrdnica
em geral,;

iv. A construcdo de uma nova base baseada no segundo polindbmio
associado de Laguerre modificado; que pode acelerar a
convergéncia do método proposto para a solugdo correta. Isso pela
insercdo de um pardmetro ndo-linear na propria formagédo da base,
variando bases possibilitando ao algoritmo realizar a variagdo do
sub espaco no qual a solucgéo é procurada;

v. Uma base cujos seus elementos podem ser obtidos por

recursividade; isso possibilita a reutilizacdo dos elementos de base
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1.4.

para calculos mais apurados; dessa forma, é vislumbrada a
possibilidade da reducdo do esforco computacional para a
aproximacdes de ordem superior. Apesar disso, como Visto,
realizar a expansdo de uma funcéo de onda em séries de Fourier
pode demandar uma quantidade muito grande de integrais a serem
computadas para realizar o célculo da energia total do sistema;

vi. Uma metodologia para garantir que o problema de o
otimizacdo € um problema restrito; que é consequéncia do
teorema 6-9e de seus corolarios que estabelecem limites superiores
e inferiores para os coeficientes das séries de Fourier;

vii.  Um teorema que pode contribuir para a resolucdo de

dimensionalidade de problemas de otimizacdo em geral,

viii.  As discussbes sobre a complexidade computacional do calculo

do range numérico do operador de Schrédinger, e os caminhos

sugeridos.

Descricao do Trabalho

Conforme os objetivos descritos anteriormente, esta pesquisa propfe a

integracdo de conceitos de Inteligéncia Computacional e Analise Funcional para

criar alternativas a métodos tradicionais de simulacdo, presentes na Quimica

Computacional.

Este trabalho compreende nove etapas descritas a seguir:

1.

Um estudo sobre Fundamentos de Mecanica Quantica e Quimica
Computacional. Para isso, realizou-se uma pesquisa bibliografica. Nesta
etapa foram estudados os principios béasicos da Mecéanica Quantica
aplicada a sistemas atdmicos.

Um estudo sobre Analise Funcional e métodos aplicados a solucéo da
equacdo de Schrodinger. Para isso, realizou-se uma pesquisa
bibliogréafica. Nesta etapa, foram estudadas as principais propriedades a
serem consideradas neste trabalho sobre operadores e espagos normados.
Um estudo sobre Algoritmos Evolutivos e suas possiveis aplicacfes a

simulacgéo de sistemas polieletrénicos. Nesse estudo, além de terem sido
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compiladas as informagdes necessérias para a implementacdo de
Algoritmos Evolutivos, Co-evolutivos, com Inspiracdo Quantica (AEIQ)
sdo também compreendidas as suas vantagens e desvantagens em relacao
aos modelos tradicionais.

4. Um estudo tedrico dos principais métodos para realizar aproximacao
de fungdes em espacos de Hilbert. Nessa fase, foi realizado o estudo de
alguns meétodos que podem ser utilizados para aproximar a solucdo da
equacdo de Schrodinger.

5. Definicéo das alternativas estudadas para realizar a aproximagdo da
solucdes da equacgdo de Schrodinger por Inteligéncia Computacional.
Nessa etapa, foi definido um conjunto de técnicas que poderiam ser
utilizadas para criar e propor soluc@es, tais como: métodos evolucionarios
aplicados a parametrizagdo de modelos baseados em Wavelets e
expansdes de Laguerre.

6. Extensdo do modelo de Algoritmos Evolucionarios com Inspiracao
guantica. Aqui se apresenta uma extensdo do algoritmo evolucionéario
proposto em (CRUZ et al, 2005) para o caso co-evolucionario.

7. Implementacao do Algoritmo Evolucionario com Inspiracdo Quéntica
e de sua extensdo para o0 caso co-evolucionario. Nessa etapa, Sdo
implementados os algoritmos em uma linguagem de programacdo para
que seja possivel construir os sistemas propostos.

8. Realizacdo da construcdo do simulador, baseadas nas técnicas

discutidas.

1.5.

Organizacao do Trabalho

Esta proposta de tese esta dividida em seis capitulos adicionais, descritos a seguir:

= Capitulo 2, apresenta um breve histérico da Quimica

Computacional e Mecéanica Quantica, onde sdo também

apresentados alguns dos fundamentos necessarios para a
compreensdo deste trabalho;

= Capitulo 3, sdo apresentadas, de forma detalhada, uma revisdo de

espagos vetoriais normados e teoria dos operadores;
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Capitulo 4, Sao apresentados 0s conceitos relativos as wavelets e
polindmios de Laguerre utilizados para a cria¢cdo do novo conjunto
de fungbes de bases propostas para calculos de estrutura eletronica.
Capitulo 5, sdo apresentadas, de forma detalhada, as principais
ferramentas de otimizac&o e técnicas utilizadas;

Capitulo 6, discute diversos resultados considerados essenciais
para realizar a integracdo entre os métodos propostos e Algoritmos
Evolutivos;

O capitulo 7 apresenta algumas discussdes e sugestdes para
trabalhos futuros;

Finalmente, o capitulo 8 apresenta as conclusées do trabalho.
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2
FUNDAMENTOS DE MECANICA QUANTICA

2.1.

Introducéo

Assim como em outras areas do conhecimento humano, o uso do termo
“Quimica Computacional” se popularizou devido a uma confluéncia de fatores
cientificos, historicos, tecnoldgicos e culturais. O desenvolvimento dessa area
apenas se tornou possivel devido ao poder de processamento de computadores
modernos, de softwares sofisticados e de uma melhor compreensdo de alguns
principios basicos da ciéncia. O potencial oferecido pela tecnologia recente de
hardware e software teve como consequéncia o desenvolvimento de uma grande
variedade de técnicas para célculos numéricos e simbolicos. Esses métodos se
estendem a muitas areas de aplicacdo e aumentam o potencial das simulaces, o
que torna a Quimica Computacional um dos dominios interdisciplinares mais
promissores do século XXI.

O dominio e a manipulacdo da matéria em escala nanométrica se mostram
imprescindiveis atualmente, uma vez que, devido as suas particularidades,
apresentam aplicacdes Uteis em diversos campos de conhecimento. Para que seja
possivel simular o comportamento da matéria em escala atbmica, sdo aplicados 0s
métodos de Quimica Computacional baseados no formalismo da Mecéanica
Quantica.

N&o é exagero afirmar que o ser humano tem sido envolvido por uma
avalanche de consequéncias da Mecanica Quantica, desde seu desenvolvimento.
Desde os primérdios da Fisica Quantica, no inicio do século XX, muitas
formulacGes para representar a estrutura da matéria foram sugeridas, em parte
com o objetivo de se conseguir solucionar problemas fisicos em escala atdmica.
Uma das possiveis abordagens utilizadas para representar a estrutura da matéria é

a formulagdo em termos da funcéo de onda representada por Schrodinger.
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Sugerida na década de 1920, a0 mesmo tempo em que a Mecanica
Quaéntica dava seus primeiros passos, a representacdo de Schrodinger tornou-se a
abordagem mais conhecida da Fisica Quantica (CAETANO, 2003).

Foi em 1926 que Erwin Schrodinger e Werner Heisenberg descobriram,
independentemente, os principios bésicos de um novo tipo de mecénica, que
fornecia técnicas matematicas apropriadas para lidar com a dualidade onda-
particula da matéria ou energia. A descricdo de Schrodinger foi chamada de
formulacdo Ondulatoria e a de Heisenberg, Mecéanica Matricial. Apesar de suas
formulagdes bem distintas, os dois metodos sdo essencialmente equivalentes
(DIRAC, 1929) no nivel mais profundo dos conceitos fisicos basicos.

Um conceito fundamental para o desenvolvimento da Mecanica Quantica
foi postulado por Niels Bohr no inicio do século XX: a existéncia de estados
estaciondrios quantizados para sistemas atdmicos.

Posteriormente trés cientistas construiram os alicerces da Mecénica
Quantica moderna. Sdo famosas as contribui¢cbes de Heisenberg, Schrodinger e
Dirac e suas formulacdes sdo ao mesmo tempo equivalentes e complementares.

Mas, foi Erwin Schrodinger que postulou a equacdo responsavel por
descrever corretamente 0 movimento de sistemas quanticos. Juntando a ideia de
Planck, a quantizacdo classica de Bohr e a ideia do comportamento ondulatério da
matéria, chegou-se a uma equacdo admiravel por conseguir descrever a dinamica
de sistemas eletronicos.

Para que fosse possivel resolver a equacao de Schrodinger foi necessario o
auxilio de matematicos habilidosos e a solucdo somente se tornou conhecida, na
década de vinte do século XX. A interpretacdo probabilistica fornecida por Born
(CAETANO, 2003), (LEACH, 2001), permitiu ao homem conhecer as “formas”
geométricas do que hoje se conhece por orbitais atbmicos.

A solucdo da equacéo de Schrédinger € uma funcdo denominada funcdo de
onda, que pode-se dizer que € um ponto arbitrario em um espaco de espaco de
Hilbert especifico. Essa funcdo pode ser complexa de variavel real, e ainda s6
pode ser obtida para um conjunto restrito de casos. Para sistemas que contém mais
de um elétron, um tratamento mais sofisticado é necessario.

Diversos métodos de aproximacdo foram propostos com o intuito de se
encontrar de forma aproximada a solucdo da equacdo de Schrddinger para

sistemas Polieletrénicos. Entre eles estdo o método de Hartree-Fock e método do
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Funcional da Densidade (DFT). Esses métodos estdo em constante
desenvolvimento e sdo aplicados rotineiramente no estudo da modelagem
molecular, centro das aten¢es da Quimica Computacional. Esses métodos apenas
fazem parte de um conjunto de ferramentas disponiveis para solucionar diversos
problemas. Sdo mostrados na Figura 2-1 alguns dos principais métodos utilizados

em Quimica Computacional.

Modelagem Molecular

Mecanica Molecular Métodos Semi-Empiricos Métodos ABNITIO

Camposde Forca Dinamica Molecular

Teoria do Funcional

Hartree-Fock (HF) de Densidade (DFT)

Coupled Cluster (CC)

eracion (0 parurbaion heory
Interaction (CI) )
Multiconfigurational Multi-Reference
SCF (MCSCF) Configuration

Interaction (MRCI)

Figura 2-1 Taxonomia dos métodos de modelagem molecular.

2.2.

A equacdao de Schrodinger, a funcao de onda e os operadores

A analise de qualquer sistema eletrénico existente na natureza tem sempre
como ponto inicial a equacdo de Schrddinger. Essa equagdo mescla os principios
de Hamilton com a dualidade onda-particula.

Em Mecanica Quantica, uma particula é associada uma funcdo de
variaveis reais com valor no campo dos complexos. Essas variaveis podem ser
coordenadas espaciais e temporais.

Porém, muitas das aplicacbes da Mecénica Quantica direcionadas a
Quimica Computacional, levam em conta fungdes de onda que ndo dependem do
tempo. Assim, a equacgédo de Schrodinger passa a ser uma equacao de autovalor, na
forma independente do tempo, como se segue:

Hy = = 2-1
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¥ ¢ a denominada funcéo de onda. Essa fungéo descreve o comportamento

do sistema, e pode ser complexa. E é o valor da energia que o sistema fornece

quando o operador H g aplicado sobre a funcdo de onda que descreve o sistema,

caso esse sistema se encontre num estado estacionario. ¥t

é chamado de operador
Hamiltoniano e contém termos referentes ao movimento e interacdo das
particulas do sistema (LEACH, 2001).

A solucdo da equacdo de Schrodinger é a funcdo de onda e toda a
Mecénica Quéantica moderna esta baseada em tal solugcdo (MOORE, 1972). Entéo,
faz-se necessario definir quais sdo as condicGes para que uma funcdo seja
considerada aceitdvel como solucdo de um problema de Mecéanica Quantica. A
teoria apresenta os seguintes postulados:

Postulado |
Qualquer estado de um sistema dindmico contendo N particulas pode ser

descrito por uma funcdo de onda W(%t) onde * é o vetor de coordenadas dos
varios elétrons que constituem o sistema e t € o tempo.

Postulado 11
A funcio de onda W(%%) ¢ sua primeira e sequnda derivadas 9w (x.£)/ 9%

9P (x, t)7/9x7 gevem ser continuas e finitas.
Postulado 111
Qualquer quantidade que seja fisicamente observavel pode ser

representada na Mecénica Quantica por um operador hermitiano. Um operador

hermitiano é um operador F que satisfaz a seguinte relacéo:

| 0= [ 4260Fe (e 2.2
onde * indica o conjugado complexo. W1 e W2 representam os estados fisicos da
particula.

Postulado V

A média ou valor esperado (F) de qualquer observavel correspondente a

um operador F & calculada através da formula

(F) = f () Fy(x)dx 23
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Postulado VI
Essa formulacdo exige que a funcdo de onda seja normalizada, isto é,

[ iq;(xj*q;(xjdx= 1

2-4

Postulado V11

Em sistemas com condi¢Ges de contorno, a funcdo de onda deve ser nula
para distancias tendendo ao infinito, e, em sistemas sem condi¢fes de contorno,
ela deve ser periodica. Dado que a fungdo de onda satisfaz a todas as restri¢oes
anteriormente apresentadas, entdo o mddulo do quadrado dessa funcdo de onda
define a probabilidade da referida particula ser encontrada em uma dada regido
(OPPENHEIMER, 1927).
Postulado V111

Se um operador O for capaz de permutar a posicdo dos nucleos ou elétrons
de um sistema molecular ou atdmico, sem alterar o Hamiltoniano eletrdnico, entdo

a energia do sistema € invariante frete a aplicacdo do operador.

2.3.
O operador Hamiltoniano , as aproximag¢des de Born- Oppenheimer e

do Campo Central

Uma funcdo de onda descreve o comportamento de um sistema eletrénico.
No entanto, apesar da sua grande utilidade, ainda ndo é possivel, com o
ferramental tedrico desenvolvido até hoje, obter a solu¢do exata analitica da
equacdo de Schrodinger para um sistema eletrénico qualquer. Por isso, durante
décadas, surgiram varios tipos de aproximacdes usadas em problemas
importantes, que possibilitam, ainda de forma aproximada, inferir algum tipo de
comportamento de sistemas aos quais nao se € possivel obter solucdes exatas. As
principais aproximacOes para sistemas que possuem mais de um elétron sdo
discutidas a seguir.

O operador Hamiltoniano que aparece na equacao de Schrddinger € uma
das entidades que mais contém aproximacdes. Muitos problemas em Quimica
Quéntica podem ser resolvidos com a equacdo desconsiderando os efeitos

relativisticos e assumindo que a equacdo ndo depende da varidvel tempo. O
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calculo do Hamiltoniano, em unidades atbmicas, de um sistema multieletrénico é
dado pela equacgéo (2-6) (JENSEN, 2001)

5 R N ZZZZ

i=1 A=1 i=1 j=i A=1B>=>=A
Onde, M; ¢ a massa do nucleo ‘4 Z4 ¢ 0 numero atdmico do ndcleo 4, i é a
A N

b

distancia entre os elétrons * eJF I'ia a distancia entre o elétron £ e o ndcleo
M indicam respectivamente o numero de elétrons e nicleos do sistema.

E possivel escrever a Equacéo (2-6) em sua forma compacta descrita em

H=T +T,+V,_,, +V,..+V,, 2-6

onde 7= ¢ o operador energia cinética eletrénica, T é o operador energia cinética

nuclear, Yen e 0 operador energia potencial referente a atracdo elétron-nticleo, Vee

é o operador energia potencial referente a repulsio elétron-elétron e Yan é o
operador energia potencial referente a repulsdo nucleo-nucleo .
A aproximacdo de Born-Oppenheimer, ou aproximacdo adiabatica,

(SZABO & OSTLUND, 1996), é formulada a partir da seguinte afirmacao:

A razdo entre as massas do elétron e do nucleo é suficientemente pequena de
forma que os nicleos ndo acompanham as rapidas mudancas na trajetoria dos
elétrons e podem ser considerados fixos.

Assim, considera-se que 0s elétrons movem-se em campos com o nucleo

fixo e tem-se, dentro dessa aproximacdo, que o termo de energia cinética nuclear

T na Equacdo (2-6) é muito menor do que 0s outros termos e, portanto, pode ser

desprezado.
Além disso, o termo de energia potencial devido a repulsdo nucleo-ndcleo

Van é uma constante. Entdo, o Hamiltoniano total do sistema, assumindo-se a

aproximacéo de Born-Oppenheimer, é dado por:
H= Heie + Fﬂ.ﬂ. 2-7
onde

Hele = Te + FE‘I‘I- + Vee 2-8
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Todas essas manipulagdes implicam na possibilidade de reescrever a

equacio H¥ = =W como se segue:

He£e¢e£e = “gclibeie 2-9

Apesar da aproximacdo de Born-Oppenheimer introduzir algumas
simplificacGes no calculo do Hamiltoniano, ainda assim ndo é possivel, com tal
ferramenta, calcular exatamente o efeito desse operador em um sistema
polieletrénico. Dessa forma, faz-se necessario introduzir outra aproximacdo, a
aproximacéo de campo central.

A aproximacdo do campo central consiste em definir um potencial de

campo médio. Dessa forma, o potencial percebido pelo i-ésimo elétron é resultante

da distribuicdo média das cargas dos outros N —1 elétrons, combinada a carga
nuclear. Portanto, o termo de repulsdo para i ndo envolve mais um somatério
sobre os demais elétrons individualmente, mas sim um anico termo (SANTOS,

1992), representado pela integral:

'tj(-ri:] = ph’id.r 2-10

lr; — 7|

Onde P~-1 representa a densidade de probabilidade de encontrar a nuvem de

elétrons de ¥V — L elétronsem .

Através de ciclos iterativos é possivel estimar Pr1, para cada um dos
elétrons presentes no sistema. Para que seja feito esse calculo utiliza-se 0 método
do campo auto-consistente, (SCF, do inglés Self-Consistent Field) (SZABO &
OSTLUND, 1996).

2.4,
O Método de Hartree-Fock

A funcdo de onda W(x) de um sistema multieletronico pertence a um

3N uma vez que * é o vetor de coordenadas de cada elétron

espaco de dimensdo
no espaco. Isso mostra que é grande a complexidade computacional, e deixa claro
que com as ferramentas atuais ndo e factivel utilizar Mecanica Quantica para

muitos casos. Para exemplificar essa complexidade, considere um material


DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 0921416/CA


PUC-RiIo - Certificacdo Digital N° 0921416/CA

FUNDAMENTOS DE MECANICA QUANTICA 28

contendo apenas 100 elétrons e o0 espaco discretizado em somente 100 pontos. Um
calculo em primeiros principios, ab-initio, que envolveria a resolu¢cdo de um
problema de autovalores e autofungdes dado pela equacdo (2-1), iria requerer a

. 300 300
computacdo de autofuncbes e autovalores de uma matriz com 100" X 100

elementos, que € um ndmero bastante grande. Por isso é que sdo utilizadas
aproximacoes analiticas das fungdes de onda; uma dessas aproximacgdes &, por
exemplo, o determinante de Slater.

O método de Hartree-Fock (SZABO & OSTLUND, 1996) resulta da
juncédo da aproximacao da funcdo de onda pelo determinante de Slater, dado pela

Equacdo (2-12), e das aproximaces descritas na sec¢éo 2.3.

Py o Wiy
"P[xj_JXZJ [y x“'-:, = det : E ;
Fog - ¥

A utilizacdo do determinante de Slater reduz uma funcdo de onda no
espaco 3N dimensional a um espaco de N fungdes no espaco tridimensional, o
qual é computacionalmente tratavel. Além disso, garante que a funcdo de onda
seja anti-simétrica (GOMES, 2001).

A aplicacdo do método de Hatree-Fock parte da premissa que os elétrons
interagem uns com os outros ignorando a correlacdo eletrénica. No entanto, isso
tem consequéncias drasticas nas interpretacdes das funcbes de onda. Em alguns
casos de atomos e moléculas diatdmicas, a solugdo numérica das equacles de
Hartre-Fock pode ser obtida por técnicas numéricas (FROOSE-FICHER, 1977).
Esse tipo de solucdo sem aproximagcbes (CRAMMER, 2002) conduz ao limite
Hartree-Fock, e dai é possivel calcular o erro proveniente da utilizacdo de um
determinante de Slater com um numero finito de termos, a esse erro nomeia-se
Energia de Correlacéo, e é dado pela Equacéo (2-13).

Ecorr — € T EHF 2-12

O método de Hartree-Fock prevé um limite superior para a energia de
atomos que estejam em seu estado fundamental. Nesse contexto, o método
Hartree-Fock tem uma estrutura variacional associada. Explorando essa estrutura
variacional, o método de Hartree-Fock pode ser estendido para se obter uma teoria
de estrutura eletrénica mais refinada, que pode ser descrita por equagdes de multi-
configuracdes (FRIESECKE, 2003).
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A funcdo ¥ adequada para o sistema estudado é a que minimiza a energia
do sistema, dada pela Equacdo (2-13). A energia £ serd sempre maior ou, na
melhor das hipoteses igual, a energia exata <o, que é a energia que seria produzida

caso fosse conhecida a funcdo de onda ¥, Tal fato pode ser enunciado pelo
teorema 2.1.

Teorema 2.1 Se ¥ é uma funcdo de onda que satisfaz as condicdes de

contorno do problema em questdo, e sendo fo a energia exata do estado
fundamental do sistema, entéo:

Prova. (ver no cap 6.)

[ wHpdp
W = g 2-13

onde:

£0 ¢ a energia do sistema em estudo;

H ¢ 9 Hamiltoniano do sistema;

Yéa funcao de onda em ajuste;

O valor da energia exata €0 é desconhecido. Porém, se forem criadas

diferentes funcgdes de onda aproximadas, LITL TR para representar um dado

sistema, as respostas obtidas serdo as energias €1:%2..n, respectivamente, e a

melhor funcdo de onda seré aquela que produzir a menor energia, que certamente
estara mais proxima do valor exato da energia €o. Supondo-se que €1 = £2 = &,
entdo £1 estara representando mais adequadamente o sistema do que qualquer uma

das outras, e €2 = £p.
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Em linhas gerais, o método de Hartree-Fock baseia-se nas seguintes
premissas: (a) a utilizacdo de um determinante de Slater, dado pela equacéo (2-11),
como funcdo de onda aproximada; (b) a utilizacdo do método variacional para
obter uma funcdo de onda que minimiza a energia total; e (c) a substituicdo das
repulsdes eletronicas sofridas por cada elétron por um campo médio criado pelos
outros elétrons do sistema.

A utilizacdo da Equacéo (2-12) como funcdo de onda tem uma implicagéo
importante, pois garante que o principio de exclusdo de Pauli seja satisfeito
(GOMES, 2001) e, portanto, que a funcéo de onda seja anti-simétrica em relacdo a
troca de dois elétrons. Segundo (NASCIMENTO,2007), a antissimetria da funcéao
de onda é decorrente da simetria no Hamiltoniano e ndo do principio de exclusao

de Pauli.

Nesse modelo, cada elétron é descrito por uma funcdo de onda ¥

denominada spin-orbital, dada pelo produto de uma fungéo espacial x11(r) e uma
funcdo de spin

2-14
Wy = In(rj 511(71]-

Onde,

r é o vetor de coordenadas espaciais de um elétron e 1 ¢é a coordenada de

spin (alfa ou beta).

Nas funcgdes spins-orbitais, os elementos do determinante de Slater tém
que ser linearmente independentes, caso contrario esse determinante sera zero, 0
que ndo caracteriza uma funcdo que obedece simultaneamente aos postulados

descritos na secéo 2.2.

A atuacdo do operador Hamiltoniano eletrénico sobre a funcéo de onda do

sistema € dada pela seguinte relacéo:
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E = (WalH,)
= Z-iwulhlwa}
=1

“ N N
1
+ 20 Y (bl [en) = Wotbelrsa b))

a=1b=1

De acordo com o teorema 2.1, a funcdo de onda que descreve o sistema em
questdo é a que minimiza o funcional dado pela Equacdo (2-13). No método de
Hartree-Fock, é necessario que as fungdes spin-orbitais sejam ortogonais umas as
outras e, assim, a minimizacdo de energia deve considerar esta restricdo. A
condicdo de ortogonalidade entre as fungdes spins-orbitais é dada pela equacao
(2-16).

{qabmliab&} = Em& 2-16

Logo,

(Walthy) — 54 = 0 247

No entanto, aqui chama-se atencdo para o fato da insercdo das
coordenadas de spin nas funcGes que compdem o determinante de Slater, pois a
equacdo de Schrodinger originalmente ndo leva em consideracdo as coordenadas

de spin, e é esse um dos grandes problemas com esse método.

Tendo essa condicdo em vista, para se realizar o procedimento, sdo
utilizados os multiplicadores de Lagrange®. Cria-se, portanto, um funcional,
Equacdo (2-18), que estabelece uma relacdo entre a energia e a restricdo de

ortogonalidade dada pela Equacéo (2-18).

! Técnica utilizada para resolver problemas de otimizacdo com restrigGes.

2-15
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FI) = E@D = ) ) eap(Whalthy) — 8,0)

~ae=1b=1

- Zmlhw
=1 2-18

e N N
1
$2 0 Y (atbulras ™ Wats) — (botbulras i)

a=1b=1

- zEm& ({¢m|¢&} - am&j)

Introduzindo variacBes infinitesimais na funcdo de onda, tem-se a seguinte

relacao:

N N 2-19
OF(w) = SE@) - ) Y eul(wJv,) —5.0)

a=1 b=1

Igualando a zero, com a finalidade de satisfazer a condicdo de primeira ordem,

tem-se a Equacdo (2-22) para variacBes arbitrarias de F(¥) (SZABO &
OSTLUND,1996)

SF() = ) [ dxbu,’ [h%
b=1"
£ (alraa ) — (blra )0
b=1

+ complexo conjugado = 0

=) e (W) - 8,,)

b=1

A Equacéo (2-20) so pode ser igual a zero para variagdes infinitesimais se,
e somente se, o termo entre chaves for igual a zero. O termo entre chaves é a
equacdo de Hartree-Fock, que determina o conjunto de funcdes spins-orbitais que

minimiza a Equagéo (2-20).

2-20
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N N
h"‘ZUa_Ha]]‘Pu:quaqﬁ’ar“:lrzr---m 2-21

h=1 b=1

Os termos /& e K, s3o os operadores de Coulomb e de troca. O operador de
Coulomb e de troca sdo mostrados nas Equacdes (2-22) e (2-23), respectivamente.

O primeiro representa o potencial médio em um ponto devido ao elétron no orbital

Yy e 0 segundo a troca de elétrons entre os orbitais @ e b.
Tya = (Wy|rea s ), 222

KEJ(]":]"I):L(]“:] = {¢&|T12_1|¢u}¢u 2-23

O termo entre colchetes da Equacdo (2-21) é chamado de operador de Fock,

denotado por /. Este operador é composto pelo operador de um elétron 7 e pelo

potencial de Hatree-Fock, definido como

N

pHF = Z I, — K, 2-24

h=1
E por fim transforma-se a Equacao (2-21) na equacao (2-25)

2-25

fhe = €.,
Os detalhes aqui omitidos s&o encontrados em (JENSSEN, 1999), (SZABO
& OSTLUND, 1996), bem como, os métodos de Hartree-Fock Restrito (RHF, ou
Restricted Hartree-Fock), método de Hartree-Fock Aberto e Restrito (ROHF, ou
Restricted Open Hartree-Fock), cada um com suas particularidades e adequados a

sistemas diferentes.
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2.5.
Equacdes de Roothan-Hall ou Equac¢des Seculares

A Equacdo (2-25) pode ser reescrita como a equacgéo (2-29), que por sua
vez pode ser escrita com a equacdo matricial (2-31). A finalidade dessa
modificacdo é introduzir uma forma de calcular os coeficientes da combinacéo
linear. Essa equacdo na forma matricial apresenta caracteristicas que permitem a
aplicacdo de técnicas numeéricas eficientes para determinar os coeficientes da
combinacdo linear e as energias dos orbitais. Popularmente, essa representacéo
matricial é também denominada de Equacdo Secular. Os desenvolvimentos aqui
omitidos podem ser encontrados em (SZABO & OSTLUND, 1996), (JENSSEN,

1999). Abaixo sao ilustrados os passos para obtencdo das equacdes seculares.

1!;):1 = Eﬂ- CinXn 2-26

fzﬂ- CinXn = EI‘.‘I-E'I‘I- Cindn 2-27

onde “= sd0 0s pesos.
Esta equacdo pode ser rearranjada e escrita como segue:

Zﬂ Cin ..rx'mfx'n. = £ Zﬂ Cin _rxﬂxm 2-28
Dessa forma,
Zﬂ Cin [:fmﬂ - Eusmu:] =0 2-29

onde, f é o operador de fock e S é a integral de sobreposicéo.

E finalmente,
Fi1 — €511 Fi2 — €,5:2 o Fim— €aSin Cip
fas _IEmSZi faz _IE:I.SZZ o Fom - €S2 c?k =0 2-30
fmi - En,'smi fmz - Eu'smz fmm - Eusm-m cmh

Porém, ndo é aceita a solucdo trivial da equacdo secular, isto é, todos os
coeficientes desconhecidos ndo podem ser iguais a zero. A equacdo secular tera

solugéo quando o determinante, descrito pela Equacdo (2-31), for igual a zero.

det|f m — €aSmnl = 0 2-31

o T
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2.6.

O conceito de Func¢des de base em Quimica Computacional

Nesta secdo sdo descritos, sucintamente, alguns aspectos relativos a
funcBes de base. Mais detalhes podem ser encontrados nas seguintes referéncias:
(AHLLRICH & TAYLOR, 1981), (ANDZELM et al., 1984), (DUNNIG & HAY,
1977), (FELLER & DAVIDSON, 1986), (FELLER & DAVIDSON, 1990),
(POIRRIER et al., 1986).

Os primeiros esforcos no sentido de modificar as solu¢Bes numéricas das
equagdes de Hartree-Fock por expressdes analiticas (LOWDIN, 1953) utilizaram
funcGes do tipo exponencial.

Uma funcdo de base, no contexto de quimica computacional, é a funcéo
resultante da combinacdo linear de funcBes linearmente independentes, que €
utilizada para descrever orbitais atdbmicos ou moleculares. Os pesos das fungdes
séo determinados conforme discutido na se¢do 2.5. Dois tipos de func¢des de bases
tém sido amplamente utilizadas, funcdes gaussianas e de Slater. Mas, a principio,
pode-se utilizar qualquer funcdo de onda. Funcdes do tipo Exponencial, chamadas
de funcgdes de Slater, foram introduzidas na década de 30 (SLATER, 1930), e séo
descritas pela Equacédo (2-32). Tais fungdes propiciam uma boa representacdo dos
orbitais atdmicos, porém, apresentam algumas desvantagens em sua utilizacéo
computacional. Essas desvantagens estdo relacionadas com o problema da integral
de vérios centros (LECHT, 2006). Resumidamente, o problema da integral de

varios centros refere-se ao célculo da interagdo entre diversas funcdes de onda.
xi = N-rﬂ'_iesfr 2'32

As funcBes de Slater sdo semelhantes as funcdes orbitais do atomo de

hidrogénio, sendo os polindmios de Laguerre substituidos por um Unico termo

polinomial, rt Nesse caso, ™ refere-se ao niimero quantico principal (GOMES,
2001). Ja N refere-se ao termo de normalizagéo.

Nos anos 50, foram propostas em (LOWDIN, 1953) o uso de funcdes
gaussianas dadas pela Equagéo (2-33) como alternativas as func¢des de Slater para

representar orbitais atbmicos.
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2
X:= kal},izme:r[-r 2-33

A

Essas funcbes sdo centradas em um nucleo ,6 possuem a parte

polinomial composta por trés coordenadas cartesianas. A operagdo k+tl+m

fornece o nimero quantico secundario do orbital ocupado, sendo também referido

A simetria desse orbital (P-d.f..) N representa o fator de normalizacéo.
Utilizando-se essas fungdes pode-se contornar o problema das integrais de varios
centros (LECHT, 2006), uma vez que o produto de duas gaussianas é outra
gaussiana.

As funcBes gaussianas sdo as mais utilizadas atualmente para aproximacéo
de orbitais atdbmicos. Uma funcdo gaussiana ndo fornece uma boa representacéo
de um orbital atbmico, mas um conjunto de fungdes gaussianas pode representar
bem. FuncBes gaussianas se tornaram populares por reduzir calculos necessarios
na implementacdo de métodos da Quimica Quantica.

Algumas funcdes de base gaussianas imitam os orbitais atdbmicos do tipo
Slater. A funcéo de base STO-3G, por exemplo, é uma funcdo de base que utiliza
trés funcbes gaussianas para formar cada orbital do tipo Slater. Ja a fun¢do STO-
4G utiliza quatro fungdes gaussianas para formar um orbital do tipo Slater. Alguns
autores consideram improprio chamar as funcBes gaussianas de orbitais atbmicos
do tipo gaussiano (Gaussian Type Orbitals - GTO), j& que elas ndo sdo realmente
representacdes exatas de orbitais. Em literaturas mais recentes (LECTH, 2006),
(SANTOS, 1992), séo frequentemente chamadas de primitivas gaussianas. Essas
sdo normalmente obtidas a partir de calculos em atomos (ex. Hartree-Fock). Na
Figura 2-2 sdo mostradas as duas melhores aproximagdes gaussianas para uma
funcdo do tipo Slater. Além disso, na Figura 2-3 € ilustrado como uma
combinacdo linear de funcdes Gaussianas de até trés termos aproxima uma funcéao
tipo Slater.

A utilizacdo de funcbes gaussianas apresenta algumas desvantagens, pois
elas ndo séo solugBes naturais do problema e sim aproximagdes. As principais

diferengas das Gaussianas em relacdo as fungdes de Slater sdo: a queda brusca da

funcdo quando ™ aumenta, o que dificulta a anélise da regido de valéncia e de

propriedades relacionadas, uma vez que a funcdo de onda é mal descrita nessa
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regido; isso prejudica a avaliagcdo de propriedades relacionadas a regido nuclear
(SANTOS, 1992).

r'n
i
40f [ —— SLATER
! y —=ees STO-1G
[/
3of 5
\
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4
Y
‘\
10F )
i L L i \"'h-_ i o
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Figura 2-2 Melhor ajuste de funcdes Gaussianas a funcdes tipo Slater com diferentes
parametros pelo critério de minimos quadrados (SZABO & OSTLUND, 1996).
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Figura 2-3 Aproximacédo de um orbital tipo Slater por combinagéo linear de funcdes
Gaussianas de até trés termos (SZABO & OSTLUND, 1996).
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3
INTRODUGAO A ANALISE FUNCIONAL

3.1.

Introducéo

Grande parte da Fisica desenvolvida no século 21 apenas pdde ser
desenvolvida gracas a Matematica do século 20. Em particular, com o uso dos
preceitos da Analise Funcional desenvolvidos por Hilbert e Von Neumman. Nesta
secdo serdo apresentados alguns desses conceitos, que sdo fundamentais para
entendimento e compressdo dos métodos utilizados e desenvolvidos neste
trabalho. Apesar desse assunto ser de importancia fundamental, todos os aspectos
discutidos serdo abordados de forma superficial, ndo mais do que o suficiente para

que o trabalho seja compreendido.

3.2.
Espacos de Hilbert

Um espaco de Hilbert é espaco linear equipado com uma estrutura
algébrica e topoldgica, que pode ter todos o0s seus elementos representados por
partes simples de sua composicdo. Além disso, 0 emprego de representaces
baseadas em espacos de Hilbert torna possivel a utilizacdo de argumentos e
conceitos geométricos, como os de angulo e projecdes, dentre outros, 0s que 0S
torna, de certa forma, objetos matematicos mais tangiveis e de faceis compreensao
e assimilag&o.

Espacos de Hilbert desempenham um papel fundamental em toda a Fisica,
como a mecanica quantica, por exemplo, e em varias areas da Matematica.
Historicamente sua importancia foi apontada por diversos autores, mas foi

especialmente Von Neumman quem mais destacou sua relevancia.
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Definigdo 3.0
Diz-se que um produto interno esta definido num espaco vetorial Hse para

quaisquer *¥ €2 em 7T esta associado a quantidade (=¥ de tal modo que a
seguintes relacoes sejam validas:

i, (xtzy)=(gz)+{yz2), (aditividade),
i, (axy)=alxy) para todo a; (homogeneidade),
iii.  (x.¥) = (x,¥) (simetria hermitiana),

iv. (0x)=0g({xx)=0g ¢somentese, * =0 ( positividade).

Definicéo 3.1
Um espaco de Hilbert caso seja € um espaco vetorial sobre o corpo dos
complexos, munido de um produto interno, que tenha a propriedade de

completitude em relagdo a uma métrica d

Para o caso onde o espaco vetorial H g algum espaco de fungbes, um

produto interno é pode ser dado por, sendo fes pertencentes a H

(f.g) = f () g0 dx 31

Para o caso do Rn, tome % ¥ € Rn, 0 produto interno é dado por

mn

{x, v} = in}_z- 3-2

i=1
Exemplo de espacos de Hilbert sdo os espacos de dimenséo finita ‘En, 0
espaco “'ﬂ, 0 das sequencias de quadrado somavel, os espacos Lz{”rdﬁ‘j, das
funcdes quadrado integravel a Lesbegue, espacos de Sobolev, espagos de Fock,
sendo esses ultimos de maior importancia para o desenvolvimento desse trabalho.

Definicéo 3.2

Aqui define-se como uma funcéo L? toda aquela que, quando definida em
algum intervalo possuir integral de Lesbegue do seu quadrado finita.
Definigdo 3.3

Norma de um vetor € um namero real ndo negativo dado por

x|l = +/ {x,x). 3-3
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Definigdo 3.4
Com a definicdo de produto interno e norma € possivel estabelecer a nogdo
de angulo em espacos euclidianos, dado por

{x, ¥)
(RS

l:lﬂE":_:T[.

cos(f) =

3-4

onde © & um numero real tal que

Teorema 3.5 (Desigualdade de Cauchy-Schwarz)

Se * e ¥ sdo dois vetores quaisquer de um espaco produto interno, entéo
[{x, w17 < (x, 20w, ¥). 3-5
Definigdo 3.6
A distancia entre dois vetores quaisquer num espaco vetorial é dado por
d(x,y) = llx—yl. 3-6

Lema 3.7

se * e ¥ sdo pontos arbitrarios num espaco vetorial, entdo
lz + vl < llxll + ¥l 3-7
Prova. Ver (Kubrusly, 2001)
Lema 3.8

Dois vetores * e ¥ em um espaco de Hilbert sdo ortogonais se, e somente
se,
llx + ylI* = ll=ll* + ll¥ll%. 3-8
Prova. Ver (Kubrusly,2001)
Teorema 3.9 (Lei do Paralelogramo)

Uma norma é associada a um produto escalar se somente se
llx + ylI>+llx— ylI* = 2llxlI* + 2llyll*. 3-9
Prova. Ver (Kubrusly, 2001)

Teorema 3.10 (Identidade da Polarizacéo)
1
(x,y) = Z[IIx +yll = llx—¥lD). 3-10

Prova. Ver (Kubrusly,2001)
Definicéao 3.11
Um conjunto ortogonal, uma colecdo de pontos arbitrarios, *1:*2 =+ *» em

um espaco vetorial se *: 0 paratodo i, e
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{x,%;)=10 3-11

quando ! I, sendo ! e ] pertencentes aos naturais. Se além disso,

{xpx;)=1 3-12

quando ! = J, é dito que o conjunto é ortonormal.

Teorema 3.12

Todo conjunto ortogonal de pontos arbitrarios num espaco vetorial H g
linearmente independente.
Prova. Ver (Kubrusly,2001).

Teorema 3.13

Seja {exlken um conjunto ortonormal num espaco de Hilbert H e seja *

um ponto arbitrario em 7t

u, = Z{x,ek}ek 3-13

= llx—ull para todo

E um ponto Gnico em Span {euken tal que [l —ull
ue span{ek}kEN_
Prova. Ver (Kubrusly, 2001).

Teorema 3.14 (séries de Fourier)

Seja B = {eiken um conjunto ortonormal num espaco de Hilbert . As
seguintes afirmacOes sdo equivalentes:

B

I é uma base ortornomal para H

ii. Todo* em 7 tem uma tnica expansio em 2, dada por%

x = Z{x,ek}ek. 3-14
i, Paratodo par de pontos * ¥ em ¥

(x3) = ) (xe)yep. 3-15
iv.  Paratodo x em ¥t

I=l2= ) lxel 316

2 Essa expansao para o ponto * em H' ¢ conhecida como série de Fourier de *. Os escalares dados

por {x.ex) s30 chamados de coeficientes de Fourier de * com relagdoa 5.
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v.  Todo o subespaco linear de ¥t que inclui B é denso em 7t

Prova. Ver (Kubrusly, 2001).

Teorema 3.15 (A representacéo de Riesz)
Para todo funcional linear limitado / em um espaco de Hilbert T existe
um Gnico ponto ¥ em 7T tal que fx) ={xy) para todo X em L. Além disso,

7= 1I¥ll 1550 ¢ chamado de representagio de Riesz do funcional f em BIF,C],
Prova. Ver (Kubrusly, 2001).

3.3.

Operadores

Definicéo 3.16 (Operador Linear)

T:H—)Héu

Seja um espaco de Hilbert H diz-se que uma aplicacéo m

operador linear se T(af +Bg) = aTf +BTg para qualquer af EC para
qualquer /-9 € H,
Definicéo 3.17 (Adjunto)

Seja f um espaco de Hilbert, e uma aplicagio 7:# = #_ 0O adjunto T~ de
um operador é o Unico definido pela seguinte condicéo: (f.Tg)=(T"f.g) para
todo f e 9 em &,

Definigdo 3.18 (Auto-Adjunto ou Hermitiano)

Diz-se que um operador T é auto-adjuntose T =T,

Teorema 3.19 ( Método das aproximacdes sucessivas)
Uma contragdo estrita T de um espaco métrico completo (X.d) nele
X

mesmo tem somente um ponto fixo * € X, que é o limite de toda sequéncia em

da forma (T "XoJaen para qualquer %o € X,
Prova. Ver (Kubrusly, 2001).
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3.4.
Ortogonalizagdo de Gram-Schimdt

Sempre é possivel transformar um conjunto de pontos linearmente
independente, em um conjunto ortornormal. Para tanto, recorresse um
procedimento denominado de Ortogonalizacdo de Gram-Schimdt. Esse processo é
importante porque pode gerar grandes simplificacGes em diversos calculos.

Teorema 3.20

Seja *1-¥z -+ um conjunto (finito ou infinito) de pontos linearmente
independentes em um espaco de Hilbert H . Entdo, existe um conjunto
ortornormal @12z - em ¥ tal que para cada inteiro n (¥1-%2; wXp) (g 85 8p)

. Além disso, os elementos de © podem ser escritos como

gy = Xy, 3-17
Ens1 = g1 — @Eq8 — O, E, 3-18
onde,
Koyaq £ KosqEq Xo1qE
n+l*=1 n+1*=2 at+l n
) =——, ;= ——,., &, = —— 3-19
€181 €7 & En " Ey

Prova. Ver (Kreider & Kuller,1972).
Definicéo 3.21

Um conjunto ortogonal € denominado base para um espaco de Hilbert H

,de dimensdo infinita, se todo vetor ¥ de #* pode ser escrito univocamente como

= =)

x=Z{x;Ek}x- 3-20

k=1
Prova. Ver (Kubrusly, 2001).

Teorema 3.22
Seja {2a} um sistema ortonormal no intervalo I. Entdo, uma funcéo f, L

em |, estd no fecho do P21 de {2a) se e somente se:

flx) = Z{f,gn ) g, (x). 3-21

neEl

Esses teoremas ndo somente sdo capazes de realizar enormes
simplificacBes em muitos célculos, quanto garantem a consisténcias dos méetodos
a serem desenvolvidos neste trabalho.
Prova. Ver (Kreider & Kuller,1972).
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3.5.
Conjuntos fechados em espacos de Hilbert

Definicéo 3.23

O fecho de um subconjunto € de um espaco de Hilbert M coincide com o
conjunto de todos os vetores de M que sdo pontos limites de sequencias
convergentes formadas por elementos de €. Pode-se entender também como fecho

menor subconjunto fechado de M que contém o subconjunto ¢

Teorema 3.24 (Teorema do conjunto Fechado)
Um subconjunto F de um espaco de Hilbert H ¢ fechado se, e somente se ,

H

toda sequencia convergente formada por elementos de F que converge em “* a um

elemento x que também é elemento de F
Prova. Ver (Kubrusly, 2001).

Definicao 3.25 (Fecho do SPamn oy Span)
Dada uma colecéo de fungdes £gn}, todas pertencentes a 1y , definidas num

[ER™

intervalo , onde ™ ¢é a dimensdo do espaco, o Span{g,}, pode ser

entendido como o conjunto de todas as combinacdes lineares, de elementos de

{8} Denota-se
Span {g,}” ou V{gn} 3-22

o0 menor conjunto fechado em £~ que contém o SPan (93,

3.6.

Soma direta e produto tensorial

Dados dois espagos de Hilbert H1 ¢ H2, define-se soma direta ou soma

ortogonal H3 8 Hs como o conjunto de pares Ve W3 pertencente a Hy X 3

junto com o seu produto escalar
(@, @), (W W) 3= (@ Wy ) + (W, @, }-3-23

E possivel mostrar que 711 H2 ¢ também espaco de Hilbert. Além

disso, F11 pode ser identificado como {(W,0)| Wy € Hi}og possivel assegurar


DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 0921416/CA


PUC-RiIo - Certificacdo Digital N° 0921416/CA

INTRODUGCAO A ANALISE FUNCIONAL 45

H.

que F1 como subespaco de #1 € H2, da mesma forma que para 2. Também é

usual escrever W1 & W a0 invés de (W1 W2), Ver (Kubrusly,2001).
H;

De forma mais geral, seja~ "1,/ € N se uma colecéo contéavel de espacos

de Hilbert, define-se
o7 = ) Wl €7, ) [y < 3-24
j j

que € um espaco de Hilbert com o seguinte produto interno

-ii rpi,i ;) =i{cpf,¢j}. 3-25
i j i

Ver (Teschl, 2009).

Da mesma forma, se “t1e 2 sio dois espacos de Hilbert, define-se o

produto tensorial como:
Os produtos da forma W1 @ W2 de elementos W1 em Hie W2 em a 2,

que sdo classes de equivaléncias para (‘plr‘p:], (Teschl, 2009). para uma
construcdo do produto tensorial de espacos de Hilbert arbitrarios ver (Kubrusly,
2006).

Sejam [*R" 7 € ¢ g:R™ = C quas fungdes em L E usual definir o
produto tensorial de f por g, designado por f®5’, como sendo a funcdo
z:R™™ = € gefinida por
f®g = f(x)g(y) 3-26
R" e Rr™

onde * e ¥ sdo pontos arbitrarios de respectivamente.

. tn g — e
Define-se & um ponto R &= (Hg Xy Yy o V) que pode ser identificando, no

. n ntm —_
produto cartesiano B~ X R™™™ e naturalmente, escreve-se & = (¥:)

:R® = C eg:ﬂm—}lﬂ

A aplicagdo de cada par de f , associada a fungéo

f@g: R™T™ — € & bilinear. Prova ver (Kubrusly, 2006).
Definigdo 3.26
Uma aplicacédo f:V XV = R ¢ dita bilinear se para qualquer * ¥ e £ em V

k R

em
i, flx+yz)=Fflxz)+f(2).
i. flzx+y)=Ff(xy)+f2).

Se:
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iii.  flkx,y) = kf(x,y) = f(x, ky)

Teorema 3.27

se £ e 9 pertencem espacos de Hilbert 71 e H2de fungdes do R eR™ |
respectivamente, entédo f@g esta em FH1@H;,
Prova. Ver (Teschl, 2009).
Teorema 3.28

Se B1 e Bz s30 bases dos espagos de Hilbert 71 e #2de funcdes do R e
R entio B1®B2 ¢ pase de F1 @,

Prova. Ver (Kubrusly, 2006).

3.7.
Espacos de Fock

Um espaco de Fock é um espaco de Hilbert composto de uma soma direta

de produtos tensoriais de espacos de Hilbert

F= @5}5@”,
n=0

onde ™ é um numero natural:

S 6 um operador que simetriza ou antissimetriza um produto de n elementos

quaisquer.
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4
INTRODUGCAO AS WAVELETS

4.1.

Introducéo

Neste capitulo serd apresentada, com pouco rigor, parte da teoria utilizada
para realizar a construcdo das novas funcbes de base propostas a partir das
wavelets (DAUBECHIES, 1992).

Um ponto que merece destaque é que as séries wavelets sdo apenas um
caso particular de séries de Fourier, onde a base é um conjunto composto de
funcdes wavelets. A utilizacdo de séries de Fourier possui diversas aplicagdes em
todos os ramos da ciéncia. No entanto, por razdes histdricas e outras praticas é
utilizada apenas um tipo de série de Fourier , a de senos e cossenos. Séries de
Fourier sdo ferramentas muito mais gerais do que aquelas apresentadas compostas
por senos e cossenos. Muitas séries de Fourier podem ser construidas com a
utilizacdo de funcbes que ndo possuem sequer descricdo por fungdes primitivas,
nesse contexto, que possam ser escritas como, Seno, COSSeno, exponenciais,

poténcias, e tantas outras.

4.2.

Fundamentos

Uma questdo que surge naturalmente quando se refere as expansfes em
wavelets é: por que utilizar wavelets como base ao invés de senos e cossenos, ou
outras?

A resposta para essa questdo depende basicamente do dominio da funcéo a
ser aproximada. Pois, a teoria desenvolvida no capitulo 3 nos fornece um
ferramental para expandir fungdes que sdo quadraticamente integraveis. Nesse
ponto, é importante mencionar que ser ou ndo integravel depende, entre outras

coisas, do dominio de integracdo. Nesse contexto, afim de ilustrar essa afirmacgéo

considere a funcéo, fiR =R onde f(x)=sen(x) ¢ imediato verificar que a
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|sen(x)|*dx

integral I8 ndo esta definida. Logo, a funcéo sen(x) pao pertence ao

conjunto L7(0,%0) ¢ logo ndo pode ser utilizada em nenhuma circunstancia como
base para esse conjunto.
As expansdes em wavelets sdo séries de Fourier compostas por fungdes

Wavelets. Funcbes wavelets sdo bases ortogonais que conseguem gerar 0

L*(—00,00) sobre a operacgdo dos operadores Shift , D, e Translacéo, T, equac6es

(4-1) e (4-2). Esses operadores sao operadores lineares definidos em L?(—oo, o),

Sejam as funcdes /', 9, Z, ¥ e ¥m.n definidas em L*(—%9,%)  Define-se 0
operadores Shift e Translagdo, (LEVAN & KUBRUSLY, 2006),
(DAUBECHIES, 1992) da seguinte forma
Df(x) = g (x)

— 4-1
onde, 9(x) = V2 f(2x)
Tf(x) = z(x) .
onde, Z2(x) = f(x — 1) )
P, o (x) = ».,qup(zmx —n)
= D™T"f(x) 4-3

Em Abstract wavelets generated by Hilbert space shift operators (LEVAN
& KUBRUSLY, 2006), é mostrado que o conjunto {D™T™P(x) }(mm)ez & base em

L7(—92,%9) desde que ¥ seja uma funcio wavelet.
A propriedade mais notavel das wavelets é que tais funcdes sdo ortogonais

as suas translacBes e dilatacBes. Assim, todas as funcbes pertencentes a
L7(—00,00) podem ser aproximadas, com precisdo arbitrariamente alta, a partir de

combinacBes lineares das wavelets ¥mn. Logo, ¥ f € L7(—92.99) existe uma

aproximacao que pode ser escrita como,

flx) = i i @ W 4-4

Mm=—o3 n=—o0
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onde ®m.n é dado por:

oy = J. Fl) Y, (x)dx 4-5

As wavelets, que ainda ndo possuiam esse nome, foram introduzidas em
1910 pelo matematico Alfred Haar, na sua tese de doutorado sobre a teoria do
sistema de funcbes ortogonais (HAAR, 1910). Em ciéncias naturais, é muito
comum a ideia de decompor um problema em suas partes mais simples, estuda-las
individualmente, e entdo construir um modelo do problema a partir do
entendimento de cada uma dessas componentes, e € essa a ideia por trds da
utilizacdo de bases para decompor espacos de Hilbert de fungdes. Gracas as bases
wavelets também é possivel a introducdo de uma técnica chamada andlise

multiresolucéo.

4.3.

Analise Multirresolucéo

Um framework natural para estudar e entender as wavelets é a analise
multirresolucdo  (Multiresolution Analysis - MRA), (MALLAT, 1989)
(DAUBECHIES, 1992) (PAGAMISSE, 2004), (STRANG, 1989) que ¢
basicamente uma construcdo matematica que caracteriza as wavelets de forma
geral. A partir desse framework é possivel decompor um espaco de Hilbert em

varios subespacos de forma sistematica. O objetivo da analise multirresolugdo é

entender como representar uma fungéo f em L*(—o0,00) a partir de bases para
cada subespaco de um espaco de Hilbert. Essa analise é construida a partir dos
seguintes axiomas:

{0} cc{v_} c{V} e {1} cc L} (—0o0, ) (i)

| v=r2emm) (i
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= =)

ﬂ v, = {0} (iii)

j=—ee

{o(x — ez = L*(—2,%)¢  yma  base

(iv)
ortonormal para Vo
feV,=f(2) eV, (V)
Esse conjunto de axiomas descreve uma sequéncia de subespacos Y em

L*(R) tal que o fecho da unifo ¢ igual a L™ (R). A partir dessa sequéncia sio

construidos os espacos Wi definidos como o complemento ortogonal de Vi em
VJ'+1, iSso € V; LW e

Visa =V, @ Wj, 4-6
W; =V OV 4-7

Considerando dois espacos Vi e Vi, onde /= Jo aplicando a equacdo 4-5

recursivamente encontra-se:

j-1 4-8
Y

J=In

Além disso, a partir de (4-7) deduz-se que,
L*(R)=B5r_.. W, 4-9

Na Figura 4-1 é mostrado um esquema de representacdo de gréfica do
esquema de multiresolugéo proposto pelo conjunto de axiomas i), ii), iii), iv), v) e

pela equacdo (4-7).
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Figura 4-1 Decomposigdo do L2 por multiresolucao

4.3.1.

Construcao das wavelets

Sdo diversas as formas e técnicas de se realizar a construcdo de funcdes
wavelets. Essas técnicas podem ser encontradas em (MALLAT, 1989),
(DAUBECHIES, 1992), (WEISS, 1996). Geralmente, as wavelets que séo
ortogonais sdo originadas da solucdo da chamada equacdo de dilatacéo
(STRANG, 1989) definida na equacéo (4-14):

onde, 2 e T sdo os operadores de Dilatacdo e Translacdo, respectivamente.

Para ilustrar a utilizacdo das equac@es de dilatacdo, vamos definir:

V, = span{T*ghk e L 4-10
=span{g(-—k}:k EZ 4-11
V, = span{T*Dghk € L 4-12
=span{g(2- -k} k€L 4-13

Da, se uma dada funcao ¢ € (oJg € (o} = ("1} entdo,

n

90 =) eg(x—k). 414

k=0
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Essa equacdo funcional é dita equacdo de dilatacdo, que pode ser
formulada como uma equagdo de autovalor. Imposi¢des sobre o conjunto de
coeficientes determina a familia e forma das wavelets.

Nesta tese, solucGes da equacbes de dilatacdo sdo obtidas da seguinte

forma: sejam os operadores V e W definidos em (4-15) e (4-16)

T

(V) (x) = Z P (2x — k) 4-15

k=0

Onde %o é uma base para Vo.

n

(Wge) () = ) 6. (~D¥gy(2x = 1) 416

k=0

As solucdes da equacédo de dilatagdo (4-15) e (4-16): séo pontos fixos dos

|4

operadores e W. A solucdo de cada uma dessas equacdes é o limite da

sequéncia de potencias de cada um dos operadores em questdo. Logo,

¢(x) = lim Vg, (x) 4-17
Y(x) = lim Wg, (x) 4-18

As funcdes € e ¥ 530 respectivamente as fungdes escala e wavelets.

Nesta tese, ¥o (%) ¢ definida como a funcdo de Haar. Esse procedimento
muitas vezes € referido como cascade algorithm (BURRUS, 1988), (MALLAT,

1989). Sera utilizados neste trabalho o conjunto de coeficientes € = {eg - €ad,
que caracteriza a familia Dabuchies (DABUCHIES, 1992), dados pela
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Tabela 4-1. Nessa tabela, os coeficientes para as wavelets Dabuchies estdo

separados em cada coluna:
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Tabela 4-1 Conjunto de coeficientes para wavelets de Daubechies
D4 D6 D8 D10 D12 D14 D16 D18
0,683013 0,470467 0,325803 0,226419  0,157742  0,110099  0,076956 0,05385
1,183013 1,141117 @ 1,010946 0,853944  0,699504  0,560791  0,442467  0,344834
0,316987 0,650365 0,892201 1,024327 1,062264  1,031148  0,955486  0,855349
-0,18301 -0,19093 -0,03958 0,195767 @ 0,445831  0,664372  0,827817  0,929546
-0,12083  -0,26451 -0,34266 -0,31999 -0,20351 -0,02239 0,18837
0,049818 0,043616 -0,0456 -0,18352 -0,31684 -0,40166 -0,41475
0,046504 0,109703  0,137888  0,100847 6,68E-04 -0,13695
-0,01499 -0,00883  0,038923  0,114003  0,182076  0,210068
-0,01779 -0,04466 -0,05378 -0,02456  0,043453
4,72E-03 7,83E-04 -0,02344 -0,06235 -0,09565
6,76E-03 0,01775  0,019772 3,55E-04
-1,52E-03 6,08E-04  0,012369  0,031624
-2,55E-03  -6,89E-03  -6,68E-03
5,00E-04  -554E-04 -6,05E-03
9,55E-04 2,61E-03
-1,66E-04 3,26E-04
-3,56E-04
5,56E-05

4.3.2.

A utilizacdo de wavelets nessa tese

A utilizagdo de fungdes limite da sequéncia de poténcias definidas na
equacOes (4-17) e (4-18) levam a obtencdo de wavelets que ndo podem ser
descritas com o auxilio de fungbes primitivas, isto é, ndo possuem descri¢cdes em
termos de fungdes como senos, cossenos, exponenciais, logaritmos, etc. Porém,
esse procedimento é capaz de fornecer a imagem de uma wavelet num conjunto de
pontos discretos. Mas, € impraticavel realizar o cbmputo desse conjunto de pontos
de imagem toda vez que seja necessario a utilizacdo da wavelet. Assim, nessa
tese, foi introduzido um artificio para realizar e minimizar o esforco
computacional para a utilizacdo das funcdes wavelets.

O artificio utilizado é fundamentado na garantia fornecida em que o
procedimento sugerido da origem a fungdes continuas, de forma mais clara, 0s

pontos fixos dos operadores definidos em V e W em (4-17) e (4-18) convergem

D20
0,037717
0,266122
0,745575
0,973628
0,397638
-0,35334
-0,27711
0,180127
0,131603
-0,10097
-0,04166
0,04697
5,10E-03
-0,01518
1,97E-03
2,82E-03
-9,70E-04
-1,65E-04

1,32E-04
-1,88E-05


DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 0921416/CA


PUC-RiIo - Certificacdo Digital N° 0921416/CA

INTRODUGCAO A ANALISE FUNCIONALAS WAVELETS 55

para fungdes continuas. Para que seja construida uma funcdo com o
comportamento semelhante ao de uma wavelet em termos computacionais nessa
tese sugerimos obter a imagem da wavelet em um conjunto de ponto igualmente
espacados e realizar uma interpolacéo linear por partes. Esse procedimento pode
ser de grande valia, uma vez que, do ponto de vista computacional as funcbes
wavelets agora possuem uma forma analitica facil de tratar e manipular. O
argumento de continuidade é essencial para garantir a consisténcia dessa
representacdo. Pois, uma vez que a funcdo a ser representada € uma funcao
continua, é notavel e evidente a proximidade entre 0s pontos na vizinhanc¢a da sua
imagem, e isso sugere a razoabilidade da utilizacdo de uma interpolacéo linear por
partes, definida pela equacdo (4-18). Assim, tanto as funcfes escala quanto as

wavelets passam a serem descritas como:

ayx + by, se xy; = x <Xy
a;x + by, Fe Xy = X < X,

Px) = 1 1 .t - 4-19
a,x +b,, Se X, LX< X,

Onde,

a, g by representam os coeficientes da regressao linear por partes.

A forma das wavelets e funcdes escala definidas pela equacdo (4-17) €
também uma das contribuicdes dessa tese, apesar de ser algo relativamente
simples. Esse tratamento tem a vantagem de permitir o tratamento analitico e o
computo de propriedades, tais como integrais e derivadas necessarias durante o
processo de calculo das propriedades dos sistemas quanticos estudados. De outra
maneira, do ponto de vista computacional, 0 uso de muitas familias de funcdes
wavelets ndo seria vidvel, isso devido ao esforgo computacional empreendido para
realizar os calculos de limites de sequéncia.

Nas figuras da Tabela 4-2 s&o mostrados os resultados da aplicacdo do
procedimento proposto nessa tese para o calculo de cada wavelet e fungéo escala

construida a partir da utilizagéo dos coeficientes da
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Tabela 4-1 e procedimento proposto:

Tabela 4-2 Regressao linear por partes como Wavelets propostas

] T T T T 7 T T

Escala 15
08 Wavelet

0.6

Escala
Wavelet

0.4
0.2

0.2
-0.4
-06
-08

Escala
Wavelet

Escala
Wavelet

05

05
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08 08

Escala
Wavelet

Escala
Wavelet
0B 06 b

0.4 0.4

02 02

-02 0.2

-0.4 04

e 06

08 08

4.3.3.

Novas funcgdes de base propostas
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Apesar de todo o desenvolvimento da teoria de wavelets e do esforgo para

representar os elementos do espaco de Hilbert L*(—oo, mj, com a multiresolucao,
por exemplo, pode ndo ser vidvel a utilizacdo do método variacional em conjunto
com wavelets. A justificativa para essa afirmacao baseia-se no fato dos operadores
diferenciais serem ndo limitados, como o laplaciano presente no Hamiltoniano.

No entanto, nesse capitulo € proposto um caminho para viabilizar a
utilizacdo dessa teoria em calculos quénticos. As fungdes wavelets sdo
modificadas dando origem a uma nova classe de funcdes.

A nova classe de funcbes de base parte diretamente das restricdes que
impde:

1. A dupla diferenciabilidade da funcéo de onda, isto €, a segunda derivada
da funcdo de onda deve existir em todos os pontos do dominio. Nos casos
trabalhados esses dominio € a semi-reta positiva;

2. A convergéncia assintética da imagem da funcdo de onda para O.

O arcabouco desenvolvido pressupde que as derivadas de ordem 2 das
funcBes de onda sejam aproximadas, e ndo as funcbes que seriam solucBes da
equacdo de Schrodinger, isso € a funcdo de onda. Admitindo que existe uma série
de wavelets capaz de aproximar as derivadas segundas da funcdo de onda, basta
integrar a série obtida para realizar a aproximacdo derivada da funcdo e integrar

novamente para obter a série de fungdes que seria uma aproximacdo para a

solucdo desejada. Em poucas palavras, ¥ € €*(0,00) N L*(0,00),

A ndo viabilidade da utilizacdo direta das funcGes wavelets, ainda que
fossem obtidas facilmente a baixo custo computacional, tal como ja mencionado,
resulta das funcdes wavelets ndo possuirem necessariamente, derivadas em todos
0os pontos do dominio, como exemplo, cita-se a funcdo de Haar, que é
descontinua, ou mesmo a DB4, continua, porém com derivadas de ordem superior
descontinuas.

Por isso, opta-se pela a utilizagdo de wavelets duplamente integradas como
funcdes de base. Infelizmente, ndo é possivel garantir que as funcbes wavelets
duplamente integradas sejam bases ortogonais. 1sso traz perdas irreparaveis, como
a impossibilidade da utilizacdo do teorema de Fourier para a especificacdo dos
coeficientes da série, dentre outras. Devido ao principio variacional esse problema

torna-se contornavel.
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A proposicao 4-1 é a base para a construgdo das fungdes de base propostas
nesta tese. Essa proposicao ilustra que se uma funcdo é definida L7(0,%) ¢ tem

derivadas segundas também em L7(0,0) ¢ possivel construir uma nova base a
partir de outra base ja existente.

Proposicao 4-1 (A construcao de uma base nova) .

. _ &
Sejam ¥.9 EL3(0,0) 9= 52 (%) ¢ dp ym elemento de uma base
ortonormal para L7(0,%) Existe uma sequencia (@i e um elemento de uma

D (x, Ky K,) = f; f; Gy (x")dx"dx"+ Kgx + K,

base de Riesz que aproxima

algum ¥ com segunda derivada igual 4. Onde Ko- K1, € R

Prova.
Pelo teorema fundamental do calculo, se uma dada funcéo fiR= R integravel

em [0:x] xS R seguem as seguintes relacoes:
J. f(x)dx = F(x) — F(0),

FG) = [ fGdx+F(O)

J- F(x)dx = G(x)

J: F(x)dx = J: .fof(x“jdx“ dx'+ F(0)x + G(0),

Logo,

82 \
W) = m ) @b, ()
k

-

d * g
S = [ pGhdx + K,
dx o

dx?

n—Hoo

- limJ_ Z @, by () dx' + K,
0

—oo

= lim Z a,{f b ()dx' + K,
. ]

62 n x px
J-J-axzw(x”]dx”dx“= lim Zakf f b, (") dx"dx + Kyx + K, |
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H—*oo

= lim Zakf f b, (x")dx"dx' + Kyx + K, |
X o o

P(x) = lim Z cka J- Gy (x"dx"dx'+ Kyx + Ky,
H—F oo k u u
Dai,
D, (x, Ky, K, ) =f f b, (x")dx"dx' + Kyx + K,.
o <o

P(x) =lim,, .. Tiey @, P (x), ™

A descricdo das wavelets como funcdes lineares por partes foi artificio
utilizado para tornar possivel a estimativa das integrais das wavelets em pontos
especificos. Apesar de existirem algoritmos capazes de estimar a imagem das
wavelets, até 0 momento ndo esta disponivel um método consistente para realizar
a estimacdo direta da imagem da aplicacdo de operadores nas wavelets, ainda que
sejam wavelets mais simples, como a de Haar, por exemplo.

De acordo com (DABUCHIES, 1988), (DABUCHIES, 1992) as fungdes
wavelets originadas do procedimento descrito na secdo 4.3.1 sdo continuas e de
suporte compacto. Por suporte compacto entende-se que existe uma regido
fechada e limitada no dominio de uma dada fungdo definida nos reais para o qual
a partir de uma certo ponto a imagem da funcgéo seja igual a zero.

Uma das condic¢Bes fundamentais de admissibilidade para uma funcédo de
onda é que seja possivel integrar o seu quadrado, ou seja, f: fx)*dx < “ isso
implica que iMe—e F(X) =0 ¢ por outro lado se & utilizado ®x(¥) como
elemento de base 0 1M, @, (x, Ky, K;) = 0 para todo k, e isso pode ser feito,

com especificacdo correta das constantes Ko, Ky,

Proposicéo 4.2

Se @« ¢ uma funcdo de suporte compacto entdo existem constantes Ko. Ky
que garatem que lim,, .. @, (x, Ko, Ky) =0 onde
e X x'l
(K Ky) = [ [ &p(x)dx"dx" + Kyx + K.
Prova.

Proposic¢ao 4.3

Existem constantes o- &1 que fazem com que
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\/ 3k k) = @@ A @), I 1,).
k

4.3.4.

Construindo funcdes de base

Nesta secdo serdo construidas as funcfes de base ‘ka(xx Ko Kﬂ, iniciando
pela wavelet mais simples possivel, a de Haar, a partir da proposicdo 4.2.
Posteriormente o procedimento sera generalizado para a construcdo de funcoes de
base criadas a partir da familia Daubechies, ou outras de suporte compacto
existentes na literatura.

A funcédo de Haar ¢ definida pela equacdo 4-19. Para realizar translacdes e

contracdes mais gerais das wavelets de Haar € utilizada a equacéo 4-20:

0, se —w=x =0
d(x) =141, se 0<x<1
0, se 1=x <o (4-20)

0, se —w = x < —B/a

sarsp =l e ToSTEL
1-8 (4-21)
0, o o = x <00

onde, * e P s&o fatores de dilatagdo e translacéo, respectivamente.
Para realizar a aplicacdo da proposicdo 4-1 e construir a base

—_— v
_ [x rx " " r
D (x Ko, Ky) = [§ fy @a(xdx"dx"+ Kox + Ky ¢ necessario realizar sempre

0 computo das seguintes quantidades:

J.cb(mc’—kﬁ]dxf-FKD f J blox" +B)dx"dx"+ Kpx + K, Ky Ky
0 o Jo

Nas figuras Figura 4-2 e Figura 4-3 representadas pelas curvas azuis,
verdes e vermelhas estdo as wavelets, as integrais das wavelets e as integrais
duplas, respectivamente, tanto das funcgdes escala quanto das wavelets. As curvas
vermelhas nas figuras da Tabela 4-3 sdo as bases construidas a partir da aplicacao
da proposicéo 4-1.


DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 0921416/CA


PUC-RiIo - Certificacdo Digital N° 0921416/CA

051

0D5F

INTRODUGCAO A ANALISE FUNCIONALAS WAVELETS

Figura 4-2 funcéo escala de Haar e suas

‘\ 1
\ 1 05F
\\\
/ .
wavelet Haar e e
Integral da wavelet Haar ,,/
Integral dupla da wavelet Haar | " 1 05F
/ wavelet Haar
/ Integral da wavelet Haar
s Integral dupla da wavelet Haar
L L
1 1 1 1 1 1
05 1 15 2 25 0 05

integrais

Para as wavelets descritas como funcdes lineares por partes sdo utilizados

v
alguns artificios analiticos como o uso da func¢éo indicador, por exemplo, U, (x j.

Notar que % e b

correspondentes a cada uma das wavelets de suporte compacto representadas.

Assim,
1 sel=x<=g
b =[t
g () 0, caso contrario

T

HOEDY RIS NUACTS

| xf(x’]c:x“ - xi[akx 10, — Ry e
=2f[akx+b,{]ug(xa_kjdx,

- Z [(Towrt = 0ax1+ [ T, (- v
- Z [Tt~ ac] + [ oyt - ipa

* x se0<x<g
[ (R Bt ==
L Us (x')dx {g ., caso contrario

Figura 4-3 funcdo wavelet de Haar e suas

k sdo o0s coeficientes da regressao linear por partes
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£
J-x’dx’, se0=x=g
o

J- xU, (x)dx' =4 4 x
0 J. x'dx’ +J. 0 dx', caso contrario

o g
x&

2

. sel0=x=g

P caso contrario

Obs: nesse ponto fazer ax = a (x' +k— k) facilita muito a

implementacdo computacional, logo,

J-f(x“]dx“zz“J ak(x"—kk—kjug[x“—k]dx“—FZf b U, (x' — k)dx’
0 — Jp — Jo

=ZJ ak(x’—kjﬂg[x“—kj+kUg(x“—k]dx“—FZJ b U, (x' — k)dx'
k0 k0

=Zf ak(x“—kjug(x‘—k]dx‘—l-kj Ug(x"—kjdx’-l-f b U, (x' — k)dx’
— Jg 0 0

J: fof(x”]dx”dx’

= Z J- J- a’k (x”—k]Ug(x” _ k]dx”dx"
. o o

+kf J Ug[x”—kjdx”dx’—l-J J b U, (x" — k)dx" dx’
o o o o

J.J. Ug(x”:]r:ix”dx’= gz
o “0

. sel0=x=g

2

g° .
gx — 5 caso contrario
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;rx.lz

! j?dx’,seﬂixig

_ o
J_ J_ x”Ug[:x”:]dedxa_ gx.li xgﬂ
e -o J- —dx’-i—J- —dx', caso contrario
, 2 2
s x!a
?, sed < x EH

3 2
\—— + 5 (x—g). caso contrario

— ., 520=x=g

g3x, caso contrario

Ap6s 0 computo dessas integrais e determinagdo das constantes Ko &1 so
mostradas as fungdes de base nas figuras da tabela 4-3 prontas para serem
utilizadas em qualquer tipo de célculo de estrutura eletronica:

Tabela 4-3 fun¢des de bases construidas a partir das wavelets da familia Dabauchies

escala

Integral da escala 154 Wavelet
Integral da Wavelet

Integral dupla da Wavelet

Integral dupla da escala {

dupla da DB2 (base proposta) Integral dupla da DB2 (base proposta)

Figura 4-5 Wavelet DB2, Integral da DB2 e
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T T
escala 15k
Integral da escala

Integral dupla da escala

Wavelet
Integral da Wavelet
Integral dupla da Wavelet

dupla da DB2 (base proposta)

4.4.

Polinbmios de Laguerre Generalizados, uma alternativa

Nesta secdo € proposta a utilizacdo da familia de polindmios de Laguerre

Generalizados. Os polindmios de Laguerre chamam atencdo por dois motivos, o

primeiro € que podem facilmente construir bases de Hilbert para espaco L%(0, m],
isto € bases ortogonais, e o0 segundo se refere as facilidades de serem construidos,
uma vez que podem ser definidos de forma recursiva. Ndo sera aqui discutido
profundamente os detalhes relacionados com os polindmios de Laguerre, mas sim
o fundamental para o entendimento de seu uso. Diversos livros textos contém
informacdes detalhadas sobre as familias de polindmios de Laguerre, para mais
detalhes em (STOER & BURLIRSCH,1980).

Os polinbmios de Laguerre contribuem de forma significativa para a
reducdo do esfor¢co computacional, no computo da energia dos sistemas quanticos
aqui trabalhados, isto pela facilidade de construgéo e pela sua ortogonalidade.

Os polindmios de Laguerre Generalizados de grau ™ podem ser obtidos

através da equacéo 4-21

- mtay xt
1% (x) = Z(—w( )— 4-21
n—i/ il
i=0
Os polindmios de Laguerre sdo ortogonais na semi-reta quando considera
a funcdo peso X &, conforme presente em (STOER & BURLIRSCH,1980).

Temos entao,

Figura 4-7 Wavelet DB2, Integral da DB2 e
Integral dupla da DB2 (base proposta)
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'n+a+ 1)

— 8 m 4-22

J- L% (x) L% (x)x%e Fdx =
0

Conforme dito anteriormente os esses polindbmios possuem a seguinte propriedade

de recorréncia

og—1—x
1% (x) = (24——){.‘;_1(::;]—(1 +—) (). 4-22
T
Além disso, também é util para o desenvolvimento dos calculos futuros as

seguintes relacOes

dk
—L“‘[x]—[ 1)*LE%% (x) 4-23
dk
ﬂx“‘}_’.“‘(x] ( a:)x“‘_kf.i_k(x] 4-24

Os polindmios de Laguerre ndo formam uma base ortonormal para o

espago L7(0,%) na métrica usual, uma vez gue nem se quer pertencem a esse
espacgo, pois ndo possuem a integral do seu quadrado finita, mas eles podem ser
Uteis para a construcdo de uma base. A seguir, apresenta-se uma das bases para

L%(0,00) equacao 4-25.

|

.l o X

ef(x)= |— — xTJEK ] i

X(x) = |F(n—|— +1jx " (x)e 4-25
Fazendo @ = 2, podemos a partir de algumas manipulacdes algébricas

construir uma nova base ortonormal para L*(o, mj, diferente da usual apresentada
pela equacdo 4-22, atraves da inser¢do de um parametro ndo linear. A insercao

desse parametro ndo linear implica na possibilidade de variar a base utilizada

como a base na série de Fourier das fungdes presentes em L7(0,%) A pase em
questdo torna-se

| x

i (D) e 4-26

=000 = [T

Utilizando as base definida por 9a () podemos aproximar qualquer fungéo

W(x) em L?(0,00) pelo o uso das séries de Fourier conforme a equacao 4-27

= u]

D 4a0) [ 0,0 wds s27

n=1
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Com uma modificacdo sutil, conforme visto na equacdo 4-26, é possivel

introduzir uma nova base para L7(0.%9)  dessa vez njo de Hilbert, mas de

Hammel, isto € um conjunto de fung¢bes que seja linearmente independente, mas

que esteja apto a ser utilizado para aproximar qualquer funcéo em L7(0,00)

=
q'(x,0) = |
N

aEF[nI—I- 3) L @ X 28

Proposicéo 4.4.
v q',(x,a) =L*(0,00) YaeR".

Dessa forma, foi criado um método para realizar a variacdo da base

utilizada na serie de Fourier, possibilitando achar uma base mais adequada para

aproximacdo de um ponto qualquer definido no Lzmrmj, possibilitando explorar

um subespacgo, “mais correto”, no sentido em que podem ser necessarios muitos
elementos de base para aproximar um dado ponto em L~ (0.%2) | utilizando a base

errada, muito embora esta ainda seja base para o L7(0,2)
Apesar dos polindmios de Laguerre modificados formarem uma base,

q's(x,a) para o L*(0,%)  jmediatamente surge a desvantagem relativa a
quantidade de funcdes de * presentes em cada polindmio, essa quantidade é dada

por n+1 onde™é grau do polinémio utilizado, 0 que pode representar um alto
custo computacional.
Em geral, para o cOmputo dos termos de energia cinética e potencial de um

sistema de dois elétrons, estdo presentes equacdes no seguinte formato

J fKf, 4-29
ou

J fKg, 4-30
onde, tanto t como g sdo fungdes desconhecidas em Lz[l:l,m], as quais se deseja

aproximar, e & ¢ um operador &+ L (0,00) = L%(0, 00),
Aqui entdo, do ponto de vista computacional, sdo vislumbradas duas
hipoteses para realizar o célculo dos funcionais definidos pelas equagdes 4-29 e 4-

30. A seguir as possibilidades
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a) Realiza-se o célculo da integral da série de Fourier de f ou g
b) Realiza-se a soma parciais das integrais dos termos da série de

Fourier de  ou g.

Para ilustrar a hipdtese a) temos:

[(Seo )i (Ses) o

i=1 i=1

Para ilustrar a hipétese b) temos:

ZZ €;C; J @ Kep;du. 4-30
0

i=1 j=1
As duas abordagens resultam exatamente no mesmo numero. No entanto,

na alternativa a) € realizada apenas uma Unica integral, em contrapartida, na

abordagem b a seguinte quantidade de integrais dada por ™". Entdo, nessa tese é
sugerida e empregada nos célculos sempre a alternativa b).

A grande vantagem em se utilizar elementos de base definidos por

a'»(x.2) ¢ seu caréter recursivo, isto é, pode definir o termo a'n+1(%2) através do
uso das relacdes de recorréncia ja previamente expostas. Alem disso, calcular as
quantidades mencionadas, € uma questdo de aplicar alguma regra de quadratura,
uma vez que é possivel avaliar as funcdes em todos os pontos da regra de

quadratura de forma muito eficiente, gracas ao carater recursivo da base proposta
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FUNDAMENTOS DE OTIMIZAGAO EVOLUCIONARIA

Muitas das teorias classicas de otimizacdo foram primeiramente
motivadas por problemas fisicos, e tém relagdo com grandes matematicos: Gauss,
Lagrange, Euler, Bernoulli, dentre outros. Durante os desenvolvimentos recentes
de problemas de otimizagdo para a tomada de deciséo, as técnicas classicas tém
sido reexaminadas, estendidas, e algumas vezes redescobertas. Novos insights
foram desenvolvidos e novas técnicas tém sido desenvolvidas, como por exemplo,

Algoritmos Evolucionarios.

5.1.1.

Fundamentos de programacgéo nao-linear

Definicédo 5.1 (Ponto de minimo)

Seja uma funcéo fiS—oR seja X,V €S Xserg um ponto de minimo de
f se existir uma regido com raio £ em torno de *al que
flx+y)=flx)VIyl<e 5-1

A funcéo f ¢ chamada de funcdo objetivo. O minimo de uma funcédo €
chamado local quando consiste no menor valor da funcdo em uma pequena
vizinhanga. Quando se trata do menor valor em toda uma regido de interesse, esse

minimo é chamado de minimo global. Esse €, na maioria dos casos, o0 objeto de

estudo. Quando @ contém um grande namero de dimensoes e fe ndo-linear, pode
ser extremamente dificil encontrar o minimo global, devido a presenca de uma
grande quantidade de minimos locais na regido em questdo. A grande dificuldade
associada esta na especificacdo de um critério que identifigue minimos com a
propriedade de ser global, pois todo 0 minimo global também é um minimo local,
e uma vez que ndo sdo previamente conhecidos todos os minimos locais de uma
dada regido, em muitos dos casos, pode ser falsa a identificacdo de globalidade em
um minimo local especificado. Uma funcgé@o que contém minimos locais e globais

é mostrada na Figura 5-1.
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f(x)

minimos locais

/

minimo global

Figura 5-1 llustra uma fungdo que possui minimos locais e globais.

5.1.2.

Modelos deterministicos e estocasticos

Como dito na secdo anterior, pode ndo ser simples identificar minimos
globais. Dessa forma, quando a questdo principal é a localizacdo de minimos
globais, é recomendavel que sejam utilizados métodos pouco sensiveis a solu¢bes
iniciais. Esses métodos sdo chamado de métodos de otimizacdo global e podem
ser deterministicos ou estocasticos. Na Figura 5-2 é mostrada uma taxonomia dos

métodos de otimizacdo globais deterministicos e estocasticos.
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Deterministicos J

Branchand Geometria
Bound Algébrica

mede_) -

Monte Carlo
I | Coloniade
¥ Formigas
|| Monte Carlo com Computagao
minimizagio Evolucionaria || Envamede
| Particulas
| Métodosde ¥ :
continuagéo Algoritmos Estratégias Algoritmos
Evolucionarios Evolutivas Miméticos
Tunelamento
| M || Nerhmsoeios | —)
- Genéticos inspirados em fisica quantica
|| Simulated
Annealing L Algoritmos
" Culturais
. oo
|| [estocastico) coevolucionarios
Hilf Climbing Com representacao
Bindria
— OUE 7 .
.| Com representacdo
real
Tunelamento
—
Estocastico

Figura 5-2 Taxonomia dos métodos de otimizag&o global, deterministicos e estocasticos.

Neste trabalho, sdo particularmente importantes os Algoritmos
Evolucionarios. Tais algoritmos tém sido extensivamente utilizados na literatura
para resolver problemas classificados como dificeis. Os algoritmos evolutivos
ganharam destaque quando apresentados pela primeira vez, em Michigan por John
Holand em 1990.

John Holand criou um algoritmo de otimizag&o inspirado em um processo
bioldgico com argumentos matematicos consistentes, a teoria dos schemata e dos
blocos construtores (MICHALEWICZ, 1994). Tais algoritmos, chamados de
Algoritmos Genéticos (AGs), sdo inspirados no principio Darwiniano da evolucao
das espécies e na genética. Esses algoritmos sdo probabilisticos e fornecem um
mecanismo de busca paralela e adaptativa baseado no principio de sobrevivéncia
dos mais aptos e na reproducdo (MICHALEWICZ, 1994). Eles tém sido usados


DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 0921416/CA


PUC-RiIo - Certificacdo Digital N° 0921416/CA

INTRODUGCAO A ANALISE FUNCIONAL 71

com sucesso para encontrar solugdes adequadas para problemas de inimeras areas
da ciéncia e da engenharia (MICHALEWICZ, 1994) e deram origem a um novo
ramo cientifico: a Computagédo Evolucionaria.

Apesar de a computacdo evolucionaria ser comprovadamente eficaz na
busca por minimos globais (MICHALEWICZ, 1994), em sua forma bésica ainda
apresentam problemas que a impossibilita atuar em certas func¢des. Por exemplo, a
quantidade de avaliacdes de alternativas dentro do conjunto de solucdes pode ter
uma alta demanda computacional e de memoria. Além disso, AGs também podem
ficar presos em minimos locais do espago de busca, portanto podem n&o encontrar
a solucdo com melhor qualidade para o problema abordado.

Essa classe de algoritmos sofreu varias adaptacdes e algumas das barreiras
referentes a sua utilizacdo foram transpostas. Nas proximas se¢des sdo mostrados

0s aspectos praticos referentes a utilizacdo de mecanismos evolucionarios.

5.1.3.

Fundamentos de programacao evolucionéria

Algoritmos geneéticos

Algoritmos Genéticos (AGs) pertencem a classe dos Algoritmos
Evolutivos (AEs) (FUKUDA,1996), técnicas de otimizacdo inspiradas pela
observacao de fendmenos naturais. Algoritmos que tentam imitar o principio da
selecdo natural séo denominados AGs.

Esses algoritmos possuem algumas caracteristicas que favorecem as suas
aplicacdes, o paralelismo implicito e, geralmente, a sensibilidade da busca pelo
otimo global ndo ¢ afetada pela arbitrariedade de condic@es iniciais.

Resumidamente, é possivel explicar o funcionamento de um algoritmo
genético classico definindo-se alguns conceitos basicos. O primeiro passo € gerar
uma populacdo inicial, cujos individuos representam possiveis solu¢des para um
determinado problema. Essa populagdo inicial pode ser gerada a partir de valores
aleatérios ou a partir de valores predefinidos (sementes). Cada individuo é
avaliado de acordo com o problema em questdo, e 0s mais aptos sdo mantidos
enquanto os demais sdo eliminados. Por meio de operadores genéticos
(cruzamento e mutacdo), os individuos restantes geram descendentes

(reproducdo), os quais tem uma grande possibilidade de serem mais aptos do que
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seus genitores. A reproducdo € repetida até que um critério de parada seja
satisfeito. Essa condicdo pode estar relacionada a uma solucdo satisfatoria, que

pode ser o numero de geracdes ou até mesmo o tempo de processamento.

5.1.4.
Operadores e Parametros Genéticos

Os operadores genéticos tém a funcdo de, por meio de um processo
iterativo, transformar a populagéo inicial em uma populagdo que contenha um
resultado satisfatério. Um algoritmo genético classico é composto de trés
operacoes:

1. Selecéo;

2. Cruzamento;

3. Mutacéo.

A idéia béasica da reproducdo é selecionar os melhores individuos da
populacdo corrente através de uma funcéo de aptiddo. Os individuos com um alto
valor de aptiddo terdo uma maior probabilidade de contribuir com um ou mais
descendentes na proxima geracao.

A operacdo de reproducdo pode ser executada de varias maneiras, porém,
0 método mais utilizado € o método da roleta. Nesse método, cada individuo da
populacdo tem probabilidade de ser selecionado proporcional ao seu valor de
aptiddo, calculado pela funcdo custo. A Figura 5-3 ilustra o esquema de evolugéao

dos AGs Classicos.

Descendentes Cromossomo | Genes | Aptidio

Avaliados A 100101 1369 Progenitores
B 010010 324
© 010110 | 484

FO Crossover
EEEE RN RN

> —

EEEE eSS
Mutacao
Descendentes

Alterados i R 1 Descendentes

Figura 5-3 Esquema de evolugdo dos AGs Classicos.
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5.1.5.

Mecanismo evolutivo em detalhes

A criacdo de uma populacédo Fo consiste de uma amostragem aleatoria de

elementos, conforme algum procedimento previamente definido, de um conjunto
D Denota-se M(P) ym espaco de probabilidade de um dominio D A distribuicéo

de probabilidade o € M (D) ¢ ysualmente uniforme.
A -
hu(ﬂ:]:ﬁ,onde}lcﬂ 52
u(D)
A principio nenhuma regido A do dominio 2 é preferida, dai ho(4) ser

uma distribuicdo uniforme. Isso porque ndo ha informacdo alguma sobre pontos
de minimos globais no inicio da busca. Quando a busca se inicia, by pode se
concentrar em algumas regides de 2.

A avaliacio da populacio de amostras aleatorias, ¥, é feita através do

computo dos valores da funcdo objetivo para todos os elementos de B e
{¢(x)},t=0,12..Vxe P,

A modificacdo das amostras é feita substituindo cada elemento * de Ft de
acordo com algum critério especifico. Em geral, as modificacdes das amostras em

F. consistem em reter e modificar alguns pontos de amostras prévias

{Pli=01,..t—1

Fis1 sjo utilizados os operadores

F: ou amostrados de

Para construir a nova populacdo

genéticos, crossover e mutacdo, em populacbes anteriores

de acordo com uma distribuicdo de probabilidade ja conhecida.
Seja hesy EM(D) 4 distribuicdo de probabilidade de se sortear um ponto

de D na populacédo Pes1. As estratégias para a atualizacdo de Ress g que vao
determinar comportamento e eficiéncia de algoritmo evolutivo.

Defini¢éo 5.3

x* e R

Um ponto é dito minimo global de uma funcdo objetivo,

¢:R" = RE T onde ! 6 um espaco linear de funcdes se
¢(x*) = p(x),vxER" 5-3
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Definigdo 5.4
Uma estratégia estocéstica de otimizacdo global é dita assintoticamente correta, se
e somente se estd apta a encontrar maximizadores/minimizadores globais com
probabilidade 1 depois de um ndmero infinito de interacdes.

Apesar da definicdo acima, para fins de computagdo nesse trabalho
admite-se um ndmero infinito de interagdes como um numero arbitrariamente

grande.
Seja X um minimo global de uma funcéo ¢:R" = R ¢ considere a
seguinte sequéncia ¥, =&(TP)}t =0,12.., onde T ¢ o mapeamento definido

pelo conjunto de operacdes determinadas pela heuristica evolutiva em P,
Definigdo 5.5
Diz-se que uma estratégia de otimizacdo global é globalmente convergente

1,2, ... (¥, = ¢(TP,)},,t =0,1,2.

se a sequéncia rpt= onde »onde T é o

mapeamento definido pelo conjunto de operacfes determinadas pela heuristica

evolutiva em converge para ¢(x gj, no seguinte sentido
t
Vs::ﬂ,(%ﬂZPrab(lcﬁ(x*)—Yil ?s])c::m. 5-4
i=0
Teorema 5.6

Se um algoritmo evolutivo é uma estratégia globalmente convergente, entéo
‘v‘s::n,(um Prob(|¢(x*) — V| {s])= 1. 5-5
=00

Prova.
Seja @ € Ry ViEN  faendo @ = Prob{|lp(x*) —Y.| = 5}1 ve=0

para todo evolutivo que seja globalmente convergente ZZoa; < @ pela definicdo

5.5 . De acordo com o resultado

Zajf;mﬂ a; = 0, 5-6
J=0
Prova Ver (Kubrusly,2001).

tem-se,

]

Ve = ﬂ,ZFTﬂb{gb[x*] —V}z=e<w=Prob(le(x*)—V,]) = =0, 57
t=0

que € equivalente a


DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 0921416/CA


PUC-RiIo - Certificacdo Digital N° 0921416/CA

INTRODUGCAO A ANALISE FUNCIONAL 75

'v's::u,(ggn Prob(|¢(x*) — Y| d-i’s:])= 1. 5-8

5.1.6.

Algoritmos Evolutivos com Inspiragcdo Quantica

Com o ideal de melhorar o desempenho dos AGs, surgiram varios
trabalhos buscando inspiragdo em muitos paradigmas como, por exemplo,
Computacdo Quantica, para reduzir o esforco computacional dos algoritmos
classicos de otimizacéo.

Pesquisas para a fusdo de Algoritmos Evolucionarios com a Computacéo
Quantica tém sido feitas desde o final da década de 90 (NARAYANAN &
MOORE, 1996), (HEY, 1996) e deram origem aos Algoritmos Genéticos com
Inspiracdo Quantica que sdo novos e promissores algoritmos. Trabalhos
inspirados em computacdo quantica sdo desenvolvidos em (CRUZ, 2005),
(CRUZ, 2007), (NARAYANAN &MOORE, 1996) e (HAN & KIM, 2000).
Entretanto, estes ndo contemplam solucGes com representacéo direta no espaco
dos nameros reais.

Em (CRUZ, 2007) foi desenvolvido um Algoritmo Evolucionario com
Inspiragdo Quaéntica para Resolucdo de Problemas de Representacdo Real (AIEQ)
que se mostrou superior a grande maioria dos Algoritmos Evolucionarios

existentes, nos casos estudados.

5.2.
Algoritmo Evolucionario com Inspiracdo Quéantica para Resolucéo de
Problemas de Representacao Real

A primeira abordagem sobre uma representacao especifica para problemas
numéricos em conjuntos reais foi feita em (CRUZ, 2007). Essa representacao
simula a superposi¢do de estados da Mecéanica Quéntica através de funcbes de
densidade de probabilidade, representando todos 0s possiveis estados que uma
variavel continua possa assumir em um dominio. Essa abordagem, que possui
paralelismo quantico, mostrou-se de notavel eficacia para resolugéo de problemas
de otimizacdo no dominio dos reais. A Figura 5-4 mostra o pseudocodigo do

Algoritmo Genético com Inspiracdo Quéantica.
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iniciar

I tel

2. Gerar populagdo quantica O(f) com N individuos com G genes

3. enquanto (f <= T)

4. E(f) « gerar individuos classicos usando individuos quanticos
5. se (t=1) enfdo

6. C(r) « E(r)

7. sendo

8. E(f) « recombinacdo entre E(f) e C(f)

9. avaliar E(f)

10. C(f) « K melhores individuos de [E(7) + C(7)]

11. fim se

12. O(t + 1) « Atualiza O(¢) usando os N melhores individuos de C(t)
13. fet+1

14, fim enquanto

fim

Figura 5-4 Pseudocédigo do AEIQ-R.

Além de oferecer uma representacdo mais adequada para problemas cujo
dominio é o conjunto dos Reais, 0 modelo fornece as seguintes vantagens em
relagdo aos AGs tradicionais e aos que possuem inspiracdo quantica mas que
operam sobre espacos binarios, os AEIQ-B (NARAYANAN & MOORE, 1996):

= Menor tempo para convergéncia;

= O conhecimento sobre o problema gue esta sendo otimizado é armazenado
diretamente nos cromossomos quanticos;

= Capacidade de convergir de forma eficiente, mesmo com populagdes com

poucos individuos.
A populacgdo quantica

A populacdo quéntica do algoritmo é formada por um conjunto de funcdes
de densidade de probabilidade, ou seja, um vetor de variaveis aleatdrias,
especificadas segundo uma distribuicdo qualquer. A equacdo (5-9) representa um

individuo de uma populacdo quantica e a Figura 5-5 mostra graficamente a

representacdo de genes quanticos de um individuo.

Q= [plj +Pije1 +Pijsz ] 5-9

onde i = 1,2,3,....,N, j = 1,2,3,...,N, e as fungBes »;; representam as
funcdes densidade de probabilidade. Estas func¢des densidade de probabilidade séo

usadas pelo AEIQ para gerar os valores para 0s genes dos individuos classicos.
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- -5 -1 5 o 5 0 1 2 20 -5 a2 o 5 15 20

- -5 -1 5 o 5 0 1 2 B TR R o 5 15 20

Figura 5-5 Representacdo de um individuo composto por fun¢des de densidade de
probabilidade uniformes.

Observacao dos individuos cléssicos a partir de individuos quanticos

A partir do conjunto de genes quanticos sdo observados um ou mais
individuos através do sorteio de um nimero aleatério. Esse numero é obtido partir
de uma distribuicdo de probabilidade que comp®e o individuo quantico. O sorteio
é feito conforme a sequéncia de procedimentos a seguir: é sorteado um nimero
aleatorio entre zero e um, posteriormente é calculada a imagem inversa da fungéo
de densidade acumulada no ponto sorteado, esse corresponde a um gene classico
de um individuo que compde a populacéo classica. A Figura 5-6 mostra a funcéo
de densidade acumulada para o gene representado pela densidade uniforme e
como ele organizar-se-ia no individuo quantico apresentado na Figura 5-5 para o
caso implementado em (CRUZ, 2007).

Figura 5-6 Func¢des de probabilidade acumulada associadas a cada gene de um
individuo quantico
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A variavel aleatoria uniforme, algumas vezes referida no texto como pulso
quadrado, descrita pela equacdo (6-10) é uma das fungdes mais simples de ser

implementadas computacionalmente.

1
—— sel. < x=<T1.
p;i (x) = {”u‘-Lu . ”}

0 caso contrario

5-10

onde L;; é o limite inferior e U;; o limite superior do intervalo no qual o gene j do
i—ésimo individuo quantico pode assumir valores quando observado.
A funcéo de densidade acumulada de uma varidvel aleatéria uniforme é
dada pela seguinte equacao,
=p *g.+(p T
Emi = Tmi Tiz i~ 5-11
Para 0 caso em que Pii é um pulso quadrado, pode-se representar o gene

quantico armazenando-se os valores dos limites inferior e superior para cada gene,

ou armazenando a posi¢cdo do ponto central do pulso quadrado e a largura do

mesmo. Por exemplo, considerando um individuo quéntico Qi formado por dois
pulsos quadrados, e supondo que estes dois pulsos tém uma largura igual a dois e
estdo posicionados de tal modo que o seu centro esta localizado nas posi¢des —0.5
e 0.5, respectivamente, o cromossomo quantico pode ser representado, caso se
esteja usando largura e centro com esses valores para 0S @enes, por

Q = [ =-05m; = 05,04 = 2,0, =2 ] onde K1 e K indicam o centro e

g, € T representam a largura dos dois pulsos quadrados respectivamente. A
altura desses pulsos deve ser calculada de modo que a propriedade de
normalizacdo da funcdo de densidade de probabilidade formada pela soma desses
pulsos quadrados seja respeitada. Assim, a altura dos pulsos quadrados deve ser
tal que a area total dos mesmos seja igual a um, e pode ser calculada usando-se a
equacdo 6-1. No exemplo dado, cada pulso terd, portanto, uma altura igual a 0.5.
Ao usar o pulso quadrado, é possivel utilizar, pelo menos, duas estratégias
diferentes de inicializacdo dos mesmos: na primeira, criam-se pulsos quadrados
com uma largura igual a U;; —L;;/N (onde N é o nUmero de individuos
guéanticos) e com seus centros distribuidos uniformemente ao longo de todo o

dominio das variaveis; na segunda, criam-se todos os pulsos com o limite inferior
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e superior igual ao limite inferior e superior do dominio, respectivamente, sob o
qual se deseja otimizar a funcdo objetivo. Foi escolhida a segunda estratégia e
exemplificado o seu uso a partir da seguinte situacdo. Considere um problema
com duas variaveis x e y, ambas no intervalo [-100, 100]. A funcdo de densidade
de probabilidade é representada por um pulso quadrado e a populagdo quéntica
inicial Q(0) tem cinco individuos quénticos. E possivel representar os individuos

quanticos que formam a populacéo inicial conforme a Equacdo (6-12)

q; = [(p=0,0=200;(p=0,0 = 200)]
q; = [(L=0,06=200;(u= 0,0 =200)]
Q(0) =|q; = [(r= 10,0 =200;(n= 0,0 = 200)]
qs =[(p=0,0 =200;(p= 0,06 = 200)]
qs = [(1 = 0,6 = 200; (p = 0,6 = 200)] 512

Resumidamente, a observacéao de individuos classicos a partir de quanticos
é feita da seguinte forma:

1. Gera-se um namero aleatorio r no intervalo [0,1];

2. Identifica-se o ponto x, dado que P;(x) = fpz‘jdx, x =Py (r) onde,

. ~ . . -1, .
Piéa funcéo de densidade de probabilidade acumulada, Pi; " 6 asuainversa;

3. x € o valor observado para o gene j do individuo classico i.
A atualizagéo da populacéo cléssica e quantica

Todos os individuos classicos sdo construidos seguindo 0s passos descritos
na secdo anterior dando origem a um conjunto chamado aqui de populacédo
classica. Os individuos da populacdo nova sdo avaliados (passo nove do algoritmo
da Figura 5-4) pela funcdo de avaliacdo que se deseja otimizar. Apesar de ser
possivel, ndo é, provavelmente, conveniente usar operacGes de mutacdo nos
individuos novos ou antigos, ja que os individuos quanticos, por si so, ja
introduzem um efeito aleatorio nas populagdes sendo evoluidas. Com a populagdo
classica gerada, deve-se tomar uma deciséo sobre como substituir os individuos de
uma eventual populagédo pré-existente (passo 10 do algoritmo da Figura 5-4). De
fato, a estratégia de substituicdo dos individuos da populacdo da geracao anterior
pelos individuos criados na nova geragdo deve ser usada a todo 0 momento, com
excecdo da primeira geracdo, onde ndo existe uma populacdo anterior. Existem

varias abordagens possiveis para essa etapa do algoritmo:
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1. Substituir todos os individuos da populacdo antiga pelos individuos da
populacdo nova (equivalente a auséncia de elitismo e steady-state dos
AGs convencionais);

2. Substituir todos os individuos da populacdo antiga pelos individuos da
populacdo nova, mas preservando o melhor individuo da nova populagéo
(equivalente ao elitismo dos AGs tradicionais);

3. Substituir os n piores individuos da populacdo antiga pelos n melhores
individuos da populacdo nova (equivalente ao steady-state dos AGs
tradicionais);

4. Substituir os n piores individuos da populacdo antiga por n individuos
quaisquer da populacdo nova.

Cada uma dessas abordagens apresenta vantagens e desvantagens. A
primeira opgdo diminui o tempo de processamento, pois elimina a necessidade de
ordenacdo dos individuos da populacdo antiga e da popula¢do nova. No entanto,
essa abordagem tende a introduzir muito ruido, ja que os individuos da populacéao
antiga sdo completamente substituidos e a avaliacdo do melhor individuo pode
piorar significativamente, dependendo do problema que se deseja otimizar. A
opcéo dois resolve esse problema preservando o individuo mais apto da populacdo
classica na populacdo nova. A opc¢do trés, apesar de exigir a ordenacdo dos
elementos da populacdo antiga e da populacdo nova, apresenta a alternativa mais
conservadora de busca, sem provocar grandes alteracdes na populacdo que esta
sendo evoluida. Finalmente, a opcdo quatro combina o conservadorismo da opg¢éo
trés, mantendo os individuos mais bem avaliados na populacdo em evolugdo, mas
diminuindo o tempo de processamento por ndo necessitar avaliar todos os
individuos da populacdo nova.

Para a atualizacdo dos individuos da populacdo quantica os procedimentos
sdo dependentes do tipo de funcéo de densidade de probabilidade que se definiu
para representar 0s genes quanticos (CRUZ, 2007).

A atualizagdo da populacdo quantica consiste em alterar os momentos
estatisticos das funcdes de densidade de probabilidades utilizadas para representar
0S genes quanticos usando uma heuristica que tem os seguintes objetivos:

1. Reduzir o espaco de busca da funcdo que se quer otimizar. No

AEIQ, isto é feito reduzindo-se o tamanho da regido onde a fungéo
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de densidade de probabilidade (genes quanticos) tem probabilidade
diferente de zero;

2. Mapear as regides mais promissoras do espaco de busca. Isto deve
ser feito aumentando-se a probabilidade de se observar um
determinado conjunto de valores para o0 gene classico nas
proximidades dos individuos mais bem sucedidos da populacéo
classica.

Para o primeiro objetivo, pode-se usar um decaimento exponencial da
largura dos pulsos quadrados, um decaimento linear ou, ainda, um processo
similar ao usado em algoritmos de estratégia evolutiva, chamado “regra do 1/5”
(MICHALEWICZ, 1994). A regra do 1/5 faz com que a modificacdo de largura
dos pulsos seja executada de forma homogénea para todos 0s genes quanticos e
para todos os individuos quanticos. A heuristica usada para determinar se a
largura do gene sera aumentada ou diminuida é a seguinte (MICHALEWICZ,
1994): se menos de 20% da populacdo classica criada na geracao atual tiver uma
avaliacdo melhor do que na geracdo anterior, a largura do gene é reduzida; se esta
taxa for maior do que 20%, a largura do gene é aumentada; caso a taxa seja
exatamente igual a 20%, nenhuma alteracéo é feita. Matematicamente, isto pode

ser representado pela equacéo (6-13).

1
o; "6 se @ < -

- o 1
Oy = 5 sep = -

s . 1
CF-”- caso contrario ¢ = E

5-13

onde o;;é a largura do j-ésimo gene do i-ésimo individuo quantico em Q(t),
& é um valor arbitrario, em geral no intervalo ]0, 1[ e ® é a taxa que indica
quantos individuos da nova populagdo classica foram melhores do que os
individuos da populacéo classica na geracao anterior.

O argumento para 0 uso desta regra se baseia na seguinte heuristica: se
menos de 20% dos individuos da populacdo classica gerada tiverem melhorado de
uma geracdo para outra, € provavel que o algoritmo esteja fazendo a busca em
uma regido muito grande e, neste caso, pode ser interessante reduzir o espaco de
busca; se mais de 20% dos individuos tiverem melhorado de uma geracdo para

outra, é provavel que o algoritmo esteja fazendo a busca em uma regido muito
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pequena (e, portanto, achando facilmente, individuos com avalia¢cbes melhores) e
0 mesmo deve tentar ampliar a regido de busca; a taxa de 20% é considerada ideal
e, portanto, nenhuma alteracdo é feita caso essa taxa seja medida.

Ja no passo dois da atualizacdo dos genes quanticos, o0 processo pode ser
definido em termos de quais individuos da populacdo cléssica serdo usados para
atualizar os pulsos da populacdo quéntica. Podem ser escolhidos os individuos
mais aptos, os individuos menos aptos, um conjunto aleatdrio de individuos ou
usar um processo de roleta para selecionar quais os individuos que fardo parte do
conjunto de individuos classicos que serdo usados para atualizar os individuos
quanticos. Apbs escolherem-se quais individuos serdo usados (0 numero de
individuos classicos escolhidos deve ser igual ao ndmero total de individuos
quanticos e, portanto, o numero de individuos classicos ndo pode ser menor do
que o numero de individuos quanticos), o centro dos pulsos de cada individuo
quantico deve ser modificado em relacdo ao valor de cada gene classico. Em
geral, pode-se usar um calculo que deslogue o centro dos pulsos na dire¢do do
ponto indicado pelo gene do individuo classico. Por exemplo, supondo-se que o

centro do gene quantico na geracdo t seja dado por £;;(t) e o valor do gene

classico seja dado por x;;, entdo, pode-se calcular a nova posicdo do gene

quantico na geracgdo t + 1, através da equacdo Hii (t+ 1) = by (8 + A(x55hy (t]],
onde 4 indica o percentual que se quer deslocar o centro do gene quantico na

direcdo do gene classico.

Execucéo do Algoritmo Evolutivo com Inspiragdo Quantica

Todos os passos do algoritmo descrito anteriormente devem ser repetidos
por um namero de gera¢des T, de acordo com o que foi mostrado na Figura 5-4.
Além do pseudocddigo definido nessa figura, € possivel definir um diagrama que
mostra como as partes que constituem o modelo se relacionam entre si. Esse
diagrama pode ser visto na Figura 5-7. Essa figura ilustra graficamente em ordem

cronologica, os acontecimentos que ocorrem durante a evolugéo do algoritmo.
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Figura 5-7 Diagrama completo do Sistema Evolutivo com Inspiragdo Quantica
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O diagrama da Figura 5-7 mostra que a populacdo quantica Q(t) € composta de

individuos quanticos que, por sua vez, sdo formados por genes quanticos. Essa

populacdo quantica é usada para gerar uma populacdo classica que é entdo

avaliada e usada para modificar os individuos da populacdo quantica em um

processo iterativo.
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6
FUNGCOES DE ONDA EVOLUCIONARIAS E A SOLUGAO DA
EQUAGCAO DE SCHRODINGER

Neste capitulo é apresentado um conjunto de resultados, que fazem parte
do arcabouco e ferramental necessarios para o desenvolvimento desta tese.
Algumas consideracdes sdo feitas sobre as solu¢Bes propostas e sdo descritos em
detalhes quais os procedimentos gerais para se empregarem técnicas baseadas em
Algoritmos Evolutivos para construir solugdes validas para a equacdo de
Schrédinger. Em cada secdo é apresentada uma breve descricdo tedrica sobre 0s
métodos e artificios utilizados e a forma de empregar a computacéo evolutiva em

sinergia com tais métodos.

6.1.

A solucéo da equacao Schrodinger por Algoritmos Evolucionarios

A computacdo evolutiva ou evolucionaria é a técnica que emprega
algoritmos evolutivos para resolver problemas de otimizagdo. Quando essa técnica
é aplicada com a finalidade de realizar a construcdo de algo, tem-se a origem do
projeto evolucionario ou evolutivo. Por isso, denomina-se, nesta tese, de Fungdes
de Ondas Evolucionérias as funcGes de onda encontradas como solugdes da
equacdo de Schrddinger por métodos que empregam algoritmos evolucionarios.

A equacdo de Schrodinger é uma equacdo de autovalor. Para muitas
aplicacdes é procurada a autofuncdo do operador de Schrodinger associada ao
menor autovalor desse operador. No entanto, como o operador de Schrodinger
para sistemas moleculares e atdbmicos € um operador auto adjunto (TESCH,2009).
Esse problema é equivalente a resolver um problema de otimizacdo. Precisa-se
encontrar o minimo de um funcional conhecido como Range Numérico dado pela
equacdo 6-1. Isso € justificado pelo teorema 6-1. Na figura 6-1 € mostrado o

fluxograma da execucdo de um algoritmo evolutivo.
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Figura 6-1 Fluxograma da execuc¢éo de Algoritmos Evoluciondrios empregados na busca

por fungdes de onda evolucionarias.

Teorema 6.1

Se¥éuma funcdo que satisfaz as propriedades ja discutidas entdo tem-se

{IIJfIHIIIJ}::_E 6-1
(whyy —°
Prova.

Pelo teorema da serie de Fourier & possivel expandir ¥ em um conjunto

ortornormal de autofuncdes de H ou seja funcgdes que satisfazem a equacéo
Hepy = g0y, 6-2

pode ser escrito que

v=) ae, 6-3
k=1
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onde
Cp = J ¢ WrdT, 6-4
Como
(WiHY) = [y hyar, 65
tem-se
(WIH[W) = J. (Z ':L:‘-pk.) H(Z cwk) dt = Z Z ck*clf @, 'Hpydr, 6-6
k=1 k=1 k=11=1
Como Hex = Py,
Z Z (T Ekle- @ dr, 6-7
k=11=
por definicdo @k L @1, logo
J_ 'lIJ'&H'LIIdT = Z Z CLO Ekslﬁm = Z Cli s 6'8
k=1 1=1 k=1
onde 8éa funcdo delta de kronecker.
Tomando o como o0 menor autovalor de H, & = €0 Jogo,
k=1 k=1
por procedimentos similares J W Wdt = X&) ¢ | assim,
H . CEE £, Ty CF
(Yl |¢}:zk;1 ki DEk—lzkzsu 6-10
(W) =1 G Loy G
logo,
H
WiHW) S a 6-11
()

Os Algoritmos Evolucionarios poderdo ser utilizados sempre que houver
uma forma de mensurar a qualidade de uma solugdo proposta. Sendo assim, o
mesmo algoritmo pode ser utilizado sem que seja necessaria a formulacdo de
novos procedimentos de otimizacdo, e é possivel reutilizar o otimizador para
resolver problemas diferentes, sendo apenas necessarias as devidas mudangas na

funcéo objetivo.
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De acordo com o teorema 6.1, achar o estado fundamental de um sistema
multieletrénico é equivalente a resolver um problema de otimizacéo cuja fungéo

objetivo € o célculo da energia associada a funcdo de onda.

A aplicacdo de Algoritmos Evolucionarios para resolver problemas de
otimizagdo cujo dominio seja real é simples, uma vez que o algoritmo em questdo
possui representacdo direta no dominio do problema. Mais especificamente, cada
dimensdo do espaco de busca € associada a um gene de um individuo da

populacéo do algoritmo evolutivo.

Para que seja possivel encontrar funcBes de onda evolucionarias é
necessario transformar o problema de busca por fungbes em um problema de
otimizacdo numérica. E isso pode ser feito gracas a presenca de isomorfismos

isométricos entre o conjunto de funcdes aceitaveis como solucdo para equacédo de

Schrodinger e o conjunto ¥° Esse isomorfismo pode ser estabelecido, por

exemplo, pelas séries de Fourier.

O conjunto das funcdes de onda trabalhadas nesta tese serd o fecho da
interseccdo entre o conjunto das funcGes quadrado integraveis, continuas e de
derivadas continuas até segunda ordem, e simétricas ou antissimeétricas com
relacdo a permutacdo de suas coordenadas. Esse conjunto nesta tese é denominado

£ .
F7 e é ilustrado na Figura 6-2.

j:-+

Figura 6-2— O conjunto

Assim, encontrar a solucdo da equacdo de Schrodinger para sistemas

eletronicos é equivalente a encontrar os coeficientes de Fourier da funcao presente
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+ - 7
F que corresponde ao estado fundamental do sistema estudado, que é

em
exatamente equivalente a resolver um problema de otimiza¢do numerica, uma vez
que o funcional de energia é a prépria funcdo objetivo, o range numérico do
operador de Schrodinger, sendo possivel também, definir outras funcbes objetivos

que podem ter os mesmo pontos de minimo.

Proposicgéo 6.2

Se W é escrito como uma série de Fourier entdo, a energia total, = do
sistema é dada com uma soma das contribui¢des dos elementos ¥i de uma base.
ou seja, ¥ = L2169 tem-se

. {w|H|$} _ (Z?C:j_ C; @EJH(Z;l C; '?:ij _ Z?E;u:lcicj .r ‘P:‘H@j

= = = . 6-12
TR Criae)Briae) I e

C.C.

iﬁii Ci C}-_Jr ‘pi‘p}'

f‘?’fH‘Pj -0 6-13

£ =

Proposicgéo 6.3
Se

Zsk = lim ) =, 6-14

Seja um inteiro Z = 1 tal que a série

T

lim £, < 00, 6-15
k==

Para provarmos usaremos a seguinte relacéo valida para todo Z = 2gwz2

=tw =z—1 =tw
E £, — E £, = E Ep. 6-16
k=1 k=1 k==

limYi_,e, == . - .
COMo m—ee “*=17% "t como enunciado pela proposicio 6.1, entdo

lim 20-, g < 0 intei 5
n—soe k=2 7k , para qualquer Z inteiro. Entdo,
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= w—1 =
li — = Ii _
zﬂz £, Z £, z:_,;rz?,c £y, 6-17
k=1 k=1 k=w
fazendo™ = @ tem-se
= w—1
lim » g — lim g, =0, 6-16
oo 1Ar— oo
r=1 k=1
portanto,
=
lim g, =0, 6-17
Z,W—oo
k=w
Clim X5 = )
logo, cOmO a serie w-= %= "% vai a @ tem-se que
limeg, =0.m 6-18

k—oo
. + e .
Esse conjunto F7 deve ter algumas caracteristicas que possibilitem o uso

dos métodos aqui propostos, como por exemplo, todas as funcdes nele presentes,

: . : : +
possam ser descritas com uma série de Fourier. As propriedades que ¥ tem que

possuir serdo mostradas e demonstradas a seguir.

Seja F* = C*(0,00) N L2(0,00) N S gm L7(0.) gnde € ¢ 0 conjunto de

L

funcdes continuas e de derivadas, até ordem 2, também continuas, = o conjunto

das funcbes que possuem a integral do seu quadrado finita, e So conjunto de
fungdes simétricas.
Definicéo 6.4

Seja Pi o operador permutacdo, seja fiR" =R g FES entgo

flrym, ) = f(Fi,_J'(TPTE’ "'Tn])rvi,}' EN
Tomando sistemas de dois elétrons, o aomo de Hélio e seus ions.

Exemplos de fung¢bes no conjunto :F+, sdo:

W' (ryry) = f(rglry) + £(r)elry), 6-19
onde:
f.g € L*(0,00) N C2(0,00)
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Proposicgéo 6.5
Sejam as aplicagdes continuas ¥R+ # R W:RI SR £R. SR
gR: = R Onde:
W(ry, 1) = f(ry)g(ry).
W' (ry,ry) = f(rdglry) + £(ry)glry),

f

Existe a0 menos uma ' e uma &, ambas em L*(0,c0) que satisfaz a seguinte

desigualdade.

{IIJ’IHIIIJ‘}{ (W [H|Y)
(W'’ (W)

6-20

Prova.

Proposicgéo 6.6

O conjunto Fr espaco é espaco produto interno e é completo com relacdo
a métrica euclidiana.
Prova

Basta aplicar o teorema do conjunto fechado, todo conjunto fechado dentro

de um completo é completo. Assim, tome o fecho de um conjunto arbitrario em

2 . « o - t,
L (”*mj, que é completo, com relagdo a métrica euclidiana, como F7 6 fechado,

entdo pelo teorema segue que ele é completo.

Proposicao 6.7
=
Prova.
F* =C%(0,00) NL3(0,0) N S, 6-21
Fr cC2(0,00) NL2(0,00) N 5, 6-22
F* 2 L2(0,00) nL%(0,0) N §, 6-23
F* cL}(0,00) N5,
S=35,
logo,
L*(0,c0) NS S 12, 6-24
entéo,
Frelm 6-25
Proposicgéo 6.8

. +
O conjunto ¥~ tem ao menos uma base ortogonal.
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Prova.

Todo subconjunto fechado de um espago de Hilbert é Hilbert, e todo
espaco de Hilbert, tem uma base ortogonal contavel.

O espaco de busca é grande demais e a aplicagdo direta do algoritmo
evolucionario pode ndo ser bem sucedida, pois a principio os coeficientes da série

R

. ~ ~ n ~ , -
de Fourier que representa a funcdo de onda estdo em ™ , entdo e importante

7 g ~ . n
desenvolver um método para especificagdo de um subconjunto de R que

contenha a resposta procurada. Esse conjunto foi especificado e caracterizado pelo

teorema 5.9 e seus corolarios. ®

Teorema 6.9

O conjunto de coeficientes de Fourier da expansdo da fungdo de onda, v,
correspondente ao estado fundamental de qualquer sistema monoeletronico estara

sempre contido no intervalo

1 ||4ﬂ+1 1 ||-’-1-E+1

[ m™ "2
Ewnzwﬂ

1

desde que o SUP W = T,
Prova

Tome,
. o
r=+/x°+y°-+z° 6-26

assuma, w(r) normalizado, isto é, tal que

ﬂ] W (y‘xz +yi+ zz)L dxdydz = 1, 6-27

ﬂ] W (1..*}:2 +yi4 22)2 dxdydz

(s [oo) [) 2

= 411:J- W(r)?ridr,
0

logo,

= o 1
f W(r)*ridr = ot 6-29
o
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pelo teorema da série de Fourier, todo ponto em um espaco de Hilbert pode ser

escrito como,
w(r) = Z c; @ (1), 6-30
i=1

e os coeficientes i sdo dados por
¢, = J. W (r)e, (r)dr, 6-31
o

aplicando desigualdade de cauchy-schwartz, tem-se

zg(mequJ(Lxmxﬂ%h) 6-32

LﬁMﬂ%&Mr

assim,

[ ( L mw(rjzdr) (J:m-l(r)zdr) 6-33

dividindo o dominio das integrais em duas partes,[ﬂfl] el1.%]

1 o
o, . 1
J- Lp(rj‘r‘dr—kf w(r)*rédr = —, 6-34
0 1 41
oo 1 o
f tIJ(rJEdr=J ¢(r]2dr+f W (r)?dr, 6-35
o o 1
é possivel estabelecer um limite superior para cada um dos termos da integral,
dados por
1 ., 1
f w(r)*ridr= —, 6-36
0 41
= o s 1
J. W(r)iridr= —, 6-37
1 41
nota-se, além disso, as seguintes relacdes
1 1
f w(rjzrfdrgj W (r)*dr, 6-38
o o
f ﬂ!(rjzdrgf W(r)’ridr, 6-39
1 1
- 5 = - 1
f q;[r]‘drij w(r)ridr=—, 6-40
1 1 4m

== . 1
f w(r)dr < o 6-41
1
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tome uma & constante tal que,
1
1 P
sup U(r)? = lim (J. llj(r:]zpdr) =g 6-42
p—*oo o
logo,
1 1
f lli(rjzdrif dr=¢ 6-43
] o
1 . o2 . 1
f w(r]‘dr+f w(r)dr<g+—, 6-44
0 1 4

como ¥ vem de um conjunto ortonormal, entéo

e, |? =< (j 'lIJ(I‘:]zdl"), 6-45
0

||-’-1-E+ 1 1 ||-’-1-E+ 1
= — .

| 2]
.‘4411 21‘11

el < 6-46

Corolario 6.10
Se a funcdo de onda total do sistema é representada por uma funcdo da

forma,

n

W(ryryry) = 1_[ @; (r5), 6-47

i=1
onde @i(*1) & uma funcdo de onda monoeletrénica, entdo, os coeficientes da
expansdo de Fourier da funcdo de onda que corresponde ao estado fundamental de

qualquer sistema multieletrénico obedeceram a seguinte relagéo:

n

(4[: -+ 1)5
T

onde |Cm | sdo os coeficiente da expansdo de Fourier da funcdo de onda

1
o | on

’ 6-48

estudada.

Desde que C seja uma cota superior para ¥ (1 T2 - T'n)-
Prova.

Tome B

uma base de Fourier para um espacgo de Hilbert de funcbes. Pelo
teorema das series de Fourier, toda funcgéo contida nesse espago tem pelo menos

uma expansao do tipo,
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@;(r) = Z ciB;(r,), 6-49
i=1
Faca® = 2,
w(?"j_:?:j = 9 (T'j_j @0 (szr 6-50
voum) = ) g8 || Y 7B ) 6-51
i=1 i=1
PY(ry,m) = (Z ¢i ¢ By (1) B, (sz)r 6-52
k=11=1
= 6-53
Ylry,m) = z €1 B (1) By(12) |,
k1=1
|Ck,:|=|czlci|= let ezl 6-54
do teorema (anterior),
1[40+ 1 6-55
|'f-':'| i: E |
N T
Logo,
ley. | =¢t ¢k ... ¥k, 1 ... 6-56
Por inducao,
Tl1 (4 +1 6-57
<] [ 375
i=1 | M
onde % é uma cota superior % para todo 1.
Seja a seguinte colecdo,
¢=(C0C0 - C)
Tome (= sup?
1 77| 46+ 1 1 (4c+1)§—‘ 6-60
2n oy ,,J T 2n T
Logo,
1|4+ 132 6-61
|Ck:...|£_( ) u
e an T

Teorema 6.10
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Se 0 numero de elétrons no sistema tende a infinito, entdo o médulo de
qualquer dos coeficientes da expansdo de Fourier de toda fungdo de onda

multiletrénica, que corresponde ao estado fundamental de qualquer sistema, é

1
. . ) =—=4+
menor ou igual a 1, desde que o sup ¢; (1) 4 H, i,

Prova.
Seja

1
le| < lim —
F1—* 03 2”

AC + 10\T
(E+ ), 6-62

Fazendo

4C+1

C — 4
T

Temos

6-63

¥

1
le] < lim —|2"| =1, 6-64
F1—* 03 2”

Logo,

1
= _E+ . . 6-65

Teorema 6.10
Se 0 nimero de elétrons no sistema tende a infinito entdo o mddulo dos
coeficientes da expansdo de Fourier de toda funcdo de onda multiletrdnica que

corresponde ao estado fundamental do sistema tende a zero. Desde o

1
sup :;p-l(r-l]*{—;-I- Ty,

Prova.
Seja
g2+l 6-66
Fis
1, =
le| < lim —laZ |, 6-67

n
a2

} 6-68

1
le] = (lim —) (lim
n—oz AT n— oo
Se @ =% entio a funcéo 2" , presente no denominador varia mais rapido do que

- - 1 1 n
n lim —=0 x A (lim —) (iim az )
4% Umavezqueo  ""™2" . Entdo a sequéncia m-3ea gn mes

tem limite igual a zero. ™
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1

. om
Lema. A sequéncia

ar+1nz

1
, (=——+m
e Convergente, se e somente se, 4 .

Teorema 6.11

Seja um conjunto ortonormal, quando considerada a funcdo peso wx),
Os coeficientes da série de Fourier de qualquer funcdo de onda que corresponda
ao estado fundamental de todo sistema monoeletrénico estdo contidos no seguinte

intervalo

1 ||“:'[4<+1j 1 ||“z'[4‘:+1j

| "2
\ T 21‘ T

desde que o 4P ¥* = ¢ Onde
a= [ e.rwa
Prova.

Seja Y(r) = ZZ; 6, 0:(r). ¢ os coeficientes & sdo dados por
= 1 6-69
o= [ v werier
o

aplicando desigualdade de Cauchy-Schwartz, tem-se

? = = 6-70
= (J. w[r:]:dr) (J. tpi(r]:w(r]dr),
assim,

le;|* = (me(’r]:dr) (f@i(ﬂ:w(rjdr)’ 6-71

do teorema 6-1,

[ voweyar

oo . 1 -
J. Uir)dr<7+—, 6-72
0 4T
fazendo
J. @, (r) w(r)dr =a, 6-73
0
tem-se
. 1 -
e <(5+) e 6-14
4


DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 0921416/CA


PUC-RiIo - Certificacdo Digital N° 0921416/CA

FUNCOES DE ONDA EVOLUCIONARIAS E A SOLUCAO DA EQUACAO DE
SCHRODINGER

97
1 a4+ 1) 6-75
le,| = | ———||-"
1‘ Fis

6.1.1.
Breve consideragcdo sobre o funcional de Energia de sistemas

multieletronicos

A energia do estado fundamental do 4&tomo de Hélio tem sido objeto de
interesse durante muito tempo e ainda continua atraindo e chamando atencdo de
muitos pesquisadores. Sempre com 0 objetivo de extrapolar o conhecimento para
sistemas arbitrérios. Nesse sentido o método variacional tem sido uma das mais
poderosas ferramentas utilizadas para estimar a energia do estado fundamental de
qualquer sistema quantico. Muito embora mais a frente sera apresentada uma lista
aproximagOes desenvolvidas, ao logo historia, para o estado fundamental do
Hélio, é importante destacar que, as bases utilizadas para aproximar as solucdes
da equacdo de Schrodinger na maioria dos casos da lista, ndo sdo necessariamente
bases. 1sso implica na perda de generalidade dos trabalhos citados a seguir nesta
secdo. Dai a importdncia dessa tese, que desenvolve e apresenta métodos para
construir funcBes de base que podem ser utilizadas em funcionais, ja
desenvolvidos na literatura, tanto o baseado em determinantes de Slater, como o
baseado em antissimetrizacdo com o operador de Young desenvolvido em

(NASCIMENTO, 2007), ou mesmo aqueles que incluem explicitamente o termo

12, como aqueles apresentados a seguir.

6.1.2.
Um Estudo Bibliografico sobre as funcdes de onda do estado

fundamental do atomo de Hélio

Durante os Gltimos anos, esse método foi aplicado ao estudo do 4&tomo de
Hélio para realizadas as mais diversas tarefas, como exemplo, citam-se:
Komasaand & Rychlewski (2003) que considerou fungdes gaussianas
correlacionadas em calculos variacionais para estimar a energia do estado
fundamental do atomo de Hélio, Flores-Riveros et al (2003) e Theodorakis et al.

(2010) consideraram um método de otimizacdo para aproximar a solugdo de um
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conjunto de equacOes. Lobanova et al. (2007) e Biaye et al. (2005) usaram o
método variacional para o célculo das energias do estados excitados do atomo de
Hélio para mostrar a importancia dos efeitos de correlagéo eletronica.

Os célculos variacionais aplicados ao atomo de Hélio foram sempre
considerados como benchmark para os testes de novas teorias e é esse 0 caso mais
simples de um sistema real para o qual a equacdo de Schrddinger ainda néo foi
resolvida de forma exata.

Conforme ja mencionado, a equacdo de Schrodinger descreve de forma
precisa as estruturas eletronicas de sistemas atdmicos e moleculares. A aplicagéo
da equacdo de Schrddinger ao célculo de propriedades do atomo de Hidrogénio
foi um exemplo da precisdo dessa equacdo. O préximo foi o atomo de Hélio e
portanto imediatamente apos Schrodinger, Hyrellas (1929) realizou estudos sobre
0 atomo de Hélio e publicou um resultado muito importante, o qual foi muito
preciso, mas ainda longe do resultado exato. Desde entdo, muitos cientistas tem
tentado resolver de forma mais precisa ainda a equacdo de Schrédinger para o
atomo de Heélio, Hylleraas(1929), Kinoshita (1957), (Frankowski &
Pekeris,1966), Korobov (2002), (Nakashima & Nakatsujia,2007). Essa solugéo
poderia dar uma ideia sobre a solucdo dessa equacdo para sistemas mais gerais.
Esta area de pesquisa tem sido chamada de teoria das funcbes explicitamente
correlacionadas.

Hylleraas considerou intuitivamente que as funcdes de onda do &tomo de

Hélio poderiam ser expressas com uma boa aproximagao como
Z Clon slt™u® exp(—as), 4-10

Onde {5543 ¢ ym sistema de coordenadas definido por
s=ry+7r,,
t = ri —_ 1":; 4'11

U= Tyq

Imn} ¢ ym conjunto de niimeros inteiros e Clmn é um coeficiente a ser
determinado. Essa expansdo da funcdo de onda foi chamada de Hylleraas
expansion. Ele introduziu explicitamente a distancia inter-eletronica na funcéo de
onda, e isso foi 0 que resultou num resultado surpreendente quando comparado a

teoria de orbitais moleculares. Depois do trabalho pioneiro de Hylleraas,
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diferentes fungBes analiticas incluindo o termo Tiz foram estudadas das mais

diversas formas. A tabela 4.1 apresenta um breve resumo histérico sobre a

precisdo dos métodos de calculo do estado fundamental do a&tomo de Hélio.

Tabela 4.1 — Cronologia do desenvolvimento das melhores funcdes de onda

Referencia Tipo da funcéo Energia (a.u)
1929 Hylleraas Hylleraas —2.902 43
1957 Kinoshita Kinoshita —2.903 7225
1966 Frankowski & ]
) Logarithm —2.903 724 377 032 6
Pekeris
] —2.903 724 377 034 114
1994 Thakkar & Koga Half-integer A
) —2.903 724 377 034 119
1998 Goldman Polynomial
594
—2.903 724 377 034 119
1999 Drake Double exponent
596
2002 Sims and -2.903 724 377 034 119
12 Hylleraas-Cl
Hagstrom 598 29
) —2.903 724 377 034 119
2002 Korobov Triple exponent
598 305

2002 Korobov

Slater geminal

—2.903 724 377 034 119
598 311 158 7

2006 Schwartz

Logarithm Ins

—2.903 724 377 034 119
598 311 159 245

2007 Nakashima &
Nakatsuji

ICI- Hylleraas

—2.903 724 377 034 119
598 311 159 245 194
404 446 696 905 37

No trabalho original de Hylerras(1929), o conjunto de inteiros foi limitado
aos inteiros ndo negativos. Kinoshita (1957) verificou que se os inteiros fossem

negativos, a precisdo dos calculos poderia ser significativamente melhorada.
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Takkar e Koga(1994) estenderam o método Hylerras e obtiveram resultados ainda
melhores.

Barllet (1937), Gronwall, (1937) afirmaram que a funcdo de Hylleras nédo
era adequada para descrever a funcdo exata. O argumento dessa afirmacéo € que a
funcdo era suficiente para descrever a condicdo de cusp de duas particulas, mas
ndo descreve a coalescéncia de trés particulas. Entdo, sugeriram a inclusdo de uma
singularidade logaritmica na funcdo de onda, e que isso poderia melhorar ainda
mais o resultado. Frankowki e Peris(1966) refizeram os calculos incluindo
fungdes logaritmicas na funcdo de onda e conseguiram fungfes de onda ainda

mais precisas. As suas funcdes de onda foram expressas como
i' -
Z c':l,m.n,l,j} (s*+t7)2(Ins) exp(—as),

Onde Lm pertencem aos inteiros, 1 sdo inteiros ndo negativos. A forma original

ERRY
sugerida por Bartlett, Gronwall, e Fock continha o termo (ln [(S Tt j]} (xxx),

mas o modificaram para um termo mais simples, da forma lns, isso para tornar o
calculo numérico mais estavel. Entdo, a energia do estado fundamental do atomo
de Hélio foi significativamente melhorada.

Os computadores permitiram muitos avancos e célculos cada vez mais
precisos tem sido obtidos. Alguns célculos utilizando bases ortogonais foram
feitos em Goldman(1998). Drade et al (1999) realizou calculos com exponenciais
duplas e triplas. Sims & Hagstron (2002) relataram um método chamado de
Hyrellas-Configuration com uma grande quantidade de bases. Koborov (2002)
realizou calculos com um numero muito grade funcdes e de coeficientes nédo
lineares e obteve uma energia com uma precisdo de 25 casas decimais.
Recentemente, usando um conjunto de possiveis bases que incluem termos
logaritmos, Schwartz (2006) encontrou uma energia correta com 36 casas
decimais. A funcdo apresentada foi ligeiramente diferente das apresentadas em
Frankowski e Perikis e foi expressa como
Z Ctmni) g! (t/s)™ (In s) exp(—as),

Onde:
L' um namero inteiro;

™., ™, L.J sdo0 nlmeros ndo negativos.
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No artigo General theorem on Bifurcation and its application to Hartree
Equation of the Helium Atom publicado em 1970 (Reeken,1970) é dada uma
prova rigorosa da existéncia de uma solucdo positiva da equacdo de Hartree
aplicada ao 4&tomo de Hélio.

Desde que Reeken, em 1970, demonstrou a existéncia de uma solucéo
positiva para equacdo radial de Hartree do atomo de Hélio, diversos artigos tem
sido escritos sobre as propriedades matematicas das equacbes de Schroedinger
desde que o trabalho de Reeken foi publicado. Todos esses trabalhos sao
relacionados com autovalores da equacdo de Schroedinger. Porém, ndo sdo
associados a autovalores que sdo pontos criticos.

Em Existence and bounds for critical energies of the Hartree operator
(1973), é apresentado um método para provar a existéncia e calcular lower bounds
para pontos criticos da equacdo de Hartree aplicada ao &tomo de Hélio.

De acordo com Myeres et al, 1993, as autofuncGes de operadores
Hamiltonianos de sistemas atbmicos e moleculares exibem uma singularidade em
todos os pontos no espaco de configuragdes, onde duas ou mais cargas se
encontrem juntas. Na colisdo de duas particulas, a derivada da funcdo de onda
com relagdo as coordenadas cartesianas tem uma descontinuidade caracterizada
pelas famosas condicdes de Kato, e a inclusdo das condi¢bes de Kato nas funcdes
de onda mostram acelerar muito a convergéncia dos calculos variacionais de
Rayleigh-Ritz. Para o caso do Hélio existe também uma singularidade que envolve
mais de duas particula, conhecida como tripla singularidade de colisdo quando os

trés elétrons aproximam-se simultaneamente do ndcleo.

6.1.3.

O Funcional de Energia de sistemas de dois elétrons

Nesta se¢éo sera desenvolvido o funcional de energia para fungdes de onda
de dois elétrons da forma descrita pela equacdo 6-76. Mas, todos os célculos séo
facilmente estendidos para sistemas de mais elétrons, com auxilio de
determinantes de Slater, simetrizadores ou antissimetrizadores de Young,
(NASCIMENTO, 2007).
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Uma vez que as fungBes evoluciondrias propostas nestes trabalho estardo

sempre contidas em F

ser descritas da seguinte forma:

wfl:r"’rzj = f(r)g(ry) + flry)g(r),
onde:

iR, = R;

g Ry — .'R;

71 € T2 sdo as coordenadas dos elétrons 1 e 2 respectivamente.

WHYY _ (flr)gln) + F)g@)IHIf (r)g(n) + F(r)g(n))
(' |1y") (FlrDglr) + F)gDIf O aln) + F(rm)a(n))

(WNHW"Y = {flrgln) HIf(r)gl )+ (f(r)g(n) [H If(m)a(r)

+ i . 2 )
, as funcdes de onda de dois elétrons, ¥ : &~ = R poderio

6-76

+ {f(r)g(r ) IH |f(r) g () + {f () g (r ) 1H | f (1) g ()

Como H

(x|H|¥} = (y|H]|x).

é auto-adjunto, a seguinte relacdo é sempre valida

6-79

Sendo x e y ponto arbitrarios em um espaco de Hilbert qualquer. Aplicando essa

relacdo na equacéo (referéncia) tem-se

WNHWY = {flrDgln) H|f(r)gl)) + 2(f(r)g(n) |H [f(r)g(r))
+ (f(r)g(r)IH | f(ry)g(r))

W'y = (flr)g(r)|f(r)g(r)) + 2(F () g (m) |f (r2) g ()
+ (F () g () |f () g ()

Por definicdo o operador H ¢ dado por

H=T+V+U

onde,

T ¢ 0 operador energia cinética;

V¢ 0 operador energia potencial elétron-niicleo;

U ¢ operador energia potencial elétron-elétron;

(WIHRY) = WIT +V + U|y),
WIHW) = (WITI) + @IV 1Y) + @W|Ulp),

entdo,

1, 5
T = _E [Vf + F:‘],

1 Y 1 .
(PITp) = —E{%ﬁIVfl%ﬁ} - E(ﬁfl%‘l%ﬁ},

6-82

6-83
6-84

6-85

6-86

6-77

6-78

6-80

6-81
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em coordenadas esféricas tem-se

7 1 T _ li 2 '511{;(?1’?2:]
Vi= TTE_F:' = v, (T"z' ar. )r 6-87
normalizando ¥ tem-se,

win, )
_ = 2 = 1 11‘{’(?11!712:] 1 a 2 a N 7
(W17 ) = 15%_’; 73 L i ;{_a—n(n B drydry,
Pela equacéo (6-76) e por (6-83) tem-se
(@'|T"y = {f('ﬁjgtrzj |T|f(?“1).g(rzj Y+ Z{f('ﬁjg[rzj T |f(7'::]£?(7"1)}
+ {f(TE:]H(T"i:”T |f(7"2:]9'(?"1]},

{f(n]g(rg)li“ |f(7"1j£?(f'2]} = {f(ﬂjg(rzj [ +7%] |f(7”1j.9'(7"2j}

= {f('ﬁjﬂ[rzj |V1|f[7"1)§(7"2)} + {f('ﬁ]H(sz |, |f(7"1:]£‘('rzj}

2(f(r)g(m) ITIf () g(m)) = 2{f () g () [M+7,] If()g(r))
= 2({f(r)g(n) IMIf(r)g()) + (F(r)g () [R1f () g(r)))

(F(r)gIT [f () g G )y = {f () g G [V +V2 ] 1F () g ()
= {f(rzjgtrij |F1|f[7":]9'(7'1:]} + {f(rzjgtﬁj |, |f(7'2]9'[7"1)}

Y(r,m)
1 )1 a [ 0 ,
_11{’(7“1 ™) —( 2 N )rfdrldrz

— 2 N
2 N mnar|\? dr,

(@7, ) = 167 f rff -
o o

= 7= 1 19 ,4d 5
f f —Z Fr)g(r) ———| 72 —— F(r) g () |rEdrydr,
0 0 2 e}

_lem
E ary ary

R | 19 ( ,4 ,
+J; T':fL -3 f[ﬁjg(fg]ga(f{Ef[rij.g(?g))?g‘d'@d?’l]

= o - - d . d
(L glr)ry de) (L f [H]E(Tf a_rlf (7"1])?"1 d""l)
ronynian ) ([ o222
+ (L f(ﬁj n dri) (L EETEJE(TE ar, H(T":j)"": dry )]

= .0 1 14 . d i
J; Tz‘J; -3 f('ﬁ]g(?’g]qa(i’"{ a_ﬁf(fzjg[rlj)i’"f drydr,

am

NE

. lam
=

= (= 1 1 d L d \
+J; TfJ; ) f("’ljg(?':jga(?faf(*’:jﬁ(ﬂ))ﬁ‘d”’:d"’l]

6-88

6-87

(o3}

-88

6-88

6-89

6-90

6-91

6-92
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= 5 = af @
(J. g(rzjf(rzjrz‘drz) (J. f(rljg(ff gﬂ('&j)"i d""l)

104
ar

=

o - 3 3 6-93
+ (J; H(T’ﬂf(?ﬂ”’fd"i) (J; H(T’:ja(”f af(*’:j)rz dT:)]
16 = T 1 14 _ d -
= N_;T _L Lt L 3 f(rzjg[ﬁjaa(rf a_ﬁf('rz]g[rlj)rf drydr,
= [ 1 19 [, i 6-94
+J; TiL -3 f(rzjﬂtﬁjga T3 Ef[rzjg[ﬁ) AT arn
8 = . - i} L d
=N—TZ (J; f(rzj‘rz‘drz) (J; g[rlja—rl(rf EH["E])H d:r"l)
- o 3 3 6-95
+ (L g(r) ry d""i) (L f(rzja(rf af(rzj)rz dr )]
Operador energia potencial
Da mesma forma que para operador energia cinética, para o operador
potencial tem-se,
W'V = (flar)g(Bry) |V |f(ar)g(Bry))
+ 2{f(ar ) g(Br,) [V |f(Bry)glar))
+ {f(Bry)glar)|V | f(Bry)g(ar))
1 1
(F(an)g(Br) IV | (ar) g (Br)) = (F(ar)g(Bry) || +—| If(ar)g(Br))
1 2
1
= {f[:m"ljg[ﬁrgj|;|f(aT1jg[ﬁT:]} 6-96
1
1
+ {f[ﬂ'ﬁjg(ﬁ?&m: If[arljg(ﬁrz:]}
2(f(ary )g(Bry) |V |f(Bry)glary)) _ 6-97
=2(f(ar)g(Br) | [+ | 1F B m)aa )
1
=2(f(ary)g(B-m) l'rT |f(Bry)g(ary))
1
1
+2{f(ar)g(B-m) |— If(Bry)g(ary))
1 1
(F(Br)g(@r)IV If (Br)g(ar) = (F(Br)g(am)l | —+—| IF(Br)g(ar))
. 2
= {f(Br1)g(ary)|—1f (Bri)g(ar,)) 6-98
1

1
+ {f(ﬁ?&]g(m“:llg |f(Bry)g(ary))
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5—9%6=

16 R e | 1 .
jT [f Ty J- -z f(ﬂ'ﬁ]H(ﬁTg] _f(ﬂﬂjgiﬁrzjﬁ‘dﬁdrz
f 2 f ~ Flar)g(Br) f(an)g(ﬁn)n drldn]

16w 1 .
eqs = NE H(J@T’:j 73 _E flary) rydrdr,
0 0

oo o oo 1 )
+ J flar ) ry J —= g(Bry)*n d"id’":l
0 0 2

16w

oo i oo 1 1 )
J Ty J -3 f(ﬂﬁjg(ﬁ"b]_f(ﬁﬁjgiﬂrzjﬂfdﬁdrz
o
f i f 3 Flar)g ()= £ (br)aar, )2 drldn]

16 . 1
=2 N;T U; LY J; 3 flar)g(Br,)f(Bry)g(ar,) rdrdr,

= =g
+ J; ey L -3 flary)g(Bry)f(Bry)g(ar,) Tzdrldrzl

= 1},5? ng[ﬁrzjg(aﬁ]:@: Lm _% flary ) f(Bry) ndrdr,
- L™ 1
+ 1 111 - 2 2 zd 1':i 2
[ sz [ =3 a@mdaten) nanas|
16 = _r= 1 1 .
5—97= er U. s J. -5 f(:‘g""ljg(ﬂ"bj _f(ﬁ"ijg(ﬂ?’:jrfd?id?:
#[ [ -3 £ematen) fEmatan? drldr«]
1 1 -
eqlld = N2 L glary)?r] L 3 f(Bry) rydrdr,

= =) . = =) 1 .
+ J. F(Br)ry f —3 glar,)*r dry drzl
0 o

W'\ = (f(ar) g(Br, 2))
+ E{f(wilg(ﬁn) | If(ﬁnjgirm]}
+{f(1'97"1]£5‘(m"23 “r — ‘]H(m"ij}
16w
5—98=— [ f 2 f Flar)g(Br) [ Flar)g (Br)rf drydry

+ EL 'rfJ; f(arljg(ﬁrgjl

LE R

w] | et

1

1
. |f(ﬁrljg(m"::]rf drydr

1 ,
. |f(,€7"1]g(m‘2]’r:‘ fdrydr,

105
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Para calcular o termo ‘PIU1¥} onde U ¢ a energia de interacdo elétron-
elétron, e é definido por
1

— 6-108
Iy — 1|
num sistema com dois elétrons, onde o potencial de interacdo é colombiano.
Apesar de existirem diversos métodos para realizar esse célculo, neste trabalho
optou-se por utilizar transformadas de Fourier.

Para realizar esse calculo, toma-se o potencial de Coulomb com um caso

particular do potencial de Yukawa, definido pela seguinte equagdo(6-109) quando

©—0 A transformada de Fourier do potencial de Coulomb ndo converge

diretamente, por isso, realiza-se esse artificio.

,e
Ulx)=—g° , 6-109
x
fazendo 9 = 1,
1 . gulxl
J. d¥x—e "% =lim | d® x g ¥ 6-110
|| u—0 ||
liﬂé 2m J- drr? f ddcos () e ulrl g —iarces(@)r 6-111
r _ )
2rlim | dr — e ur—iareos(dr 6-112
w—+0 —Lig
T . .
2rlim | dr — [e”(Hi@)T — g~(utiair], 6-113
u—+0 —ig
2 L. .
—lim rir[re_'“”‘q}’" —re ¥ “ﬂ""], 6-114
—ig u=0

Lembrando que

= 1 = 1
J- e = ——e ™| =—, 6-115
o i W) s
Logo,
Eﬁi' [ 1 1 ] 6116
iq u—o (u+ig)r (u—ig)rl )
2w [ —2ig ] 4 6117
- im|—— = — -
iqu=ol(utq)l gq*
Entéo,
1
I'= (Ul = |——|¥) 6-118
|T1 _T:'l
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1 dk?® 4amg® -
= ikt 6-120
Iy — 7 (2n)? k2 °© !
se Ylr,m) = o(n)e(n),
= ﬂ e(r)e(n) — e (me(n)d’nd, 6-121

d*k 4mg?
(2m)? k2

Notar que a transformada de Fourier de % acontece duas vezes. Usando

Jdarl qj(rl:]ze—ikilr._—r,_l}f dﬂ’rg Q:J[:T'g:]:e_ik':lr'—_rﬂl}. 6-122

coordenadas esféricas. Nota-se a presenca do conhecido elemento sélido

o T o2 . i
J. dn e—z’k(lrﬂ}j dn etk = J_ f sen(B)e~rd g = 4115&11( )
o -0

kr
= sen(kr) g
T

J.fia?"lfp[f'ljze_ik':lh-_n"‘l} — 4HJ- T‘EE;J(TJ_:]E ]
0 kr

dk 4mq®

(2m)? k?
d*k 4mq? , ,  sen(kr) = . sen(kry)

(Zﬁja—kz J; T1‘¢’(T1)‘4ﬂk—nd7"1j; r:‘qu(rz]‘merz,

f dETJ_ qj(drljze_:kl:l ?"-'__?":l.l}

aplicando o (teorema de Fubini ver KUBRUSLY,2006) e integrando em Kk,

= Y , = 1 sen(kry) sen(kry)
32 - < ﬂ‘ “ - “ _— = dkd d Ty
a-rf () f o) [ I ey

= k kr, 1
J- EETE[: le Seﬂ( T‘j d:k = — E-ﬂ_’[[rl — szsign[rl i Tﬂj i (Tl —|— TZ:])’
o

kr, kr,

1 sen(kr,) sen(kr,)
k2 kn kr,

EETIJ- nlel(n)? J rie(n)in dkdr dr;,
0

o A 3 o a i 1 I
32ﬁf o p(n)” J 1 @(r)* (—ETI[(T‘:L — 1y )sign(n — 1) —(ny
0 0
+ sz)) dr, dr,,

assim,

¥)

— 1
i oo ) i oo i} ) 1 I
=8mw” | nie(n)® | nie(n)” _ZH((H —ny)sign(n — )
o o

—(n + ’rzj)) dr, dr,.
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6.2.
Solucdo da equacdao de Schrodinger por algoritmos co-

evolucionarios com inspiracdo quantica

Alguns problemas de programacdo ndo-linear apresentam caracteristicas
adicionais, tais como, dependéncia entre as variaveis, e isso pode tornar o
problema em questdo mais complicado de ser resolvido. No caso em questéo serdo
otimizados dois conjuntos de parametros, 0s parametros que caracterizam a base e
os coeficientes da serie de Fourier utilizada como expansdo da funcdo de onda,
onde a funcdo objetivo é dada pela equacéo 6-1.

Existem duas razdes principais pelas quais Algoritmos Evolucionarios
convencionais ndo sdo totalmente adequados para resolver este tipo de problema.
Em primeiro lugar, os AGs convencionais impedem, em longo prazo, a
preservacdo de certos componentes da solucdo, pois, por estarem codificados por
completo em um individuo, eles sdo avaliados como um todo e apenas 0S
subcomponentes que pertencem a individuos com avaliacbes altas serdo
preservados. Em segundo lugar, o fato da representacdo estar relacionada a uma
solugéo completa e por ndo haver interacfes entre 0s membros da populacdo, néo
existe pressao evoluciondria para a ocorréncia de co-adaptacdo, ou seja, ndo existe
pressdo para a adaptacdo de um subcomponente dada a ocorréncia de uma
mudanca em outro subcomponente (CRUZ et al, 2006).

No modelo co-evolucionério, duas ou mais espécies formam um
ecossistema. Como na natureza, as espécies sao geneticamente isoladas, isto é,
cada individuo pode somente se reproduzir juntamente com outro individuo da
mesma espécie. Isto é obtido simplesmente isolando cada espécie em uma
populacdo separada. As diferentes espécies somente interagem umas com as
outras através de um dominio compartilhado e possuem uma relacdo de
cooperacéo.

A utilizacdo de computacdo evolucionaria possibilita mais do que a
otimizagdo de pardmetros, pois, o algoritmo otimizador pode resolver com
facilidade problemas cujo dominio seja um espago inteiro e um continuo ao
mesmo tempo. Dessa forma, é possivel especificar o nimero de bases, que irdo ser
combinadas para representar cada fungdo de onda evolutiva. Essa caracteristica

também torna possivel a reducdo de bases nas funcbes representadas. Para
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resolver esse problema, classificado como problema de programagdo mista?,
podem ser aplicados algoritmos co-evolucionarios, pois além de especificar o
nimero de termos da combinacdo linear, também conseguem boas
parametrizacdes para os coeficientes dos termos utilizados para representar cada
uma das funcdes representadas.

Nesse trabalho é empregado o conceito de co-evolugdo cooperativa,
inspirada na definicdo de simbiose*. Na co-evolugdo cooperativa, duas ou mais
espécies interagem e colaboram para a evolucdo uma da outra através de um
modelo dominio®. Nesse modelo, para que as solugbes possam ser devidamente
avaliadas, essas sdo montadas a partir da participacdo de todas as espécies
envolvidas. A montagem da solucdo é feita concatenando os cromossomos de

cada espécie, como é mostrado na Figura 6-3.

Figura 6-3 Colaboracgéo de varios individuos compondo um cromossomo.

Apesar de serem mostradas apenas trés espécies neste modelo, 0 mesmo

pode ser usado para ™ espécies diferentes. Cada espécie evolui em sua propria
populacdo e se adapta ao ambiente através de repetidas aplicacGes do algoritmo
evolucionéario. Mas, o modelo proposto utiliza esquema de evolugdo proposto em
(CRUZ et al, 2005) para cada espécie, conforme discutido detalhadamente no
capitulo 3.

A interacdo entre as espécies no modelo cooperativo € feita seguindo a
seguinte sequéncia de passos:

1) Seleciona-se o melhor individuo da populacao i;

3 Denomina-se programacdo mista um problema de otimizagdo cuja funcdo custo possui variaveis
continuas e discretas.

4 Simbiose é uma relagdo mutuamente vantajosa entre dois ou mais organismos vivos de espécies
diferentes.

> Um modelo dominio é um mecanismo que constréi uma solucdo a partir da jungéo de varios
cromossomos, segundo um conjunto de regras pré-estabelecidas.
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2) Formam-se conjuntos de individuos concatenando todos os individuos,
colaboradores, das demais populagdes como ilustrado pela Figura 6-4;

3) Posteriormente, o individuo selecionado no passo um é concatenado
com todos os individuos formados no passo dois;

4) As solugdes sdo avaliadas e as aptidGes sdo atribuidas aos individuos
construidos no passo dois;

5) O processo € iterado e executado até todos os individuos terem sido
avaliados.

O modelo co-evolucionério cooperativo genérico com inspiragdo quantica

é ilustrado na Figura 6-4.

Espécie 1

Figura 6-4 Esquema de co-evolugdo empregando trés espécies.

A dindmica de um processo co-evolutivo conduz a pontos com
caracteristicas especiais. Em (BUCCI, 2007) é mostrado que esses pontos podem
ser caracterizados como equilibrios de Nash.

A construgdo completa de uma fungdo de onda evolucionaria é feita
realizando-se duas tarefas: a determinacéo dos coeficientes lineares e ndo-lineares
do modelo de aproximacdo. Como essas duas tarefas sdo diretamente

relacionadas, cabe a utilizacdo de algoritmos co-evolucionarios.
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6.2.
Cromossomas propostos para as evolugbes que consideram

utilizacédo de funcdes de base

6.2.1.
Cromossoma - para funcdes de base construidas a partir de

polindmios de Laguerre

Para esse tipo de fungdes o cromossoma é composto apenas de genes reais,
onde todos os parametros da funcéo aproximada sdo mapeados em genes reais, tal

como na Figura 6-5

Figura 6-5 Cromossoma de genes reais

Nesse caso as funcdes consideradas serdo dadas por

V) = ) @.0,(x0)

n=1

6.2.2.
Cromossoma do tipo 1- para funcdes de base construidas a partir de

wavelets

Propde-se inicialmente um cromossoma simples, onde todos os parametros

da funcdo aproximada sdo mapeados em genes reais, tal como na Figura 6-6

® ® i W
¢ SRLEN ; 4
1 7 rxl_.?‘! a_;l'_.m

Figura 6-6 Cromossoma de genes reais

Um algoritmo evolutivo que utiliza essa abordagem apenas fornece um

conjunto de pard@metros 6timos para fungdes definidas na equacdo 6-131. Mas, as

funcbes de onda desse tipo tem pelo menos n(1+m) parametros, e ndo
necessariamente sdo construidas pelas bases mais importantes em sua

COmMposigéo.
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6.2.2.1.
Decodificagdo do cromossoma do tipo 2- para funcbes de base

construidas a partir de wavelets

Ap0s o processo de decodificacdo a fungdo utilizada como tentativa para
minimizacao do funcional de energia sera dada pela equagédo

n

6-131

k=0 i=0 j=0

onde,

P ® .

e d fe .. . ~ .
@ 7 %n e "1n Tim corresponde ao vetor de coeficientes da combinaco linear

utilizadas na aproximacéo, e pertencem aos reais;

6.2.3.

Cromossoma do tipo 2

Para realizar a otimizacdo do funcional de energia desenvolvido a partir do
principio variacional da equacdo de Schrédinger aplicando algoritmos evolutivos.
Sugere-se um cromossomo composto de partes da forma descrita na Figura 6-7.

escala wavelet
| \

a.

¢ @ @ @ ¢ ¢
Pona? [ rd? [ ot | ¥ eeal | @ od? | ¥ e

Figura 6-7 Cromossoma sugerido para a representagdo das fun¢fes de

onda de cada elétron

Onde,
a? o a® gV g¥ . L
1 n oou “1 n corresponde ao vetor de coeficientes da combinacéo linear

utilizadas na aproximacéo, e pertencem aos reais;
d? - d® _ 4¥ ... g¥ - 5

1 n ou “1 n corresponde ao vetor de operadores de dilatagdo, pertencem
ao conjunto dos inteiros;

P ... 4® v . «
B touty corresponde ao vetor de operadores de dilatacdo. Nesse caso

@ . . .
. pertence ao conjunto dos inteiros;
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Com essa abordagem serdo especificadas pelo o algoritmo as bases que
mais contribuem para a diminuicdo da energia do sistema estudado e

consequentemente com a aproximacéo da funcao aproximada.

6.2.3.1.

Decodificacdo do cromossoma do tipo 2

Para cada cromossoma da Figura 6-7 o processo de decodificacdo
basicamente consiste em posicionar cada um dos genes em posicGes determinadas
segundo conjunto de equacgOes acopladas 6-132, dando origem a fungédo de onda a

ser utilizada no método variacional.

rr T L m L
w(x) = Z al®, (x, Ky K,) + Z o, (x, Ky, Ky)

k=1 k=1
w

6-132

— dy @
D (x) = 27 ¢(2% — t)
L P, (x) =22 (2% —t¥)
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ESTUDOS DE CASOS E DISCUSSAO DE RESULTADOS

Neste capitulo sdo apresentadas algumas funcdes de base para calculos de
estrutura que foram construidas de acordo com as técnicas propostas. A funcédo
objetivo a ser minimizada é a energia correspondente a funcdo de onda de cada
sistema. Os célculos desenvolvidos nesta tese foram implementados e
desenvolvidos com o auxilio do Matlab 2013 e do Visual Studio 2010.

Aqui séo realizados experimentos preliminares que objetivam definir a
metodologia a ser aplicada posteriormente na construcao de fungdes de base para
os atomos B, C, N, O, F, Ne.

Para que fosse possivel realizar o estudo dos diversos casos propostos foi
necessario implementar os AEIQs e a sua extensdo co-evolucionaria com 0s
detalhes ja mencionados anteriormente. As implementacfes desses algoritmos
foram realizadas em C#. Os estudos de casos presentes neste capitulo sao:

1. Anédlise de desempenho de AEIQs e AEIQs Co-evolutivos
aplicados a construcao de fungdes de base;

2. Aplicacdo de AEIQs a construcdo de fungdes de base para o &tomo
de Litio;

3. Aplicacdes do modelo co-evolucionario com inspiracdo quantica a
construcao de funcgdes de base;

4. Algoritmos Co-evolutivos com inspiragdo Quantica e a
ortogonalizacdo de Gram—Schmidlt;

5. Algoritmos Co-evolutivos com inspiracdo Quantica e a
ortogonalizacdo de Gram—Schmidt paramétrico;

A seguir serdo mostrados os estudos de casos que conduziram a definicéo
da metodologia final para a geracéo de novas das novas funcdes de base, criadas a

partir dos métodos propostos.
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7.1.
Estudo de caso 1 - Andlise do desempenho de AEIQs e AEIQs Co-

elvolutivos aplicados a construcéo de funcdes de base

Nesse estudo de caso sdo empregados os AEIQs e sua extensdo co-
evolutiva para sintetizar uma funcao de base para o &tomo de Litio.

A sintese de uma nova funcdo de base para qualquer d&tomo parte da
minimizacdo do funcional de energia associado a cada funcdo de onda. Esse
funcional é construido a partir do formato da fungdo de onda. Os experimentos
séo realizados partir dos funcionais derivados de determinantes de Slater.

Esse funcional resultara na energia de Hartree Fock de uma atomo. A
minimizacdo desse funcional deve ser realizada sobre a restricdo de
ortonormalidade dos spin-orbitais do determinante de Slater. Isso pode ser
conseguido por métodos diretos ou utilizando func¢Bes de penalizagdo. O funcional

associado a energia de determinantes de Slater € a equacgéo 7-1

Evr = i{wi!hiwi} + i i Ui — Ki5) 7-1
i=1

i=1 j=i+1

Onde :

hi¢a energia de ordem zero do i-ésimo eletron;

I:; & resultado da aplicacao do operador de coulomb;

Ki; ¢ resultado da aplicacdo do operador de troca;

E importante lembrar, tal como descrito no capitulo 2, que o operador de
Coulomb é responsavel pela energia associada a repulsdo entre cargas, ja o
operador de troca atua apenas entre os spin orbitais de mesmo spin (PAGILIA,
1971).

Neste estudo de caso foi escolhida a configuracéo eletronica do Li é 1s22s.
Dessa forma, duas aproximacdes sdo feitas em paralelo, uma para o formato do

orbital 1s e outra para o formato do orbital 2s.

A funcio tentativa sera do seguinte formato (det1sa(1)1sB(1)2sB(1))

Assim, o funcional a ser minimizado contemplara os seguintes termos
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| —

-J[Ehf — (Epimirens LT —]2 - ‘Hll (W, 1;)* 7-2

Nesse caso o Epimiteny ¢ -7.432726927.

Nesse caso existem dois elétrons 15 e apenas 1 do tipo 2s. Assim, efetivamente a
expressao para 0 computo da energia pode ser simplificada é
Ehf = 2{15 h’i 1.5-'} + {ES -II-E- 2.5'} +_!jjjj + 2_!:]323 +_I23:3 - KJJ':E 7-3

A introducdo do termo V) é responsavel por impor a condi¢do de

ortogonalidade a minimizacgéo.

Na figura sdo mostradas as curvas de evolugdo de trés rodadas do
AEIQ parametrizado conforme a


DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 0921416/CA


PUC-RiIo - Certificacdo Digital N° 0921416/CA

ESTUDOS DE CASOS E DISCUSSAO DE RESULTADOS 117

Tabela 7-1.

1.8
1.6
14
1.2

0.8
0.6

0.4 -5..'\

0.2 ——

0 200 400 600 800 1000

AEIQ1 AEIQ2 AEIQ3

Figura 7-1 Analise de convergéncia do AEIQ aplicado ao atomo de Li 1s22s (casol)
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Tabela 7-1 Mdltiplas configuragdes de algoritmos evolutivos.

Parametro AEIQ! | AEIQ? | AEIQ?®
Geracoes 1000 | 1000 | 1000
Tamanho da populacdo classica | 100 100 100
Tamanho da populagdo quéntica 2 2 3
NuUmero de observagdes 2 5 5
Cruzamento Quantico 0.95 0.95 0.95
Cruzamento Classico 0.95 0.95 0.95
Atualizacdo a cada 109 109 109
Variacdo de largura 0.1 0.1 0.1
Gap 4 10 14

Observando as curvas de evolucdo expostas na figura 7-1 que o algoritmo
converge 0.2

Apesar do residuo final do final atingido pelo ao algoritmo estar em torno
de 0.2, o0 que representa um valor alto, é possivel perceber que parte desse valor é
composto em funcdo do produto interno entre os orbitais ndo ser zero, ou seja, 0S
orbitais finais ndo sdo ortornormais. Esse fato indica que, apesar da convergéncia
do algoritmo, é necessaria a adicdo de mais funcdes para a construcdo dos spins-
orbitais, ou realizar a aproximacgéo em escalas diferentes, com a introdugdo de um

fator multiplicador no argumento da aproximag&o.

7.2.

Estudo de caso 2

7.2.1.
Caso 2 a - Aplicacédo de AEIQs a construcao de funcdes de base para
o atomo de Litio

Nesse estudo de caso sera também realizada uma aproximacgdo para 0s
spins orbitais do atomo de Li. A Funcéo objetivo sera a mesma do estudo de caso
1, tal como a configuragdo eletrénica. Mas, serdo introduzidos dois pardmetros
multiplicadores nos argumentos, esses parametros serdo 0S responsaveis por
contrair ou dilatar os spin-orbitais. Tais parametros serdo responsaveis por
acelerar a convergéncia do algoritmo. A fim de verificar o aumento da velocidade

de convergéncia as curvas de evolugdo mostradas na Figura 7-2.
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Figura 7-2 Analise de convergéncia do AEIQ aplicado ao atomo de Li 1s22s (caso2)

A energia final obtida ao término da execucdo de todos os seis
experimentos foi de -7.41504. O cromossoma correspondente é apresentado na
Tabela 7-2.

Tabela 7-2 func¢é@o de base com V=2 e W=2 para o Li 1s2s

gl g2 g3 g4 g5 g6
-2.1469 -0.1963 -0.0134 0.0000 -0.0030 -1.1229
g7 g8 g9 gl0 gll G12
-0.0835 0.0003 -0.0085 -0.0031 -0.0082 -0.1467
gl3 gla gl5 gl6 gl7 G18
-0.0402 0.0010 0.0085 -0.0100 -0.0015 0.0000
gl9 g20 g21 g22 g23 G24
-0.0088 2.6274 -0.0843 -0.0027 -0.0791 -0.0016
g25 g26 g27 g28 g29 G30
0.4812 0.2872 -0.0002 -0.0130 0.0501 -1.2128
g31 g32 g33 g34 g35 G36
-0.0031 -0.0105 -0.0579 0.0168 0.0153  0.0220
g37 g38 g39 g40

-0.0022 -0.0147 1.1268 0.4128

As Figura 7-3 e Figura 7-4 mostram as curvas referentes a decodificacéo
do melhor individuo, obtido ao término do conjunto de experimentos. As curvas
representam a aproximacao da funcéo referente ao orbital, sua primeira derivada e
a segunda derivada. Essas fungdes sdo obtidas naturalmente pela a utilizagdo dos

procedimentos propostos nesta tese. A obtencdo natural dessas fungdes simplifica


DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 0921416/CA


PUC-RiIo - Certificacdo Digital N° 0921416/CA

ESTUDOS DE CASOS E DISCUSSAO DE RESULTADOS 120

a realizacdo dos calculos necessérios durante o computo da energia do sistema

estudado.

Aproximacao para o orbital 1s do Li

—15 e—dls d2_1s
Figura 7-3 a aproximacéo do orbital 1s do Li, e suas derivadas

Aproximacao para o orbital 2s do Li

0.2
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0.1 \
0.05

3.5
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N
(o))
(o]

-0.05 10

-0.1
-0.15
-0.2

— )5 em—2s d2_2s

Figura 7-4 a aproximacgé&o do orbital 2s do Li, e suas derivadas

Na Figura 7-5 e Figura 7-6 sdo mostradas as aproximagdes das densidades
eletronicas do orbital 1s e 2s

12
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Figura 7-7 Comparacéo entre os orbitais 1s e 2s do &tomo de Li.

41t1s(r)?
0.5 1 1.5 2 2.5 3 3.5 4
Figura 7-5 Densidade eletrénica representada pelo orbital 1s
4m2s(r)?
0 2 4 6 8 10 12
Figura 7-6 Densidade eletrénica representada pelo orbital 2s
Densidade do Orbital 1s x Densidade do orbital 2s
0 2 4 6 8 10 12
e 4*Pi*Rho(1s) == 4*Pi*Rho(2s)


DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 0921416/CA


PUC-RiIo - Certificacdo Digital N° 0921416/CA

ESTUDOS DE CASOS E DISCUSSAO DE RESULTADOS 122

7.2.2.
Caso 2b Anélise de desempenho dos Algoritmos Co-evolutivos com

Inspiracdo Quantica

Para 0 mesmo estudo de caso ¢ realizada uma aplicacdo dos algoritmos co-
evolutivos com inspiragdo quantica, também desenvolvidos nessa tese, a
parametrizacao do algoritmo esta descrita na

Tabela 7-3.

Tabela 7-3 Configuragbes do AEIQ co-evolutivo utilizado para construir funcdes de base.

NuUmero de geragdes 1000
Numero de populacdes 2
Tamanho populacgao classica | 100
Tamanho da populagdo quéntica 2
Numero de observagoes | 5
Cruzamento Quantico 0.95
Cruzamento Cléssico | 0.95
Intervalo de atualizagéo 10 geracOes
Variacdo de largura dos pulsos | 0.1

As populacBes serdo responsaveis pelo mapeamento dos fatores
multiplicativos em cada argumento, e os parametros lineares, respectivamente. As
curvas de evolugéo para os AEIQs e Co-evolutivos estdo na Figura 7-8.

Na Figura 7-8 é mostrada uma comparacdo entre a evolucdo do AEIQ e
sua versdo co-evolutiva. Esse experimento € realizado com a finalidade de
verificar a se a versdo co-evolutiva pode apresentar um desempenho a do AEIQ. E
tal como pode ser visto, de fato, os algoritmos co-evolutivo em média apresentam

um melhor desempenho, para o caso em estudo.
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Desempenho AEIQ-Coevolutivo X AEIQ
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Coevolutivo Popl Coevolutivo Pop2 Evolugdo AEIQ

Figura 7-8 Comparacéo entre o desempenho dos algoritmos AEIQ e sua
versdo Co-evolutiva.

7.3.

Estudo de caso 3

7.3.1.
Caso 3a - Algoritmos Co-evolutivos com inspiracdo Quantica e a

ortogonalizacdo de Gram-Schmidt

Uma das grandes vantagens decorrentes da utilizacdo de algoritmos
evolutivos € a possibilidade de se introduzir codificacdes especificas ao problema
em questdo. Além disso, esses algoritmos permitem a incorporagdo e
manipulacdes especifica-se dos cromossomos de cada individuo da populagéo.
Dessa forma, conforme notado no exemplo anterior a auséncia da ortogonalidade
entre os spin-orbitais impede que o algoritmo genético alcance valores de energia
ainda mais baixos. Logo, naturalmente pode se utilizar um procedimento para
tornar as funcbes representadas pelos cromossomas ortogonais entre si, 0
procedimento de Gram-Schmidt.

A utilizacdo desse procedimento é feita de forma natural, conforme posto
no capitulo 3. Assim, o conjunto de func¢Bes codificadas em cada cromossoma é
transformado em um conjunto ortonormal seguindo o procedimento de
ortogonalizacdo de Gram-Schmidt. Dessa forma, € esperado que o algoritmo

aumente a velocidade de convergéncia, uma vez que nao Serdo necessarias
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penalizacgdes. Isso pode ser ilustrado nas curvas de evolucdo presentes na Figura
7-9.

1.8
1.6
1.4
1.2

0.8
0.6
0.4
0.2

0 200 400 600 800 1000
— AEIQ1 —AEIQ2 AEIQ3 = AEIQ Sem Penalizagdo

Figura 7-9 Comparacgédo de desempenho entre o método do estudo de
caso 1 e estudo de caso 3

Novamente aqui sdo executados o AEIQ e sua versdo co-evolucionaria.
Foram executados cinco experimentos para o &tomo de Li de configuragdo 1s22s.
No entanto, a energia obtida foi de -7.4244 contra -7.41504 presente no caso 2b.

Na Figura 7-12 Figura 7-13 e Figura 7-14 sdo feitas comparacdes entre 0s
orbitais 1s e 2s e suas respetivas densidades radiais, provenientes do estudo de

caso 2b e 3a.

15

10

-10

1s

dis d2_1s

Figura 7-10 Orbitais 1s, primeira derivada e segunda derivada


DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 0921416/CA


PUC-RIo - Certificagdo Digital N° 0921416/CA

ESTUDOS DE CASOS E DISCUSSAO DE RESULTADOS 125

2.5

1.5

0.5

o
N
D
(o3}
0o

10 12
-0.5

-1.5

2s d2s d2_2s

Figura 7-11 Orbitais 2s, primeira derivada e segunda derivada
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Figura 7-12 Comparacao entre o orbitais 2s obtidos no estudo de caso 3a e 2b
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Figura 7-13 Comparacao entre as densidades radiais 1s obtidas no estudo
de caso 3ae 2b
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Figura 7-14 Comparacao entre as densidades radiais 2s obtidas no estudo
de caso 3ae 2b

7.3.2.
Caso 3b Algoritmos Co-evolutivos com inspiracdo Quantica e a

ortogonalizagdo de Gram-Schmidt paramétrico

Conforme o estudo de caso anterior, nota-se que a ortogonalizagdo do
conjunto de fungdes codificadas em cada individuo acelera a convergéncia do
algoritmo evolutivo. Existe outra modificagdo que pode também acelerar a

convergéncia do algoritmo, a diminuigdo do nimero de variaveis no problema de
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otimizagdo também é um dos fatores que pode ser responsavel pelo aumento da
velocidade de convergéncia na evolugdo de um Algoritmo Evolutivo.

Nesse ponto, cabe notar que para as funcbes representadas por cada
individuo serem ortonormais € suficiente que sejam, a principio, independentes.
Uma vez que esse conjunto seja independente, basta a realizar aplicacdo da
ortogonalizagdo de Gram-Schmidt, tal como no estudo de caso 3a.

Para que seja conseguida a independéncia entre o conjunto de fungdes é
suficiente utilizar os fatores de ponderacgéo diferentes para o argumento de apenas

uma funcéo néo linear. Como exemplo, seja o0 conjunto de fungdes ndo-lineares,

fiRy 2R g:R. >R z:R, 2 R seiam @ ¢ B numeros reais, onde @ # 5| se

g(x) = fax) ¢ z(x) = f(Bx) gggas funcdes serdo independentes entre si, e
dessa forma basta realizar a aplicacdo sistematica do procedimento de Gram—
Schmidt afim de obter aproximacdes para todos os spin-orbitais.

O tamanho do cromossoma sera restrito a apenas o necessario para realizar
a aproximacdo e uma funcdo spin-orbital, acrescido de tantos pardmetros nédo
lineares quantos forem os spin-orbitais em questéo.

Nas Figura 7-15 e Figura 7-17 sdo mostradas funcdes radiais de densidade

do atomo de Ne para uma base com V=1 e W=2.
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Figura 7-15 Orbital 1s do Ne calculado com a base V=1 e W=2
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Figura 7-16 Orbital 2s do Ne calculado com a base V=1 e W=2
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Figura 7-17 Orbital 2p do Ne calculado com a base V=1 e W=2


DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 0921416/CA


PUC-RiIo - Certificacdo Digital N° 0921416/CA

ESTUDOS DE CASOS E DISCUSSAO DE RESULTADOS 129

Tabela 7-4 Base para o Ne com V=1 e W=2

aBA v w
5.018388 -4.334072 0.977419
0.157361 -2.207906 0.129413
0.979467 0.208423  -0.158698

-0.235522 -0.014997
-0.310979 0.007068
0.522006
0.062804
0.068612
0.010280
0.043001
0.074936
0.039495

A energia calculada para o Ne com a base resultante do cromossoma da
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Tabela 7-4 é de -128.547099261325, o que representa uma diferenca de
aproximada 0.001 micro hartree de diferengca com relacdo ao célculo da energia
via Hatree Fock numérico. Esse estudo de caso comprova a viabilidade do

emprego das bases sugeridas em célculos de estrutura eletronica de alta preciséo.

7.4.

Caso de estudo 4

A abordagem desenvolvida no estudo de caso 3b pode ser utilizada para a
aproximacdo dos spin-orbitais de atomos mais complexos. Aqui serdo realizadas
aproximacdes para os atomos B, C, N, O, F, Ne. Todo o desenvolvimento aqui é
feito considerando funcbes de onda determinantes de Slater. Todos os spin-
orbitais serdo o resultado das aproximacdes sugeridas construidas a partir da base
de derivada da base de Haar, o procedimento para outras bases propostas também

pode ser facilmente repetido.

7.5.
Caso 4a - Utilizacdo da bases para calculo dos atomos de Li, Be, B,
C,N,O,F, Ne

Diferente dos experimentos anteriores sdo aqui serdo calculadas energias
para um conjunto de atomos. Para uma base pequena V=1 e W=1.
Sdo0 aqui utilizadas as mesmas parametrizacbes dos estudos de caso

anteriores.

Tabela 7-5 Energia de alguns &tomos calculada a partir das funcdes de
base com V=1, W=1

Atomo Energia
Li -7.3471
Be -14.404
B -24.0496
C -36.4484
N -51.97
O -74.3967
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=

-99.4094

Ne

-126.029

Tabela 7-6 Parametros das bases para uma aproximacédo com V=1 e W=1

0.91858
0.505587
0.383296
0.421661
0.397194
0.226315
0.339374
0.358521

0.044918
0.027009
0.022383
0.025014
0.025357
0.019531
0.006414
-0.00619

0.582653
0.307528
0.224335
0.241819

0.22037
0.097171
0.219653
0.295946

0.016919
0.011087
0.009738
0.01169
0.012773
4.10E-05
-0.00022
0.001527

o

0.867373
1.207991
1.558641
1.880527
2.224388
2.980459
2.158174
1.682076

B
0.109609
0.17226
0.262143
0.342228
0.411893
0.055457
0.098681
0.700941

131

A

-0.63424
0.222966
0.077645
0.115932
0.154973
0.60098

0.428501
0.192287
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As bases propostas aqui apresentam caracteristicas que facilitam a
implementagdo computacional. Um bom exemplo sdo as bases derivadas da base
de Haar, que séo fun¢des quadraticas por partes. A metodologia desenvolvida para
realizar a construcdo das bases permite que grande parte dos calculos necessarios
para a obtencdo das energias de sistemas eletronicos seja feita de forma analitica.
Todas as derivadas necessarias, por exemplo, sdo obtidas analiticamente, além de
existir algumas outras propriedades analiticas a serem exploradas, como as
integrais de dois elétrons. Como ja dito, as base mais simples propostas aqui,
derivadas a partir da base de Haar, sdo funcdes quadraticas por partes.

Todo o conjunto de funcBes de base construido pode ser utilizado
juntamente a outros formalismos, como a Teoria do Funcional de Densidade. Isso,
permite a simulacdo de sistemas muito mais complexos. Outro ponto que merece
destaque € que os spin orbitais, em qualquer formalismo, sdo aproximados por
bases do L2 o que fornece uma garantia da obtencdo de resultados
assintoticamente corretos, diferentemente das bases de Slater ou Gaussianas
tradicionais que ndo sio bases completas para o L2.

Com uma base pequena, com poucos parametros, mostrou-se que é
possivel realizar calculos de alta acuracia. Isso aumenta a velocidade da obtencéo
de resultados e sua confiabilidade.

A utilizagdo de algoritmos evolutivos e co-evolutivos, conforme visto nos
varios estudos de caso, mostrou-se uma ferramenta adequada para a realizacéo de
construcdes das bases. Pois, além de permitirem a construcao de bases a partir da
otimizagdo de um funcional, essa classe algoritmos é flexivel e dinamica o
suficiente para garantir a incorporacdo das diversas restricdes e imposi¢oes aos
cromossomas, que sdo 0s responsaveis pela representacdo das solugdes propostas.

Idealmente, € possivel visualizar a utilizacdo de algoritmos evolutivos e
co-evolutivos para viabilizar célculos de estrutura eletronica que considerem a
evolucdo de bases diferentes calculos de moléculas especificas, evitando, por

exemplo, a combinagdo linear de orbitais atdmicos, LCAO. A funcdo objetivo
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seria a mesma, a energia do sistema, e os parametros seriam todos os coeficientes,
como como no caso de 4tomos. Isso possibilitaria a construcdo de solugbes mais
precisas e confiaveis, porém haveria uma grande quantidade de parametros, que é
funcdo do numero de elétrons do sistema considerado. Essa quantidade de
pardmetros considerada, apesar de poder ser considerada um obstaculo, pode ser
trada pela classe de algoritmos sugeridos nessa tese. Pois, essa classe de
algoritmos ja se mostrou escalavel e capaz de tratar problemas com até milhares
de parametros, (CRUZ, 2007).

Este trabalho propds a introducdo de um meétodo baseado em Algoritmos
Evolutivos, para célculo da estrutura eletronica de atomos e moléculas, que

converge em probabilidade para a resposta correta, capaz de considerar o conjunto

F* =C2(0,0) NL2(0,0) NS em L*(0,%) como espaco de solucdes viaveis.
Esse método consiste na aplicacdo de um otimizador fundamentado em estratégias
estocasticas de otimizacdo aplicada a minimizacdo do range numérico do
operador Hamiltoniano de sistemas atdmicos e moleculares. Essa minimizagao
corresponde ao problema de encontrar 0 menor autovalor de um operador auto-
adjunto. Para que essa tarefa fosse possivel, foi necessario aplicar alguns teoremas
e definigdes presentes da Matematica Aplicada. Foram obtidos e compilados
alguns resultados que serdo fundamentais para a extensdo de toda a metodologia
desenvolvida, uma vez que, até este momento, foram estudados apenas sistemas
de poucos elétrons.

Considera-se como principais resultados dessa tese:

i. Uma aplicacdo inédita do algoritmo co-evolutivo com inspiracéo
guantica; é importante mencionar que obter o nimero de base e 0s seus
coeficientes a0 mesmo tempo, tornou-se possivel através da abordagem
evolucionéria;

ii. Um novo paradigma de utilizacdo de funcGes wavelets como fungdes
de base para célculos de estrutura eletrdnica; foi desenvolvido um
arcabouco inédito que possibilita utilizar bases completas, muito simples,
como a de Haar, por exemplo, em célculos de estrutura eletrénica, baseado

na proposicgao 4-1;
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Vi.

Vil.

viii.

A construcdo de uma metodologia inédita capaz de construir bases a
partir de qualquer base ortogonal de suporte compacto; foram
construidas uma familia inédita de bases completas para calculos de
estrutura eletrébnica em geral;

A construcdo de uma nova base baseada no segundo polindmio
associado de Laguerre modificado; que pode acelerar a convergéncia do
método proposto para a solucdo correta. Isso pela insercdo de um

parametro ndo-linear na propria formacao da base, variando o parametro

da base q“n["aj, possibilitando ao algoritmo realizar a variacdo do sub
espaco no qual a solugdo é procurada;

Uma base cujos elementos podem ser obtidos por recursividade; isso
possibilita a reutilizacdo dos elementos de base para calculos mais
apurados; dessa forma, € vislumbrada a possibilidade da reducdo do
esforco computacional para a aproximagdes de ordem superior. Apesar
disso, como visto, realizar a expansdo de uma funcdo de onda em séries de
Fourier pode demandar uma quantidade muito grande de integrais a serem
computadas para realizar o calculo da energia total do sistema;

Uma metodologia para garantir que o problema de o otimizagdo é um
problema restrito; que é consequéncia do teorema 6-9 e de seus
corolarios que estabelecem limites superiores e inferiores para 0s
coeficientes das séries de Fourier;

Um teorema que pode contribuir para a resolucdo de
dimensionalidade de um problema de otimizacdo; esse resultado é o
teorema 9.6 dessa tese;

As discussbes sobre a complexidade computacional do calculo do

range numérico do operador de Schrddinger, e os caminhos sugeridos.
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A energia total do sistema quantico € uma soma das contribuicdes das
energia cinética, potencial de interacdo elétron nucleo, e potencial inter-eletronico.
E possivel notar nos calculos das energia cinética e potencial a presenca de

equacOes, da forma

(J f(r)ridr, ) 9-1
0

E possivel reduzir uma parcela significativa de custo computacional, caso
a funcéo t seja escrita como uma combinagédo de bases ortonormais com relagéo a

funcdo peso ' . Dessa forma, torna-se possivel reestruturar o conjunto de

equacdes, ja descrito, por um conjunto de equacGes ainda mais simples. De fato,

se
fl) = Z c;pi(r3) 9-2
i=1
J- f(*’:)zrzz dr, = ZZ CEC;'J ‘P:‘(T’:)@}-(szrfdrzr 9-3
0 i=1 j=i 0
@;(ry) L %'(T":]T:E 2V 9-4

Isso implica numa grande reducédo de calculo. Isso devido a ndo ser mais
necessario calcular os termos cruzados, isto é, apenas é necessario fazer os

calculos das contribuicbes dos elementos de bases indexadas sobre o mesmo

indice. Tomando o fato das bases serem ortonormais com relacio a funcdo ',

tem-se
z z CiCj f @, (sz@}' (ry)rydr, | = Z ¢ 9-5
i=1 j=i e i=1

Mas, sera que,

=u]

\/ o= 1 0.6

caso o produto interno considerado seja dado por
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| ee,myan 2
o

Um procedimento mais completo, e provavelmente mais sofisticado, seria
encontrar um conjunto ortornormal que satisfizesse a seguinte relacéo,

f @, () (r)ridr, =6,
o .para todo i,j natural.

f @i(rzj@j(rzjdﬁ = 5:‘,_;‘ 7
0

No entanto, com tais proposi¢cdes, surgem novamente outras questdes
tedricas e praticas a serem respondidas:

1) Seré que a solugdo de tal sistema existe?

2) Se existe, como seria possivel resolve-lo?

3) A solucdo pode ser obtida por uma modificacdo do procedimento de

Gram-Schimidt?

4) Qual seria o custo de tal procedimento?

Com a aplicacdo dessa metodologia, é possivel calcular, previamente,
todas as contribuicBes individuais de cada um dos elementos de base, na energia
total do sistema, para qualquer sistema atbmico ou molecular. De posse disso, €
possivel desenvolver uma relagdo de recursividade entre os termos da sequéncia

obtida ap6s o calculo. Na figura 6-1 sdo mostradas duas bases que sao ortogonais

na semi-reta com relacdo a fungdo ™. A figura 6-1 a) mostra curvas provenientes
dos elementos de base dos polinémios de Laguerre do tipo 2, ja a figura 6-1 b)
ilustra 0 comportamento assintotico dos cinco primeiros elementos de uma base

construida a partir da ortogonalizacdo de Gram-schimidt do conjunto definido por

{Enx}nEN_
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a) Elementos de base de Laguerre b) Elementos Ortogonalizados

Figura 6.1 — Cinco primeiros elementos da base de Laguerre e da base proveniente

do conjunto {e™ Jnen ortogonalizado por Gram-Schimidt.

9.1.1.
Redes Neurais e Neuro-evolucéo aplicados a solucao da equacao de

Schrddinger

Nos Gltimos anos, foram realizados grandes avancos na identificagdo de
processos e sistemas ndo-lineares com a utilizacdo de modelos provenientes da
inteligéncia computacional.

Nessa area destacam-se 0s modelos obtidos a partir de regras (Logica
Difusa) e, principalmente, os que utilizam funcdes de ativacdo (Redes Neurais).

Na visdo da inteligéncia computacional, uma rede neural € composta de
camadas de unidades processadoras interconectadas através de pesos e conhecidas
por neurdnios, na visdo da matematica uma rede neural € uma ridge funcion. Um
sinal ao passar por um neur6nio sofre uma transformagdo, em geral ndo-linear,
aplicada por uma funcdo de ativacdo. As Redes Neurais mais utilizadas sdo as do
tipo feed forward. Esse tipo de rede normalmente pode ser representada como

mostra a Figura 9-1.
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Figura 9-1 Rede neural tipo feed forward.

Tal arquitetura caracteriza-se por um processamento de informacGes
dividido em camadas. Conforme demonstrado (CYBENKO, 1990), é possivel
aproximar qualquer fungdo continua com redes compostas de duas camadas: uma
intermediéria e uma de saida. Nesse caso, as redes feed forward que possuem uma

saida e uma camada intermediaria, podem ser descritas como:

zZ= H[E?_:i L H[E;L:L o X+ bi}) +b 9-8
onde:

N, M: sdo os numeros de neurénios da camada intermediaria e de variaveis
de entrada, respectivamente;

z: valor de saida;

wi e oi,) : pesos da camada de saida e entrada, respectivamente (

i= 1,...N) (j'= 1,...M)_

bi e b: bias da camada intermediaria (i =1... N) e da camada de saida;
g: mapeamento ndo-linear. Alguns dos mais utilizados sédo a funcdo sigmoide e a
tangente hiperbdlica;
X=[x1, x2 .... XM]T: vetor de varidveis de entrada;

Dessa forma, cabe a utilizacdo de funcdes da forma sugerida pela equacéo
(4-5), pois segundo (CYBENKO, 1990) e (HAYKIN, 2001), esta forma funcional
tem capacidade de aproximar um conjunto bastante grande de funcdes

diferenciaveis e continuas.

A utilizacdo de Redes Neurais para sintetizar funces de base difere das
formas mais comuns de suas aplicacfes em outros contextos, pois é realizado um
procedimento, ao qual se poderia chamar de Neuro-Evolucdo fracamente

supervisionada. Baseados em Algoritmos Evolucionérios, sdo feitos ajustes dos
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pesos, isto €, dos pardmetros da rede neural, para que seja efetuada a minimizacao
do sistema em questdo. Nesse caso, € possivel utilizar uma fungdo descrita por
uma rede neural candidata a solucdo do problema de encontrar o0 minimo do range
numérico do operador de Schrédinger. A busca por fungdes do tipo 5.130 é tratada

na literatura de inteligéncia computacional como abordagem Neuro Genética.

Definicdo 7.1 (Ridge Function)
Uma Ridge Function, na sua forma mais simples, é uma funcao

R =R

multivariada como segue

flayxg ) = glagx, + ayx; . tapx,) = gla-x),

onde ZFR>RacE .'Rn"-..{l:l}.

Uma rede neural pode ser escrita da seguinte forma

R(x) = Z llg[al . x), 9-9

onde @"2; € R™\{0}.
Sob certas condicdes impostas a funcdo £, pode ser mostrado que o
conjunto formado por todos 0s possiveis R(%) ¢ denso em espacos funcionais de

grande interesse, como o (C(O.1). 11 [I)-
Uma das sugestdes para trabalhos futuros € apresentar um método que
possibilite a construcdo de Redes Neurais aptas a aproximar func¢Ges definidas no

espaco F* = C*(0,00) NL7(0,00) NS gm L7(0,%) na norma Iy,
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9.2.
Célculo Rapido das Integrais Eletronicas por Inteligéncia

Computacional

As integrais da forma Jo @K®dR 556 funcses apenas dos indices 1 e J,

isso para uma base ® previamente escolhida. Entédo, pode-se definir uma funcéo

T:N° = Ry que

r(ij) = f @K ;dp. 9-10
o

Em outras palavras, ¥ ¢ uma matriz com infinitos termos nas linhas e colunas.
Por inteligéncia computacional, através de técnicas como Programacéo

Genética (KOZA,1992) é possivel definir heuristicas para especificacdo dos
elementos da matriz ¥ com base na apresentagio de exemplos prévios.

O emprego de tal técnica tornaria o calculo dos elementos de ¥ imediato.
No entanto, esse calculo estaria suscetivel ao dominio de integridade da heuristica
de especificagéo, proveniente da metodologia empregada.

Vale notar que as heuristicas elaboradas por métodos baseados em
inteligéncia computacional ndo necessariamente podem ou devem ser
compreendidas, uma vez que podem resultar em puro c6digo de maquina.

Da mesma forma, poder-se-ia aplicar a mesma idéia ja descrita e definir
uma fungdo N* = R que
Y@kl = ﬂ @; (%) @; (V) Koy (x) oy (y) dxdy. 9-11
o

9.3.

As Integrais Bi-Eletrénicas

O computo da interacéo elétron-elétron € também conhecido como integral

bi-eletronica, ou mesmo integral de Coulomb, Ve, dado por

ry)) 9-12

{IIJ(riJ

No método proposto, o seu calculo é dado por
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{"-l-r(rj_rr jl | |"-|-'[:r11'r j}
= {f(ry)g(ry) | |f(r1]g[r )
9-13
+ 2 (f(ry)g(r; ]l |f(r )g(ry )}

+m%@|1|mmm

As funcdes fed sio funcbes representadas pelas suas respectivas series de

Fourier. Assim, nota-se que é necessario computar as seguintes quantidades:

f(rljzg(rz:]z = (i C; 1Py [rlj)z i ij P (ry)

i=1 i=1

ZZ c;@; (ry)ep;(ry) (iic&cfmk[rzjml[rzj) 9-14
=1 1=1

11]

=mzzzzmmmmwmmmm

i=1 j=1 k=11=1

{f[:rijg(r ) | n| |f[r1]g(r2:]}
-1 ) E: e [[ @10, I lenr)(r)dr, 19
L L L o

f(ry)g(r,)f(r,)g(r,)

= (i Ty (rlj) i G (r;) (i Cic P (r:j)(i G (rlj) =

i=1 k=1 =1

ﬂﬂzzzz qeict [ .00 e tadn

i=1 j=1 k=11=1

9-16

-
= u]

f(ry)g(ry)* = (Z Gy [r:j) C; (ry) | =

1
n

- ilﬂzzzz CiCk O] _ﬂ ml(rljmj(rlj ol ¢y (r; )@ (ry)dr, dr,

i=1j=1 k=11=1

9-17

Nesse ponto, torna-se fundamental notar que o nimero de integrais duplas

o ., . 4
necessarias para calcular o termo Vee, a principio cresce com ™ . No entanto, o
numero de integrais duplas presentes nesse calculo depende fortemente da base

utilizada. Caso seja utilizada uma base polinomial, de Laguerre, por exemplo, 0
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nimero de mondmios presentes em cada elemento da base é de ™ 1 sendo™ o

indice de cada base. Assim, 0 numero de integrais duplas a serem calculadas

. % « . : e
cresce a uma taxa bem maior do que ™ . Entéo, vale a pena investigar a utilizagéo
de certos argumentos para diminuir de forma abrupta o custo computacional

associado ao coOmputo dessas integrais bi-eletronicas. Pela utilizagdo de algumas
1
propriedades do operador Ir:=z|, aproveitando o fato de ele ser auto-adjunto, por

exemplo.

Uma das vantagens de se utilizar os elementos de base q'n( E'], sugerida
nessa tese, € 0 seu carater recursivo. 1sso pode ser utilizado para reduzir o nimero
de operagbes empregadas no computo das integrais, caso sejam utilizados
métodos numeéricos de quadratura gaussiana (STOER & BURLIRSCH,1980).

Acredita-se que as relagOes citadas e desenvolvidas em Balder(1978),
podem ser utilizadas para a realizacdo do calculo mais eficiente dessas integrais e
das outras empregadas no computo do funcional de energia. As relagdes sdo as
seguintes:

Lema 6.3

. m3
u: R —>.‘Rlse

Seja U ¢ uma funcéo derivavel tal que Juidp=1 Entao,

J. u () dy = 4 J.Igrad u(y)l*dy, vx € R? 9-18

lx — vl
Lema 6.4

ow RE . « . : . R3
Seja WR™ 7R onde U é uma funcio derivavel e seja GuiR” =R

u®(y)
| = d . H H
9 (x) f|x_y| y Entdo, as funcOes 9u sdo limitadas por

definido por,
2|lgrad ullllull

Além desses lemas, também sdo apresentadas outras relacfes a respeito do

seguinte funcional:

E(u) =J|grad u[x]lzdx—dljuztrj dx+Jfdedy 9-19

| lx — vl

Assumindo que as trés integrais podem ser representadas respectivamente
por K(w), V(1) ¢ W(W) entio o funcional E(w) = K(w) — 4V(u) + W(u)
Segundo (Balder,1978), os seguintes fatos podem ser notados:

i.  As desigualdades abaixo sdo validas:
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0< j|gradu(xj|2dx= llgradulll? < lul < oo, 9-20
u?(x) .
0< ] dx = g, (0) < 2lllgrad ulllllull < 2[lull] < e, 9-20
=

o< [[H22E f""ﬂu Daxdy = [ a, (90 dx < 2llgradullliul® < 2Mullf < oo, 9:21
xX—¥

. .3 , . ., 290 .

ii. Sew®R PR g ¢ yma funcio derivavel tal que Juidp=1 Entdo,
E(u) ¢ o valor esperado da energia do atomo de Hélio, caso as funcdes de
onda sejam descritas por U(xy) =ulxu(y),

. . _ 2¢p3 . . .
iii.  Restrito a conjuntos limitados em L*(R") o funcional de energia E(u) ¢
inferiormente semi-limitado. Pois,

E(u) = K(u) — 4V(u) = |llgrad ulll* — 8lllgrad ul||[lull

= (llgrad ulll — 4llull)? — 16]lull®> = 16lull>. 9-22

O fato de E(W ser inferiormente semi-limitado justifica as seguintes
definicdes utilizada no teorema que segue:
Definicéo 6.5

v: = inf{E(u):u € L2(R*) n c*(R*),||ull = 1.
Definigdo 6.6

Uma sequéncia (1,33 de funcBes em L*(R*) nCH(R?) € uma sequencia

de minimizadores para o funcional E se o ll=1Vne€Ngqlim, . u, =y,

Teorema 6.7

. n . e . ~ .
Seja (UsJ3 uma sequencia de minimizadores para E. Entdo, existe uma

k
~ . 2 3 1 3
subseqiiéncia ey de (133 ¢ um elemento to € L*(R®) N CH(R?) gy que:
i. |Iu|}|l = 1,E(u|}j = ]'iml{—Z-ac E[unk] = Y:

L(=% )nct(=%)
ii. unk —* Uy
M. K(ul}j = hmk_;.m K(unk] = —y;
g € L3(R%) N C*(R%) (R*\(0})

9.4.Teoria do Funcional da Densidade Eletronica (DFT)

Nesse capitulo séo feitas considerag¢fes sobre um método ja estudado e um
dos métodos ab-nitio mais utilizados da atualidade o método baseado no funcional

de densidade eletronica, DFT (Density Functional Theory). Esse método apesar
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ligar as teorias semi-cléssicas de densidade eletrdnica e a mecéanica quéantica de
atomos e moléculas apresenta algumas inconsisténcias e dificuldades de
utilizacdo.

Afim de continuar o trabalho desenvolvido, sugerem-se tépicos:

i.  Estudar quais caracteristicas a densidade eletrnica P(r) deve possulir,

uma vez que ¥ € FT:LH(RE) N C*H(RI)N ST
ii.  Estudar o conjunto originado do item i.

iii.  Estudar a possibilidade de definir novo funcional de densidade eletronica a

partir da definicdo da equacao de Schrodinger para funcdes de onda v,

iv.  Estudar o problema de minimizagdo em termos de densidade eletronica

funcional obtido no dominio de densidades provenientes de L

Determinar a densidade eletronica, correspondente ao estado fundamental
de um sistema multieletrdnico, equivale a resolver um problema de minimizacao
de acordo com o teorema 5.1. Esse problema de minimizacdo aprece sob um
conjunto de diferentes restricdes. De antem&o, sem a realizagdo dos estudos
propostos, nota-se a incluséo de pelo menos uma restricao a mais:

e Alintegral sob a densidade eletronica do sistema tem de corresponder a um
namero natural, e este € o numero de elétrons presentes no sistema
estudado;

9.5.

Método das aproximacdes sucessivas aplicado

Diante dos estudos realizados, também é vislumbrada a possibilidade de
realizar uma investigacdo sobre a aplicacdo do teorema 3.19 (do ponto fixo de
Banach) para realizar a construcdo de uma sequéncia de poténcias de um operador
da seguinte forma:

lim T™ (Hy) = s,
Onde:
4 FramFT.
T € um operador de em~ ;

g operador Hamiltoniano;

, o +
¥ 6 uma funcéo em F.

£ ¢ uma constante real.
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9.6.Possibilidade da reducéo de dimensionalidade em problemas de

otimizacéao

Seja [iR" 2R g:R =R " ¢ egpaco dos polindmios de grau ™ de

.. & . o
coeficientes complexos, e * um ponto de minimo de f.como*" éum ponto em

no, . L B ®
R ¢ possivel escrever * (ESTECANE M) que pode ser representado como

x* = @Bi=yx;
Teorema 9.8

Para 1 pontos  suportes (x,f), i=01,..n,x, # x, parai+k,

existe um Gnico polinémio ? € 1% com P(x:) = f, i=0,1,..7m.
Prova. Ver (STOER & BURLIRSCH,1980).
Teorema 9.9

R

Seja * um ponto em ®" tal que * = ©i=19(1). Entdo, existe um dnico 9 em

n—1 & —_ ;
T tal que llx* = xll = 0 ¢ gssim,

i=1

minimizar f(x) minimizar f ( H@H (Lj)

sujeito a -
c mn sujeito a
f g E n!‘.l—l
Prova.
R

Todo ponto em " pode ser representado por uma sequéncia em R e toda
sequéncia em R,por definicdo, é uma funcdo dos naturais em R Do teorema 6.8
segue que todo par ordenado (4, (i) pode ser representado exatamente por um
unico polindmio em = (i P(1) para i<n

O teorema 6.9 garante a existéncia de um polinémio de grau ™ — 1 onde™

é a dimensdo do espaco de busca, capaz de mapear o par ordenando (i) para

todo ! =7~ 1 e X em R Assim, o nimero de coeficientes desse polindmio é o

mesmo da dimensdo do espago em questdo. Mas, o teorema ndo exclui a

possibilidade da existéncia de um polinémio em 0% onde M <=7 — 1 Egse fato
pode ser utilizado para reduzir a dimensionalidade do espaco de busca de um

problema de otimizac&o. Pois, a solu¢do do problema


DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 0921416/CA


PUC-RiIo - Certificacdo Digital N° 0921416/CA

SUGESTOES PARA TRABALHOS FUTUROS 146

- u . 4] . . = . n .
minimizar f[lziﬂag[l]) minimizar f[.l:ﬁg[l])
sujeito a sujeito a

-1 ! m

gem” pode ser encontradaem & €11 :

onde M=<m—1 gnde M ¢ M sjo definidos nos naturais, uma vez que

-1
M= S0 haratodo M =n — 1,
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Anexo 1

Limites Hartree Fock

Z | Atomo | Multiplicidade | Energia em hartrees | Z | Atomo | Multiplicidade | Energia em hartrees
3 Li 2 -7.432726927 24 Cr 7 -1043.356376000
4 Be 1 -14.573023160 25| Mn 6 -1149.866251000
5 B 2 -24.529060720 26 Fe 5 -1262.443665000
6 C 3 -37.688618950 27 Co 4 -1381.414553000
7 N 4 -54.400934190 28 Ni 3 -1506.870908000
8 @) 3 -74.809398450 29| Cu 2 -1638.963742000
9 F 2 -99.409349330 30| Zn 1 -1777.848116000
10 Ne 1 -128.547098000 31| Ga 2 -1923.261009000
11 Na 2 -161.858911600 32 Ge 3 -2075.359733000
12| Mg 1 -199.614636300 33 As 4 -2234.238654000
13 Al 2 -241.876707200 34 Se 3 -2399.867611000
14 Si 3 -288.854362400 35 Br 2 -2572.441332000
15 P 4 -340.718780800 36 Kr 1 -2752.054977000
16 S 3 -397.504895800 37 Rb 2 -2938.357453000
17 Cl 2 -459.482072100 38 Sr 1 -3131.545686000
18| Ar 1 -526.817512600 39 Y 2 -3331.684169000
19 K 2 -599.164786500 40 Zr 3 -3538.995064000
20 Ca 1 -676.758185700 41 Nb 6 -3753.597727000
21 Sc 2 -759.735717800 42 | Mo 7 -3975.549499000
22 Ti 3 -848.405996700 43 Tc 6 -4204.788736000
23 \ 4 -942.884337400 44 Ru 5 -4441.539487000
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