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Resumo 

Pires, Fernando Salles da Silva; Castro, Jaime Tupiassú Pinho de 

(Orientador); Lopes, Luiz Carlos Rolim (Coorientador). Estudo numérico 

para a previsão de nucleação de trincas sob solicitações de fretting e de 

fadiga segundo a abordagem multiaxial. Rio de Janeiro, 2018. 136p. 

Dissertação de Mestrado - Departamento de Engenharia Mecânica, 

Pontifícia Universidade Católica do Rio de Janeiro. 

Esta dissertação revisita quatro modelos multiaxiais de dano por fadiga 

(SWTD, SWT, Findley e Crossland) e discute a sua aplicação na previsão do risco 

de nucleação de trinca sob solicitações de fadiga por fretting segundo as 

abordagens local e não-local. As previsões do risco de nucleação de trinca obtidas 

através dos modelos estudados foram confrontadas com dados experimentais 

disponíveis na literatura para o contato cilindro/plano em aços AISI 52100 e AISI 

1034 respectivamente. As melhores previsões foram obtidas através da versão 

desviadora SWTD. Segundo a abordagem local, o modelo SWTD fez previsões 

menos conservativas que os demais, sendo estas com erros conservativos 

inferiores a 15%. Segundo a abordagem não-local, os quatro modelos geram 

previsões com erros inferiores a 15% se os mesmos forem calibrados de forma 

independente. É importante mencionar que as melhores previsões obtidas através 

da abordagem não-local (que requer a calibração de um parâmetro adicional) são 

similares àquelas obtidas por SWTD local. Especificamente para os testes de 

fadiga por fretting com carga remota, o modelo SWTD não-local gerou previsões 

com 100% de acertos (13 testes). Segundo a abordagem não-local, foi verificado 

que, para o conjunto de testes estudado, a precisão nas previsões é mais 

influenciada pela dimensão característica (que deve ser calibrada) que pelo 

modelo de fadiga multiaxial ou método de integração considerado. Por fim, 

verificou-se que previsões não conservativas podem ser obtidas ao se considerar 

uma dimensão característica assumida como parâmetro material (sem calibração) 

tal qual a distância crítica proposta por Taylor, definida em termos do método do 

ponto. 

Palavras-chave 

Fadiga por fretting; fadiga multiaxial; nucleação de trincas; elementos 

finitos; teoria das distâncias críticas; abordagem local e não-local; Aço AISI 

1034. 
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Abstract 

Pires, Fernando Salles da Silva; Castro, Jaime Tupiassú Pinho de (Advisor); 

Lopes; Luiz Carlos Rolim (Co-Advisor). Numerical study on the 

prediction of fretting fatigue crack nucleation via multiaxial fatigue 

models. Rio de Janeiro, 2018. 136p. Dissertação de Mestrado - 

Departamento de Engenharia Mecânica, Pontifícia Universidade Católica 

do Rio de Janeiro. 

This work presents and discusses four multiaxial fatigue damage models 

(SWTD, SWT, Findley and Crossland) applied to crack nucleation prediction 

under fretting fatigue loadings according to the local and the non-local 

approaches. The predictions have been compared with experimental data 

available in the literature for the cylinder on flat configuration made of 52100 

and 1034 AISI steel’s respectively. In particular, for the data set analyzed, SWTD 

parameter (deviatoric version of SWT model) predictions were less conservative 

than the ones made by the other three models and have better correlated the 

experimental results. Considering the local approach, the error observed on the 

SWTD predictions was lower than 15%. On the other hand, for the non-local 

approach, it has been demonstrated that the four multiaxial fatigue models can 

provide crack nucleation predictions with similar level of accuracy (error lower 

than 15%) if the characteristic dimension is calibrated model-by-model. Note that 

this same level of accuracy was obtained with SWTD parameter defined in terms 

of the local approach, which requires one less parameter to be calibrated 

(characteristic dimension). In particular, considering only the fretting fatigue 

tests with bulk stresses, SWTD non-local (area method) prediction accuracy was 

100% (13 tests). For the material studied, it has also been concluded that the non-

local predictions accuracy depends more on the calibrated characteristic 

dimension than on the multiaxial model or integration method considered. 

Moreover, it has been verified that non-conservative predictions can be made if 

the characteristic dimension is assumed as a material property as proposed by 

Taylor on the critical distances theory (point method). 

 

Keywords 

Fretting fatigue; multiaxial fatigue; crack nucleation; finite elements; 

theory of critical distances; local and non-local approach; AISI 1034 steel. 
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1 
Introdução 

Componentes estruturais que envolvem contato mecânico e movimento 

relativo de pequena amplitude entre as partes em contato podem vir a falhar 

precocemente, mesmo sob cargas bem abaixo dos limites de fadiga normalmente 

usados em projeto estrutural [1], devido ao fenômeno conhecido por seu nome em 

inglês fretting. Este fenômeno é caracterizado por reduzir de maneira drástica a 

resistência à iniciação de trinca por fadiga [2]. As principais aplicações onde 

fretting tem sido investigado são provenientes do setor aeroespacial (conexões do 

tipo rabo de andorinha com a pá do rotor de motores a jato e juntas rebitadas, e.g.), 

do setor ferroviário (suporte de eixos ferroviários), do setor de transmissão de 

energia (ancoramento de cabos de transmissão) e mais recentemente da indústria de 

óleo e gás (risers flexíveis) [3]. Algumas destas aplicações são apresentadas na 

Figura 1.1. 

 

 

Figura 1.1 - Aplicações sujeitas ao fenômeno de fadiga por fretting: (a) encaixe de 

pá com rotor de compressão, (b) junta rebitada, (c) ancoramento de cabo de 

transmissão elétrica e (d) riser flexível. 
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1.1. 
Objetivos 

Os objetivos deste trabalho são: modelar o contato cilindro/plano para 

obter o campo de tensões e deformações elastoplásticas induzidas pelas solicitação 

de fretting e de fadiga; verificação dos modelos de plano crítico SWTD e de Findley 

para a previsão do risco de nucleação de trinca segundo uma abordagem local, isto 

é, sem a necessidade de passar pela calibração de uma dimensão característica; 

comparar as previsões segundo a abordagem local com previsões pela abordagem 

não-local (métodos do ponto, da linha e da área); comparar as previsões pelo 

modelos de plano crítico de SWTD e de Findley com as previsões de dois modelos 

comumente utilizados para o mesmo propósito: modelo SWT que também é um 

modelo de plano-crítico e modelo de Crossland, que baseia-se nos invariantes de 

tensões; estimar a vida para a nucleação de trinca sob tais solicitações. 

1.2. 
Principais contribuições 

Este trabalho revisita quatro modelos multiaxiais de dano por fadiga e 

discute a aplicação deles para a previsão do risco de nucleação de trinca sob 

solicitações de fadiga por fretting. Além disto, discute as estratégias local e não-

local na previsão do risco de nucleação de trinca por fadiga por fretting. 

O campo de tensões e deformações extraído do modelo bidimensional em 

elementos finitos é utilizado para avaliação do risco de nucleação de trinca através 

dos modelos multiaxiais de dano por fadiga cujas rotinas de cálculo foram 

implementadas com o auxílio do programa Matlab®. Estas rotinas facilitam as 

análises, sobretudo para os modelos de plano crítico que requerem uma busca entre 

a combinação de pelo menos 170 planos, uma vez que o problema de fretting viola 

a condição de superfície livre para avaliação da nucleação da trinca.  

A versão desviadora SWTD (local) mostrou-se capaz de fazer previsões do 

risco de trinca com erros conservativos inferiores a 15%. O mesmo nível de acurácia 

pode ser obtido através dos demais modelos considerando a abordagem não-local, 

porém esta requer um parâmetro adicional (dimensão característica) calibrado em 

resultados experimentais de fadiga por fretting. O modelo de Findley (local) gera 

previsões conservativas. Entretanto, foi o que melhor representou a física do 

problema, prevendo de forma adequada a direção de propagação da trinca nucleada.
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2 
Revisão bibliográfica 

2.1. 
Estado da arte 

O termo fretting é utilizado quando duas superfícies em contato são 

submetidas a um movimento oscilatório de pequena amplitude (em geral inferior a 

100 μm) [1]. Quando combinado com um carregamento remoto de fadiga, esses 

deslocamentos tangenciais de pequena amplitude na interface entre os materiais em 

contato podem levar a uma redução significativa da resistência em fadiga e a uma 

precoce nucleação e/ou crescimento de trincas de fadiga. Neste caso, o mecanismo 

de falha é conhecido como fadiga por fretting [2]. 

Também denominado fadiga por fretagem, a fadiga por fretting é um tipo 

particular de fadiga de materiais que vem recebendo muita atenção de engenheiros 

e pesquisadores devido ao crescente número de falhas de componentes em serviço 

que têm sido atribuídas a este fenômeno. O primeiro estudo que mencionou o 

fenômeno do fretting apareceu no início do século XX quando E.M. Eden (1911) 

colocou em evidência a presença de detritos de óxido entre dois corpos de prova 

em contato e submetidos à tração. O fenômeno foi associado a um mecanismo de 

corrosão, introduzindo o termo corrosão por fretting [4]. 

Tomlison (1939) propôs que o pequeno deslocamento tangencial entre as 

superfícies em contato era o principal parâmetro que controlava o fenômeno [5]. 

Warlow-Davis (1941) percebeu que os componentes que eram submetidos à 

condição de fretting e a carregamentos cíclicos apresentavam uma redução em torno 

de 13 a 17% em sua resistência à fadiga [6]. Posteriormente, McDowell (1953) 

estendeu esse resultado para corpos de prova submetidos conjuntamente à fadiga 

convencional e fretting e observou uma redução de 50 a 80% na resistência à fadiga 

convencional [7]. 

Fenner e Field (1958) demonstraram que o fretting acelera o processo de 

nucleação de trincas. Em fadiga, a iniciação de trincas pode ocorrer em até 90% da 

vida útil. Por outro lado, quando se tem a fadiga associada ao fenômeno de fretting, 

a nucleação poderia ocorrer com 5% ou até menos da vida útil do componente [8]. 
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Uma série histórica de trabalhos foi publicada por Nishioka e Hirakawa 

(1972). Estes notaram que existia uma faixa crítica de deslocamentos tangenciais 

que acelerava a fadiga por fretting [9]. 

Bramhall (1973) observou o efeito do tamanho do contato sobre a 

resistência à fadiga de ligas de alumínio [10]. Este efeito foi constatado a partir de 

uma faixa de tamanho de contato crítico, abaixo da qual se obtém vida infinita 

(>107 ciclos), mantidas constantes a magnitude da máxima pressão de contato. 

Posteriormente pesquisadores como Nowell (1998) e Araújo (2000), confirmaram 

a existência deste efeito, inclusive para outros materiais, como pode ser observado 

nas referências [11] e [12] respectivamente. 

Os estudos em fadiga por fretting mencionados nos parágrafos anteriores 

relataram o efeito deletério de pequenos deslocamentos cíclicos entre as superfícies 

em problemas de contato mecânico. Os trabalhos experimentais feitos desde então 

mostram que a degradação na resistência à fadiga do material devido ao fretting 

ocorre pela complexa interação dos seguintes fatores [2]: 

 Amplitude de deslocamento cíclico; 

 Incompatibilidade nas propriedades elásticas e plásticas das superfícies em 

contato; 

 Frequência de ciclagem; 

 Pressão normal de contato; 

 Coeficiente de atrito entre as superfícies em contato; 

 Ambiente e temperatura; 

 Tensões residuais induzidas por técnicas de modificação de superfícies 

como shot peening, low plasticity burnishing ou revestimentos, 

tratamentos térmicos, soldas ou outros processos de união; 

 Mudanças na microestrutura ou transformação de fase produzida pelo 

aumento da temperatura local nas vizinhanças das superfícies em contato. 

Diversas metodologias têm sido adotadas para a previsão de vida de 

componentes sujeitos ao processo de trincamento devido às solicitações de fadiga 

por fretting. Os trabalhos mais recentes, publicados em 2014 de maneira 

independente por Vázquez et al. [13] e por Hojjati-Talemi et al. [14], mostram que 

as fases de nucleação e propagação podem ser tratadas de maneira desacoplada. 

DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 1412741/CA



 23 

Uma vez a trinca nucleada, dependendo da amplitude de carregamento, ela 

pode propagar ou atingir uma condição onde cessa o seu crescimento. A propagação 

da trinca tem sido avaliada frequentemente através da mecânica da fratura linear 

elástica juntamente com técnicas numéricas, usando a lei de Paris ou suas versões 

modificadas. A previsão da condição de parada de crescimento da trinca tem sido 

estudada seguindo a estratégia de trinca curta introduzida por Araújo e Nowell [12]. 

Por outro lado, a nucleação de trincas de fadiga por fretting ainda não foi 

completamente modelada e entendida. As trincas de fretting nucleariam sob um 

campo de tensão multiaxial, nas vizinhanças das extremidades do contato. Na 

extremidade anterior do contato, as tensões seriam proporcionais. O estado de 

tensões torna-se não-proporcional (NP) à medida que se afasta da extremidade 

anterior do contato em direção ao centro do contato e nos pontos abaixo da 

superfície de contato. Além do caráter multiaxial, tipicamente, o problema de 

fretting envolve um elevado gradiente de tensões conforme abordado no trabalho 

de Nowell e Dinis [15]. 

As similaridades entre os problemas de fadiga por fretting e fadiga em 

entalhes (concentração de tensão, gradiente de tensão) levaram o uso dos modelos 

de fadiga multiaxial, tipicamente considerados para os problemas de entalhes, para 

o problema de fadiga por fretting. Esta abordagem foi primeiramente introduzida 

por Farris e Szolwinski (1996). Estes calcularam de forma numérica o campo 

elástico de tensões e deformações gerado devido às solicitações de fadiga por 

fretting usando funções incrementais de Westgaard. A este campo de tensões e 

deformações modelado de maneira bidimensional foi aplicado o modelo multiaxial 

de fadiga proposto por Smith-Watson-Topper (SWT) para a previsão da vida para 

nucleação de uma trinca de fadiga por fretting [16]. 

Melhores previsões de vida para a nucleação das trincas de fadiga por 

fretting foram obtidas ao levar-se em conta o severo gradiente de tensões e 

deformações gerados devido ao contato mecânico, ao invés de se considerar apenas 

uma análise local no ponto crítico do contato, conforme abordado nas referências 

[17], [18], [19] e [20]. 

A resolução de problemas com presença de gradientes de tensão teve seu 

enfoque principal para componentes com entalhes. Devido à similaridade do campo 

de tensões gerado por entalhes e por fadiga por fretting, seguindo a abordagem não-

local do problema, a teoria das distâncias críticas (TDC) tem sido muito utilizada 
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para modelar a nucleação de trincas em fadiga por fretting [21]. Popularizada por 

Taylor em 1999 [22], esta teoria inicialmente foi aplicada para o cálculo de fadiga 

na presença de entalhes (método do ponto, da linha e da área). No entanto, o uso do 

conceito do método do ponto pode ser visto bem antes no trabalho de Peterson de 

1959 [23] e o uso do método da linha no trabalho de Neuber de 1958 [24]. Outra 

abordagem relacionada ao método do ponto é a da trinca imaginária introduzida por 

El Haddad, Topper et al. em 1980 [25], na qual foi introduzida um comprimento de 

trinca efetivo para prever a propagação de trincas curtas. Nessa formulação, o 

comprimento de trinca efetivo é igual ao comprimento de trinca mais um 

comprimento de trinca “a0” que é relacionado à distância crítica. Segundo os 

autores “a0” seria uma característica do material levando em consideração o 

comportamento não contínuo de trincas curtas. 

Em 1989 Flavenot e Skalli [26] definiram uma camada crítica e sugeriram 

que esta camada crítica seria constante para um material específico e poderia estar 

relacionada à dimensão da microestrutura tal como o tamanho de grão. 

Fouvry et al. (1998-2002) introduziram a metodologia do volume de 

processamento de nucleação de trinca. Segundo Fouvry, para prever a nucleação de 

trinca, deve-se considerar um estado de tensão/deformação médio sobre o volume 

de processamento intrínseco ao material, cujo raio é definido fazendo-se uma 

correlação entre o cálculo numérico e os dados experimentais [17], [18]. 

Em 2002, Araújo et al. [19], investigaram duas formas de abordagem não-

local juntamente com os modelos multiaxiais de Fatemi-Socie e SWT para a 

previsão da nucleação de trinca de fadiga por fretting para as ligas Al4%Cu e Ti-

6Al-4V que são utilizadas na indústria aeroespacial. Neste caso não foi considerado 

uma distância como comprimento característico dos materiais investigados. 

Considerou-se a distância que melhor ajustava os dados experimentais. Uma 

conclusão interessante deste estudo foi que a previsão é mais sensível ao 

comprimento da distância tomada para cálculo do dano através dos modelos 

multiaxiais que ao método de integração (área ou volume). 

Em 2008, Navarro et al [27] fizeram uma interessante revisita aos 

principais modelos multiaxiais utilizados até então para a previsão da vida sob 

solicitações de fadiga por fretting para diferentes ligas de alumínio e de titânio. Os 

modelos de McDiarmid, Fatemi e Socie, SWT e Crossland foram investigados. Foi 

demonstrado que quanto maior o percentual da fase de nucleação na vida, mais 
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importante é a escolha do modelo multiaxial. A importância da escolha do modelo 

multiaxial na acurácia das previsões é maior quando as tensões são avaliadas em 

uma certa profundidade do contato (abordagem não-local) do que quando as tensões 

são avaliadas na superfície de contato (abordagem local). Isto é devido ao aumento 

no percentual da fase de nucleação. Segundo a abordagem não-local, outra 

conclusão relevante foi que seria mais importante a determinação da dimensão 

característica do que a escolha do modelo multiaxial de fadiga. 

Em 2013, Ferré et al [28] utilizaram a abordagem não-local (método do 

área) combinada ao modelo de Crossland (modelo multiaxial baseado nos 

invariantes de tensões) para a previsão da nucleação de trincas sob solicitações de 

fadiga por fretting para a liga Ti-6Al-4V. Este estudo mostrou que o limiar de 

nucleação de trinca de fadiga por fretting pode ser previsto com erros inferiores a 

10% usando o modelo multiaxial de Crossland combinado a uma dimensão 

característica calibrada em resultados experimentais, se a curva elastoplástica do 

material for adequadamente integrada ao modelo em elementos finitos utilizado 

para a determinação do campo de tensões. 

Com relação aos modelos de plano crítico utilizados para a predição da 

nucleação de trincas sob solicitação de fadiga por fretting, Lykins et al. [29] 

utilizaram a análise em elementos finitos e implementaram com sucesso o modelo 

SWT. Sabsasi e al. [30] e Navaro e al. [31] implementaram o modelo de 

McDiarmid, que é baseado na amplitude de tensão cisalhante tomada no plano de 

maior gama de tensão cisalhante e na tensão normal máxima que ocorre no mesmo 

plano. A vantagem da utilização do modelo de McDiarmid é que seus parâmetros 

podem ser determinados através de somente um tipo de teste de fadiga e um teste 

estático, comparado, e.g., com os dois limites de fadiga que precisam ser 

determinados ao se considerar o modelo de Findley que será investigado neste 

trabalho. O modelo de Findley foi implementado por Li et al. [32] que obtiveram 

predições de vida sob solicitações de fadiga por fretting dentro de uma banda de 

dispersão de ±3N. Antes disto, Alfredson e Cadario [33] já sugeriam que o modelo 

de Findley gera predições melhores que as feitas através dos demais modelos para 

um contato esfera/plano. 

No presente trabalho, o foco é a previsão da vida para nuclear uma trinca 

por fadiga por fretting. Para tanto, um modelo bidimensional em elementos finitos 

foi construído para obter o campo de tensões e deformações elastoplástico gerado 
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por tais solicitações. Os modelos de plano crítico de Findley e a versão desviadora 

do parâmetro SWT introduzida por Kujaswki (SWTD) em 2014 [34] são usados 

para prever a condição de nucleação de trinca e comparados com os modelos 

tradicionalmente utilizados na literatura para o mesmo propósito (SWT e 

Crossland). 

 

2.2. 
Mecânica do contato 

A maior parte dos problemas de fretting envolve o contato de componentes 

com geometria de grande complexidade. Nestes casos, é inevitável a modelagem 

do contato através de métodos numéricos, sendo a principal técnica a dos elementos 

finitos. É possível que testes sejam feitos em tais geometrias complexas, porém, 

antes, é preciso passar por modelagens em elementos finitos. Isto introduz 

incertezas na solução, particularmente no que se refere à definição das fronteiras 

entre as zonas de deslizamento e adesão, que em geral são difíceis de serem 

localizadas. Sendo assim, para fins experimentais é preferível utilizar geometrias 

bem definidas como aquelas apresentadas na referência [35]. O contato esfera/plano 

induz um contato pontual. Esta é a configuração mais fácil de ser utilizada em testes 

de pequena escala. O contato torna-se linear para uma sapata cilíndrica e uma 

superfície para um contato de uma sapata plana, conforme apresentado na Figura 

2.1. 

 
Figura 2.1 - Representação dos principais tipos de contatos utilizados em ensaios 

experimentais de fadiga por fretting em pequena escala - adaptado [35]. 

A classificação dos principais tipos de contato, que pode ser encontrada na 

referência [36], permite em primeira instância a obtenção de informações 

importantes sobre a natureza dos diferentes problemas de contato mecânico. 
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Figura 2.2 - Caracterização dos principais tipos de contato mecânico - adaptado 

[36]. 

Uma primeira classificação está relacionada à dependência do tamanho do 

contato com a carga 𝑃 aplicada. O contato é considerado incompleto se a dimensão 

do mesmo não é definida geometricamente, sendo dependente da carga P aplicada, 

como apresentado na Figura 2.2 (a). Outra característica deste tipo de contato é que 

à medida que se afasta do centro do contato a pressão de contato cai continuamente 

para zero. Por outro lado, os contatos ditos completos ocorrem quando o tamanho 

do contato é independente da carga 𝑃 aplicada, como pode ser visto na Figura 

2.2 (b). A pressão de contato neste caso é idealmente singular. Um pequeno defeito 

de fabricação por exemplo pode influenciar de maneira significativa a distribuição 

de pressão, o que não ocorre quando o contato é incompleto. 

Uma segunda classificação é dada em relação à conformidade do contato, 

esquematicamente representado na Figura 2.2 (c). O contato é dito não-conforme 

se a semi-largura do contato 𝑎 é muito inferior ao raio do cilindro 𝑅𝐶. Isso implica 

que quando 𝑎 ≪ 𝑅, a deformação do cilindro será restrita a um pequeno segmento 

de arco e, portanto, o cilindro pode ser aproximado como um semi-plano. Neste 

estudo, será considerada a configuração de contato com uma sapata cilíndrica 

(contato cilindro/plano), que é do tipo incompleto e não-conforme. A vantagem de 

utilizar um contato cilindro/plano é que ele já possui uma solução analítica 

(elástica), que será apresentada adiante. Além disto, esta configuração só pode ser 

perturbada localmente, não influenciando a distribuição de pressão. 

2.2.1. 
Atrito 

O coeficiente de atrito é dado pela relação entre a amplitude da força 

tangencial, 𝑄∗, e a força normal, 𝑃, que pressiona os corpos em contato quando eles 

possuem deslizamento relativo, 𝜇 = −𝑄∗ 𝑃⁄ , considerando uma média ao longo da 
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superfície. Na realidade, o coeficiente de atrito varia ao longo da superfície [35]. 

Desta forma, uma definição local, 𝜇 = 𝑞(𝑥, 𝑦) 𝑝(𝑥, 𝑦)⁄ , é geralmente utilizada, 

onde 𝑞(𝑥, 𝑦) é a distribuição de tensão cisalhante na superfície de contato e 𝑝(𝑥, 𝑦) 

é a distribuição de pressão. Pode ser distinguido o coeficiente de atrito estático 𝜇𝑠, 

que corresponde ao limiar a ser ultrapassado para que os corpos em contato possam 

se movimentar relativamente entre si, do coeficiente de atrito dinâmico 𝜇𝑑 , que 

ocorre quando os corpos já estão em movimento. A Figura 2.3 apresenta a evolução 

da curva de atrito com a amplitude de deslizamento imposta ao contato. O 

coeficiente de atrito é também importante para caracterizar as regiões de 

deslizamento (parcial/total) do contato. Estas regiões serão detalhadas na seção 

2.3.1. 

A análise das tensões de contato é altamente dependente do coeficiente de 

atrito aplicado. Diferentes abordagens foram desenvolvidas para determinar este 

valor. Estudos recentes mostram que o coeficiente de atrito 𝜇𝑡 medido na transição 

entre o regime de deslizamento parcial e o regime de deslizamento total deve ser 

usado como o valor representativo do coeficiente de atrito na região de 

deslizamento parcial [37]. 

 
Figura 2.3 - Curva de atrito - coeficiente de atrito em função da amplitude de 

deslizamento. 
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2.3. 
Fretting 

Há fretting quando duas superfícies em contato são submetidas a um 

movimento oscilatório de pequena amplitude. Fretting pode ser descrito de forma 

mais abrangente como um movimento cuja amplitude é menor do que a própria 

extensão do contato. De forma arbitrária, geralmente faz-se a distinção entre o 

fenômeno de fretting e o deslizamento recíproco através da razão 𝑅𝑑  que relaciona 

a amplitude de deslizamento 𝛿∗ e a dimensão do contato representada por 𝑎, dado 

pela equação (1). Atribui-se a condição de fretting para 𝑅𝑑 < 1. Assim, em fretting 

existe uma zona central que nunca se encontra exposta à atmosfera ambiente, como 

representado esquematicamente na Figura 2.4. 

𝑅𝑑 =
𝛿∗

𝑎
 (1) 

 

Figura 2.4 - Representação gráfica da transição entre o fenômeno fretting e 

deslizamento recíproco. 

2.3.1. 
Mapas de fretting 

No fenômeno de fretting, em função da força normal aplicada e da 

amplitude de deslizamento relativo entre os dois corpos, dois modos de 

deslizamento podem ser distinguidos: o deslizamento parcial e o deslizamento total. 

Em função do modo de deslizamento, para se ter uma ideia da evolução 

dos ciclos com o tempo de teste, foi criado o conceito de regimes de deslizamento. 

Estes são três, a saber: 
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 Regime de deslizamento parcial (RDP): Ciclos de carga 𝑄 em função do 

deslocamento imposto 𝛿 com formato elíptico. Uma parte da região de 

contato permanece aderida devido à elasticidade dos materiais. A outra 

parte, situada nas extremidades do contato, encontra-se em deslizamento. 

O tamanho da zona de aderência diminui à medida que é aumentada a 

amplitude de deslizamento; 

 Regime deslizamento total (RDT): Ciclos de carga 𝑄 em função do 

deslocamento imposto  𝛿 com formato trapezoidal (Figura 2.5). Toda a 

zona de contato encontra-se em deslizamento. A força tangencial não 

aumenta mais com o aumento da amplitude de deslizamento. Neste modo, 

o coeficiente de atrito pode ser definido como a relação 𝜇 = 𝑄∗/𝑃; 

 Regime de deslizamento misto (RDM): a transição entre os regimes RDP 

e RDT é observada ao longo de um mesmo teste. 

 

Figura 2.5 - Ciclo de fretting - regime de deslizamento total. 

Estes três regimes podem ser representados em um plano em função da 

força normal e do deslocamento imposto, através de dois mapas: o mapa de 

solicitação local e o mapa de resposta do material (ver Figura 2.6). Introduzido por 

Fouvry et al., o mapa de resposta do material define os danos clássicos observados 

nos problemas de fretting [38]. Note na Figura 2.6 que a nucleação de trincas e sua 

propagação são predominantes no regime de deslizamento parcial. O desgaste pela 

formação de detritos é o principal dano no regime de deslizamento total. No regime 

de deslizamento misto tem-se a competição entre a formação de trincas e o desgaste. 

  

DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 1412741/CA



 31 

 

Figura 2.6 - Mapas de fretting: (cima) mapa de solicitação local e (baixo) mapa de 

resposta do material. 

 

2.4. 
Fadiga por fretting 

O fenômeno do fretting quando associado ao carregamento de fadiga pode 

reduzir drasticamente a vida útil em fadiga do componente, como pode ser notado 

na Figura 2.7 [39]. Um dos fatores que podem contribuir para isto é a concentração 

de tensão local causada pela força de atrito devido ao contato e ao movimento entre 

as duas superfícies, acelerando o processo de nucleação de trincas. 
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Figura 2.7 - Gráfico ilustrativo da vida em fadiga e da vida em fadiga por fretting 

na liga de alumínio BSL65 - adaptado [39]. 

O carregamento de fadiga por fretting é caracterizado pela superposição 

de um campo de tensão cíclica heterogêneo com presença de um elevado gradiente 

de tensão devido as cargas de contato (fretting) e um campo de tensão cíclica 

homogêneo devido ao carregamento remoto de fadiga, conforme apresentado de 

maneira esquemática na Figura 2.8. A fadiga por fretting possui importantes 

características que devem ser consideradas em qualquer análise de resultados 

experimentais e situações de projetos: 

 Gradientes de tensões são normalmente elevados, dado a concentração 

localizada do contato. A magnitude do gradiente de tensões é geralmente 

muito maior que as tensões características do projeto dos componentes; 

 O carregamento local é não uniforme nas vizinhanças do contato, mesmo 

se a carga externa é aplicada de forma proporcional na superfície; 

 Danos localizados na superfície da aplicação podem desempenhar um 

papel na nucleação de trincas. 
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Figura 2.8 - Fadiga por fretting - combinação do carregamento de fretting com o 

carregamento remoto de fadiga. 

 

2.5. 
Nucleação de trincas em condições de fadiga por fretting 

Do ponto de vista mecânico, a nucleação de trincas em condições de fadiga 

por fretting refere-se ao processo de acumulação de dano até o ponto no qual a 

trinca surge e possui dimensão de um ou dois tamanhos de grão [36]. A análise da 

nucleação de trincas de fadiga por fretting é mais desafiadora que a sua propagação. 

Muitos fatores afetam o acúmulo de dano e o número de ciclos para gerar esta trinca, 

os quais podem ser agrupados em 3 categorias: 

 Fatores ligados ao material: tamanho de grão, morfologia, propriedades 

microestruturais, limite de escoamento e tenacidade à fratura; 

 Fatores ambientais: temperatura, meio corrosivo; 

 Fatores mecânicos: tensões na superfície de contato, amplitude de micro 

deslizamento, coeficiente de atrito. 

Dentre os fatores mecânicos, as tensões ao nível do contato na nucleação 

de uma trinca são mais intuitivas. Já a importância da amplitude de deslizamento 

relativo é mais difícil de modelar, embora venha sendo investigada desde os 

trabalhos de Nishioka e Hirakawa (1969) [9], que estudaram o regime de 

deslizamento parcial. Visgo e Södeberg (1988) [40] demostraram o efeito da 

amplitude de deslizamento na taxa de desgaste e na vida à fadiga de componentes 

em condições de fadiga por fretting através do bem conhecido diagrama 

apresentado na Figura 2.9.  
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Figura 2.9 - Diagrama esquemático das relações entre amplitude de deslizamento, 

taxa de desgaste, e vida em condições de fadiga por fretting - adaptado [40]. 

Em baixas amplitudes de deslizamento, fretting é suave e são observadas 

vidas longas. A taxa de desgaste é relativamente baixa. À medida que a amplitude 

de deslizamento aumenta, a vida à fadiga diminui e a taxa de desgaste aumenta. A 

vida mínima à fadiga é atingida em uma amplitude intermediária, chamada 

amplitude de transição entre os regimes de deslizamento parcial e total. Após a 

transição, a taxa de desgaste continua a crescer com o aumento da amplitude de 

deslizamento. No entanto, a vida à fadiga aumenta nesta região da curva. Apesar de 

fretting ser extremamente severo e induzir a nucleação de trincas, quando se tem 

uma elevada taxa de desgaste, as diversas microtrincas que nucleiam devido ao 

fretting são removidas antes de propagar e assim, para grandes amplitudes de 

deslizamento, o desgaste se torna a manifestação predominante de fretting. 

Devido ao processo contínuo de micro plastificação, à medida que o 

carregamento evolui surgem bandas de deslizamento nos grãos orientados em 

direções favoráveis, levando ao surgimento de microtrincas. Durante o 

carregamento, degraus entre as bandas são formadas na superfície. À medida que o 

carregamento evolui, extrusões e intrusões ocorrem na superfície pelo deslizamento 

das bandas. A Figura 2.10 apresenta de maneira esquemática o estágio I de 

crescimento de uma trinca de fadiga e a formação das bandas de deslizamento. No 

caso dos metais, microtrincas ou trincas curtas são trincas cujo tamanho possui a 

mesma ordem de grandeza que o tamanho de grão. Os mecanismos de crescimento 
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de trincas curtas são diferentes dos mecanismos de trincas longas, cuja taxa de 

propagação é controlada por ∆K e pode ser modelada através da lei de Paris. Trincas 

curtas crescem sob uma forma complicada que pode ser afetada pelos mecanismos 

de fechamento de trinca (crack closure), microestrutura e o próprio tamanho da 

trinca. Estes fatores tornam difícil a modelagem das trincas curtas através da 

mecânica da fratura linear elástica [41]. 

 

Figura 2.10 - Estágio I de crescimento da trinca de fadiga. 

A diferença fundamental entre a fractografia obtida em corpos de prova 

ensaiados por fadiga por fretting e aqueles ensaiados em fadiga convencional 

corresponde ao ponto de início da trinca. Para os casos de fadiga por fretting as 

trincas nucleiam na zona de deslizamento do contato entre a sapata e o corpo de 

prova 𝑎 − 𝑐, geradas principalmente devido ao severo campo de tensão causado 

nessa região. Na Figura 2.11 podem ser observados os múltiplos sítios de nucleação 

de trincas de fadiga por fretting. Além disto, existem trincas que propagam e trincas 

que nucleiam mas cessam. Para estas, a carga remota de fadiga não foi suficiente 

para propagá-las. 

 
Figura 2.11 - Representação esquemática dos múltiplos sítios de nucleação de 

trincas que podem ocorrer na zona de deslizamento de um contato mecânico em 

condições de fadiga por fretting - adaptado [42]. 
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Para os casos de fadiga convencional as trincas nucleiam em algum ponto 

da superfície do material, causadas principalmente pelo fenômeno de intrusões e 

extrusões, que são geradas pelo carregamento cíclico [43]. 

O processo de trincamento de uma peça sob solicitações de fadiga por 

fretting pode ser dividido em quatro fases de dano, conforme representado de 

maneira esquemática na Figura 2.12, adaptada da referência [44]. 

 Fase I: Fase de nucleação; a acomodação de micro deformações plásticas 

induz uma primeira trinca, em geral da ordem de 10 a 20 μm; 

 Fase II: Propagação em modo II; esta fase é controlada essencialmente pela 

tensão de cisalhamento e tem uma grande influência dos carregamentos de 

contato. A trinca segue em geral um plano orientado a 45° em relação à 

direção da tensão principal máxima. Cinética de propagação própria de 

trincas curtas; 

 Fase III: Propagação em modo I: a propagação é principalmente 

influenciada pelo carregamento remoto de fadiga. A trinca passa do modo 

II para o modo I de propagação; 

 Fase IV: Ruptura: A trinca atinge um comprimento de modo que 𝐾𝐼 = 𝐾𝐼𝑐, 

onde 𝐾𝐼𝑐 é a intensidade crítica de tensão para o metal não danificado, que 

provoca a falha catastrófica da seção transversal. 

 
Figura 2.12 - Evolução de uma trinca em ensaios de fadiga por fretting - adaptado 

[44]. 
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A etapa de nucleação de trincas (fase I) pode ser subdividida em outras 

duas:  

 Formação de microtrinca, a qual é pouco sensível às tensões média e 

hidrostática (no caso dos metais) pois depende somente do movimento de 

discordâncias; 

 Propagação da microtrinca dominante, a qual depende da abertura das 

faces da trinca e também da fricção entre as suas faces, tornando-se 

gradativamente sensível à tensão média aplicada à medida que a 

microtrinca cresce. 

O carregamento remoto de fadiga além de atuar em conjunto com o 

carregamento de contato na nucleação da trinca, é o responsável pela propagação 

da trinca gerada. As tensões de contato diminuem de maneira assintótica abaixo da 

superfície de contato. Assim, devido a esta típica distribuição de tensões, o processo 

de trincamento sob solicitações de fadiga por fretting pode ocorrer de três maneiras, 

conforme apresentado na Figura 2.13. Abaixo de um determinado limiar (caso A), 

os carregamentos de fadiga por fretting não são suficientes para nuclear uma trinca. 

Esta fase é dominada pelos carregamentos de contato. Este limiar pode ser usado 

para sistemas que foram projetados para trabalhar sem presença de trinca. Acima 

deste limiar, duas evoluções podem ser observadas: caso B, onde para 

carregamentos intermediários uma trinca vai nuclear devido ao elevado gradiente 

de tensões, mas sua propagação vai cessar pois o carregamento remoto de fadiga, 

sua força motriz, não é suficiente para que a trinca nucleada propague até a falha. 

Nestas condições, pode se estabelecer a filosofia de projetos tolerantes a defeitos. 

O projeto tolerante a defeitos assume que uma estrutura só pode ser considerada 

segura quando for possível garantir que ela resistirá à cargas e sobrecargas de 

serviço durante toda a sua vida operacional, de forma previsível e repetitiva, 

tolerando todas as trincas que possam não ter sido detectadas durante a última 

inspeção a que tenha sido submetida. Por fim, a evolução C, que ilustra o caso onde 

ao impor-se conjuntamente carregamentos elevados de contato e remoto de fadiga, 

a trinca nucleada propaga até a fratura do componente. 
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Figura 2.13 - Cenários do processo de trincamento em fadiga por fretting - 

adaptado [45]. 

Os modelos considerados neste trabalho são usados para examinar os 

efeitos das principais variáveis que afetam a nucleação da trinca induzida pelas 

solicitações de fadiga por fretting, e assim, prever quando a nucleação da trinca 

deve ocorrer no contato macroscópico e quantos ciclos são esperados para a 

nucleação da trinca. 

 

2.6. 
Solução analítica do campo de tensões de contato - cilindro/plano 

Considere a configuração cilindro/plano na Figura 2.14. A expressão 

analítica para a distribuição de pressão na superfície de contato p(x) foi 

desenvolvida por Hertz em 1882 [46]. Cattaneo [47] e Mindlin [48] propuseram, de 

maneira independente, a solução para a distribuição de tensão cisalhante q(x) na 

superfície de contato em deslizamento parcial. Estas soluções são apresentas nesta 

seção. 
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Figura 2.14 - Esquema de um contato cilindro/plano com indentação normal - 

adaptado [49]. 

A teoria de Hertz define de forma geral o campo de tensões e de 

deformações gerado a partir do contato entre duas superfícies. Esta teoria só é válida 

para os contatos cilindro/plano e esfera/plano. Na teoria de contato elástico de 

Hertz, as seguintes hipóteses devem ser consideradas: 

 As superfícies em contato são contínuas; 

 Comportamento linear elástico; 

 Os materiais são homogêneos e isotrópicos; 

 Os sólidos são considerados como semi-infinitos (o tamanho do contato é 

pequeno em relação ao raio do cilindro e em relação às dimensões do 

plano); 

 O coeficiente de atrito é constante no contato; 

 Os sólidos têm as mesmas propriedades mecânicas. 

Para este trabalho, onde as análises serão baseadas essencialmente na 

solução em elementos finitos do campo de tensão e deformação elastoplástico, é 

suficiente a análise das equações que serão apresentadas na sequência.  

A região de contato é governada por: 

1

𝐴∗
𝛿ℎ(𝑥)

𝛿(𝑥)
=
1

𝜋
∫
𝑝(𝜍)

𝑥 − 𝜍
𝑑𝜍 − 𝛽𝑞(𝑥) (2) 

ℎ(𝑥) = 𝑣1(𝑥) − 𝑣2(𝑥) (3) 
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onde h(x) representaria o deslocamento na direção z se as duas superfícies pudessem 

penetrar uma na outra livremente, conforme ilustrado na Figura 2.15, p(x) é a 

pressão na zona de contato, q(x) é a tensão de cisalhamento na superfície e 𝜍 é a 

variável de integração. 

 
Figura 2.15 - Contato mecânico entre dois sólidos de comportamento elásticos 

similares submetidos a uma força normal P e uma força tangencial Q - adaptado 

[36]. 

Os outros parâmetros (𝐴∗ e 𝛽) são definidos nas equações (4) e (5) respectivamente. 

𝐴∗ = 2(
1 − 𝜐1

2

𝐸1
+
1 − 𝜐2

2

𝐸2
) (4) 

𝛽 =
1

2𝐴∗
(
1 − 2𝜐1
𝐸1

+
1 − 2𝜐2
𝐸2

) (5) 

onde 𝐸𝑖 representa o módulo de elasticidade dos corpos em contato e 𝜐𝑖 o 

coeficiente de Poisson. Assumindo que os deslocamentos tangenciais possam ser 

definidos como: 

(𝑥) = 𝑢1(𝑥) − 𝑢2(𝑥), (6) 

A equação (7) pode ser obtida da equação (1), como segue: 

1

𝐴∗
𝛿𝑔(𝑥)

𝛿(𝑥)
=
1

𝜋
∫
𝑞(𝜍)

𝑥 − 𝜍
𝑑𝜍 − 𝛽𝑝(𝑥) (7) 

Considerando que ambos os materiais em contato tem comportamento 

elástico similar, tem-se 𝛽 = 0 e a equação (4) pode ser reescrita como: 

𝐴∗ = 4(
1 − 𝜐1

2

𝐸1
) (8) 
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Como o fretting começa na região de contato do cilindro (sapata) e do 

plano (corpo de prova de fadiga), após a aplicação da força normal 𝑃, os 

deslocamentos dos pontos adjacentes na zona de aderência no plano e no cilindro 

serão os mesmos. Assim, não surgem tensões de atrito e a solução do problema 

continua a mesma. 

Ao aplicar-se uma carga tangencial 𝑄 que possa causar deslizamento 

(Figura 2.15), esta carga provoca uma tensão cisalhante 𝑞(𝑥, 𝑦), dada pela lei de 

Coulomb que é apresentada na equação (9). 

|𝑞(𝑥, 𝑦)| = −𝜇𝑝(𝑥, 𝑦) (9) 

Estas tensões cisalhantes causam o aparecimento de uma distribuição de 

pressão 𝑝(𝑥, 𝑦) e de um deslocamento normal. Porém, como as tensões cisalhantes 

atuam em direções opostas e os corpos são elasticamente similares, o deslocamento 

de pontos equivalentes na superfície é novamente o mesmo. Uma vez que as tensões 

cisalhantes dos corpos são iguais em magnitude, porém com sentido contrário, os 

deslocamentos normais induzidos são os mesmos. Portanto, a distribuição de 

pressão continua sem ser afetada pelas tensões cisalhantes, o que torna o problema 

desacoplado. 

No contato de fretting existem duas regiões distintas, a zona de aderência 

2𝑐 e a zona de deslizamento a-c, como apresentado de maneira esquemática na 

Figura 2.16. Na zona de aderência, as superfícies de contato estão aderidas e a força 

tangencial é menor que o valor limite para o movimento. Na zona de deslizamento, 

há movimento, pois a tensão normal tende para zero à medida que se afasta do 

centro do contato e, portanto, seria necessário um coeficiente de atrito infinito para 

prevenir o deslizamento. 

 

Figura 2.16 - Definição das zonas de aderência e deslizamento em condições de 

fretting - adaptado [50]. 
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Para materiais similares em contato, a distribuição de pressão na superfície 

de contato não é afetada pela distribuição de cisalhamento (hipótese válida para o 

contato elástico) e pode ser escrita como: 

𝑝(𝑥) = 𝑝0√1 − (𝑥 𝑎)⁄ 2
 (10) 

onde p0 é a pressão de pico (solução elástica de Hertz) e a é a semi-largura de 

contato. O pico de pressão p0 pode ser determinado através da equação (11).  

𝑝0 =
2𝑃𝐿
𝜋𝑎

=
4

𝜋
𝑝𝑚 = (

𝑃𝐿𝐸
∗

𝜋𝑅𝑒𝑞
)

1/2

 (11) 

O parâmetro 𝑝𝑚 é a pressão média e PL é a força aplicada ao contato por 

unidade de comprimento. O módulo de elasticidade equivalente 𝐸∗ é obtido a partir 

da equação (12). 

𝐸∗ = (
1 − 𝜐1

2

𝐸1
+
1 − 𝜐2

2

𝐸2
)

−1

 (12) 

O parâmetro 𝑅𝑒𝑞 que representa o raio equivalente é definido pela equação 

(13). Nesta equação, 𝑅𝐶 e 𝑅𝑃 são os raios do cilindro e do plano respectivamente. 

No caso do plano, o raio é considerado infinito e o segundo termo desta equação 

reduz-se a zero. 

1

𝑅𝑒𝑞
=
1

𝑅𝐶
+
1

𝑅𝑃
 (13) 

A semi-largura da zona de contato 𝑎 pode ser calculada a partir da equação 

(15) que é obtida ao rearranjar-se a equação (14). 

𝑃𝐿 =
(𝜋𝑎2𝐸∗)

4𝑅𝑒𝑞
 (14) 

Rearranjando os termos, segue: 

𝑎 = (
4𝑃𝐿𝑅𝑒𝑞
𝜋𝐸∗

)
1 2⁄

 (15) 

Em caso de fadiga por fretting na presença de carregamento remoto de 

fadiga, a análise de tensão no contato deve levar em consideração a excentricidade 

𝑒 induzida pelo carregamento remoto de fadiga. Para o caso onde os carregamentos 

de fretting e de fadiga são colineares e em fase, a análise pode ser reduzida à 

extremidade anterior do contato (𝑥/𝑎 < 0) e a solução para a distribuição de tensão 

cisalhante na superfície de contato é dada por: 
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𝑞(𝑥) =

{
 
 
 

 
 
 𝑞0√1 − (𝑥 𝑎)⁄ 2

, 𝑠𝑒 − 𝑎 ≤ 𝑥 < −𝑐 + 𝑒

𝑞0 [√1 − (𝑥 𝑎)⁄ 2
− 𝑐 𝑎⁄ √1 − (

𝑥 − 𝑒

𝑐
)
2

] , 𝑠𝑒 − 𝑐 + 𝑒 ≤ 𝑥 ≤ 𝑐 + 𝑒

𝑞0√1 − (𝑥 𝑎)⁄ 2 , 𝑠𝑒  𝑐 + 𝑒 ≤ 𝑥 ≤ 𝑎

 (16) 

onde 𝑞0 é o valor máximo da tensão cisalhante na superfície de contato, 𝑐 é o 

tamanho da semi-largura da zona de aderência e 𝑒 representa a excentricidade 

induzida na distribuição de tensão cisalhante pela carga remota. Esses parâmetros 

são dados pelas equações a seguir: 

𝑞0 = 𝜇𝑝0 (17) 

𝑐

𝑎
= (√1 − |

𝑄∗

𝜇𝑃
|) (18) 

𝑒 = [
𝑎

4𝑞0
𝜎𝑚𝑎𝑥] (19) 

A equação (16) apresenta a distribuição de tensão na superfície de contato 

quando Q= Q0 (valor máximo, ¼ do ciclo), mas as tensões cisalhantes na superfície 

de contato podem ser computadas em cada instante de tempo como demostrado na 

referência [36]. Uma vez determinada as tensões na superfície p(x) e q(x), ilustradas 

na Figura 2.17, as tensões elásticas na sub superfície do contato podem ser 

computadas usando as equações disponíveis na referência [51]. 

 
Figura 2.17 - Representação esquemática da distribuição de pressão 𝑝(𝑥) e de 

cisalhamento 𝑞(𝑥) na superfície de contato para uma configuração cilindro/plano 

sob solicitação de fadiga por fretting em deslizamento parcial. 

Regiões  

de deslizamento 

 𝝈𝒎, 𝝈𝒂 
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Quatro combinações de superposição são necessárias para compor o 

campo de tensão nos estados de carregamento máximo, mínimo, descarregamento 

e recarregamento. Estes tensores podem ser avaliados na condição do estado plano 

de deformação usando-se os potenciais de Muskhelishivili [52]. Considerando-se 

as componentes de tensão normalizadas pela pressão máxima Hertziana (p0), tem-

se: a carga máxima dada pela equação (20), o descarregamento pela equação (21), 

a carga mínima pela equação (22) e o recarregamento pela equação (23). 

 

𝜎𝑖𝑗(𝑥, 𝑦)

𝑝0
= (

𝜎𝑖𝑗
𝑛 (
𝑥
𝑎
,
𝑦
𝑎
)

𝑝0
 ) + 𝜇 (

𝜎𝑖𝑗
𝑡 (
𝑥
𝑎
,
𝑦
𝑎
)

𝜇𝑝0
 ) − 𝜇

𝑐

𝑎
(
𝜎𝑖𝑗
𝑡 (
𝑥 − 𝑒
𝑐

,
𝑦
𝑐
)

𝜇𝑝0
 ) +

𝜎𝐵
𝑝0

 (20) 

𝜎𝑖𝑗(𝑥, 𝑦)

𝑝0
= (

𝜎𝑖𝑗
𝑛 (
𝑥
𝑎
,
𝑦
𝑎
)

𝑝0
 ) − 𝜇 (

𝜎𝑖𝑗
𝑡 (
𝑥
𝑎
,
𝑦
𝑎
)

𝜇𝑝0
 ) + 2𝜇

𝑐′

𝑎
(
𝜎𝑖𝑗
𝑡 (
𝑥 − 𝑒′

𝑐′
,
𝑦
𝑐′
)

𝜇𝑝0
 )

− 𝜇
𝑐

𝑎
(
𝜎𝑖𝑗
𝑡 (
𝑥 − 𝑒
𝑐 ,

𝑦
𝑐)

𝜇𝑝0
 ) +

𝜎𝐵
𝑝0

 

(21) 

𝜎𝑖𝑗(𝑥, 𝑦)

𝑝0
= (

𝜎𝑖𝑗
𝑛 (
𝑥
𝑎
,
𝑦
𝑎
)

𝑝0
 ) − 𝜇 (

𝜎𝑖𝑗
𝑡 (
𝑥
𝑎
,
𝑦
𝑎
)

𝜇𝑝0
 ) + 𝜇

𝑐

𝑎
(
𝜎𝑖𝑗
𝑡 (
𝑥 − 𝑒
𝑐

,
𝑦
𝑐
)

𝜇𝑝0
 ) +

𝜎𝐵
𝑝0

 (22) 

𝜎𝑖𝑗(𝑥, 𝑦)

𝑝0
= (

𝜎𝑖𝑗
𝑛 (
𝑥
𝑎
,
𝑦
𝑎
)

𝑝0
 ) + 𝜇 (

𝜎𝑖𝑗
𝑡 (
𝑥
𝑎
,
𝑦
𝑎
)

𝜇𝑝0
 ) − 2𝜇

𝑐′

𝑎
(
𝜎𝑖𝑗
𝑡 (
𝑥 − 𝑒′

𝑐′ ,
𝑦
𝑐′)

𝜇𝑝0
 )

+ 𝜇
𝑐

𝑎
(
𝜎𝑖𝑗
𝑡 (
𝑥 − 𝑒
𝑐

,
𝑦
𝑐
)

𝜇𝑝0
 ) +

𝜎𝐵
𝑝0

 

(23) 

onde os sobrescritos n e t referem-se aos tensores de tensão produzidos pelos 

carregamentos normal e tangencial respectivamente e 𝜎𝐵 é a tensão remota de fadiga 

(bulk stress). Note que os índices i, j podem assumir qualquer uma das direções de 

referência do modelo. 
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3 
Fadiga uni e multiaxial 

Este capítulo apresenta uma revisão dos principais conceitos de fadiga 

uniaxial e multiaxial usados ao longo deste trabalho. As abordagens local e não-

local utilizadas para a previsão do risco de nucleação de trincas sob solicitação de 

fadiga por fretting, que na sua essência é um problema multiaxial, também são 

discutidas. 

 

3.1. 
Fadiga uniaxial 

Materiais submetidos a cargas alternadas rompem sob tensões inferiores 

àquelas necessárias para ocasionar fratura sob cargas estáticas. O dano neles 

acumulado ao longo do tempo pode provocar a nucleação e a propagação de trincas 

de fadiga. As falhas por fadiga são localizadas, progressivas e cumulativas. Logo, 

a modelagem do trincamento por fadiga pode e deve ser tratada como um problema 

local, que pouco depende das tensões na peça como um todo. A nucleação da trinca 

depende dos detalhes da geometria e do material do ponto crítico da peça, e da 

história de tensões e deformações que nele atua. Já a propagação da trinca que é 

paulatina e estável, depende da história dos fatores de intensidade de tensões que a 

solicita em serviço, mas a fratura final da peça pode ser brusca, quase instantânea 

[53]. Outros fatores como meio ambiente, a temperatura e a frequência também têm 

influência significativa neste processo. Existem três modos de propagação de 

trincas, que podem ser vistos na Figura 3.1. 

 
Figura 3.1 - Modos de propagação de trincas. 
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Cargas de fadiga induzem tensões variáveis ao longo do tempo, que podem 

ser caracterizadas por: 

𝜎𝑚 =
𝜎𝑚𝑎𝑥 + 𝜎𝑚𝑖𝑛

2
 (24) 

𝜎𝑎 =
𝜎𝑚𝑎𝑥 − 𝜎𝑚𝑖𝑛

2
 (25) 

onde 𝜎𝑚 e 𝜎𝑎 são as componentes média e alternada da tensão e a razão de tensão 

R é definida por: 

𝑅 =
𝜎𝑚𝑖𝑛
𝜎𝑚𝑎𝑥

 (26) 

Cargas de fadiga podem ser caracterizadas pelo par 𝜎𝑚 e 𝜎𝑎 ou ainda pelo 

par 𝑅 e 𝜎𝑎, conforme apresentado esquematicamente na Figura 3.2. Cargas 

reversíveis têm 𝑅 = −1. Para 𝑅 = 0, as cargas são ditas pulsantes. O efeito da 

tensão média e da razão de tensão sobre a vida à fadiga uniaxial é apresentado na 

Figura 3.3 (a) e (b) respectivamente. 

 

Figura 3.2 - Definição das principais quantidades usadas na previsão do dano à 

fadiga uniaxial. 

 

Figura 3.3 - Efeito da tensão média e da razão de tensão na vida à fadiga de um 

componente.  
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O conceito de tensão versus vida à fadiga (método S-N) foi introduzido 

por Wöhler em 1860. A Figura 3.4 apresenta uma típica curva S-N para aços e as 

contribuições dos processos de nucleação e propagação para a vida total à fadiga. 

A fração para a nucleação de uma trinca dominante de fadiga pode ser 0%, para 

espécimes com severos concentradores de tensão, até 80% para espécimes 

devidamente preparados, nominalmente livres de defeitos [2]. A curva S-N pode 

ser apresentada em escala log-log com amplitude de tensão constante e 

completamente reversível em função do número de reversões de carga para falha 

2𝑁𝑓, no que se conhece como relação de Basquin (1910), que é dada por: 

𝜎𝑎 = 𝜎𝐶
′(2𝑁𝑓)

𝑏′

 (27) 

 

Figura 3.4 - Curva S-N - contribuições dos processos de nucleação e propagação 

na vida total à fadiga - adaptado [54]. 

Cargas cíclicas de baixa amplitude induzem primariamente deformações 

elásticas em um componente que é projetado para vida longa à fadiga, no que é 

conhecido como fadiga de alto ciclo (HCF, do termo em inglês high cycle fatigue). 

Quando deformações plásticas consideráveis ocorrem como consequência de, e.g., 

elevadas amplitudes de tensão ou de concentração de tensão, a vida à fadiga é 

reduzida significativamente. Neste caso o projeto à fadiga é conhecido como fadiga 

de baixo ciclo (LCF, do termo em inglês low cycle fatigue). De maneira geral, para 

aços, considera-se entre 102-103 ciclos para o regime de LCF, onde deformações 

plásticas são dominantes. Para o regime HCF, onde deformações elásticas são 

dominantes, tem-se entre 103-105 ciclos (ou mais). De forma geral, para aços a vida 

infinita é atribuída a uma vida de pelo menos 106 ciclos. Ao observar o importante 
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papel das deformações plásticas no acúmulo de dano por fadiga, Coffin (1954) e 

Manson (1954) propuseram de maneira independente uma relação baseada na 

deformação plástica para caracterização da LCF. A curva que relaciona a amplitude 

da deformação total com a vida à fadiga é apresentada na Figura 3.5. Esta é 

geralmente chamada de relação de Coffin-Manson e pode ser obtida através da 

seguinte equação: 

Δε

2
=
𝜎𝐶
′

𝐸
(2𝑁𝑓)

𝑏′

+ 𝜀𝐶
′ (2𝑁𝑓)

𝑐′

 (28) 

onde 𝜎𝐶
′  e 𝜀𝐶

′  são respectivamente os coeficientes elástico e plástico de Coffin-

Manson e 𝑏′ e 𝑐′ são respectivamente os expoentes elástico e plástico de Coffin-

Manson. 

 

Figura 3.5 - Deformações elástica, plástica e total versus vida à fadiga - curvas 

construídas com as propriedades estimadas para o aço AISI 1034. 

 

3.2. 
Fadiga multiaxial 

As cargas reais de serviço podem atuar em um ou vários pontos da peça, e 

podem provir de uma única ou múltiplas fontes, coerentes ou não. No caso geral 

estas cargas podem induzir fletores, torsores, normais e/ou cortantes, que 

combinados geram tensões bi ou tri axiais no(s) ponto(s) crítico(s) da peça. A 

nucleação e ou propagação de uma trinca por fadiga nestas condições é chamada de 

fadiga multiaxial [53].  

0.00%

0.00%

0.01%

0.10%

1.00%

10.00%

100.00%

1.0E+00 1.0E+02 1.0E+04 1.0E+06 1.0E+08 1.0E+10

lo
g 

(∆
ε/

2
)

log (2N)

Curva de Coffin-Manson 

Elástico

Plástico

Elastoplástico

∆𝜀𝑝𝑙

2
= 𝜀𝑐

′ 2𝑁𝑓 𝑐′

∆𝜀𝑒𝑙
2

=
𝜎𝑐
′

𝐸
2𝑁𝑓 𝑏′

∆𝜀

2
=
∆𝜀𝑒𝑙
2
+
∆𝜀𝑝𝑙

2

DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 1412741/CA



 49 

O problema de fadiga por fretting é essencialmente um problema 

multiaxial. As trincas nucleariam sob um estado de tensão multiaxial na região de 

contato do material. O estado de tensões tem natureza multiaxial devido às tensões 

remotas de fadiga e ao carregamento normal aplicado. 

Para o contato cilindro/plano em deslizamento parcial é importante realçar 

os três tipos de tensão observadas localmente na superfície de contato (ver Figura 

3.6), conforme discutido em [55]. Na parte externa do contato e na sua borda, o 

estado de tensão local é uniaxial e proporcional (onde é válida a hipótese de 

superfície livre pois 𝜎𝑧𝑧 =  𝜏𝑥𝑧 = 0). À medida que se afasta da extremidade 

anterior do contato em direção ao seu centro e nos pontos na subsuperfície de 

contato, os tensões tornam-se não-proporcionais (o fator de não-proporcionalidade 

Fnp das tensões aumenta). Na região em aderência o estado de tensões é afim. Neste 

trabalho as análises foram feitas nas vizinhanças da extremidade anterior do 

contato, sendo consideradas as tensões proporcionais. 

 

Figura 3.6 - Trajetos de tensões locais em função da posição no contato 

cilindro/plano em deslizamento parcial: zona em aderência (azul), zona em 

deslizamento (vermelha), extremidade anterior e pontos fora do contato (verde). 

Para alguns materiais como o aço inox austenítico 𝛼𝑛𝑝 = 1, e.g., uma 

história de carregamentos NP é bem mais danosa que uma outra proporcional de 

mesmos Δγmax e Δε⊥ pois o encruamento NP eleva o valor de 𝜎⊥𝑚𝑎𝑥, onde 

0 < 𝛼𝑛𝑝 < 1 é uma constante de encruamento NP que depende do material. Para 

os aços carbono este efeito é considerado médio (𝛼𝑛𝑝 = 0,3). Note que histórias 

proporcionais não provocam encruamento NP. Os métodos de envelope convexo 

são usados em histórias NP para relacionar o caminho das histórias de tensões com 

as gamas de tensões usadas nos modelos multiaxiais de dano por fadiga. Um 

envelope convexo é a menor região convexa que contém um conjunto de pontos. 

Em um modelo multiaxial baseado no plano crítico, um envelope convexo pode 
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DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 1412741/CA



 50 

caracterizar de forma apropriada a severidade do carregamento que eventualmente 

conduz à falha por fadiga. Mais informações sobre os métodos de envelope convexo 

podem ser encontradas na referência [56]. 

Um critério multiaxial de fadiga permite distinguir entre todos os trajetos 

de carregamento aquele que pode danificar a estrutura. Um ponto chave na 

interpretação do dano à fadiga multiaxial é descobrir uma relação entre o dano 

causado pelas componentes axial e cisalhante e quantificar o efeito combinado 

destas componentes os quais são muito diferentes um do outro [57]. O objetivo é 

determinar uma combinação das componentes axiais e cisalhantes de forma a 

reduzi-las ao mesmo espaço. 

Os modelos de dano por fadiga podem ser separados em três categorias: 

modelos baseados nas tensões solicitantes, modelos baseados nas deformações 

solicitantes e modelos energéticos onde, respectivamente, as gamas de tensões, as 

gamas de deformações e o produto das tensões pelas deformações são relacionadas 

ao número de ciclos para nucleação da trinca. Os modelos de fadiga baseados nas 

tensões solicitantes se aplicam somente para vidas longas à fadiga (HCF). Estes só 

são aplicáveis quando a tensão de Mises for muito menor que a resistência ao 

escoamento cíclico do material (como no projeto S-N). Por outro lado, os modelos 

baseados em deformação e os modelos energéticos são válidos para qualquer vida 

(HCF e LCF). 

Nas seções a seguir serão apresentados os modelos multiaxiais de dano por 

fadiga considerados neste trabalho. Uma descrição detalhada das principais 

definições e grandezas abordadas na fadiga multiaxial pode ser verificada no 

apêndice A (seção 10.1.). 

Deve ser enfatizado que os modelos de fadiga multiaxial da forma que 

foram implementados neste trabalho (ver seções 10.2.2, 10.2.3, 10.2.4 e 10.2.5) só 

são válidos para carregamentos proporcionais e com amplitude constante. Caso 

contrário, seria necessário o uso de rainflow multiaxial para a contagem de ciclos e 

cálculo de amplitudes equivalentes. 
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3.3. 
Modelos multiaxiais de fadiga baseados no plano crítico 

Esta abordagem supõe que as trincas nucleiam em um plano particular, 

chamado de plano crítico. Introduzida por Findley [58], a abordagem de plano 

crítico reflete a natureza física do processo de fadiga indicando tanto a vida à fadiga 

quanto a orientação do plano de falha. 

Segundo a abordagem do plano crítico, as tensões e deformações durante 

o carregamento cíclico devem ser verificadas em diferentes orientações no material. 

O plano mais carregado é usado para prever o risco de falha por fadiga. No plano 

crítico as tensões normais têm o papel de abrir as trincas. Desta forma, o atrito entre 

as superfícies com trinca é diminuído e a tensão cisalhante induz deslocamento das 

linhas de deslizamento, gerando a nucleação e propagação de trincas. 

Neste trabalho, o plano crítico é aquele que maximiza o parâmetro de dano 

de cada modelo multiaxial de fadiga. Por exemplo, considerando o modelo de 

Findley clássico, o plano crítico seria aquele de máxima amplitude de tensão 

cisalhante. No entanto, neste trabalho, o plano crítico de Findley é aquele onde a 

combinação linear entre a amplitude de tensão cisalhante e a tensão normal ao plano 

candidato é maximizada, conforme sugerido em [59]. 

 

3.3.1. 
Definição das componentes de tensão e deformação no plano crítico 

Geralmente as tensões e deformações são representadas pelo tensor 3 x 3 

de Cauchy com 9 elementos.  

|𝜎𝑖𝑗| = [

𝜎𝑥 𝜏𝑥𝑦 𝜏𝑥𝑧
𝜏𝑥𝑦 𝜎𝑦 𝜏𝑦𝑧
𝜏𝑥𝑧 𝜏𝑦𝑧 𝜎𝑧

] (29) 

|𝜀𝑖𝑗| = [

𝜀𝑥 𝜀𝑥𝑦 𝜀𝑥𝑧
𝜀𝑥𝑦 𝜀𝑦 𝜀𝑦𝑧
𝜀𝑥𝑧 𝜀𝑦𝑧 𝜀𝑧

] (30) 

Assumindo-se a condição de estado plano de deformações, o estado de tensão em 

qualquer ponto do contato é dado por: 

|𝜎𝑖𝑗| = [

𝜎𝑥 0 𝜏𝑥𝑧
0 𝜎𝑦 0

𝜏𝑥𝑧 0 𝜎𝑧

] (31) 

onde, 

𝜎𝑦 = 𝜐 ∙ (𝜎𝑥 + 𝜎𝑧) (32) 
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A tensão e a deformação desviadora são definidas pela diferença entre a 

tensão ou a deformação e sua componente hidrostática 𝜎ℎ = (𝜎𝑥 + 𝜎𝑦 + 𝜎𝑧)/3  e 

𝜀ℎ = (𝜀𝑥 + 𝜀𝑦 + 𝜀𝑧)/3, que podem ser representadas por um tensor de Cauchy [𝑆𝑖𝑗] 

e [𝑒𝑖𝑗]: 

|𝑆𝑖𝑗| = [

𝑆𝑥𝑥 𝜏𝑥𝑦 𝜏𝑥𝑧
𝜏𝑥𝑦 𝑆𝑦𝑦 𝜏𝑦𝑧
𝜏𝑥𝑧 𝜏𝑦𝑧 𝑆𝑧𝑧

] (33) 

|𝑒𝑖𝑗| = [

𝑒𝑥𝑥 𝜀𝑥𝑦 𝜀𝑥𝑧
𝜀𝑥𝑦 𝑒𝑦𝑦 𝜀𝑦𝑧
𝜀𝑥𝑧 𝜀𝑦𝑧 𝑒𝑧𝑧

] (34) 

onde, 

𝑆𝑥 = 𝜎𝑥 − 𝜎ℎ = (2𝜎𝑥 − 𝜎𝑦 − 𝜎𝑧)/3 

𝑆𝑦 = 𝜎𝑦 − 𝜎ℎ = (2𝜎𝑦 − 𝜎𝑥 − 𝜎𝑧)/3 

𝑆𝑧 = 𝜎𝑧 − 𝜎ℎ = (2𝜎𝑧 − 𝜎𝑥 − 𝜎𝑦)/3 

𝑒𝑥 = 𝜀𝑥 − 𝜀ℎ = (2𝜀𝑥 − 𝜀𝑦 − 𝜀𝑧)/3 

𝑒𝑦 = 𝜀𝑦 − 𝜀ℎ = (2𝜀𝑦 − 𝜀𝑥 − 𝜀𝑧)/3 

𝑒𝑧 = 𝜀𝑧 − 𝜀ℎ = (2𝜀𝑧 − 𝜀𝑥 − 𝜀𝑦)/3 

(35) 

Se todas as tensões cisalhantes forem zero, então x, y e z representam as 

direções principais, e o estado de tensões principais 𝜎𝑥 − 𝜎𝑦 − 𝜎𝑧 pode ser 

representado por um vetor [𝜎𝑥 𝜎𝑦 𝜎𝑧]
𝑇. 

Os pontos de tensão desviadora [𝑆𝑥 𝑆𝑦 𝑆𝑧]
𝑇descrevem um plano nesta 

direção principal chamado de plano desviador, que consiste em um dos oito planos 

octaédricos. Qualquer plano paralelo ao plano desviador é também chamado de 

plano desviador e a tensão normal ao plano desviador é associada com um vetor de 

tensão hidrostática [𝜎ℎ 𝜎ℎ 𝜎ℎ]
𝑇. Note que a componente hidrostática do tensor 

desviador de tensões e deformações é sempre zero, uma vez que 𝑆𝑥 + 𝑆𝑦 + 𝑆𝑧 =

(𝜎𝑥 + 𝜎𝑦 + 𝜎𝑧) − 3𝜎ℎ = 0 e 𝑒𝑥 + 𝑒𝑦 + 𝑒𝑧 = (𝜀𝑥 + 𝜀𝑦 + 𝜀𝑧) − 3𝜀ℎ = 0. Qualquer 

tensão ou deformação pode se decompor em duas componentes, desviadora e 

hidrostática, e.g.,  [𝜎𝑥 𝜎𝑦 𝜎𝑧]
𝑇=[𝑆𝑥 𝑆𝑦 𝑆𝑧]

𝑇 + [𝜎ℎ 𝜎ℎ 𝜎ℎ]
𝑇. Estas componentes são 

ortogonais, já que o produto escalar entre elas é zero : 𝑆𝑥 − 𝜎ℎ + 𝑆𝑦 − 𝜎ℎ + 𝑆𝑧 −

𝜎ℎ= (𝑆𝑥 + 𝑆𝑦 + 𝑆𝑧) − 𝜎ℎ = 0. 

Ilyushin [60] representou o tensor de tensão e deformação como um vetor 

de 9 dimensões, evitando a necessidade de tratar operações tensoriais. Voigt e 

Mandel propuseram um representação ainda melhor, considerando as vantagens das 
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simetrias 𝜏𝑖𝑗 = 𝜏𝑗𝑖 e 𝜀𝑖𝑗 = 𝜀𝑗𝑖 com 𝑖 ≠ 𝑗 para expressar as tensões e deformações 

como um vetor de 6 dimensões (6D). 

Como demonstrado em [59], as tensões no plano crítico podem ser 

determinadas utilizando-se o vetor de Voigt-Mandel, que é equivalente a 

representação tensorial, entretanto requer somente 6 componentes. As tensões e 

deformações projetada no plano candidato a ser plano crítico (𝜃, 𝜙) são mostradas 

esquematicamente na Figura 3.7. A tensão e a deformação normais ao plano crítico 

(modo I de falha) são representadas por 𝜎⊥ e 𝜀⊥ respectivamente. As tensões e 

deformação cisalhantes são 𝜏𝐴 e 𝛾𝐴(modo II) e 𝜏𝐵 e 𝛾𝐵 (modo III). 

A solução geral para as tensões e deformações no sistema de referência 

x”- y”-z”, assumindo-se a hipótese de estado plano de deformações, é apresentada 

da equação (36) à equação (41). 

𝜏𝐴 = −
1

2
[𝜎𝑥𝑥𝑠𝑒𝑛(2𝜃) sin(𝜙) − 𝜎𝑦𝑦𝑠𝑒𝑛(2𝜃) sin(𝜙) + 2𝜎𝑥𝑧𝑐𝑜𝑠(𝜙) sin(𝜃)] (36) 

𝜏𝐵 =
1

2
[𝜎𝑥𝑥𝑠𝑒𝑛(2𝜙)𝑐𝑜𝑠

2(𝜃) + 𝜎𝑦𝑦𝑠𝑒𝑛(2𝜙) 𝑠𝑒𝑛
2(𝜃) − 𝜎𝑧𝑧𝑠𝑖𝑛(2𝜙)

+ 2𝜎𝑥𝑧𝑐𝑜𝑠(2𝜙) cos(𝜃)] 

(37) 

𝜎⊥ = 𝜎𝑥𝑥𝑐𝑜𝑠
2(𝜃) 𝑠𝑒𝑛2(𝜙) + 𝜎𝑦𝑦𝑠𝑒𝑛

2(𝜃) 𝑠𝑒𝑛2(𝜙) + 𝜎𝑧𝑧𝑐𝑜𝑠
2(𝜙)

+ 𝜎𝑥𝑧𝑠𝑒𝑛(2𝜙) cos(𝜃) 
(38) 

𝛾𝐴 = −
1

2
[𝜀𝑥𝑥𝑠𝑒𝑛(2𝜃) sin(𝜙) + 2𝜀𝑥𝑧𝑐𝑜𝑠(𝜙) sin(𝜃)] (39) 

𝛾𝐵 =
1

2
[𝜎𝑥𝑥𝑠𝑒𝑛(2𝜙)𝑐𝑜𝑠

2(𝜃) − 𝜀𝑧𝑧𝑠𝑖𝑛(2𝜙) + 2𝜀𝑥𝑧𝑐𝑜𝑠(2𝜙) cos(𝜃)] (40) 

𝜀⊥ = 𝜀𝑥𝑥𝑐𝑜𝑠
2(𝜃) 𝑠𝑒𝑛2(𝜙) + 𝜀𝑧𝑧𝑐𝑜𝑠

2(𝜙) + 𝜀𝑥𝑧𝑠𝑒𝑛(2𝜙) cos(𝜃) (41) 

A tensão 𝑠⊥ e a deformação 𝑒⊥ desviadora normais ao plano crítico são 

obtidas subtraindo-se a componente hidrostática da tensão normal ao plano crítico 

𝜎⊥ e da deformação normal ao plano crítico 𝜖⊥, como apresentado nas equações 

(42) e (43). 

𝑠⊥ = 𝜎⊥ − 𝜎ℎ (42) 

𝑒⊥ = 𝜖⊥ − 𝜖ℎ (43) 

onde, 

𝜎ℎ = (𝜎x + 𝜎y + z)/3 (44) 

𝜀ℎ = (𝜀x + 𝜀y + 𝜀𝑧)/3 (45) 
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Figura 3.7 - Tensões e deformações no plano candidato (𝜃, 𝜙) - adaptado [59]. 

 

Figura 3.8 - (a) Trinca do tipo A (𝜃, 𝜙 = 90) e (b) trinca do tipo B (𝜃, 𝜙 = 45) - 

adaptado [59]. 
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Na maioria dos materiais metálicos a falha por fadiga é causada por uma 

trinca dominante, que nucleia na superfície livre onde as tensões são maximizadas 

e as intrusões que nucleiam as trincas são mais facilmente formadas [59]. Em caso 

superfície livre, Bannantine e Socie reduziram ainda mais o espaço de procura pelo 

plano crítico. Eles classificaram as trincas mais comuns em três tipos, que 

dependem do mecanismo de dano à fadiga: trinca do tipo A (𝜃, 𝜙 = 90) sensível à 

tração, tipo A (𝜃, 𝜙 = 90) sensível ao cisalhamento e tipo B (𝜃, 𝜑 = 45°) sensível 

ao cisalhamento [61]. Estas trincas são apresentadas de forma esquemática na 

Figura 3.8. 

As trincas geradas por fadiga por fretting violam a condição de superfície 

livre pois na superfície de contato tem-se 𝜏𝑥𝑧 ou 𝜏𝑦𝑧 ≠ 0. Assim, o espaço de 

procura pelo plano crítico deve considerar uma variação nos ângulos que definem 

o plano crítico (𝜃, 𝜙) entre 0° < 𝜙 < 90° e 0° < 𝜃 < 360° e não se restringir 

somente aos três tipos de trincas descritas anteriormente.  

Neste trabalho foi considerada uma discretização de 10° para os ângulos 

que definem o plano crítico. Segundo Socie [41], em estudos de fadiga multiaxial 

envolvendo-se a busca pelo plano crítico, as tensões locais são aproximadamente 

as mesmas numa faixa de ±10°, como pode ser verificado na Figura 3.9. Note que 

planos nesta faixa apresentam aproximadamente 97% da máxima tensão aplicada. 

Matematicamente, só existe um plano crítico (aquele que maximiza o dano). No 

entanto, em termos de engenharia, planos próximos (como aqueles numa variação 

de ±10°) podem ser considerados aproximadamente os mesmos. 

 
Figura 3.9 - Variação percentual da tensão em função do ângulo do plano crítico - 

modificado [41]. 
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Os termos modo I, modo II e modo III serão considerados para 

subcategorizar modelos multiaxiais de dano por fadiga que usados para fazer a 

distinção entre materiais mais sensíveis às tensões normais (modo I) e materiais 

mais sensíveis às tensões cisalhantes (modo II ou modo III), conforme pode ser 

visto na Figura 3.10. Uma aproximação teórica para esta distinção é assumir que o 

material é perfeitamente descrito pela tensão equivalente de Von Mises. Assim, 

materiais onde a relação 𝜏𝐿 < 𝑆𝐿/√3 é atendida são considerados sensíveis às 

tensões cisalhantes (falham preferencialmente em modo II ou em modo III) pois o 

seu limite de fadiga em torção 𝜏𝐿 é menor que o valor 𝑆𝐿/√3 esperado por Mises. 

Por outro lado, materiais com 𝑆𝐿 < 𝜏𝐿√3 são sensíveis à tensões normais (falham 

preferencialmente em modo I) pelas razões opostas. 

 

Figura 3.10 - Representação esquemática de trincas em modo I, modo II e modo 

III de falha. 

A seguir serão apresentados os modelos de plano crítico explorados neste 

trabalho. Inicialmente será apresentado o modelo de plano crítico SWT que tem 

sido usado com frequência na literatura para a previsão de nucleação de trincas de 

fadiga por fretting desde que foi introduzido para este propósito por Farris et al. em 

1996 [16]. Na sequência serão apresentados os modelos multiaxiais de fadiga 

utilizados neste trabalho: SWTD e Findley. Além dos modelos de plano crítico, o 

modelo de Crossland que é baseado nos invariantes de tensões também será 

discutido. Os parâmetros controladores de falha para cada um dos modelos de plano 

crítico investigados neste trabalho são apresentados de forma esquemática na 

Figura 3.11. O modelo que maximiza o dano 𝑑𝐼(𝜃, 𝜙) e 𝑑𝐼𝐼−𝐼𝐼𝐼(𝜃, 𝜙) define o modo 

de falha (tração ou cisalhamento), a vida para nucleação da trinca por fadiga e a 

direção esperada de nucleação, a qual deveria ser ao longo do plano que maximiza 

o dano [59]. 
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Figura 3.11 - Parâmetros controladores do processo de trincamento segundo o 

modelo de (a) Findley, (b) SWT e (c) SWTD - adaptado [41]. 

 

3.3.2. 
Modelo de Smith-Watson-Topper (SWT) 

Smith, Watson e Topper advogam que o produto da amplitude de 

deformação pela tensão máxima ∆𝜀⊥/2 ∙ 𝜎⊥𝑚𝑎𝑥 controla a vida à fadiga [62]. Este 

produto pode ser interpretado como uma quantidade de energia de deformação. Ao 

incluir a tensão máxima, o parâmetro SWT permite prever, pelo menos em parte, o 

efeito do encruamento não-proporcional na vida à fadiga pois este parâmetro possui 

como força motriz de fadiga 𝜀𝑚𝑎𝑥 e 𝜎𝑚𝑎𝑥 e não somente 𝜎𝑚. Assim, o modelo SWT 

é capaz de prever, como esperado, uma vida de nucleação mais curta na presença 

de elevados picos de tensão 𝜎𝑚𝑎𝑥 causados pelo encruamento NP. O parâmetro 

SWT é usado na análise de tensões proporcionais e não proporcionais para materiais 

que falham em modo I (materiais sensíveis às tensões normais), sendo recomendado 

para materiais onde a seguinte condição é verificada: 𝑆𝐿 < 𝜏𝐿√3. 

A versão clássica do parâmetro SWT presente na literatura considera as 

tensões e deformações tomadas na direção principal da amplitude de deformações 

Δ𝜀𝑥/2. Neste trabalho, a versão multiaxial do parâmetro SWT é dada pelo problema 

de maximização do parâmetro de dano apresentado na equação (46). Desta forma, 

a direção do plano crítico é aquela que maximiza o parâmetro de dano que não 

representa necessariamente uma direção principal. 

d𝑆𝑊𝑇 = 𝑚𝑎𝑥𝜃,𝜙 [𝜎⊥𝑚𝑎𝑥(𝜃, 𝜙) ∙
∆𝜀⊥(𝜃, 𝜙)

2
] (46) 

Seja o dano crítico para nucleação de trinca 𝑑𝑁𝑇 definido por: 

𝑑𝑁𝑇= 
𝑆𝐿
2

𝐸
 (47) 

Caso a seguinte relação seja atendida 𝑑𝑆𝑊𝑇/𝑑𝑁𝑇 < 1, não há risco de 

nucleação de trinca de acordo com o parâmetro SWT.  
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O modelo SWT pode ser utilizado tanto para fadiga de baixo ciclo quanto 

para fadiga de alto ciclo. A versão de vida finita do modelo SWT pode ser verificada 

na equação (48). 

d𝑆𝑊𝑇 =
𝜎𝐶
′ 2

𝐸
(2𝑁)2𝑏

′
+ 𝜎𝐶

′ 𝜀𝐶
′ (2𝑁)2𝑏

′+𝑐′ (48) 

 

3.3.3. 
Modelo de Kujawski (SWTD) 

A versão desviadora SWTD do modelo Smith-Watson-Topper foi 

introduzida na literatura em 2014 por Kujawski [34] e será utilizada no presente 

trabalho para a avaliação do risco de nucleação de trincas devido à fadiga por 

fretting. No parâmetro de dano SWTD, as tensões e deformações normais ao plano 

crítico 𝜎⊥𝑚𝑎𝑥 e 𝜀⊥ do modelo de SWT são substituídas por suas respectivas 

componentes desviadoras 𝑠⊥𝑚𝑎𝑥 e 𝑒⊥. 

Originalmente, este modelo foi proposto para suprir limitações do modelo 

SWT, o qual não é definido para tensões máximas compressivas e gera resultados 

não satisfatórios quando aplicado em caso de elevadas tensões médias compressivas 

e razão de tensão negativa 𝑅 < −2. 

O mecanismo de dano que induz a geração de microtrincas por fadiga é o 

movimento cíclico de discordâncias que depende da gama de tensões ∆𝜏 ou Δ𝜎𝑉𝑀, 

mas não das componentes hidrostáticas 𝜎ℎ = (𝜎𝑥 + 𝜎𝑦 + 𝜎z)/3 e média 𝜎𝑚 no 

ponto crítico da peça. A tensão hidrostática não causa distorção, logo não afeta as 

discordâncias, e a tensão média não ajuda a ciclá-las [53]. Como o modelo SWTD 

não considera as tensões hidrostáticas em sua formulação, que é representativo do 

processo de nucleação da trinca de fadiga, decidiu-se investigar este modelo para 

fazer previsões do risco de nucleação de trincas. 

O modelo multiaxial de dano por fadiga SWTD é dado pela maximização 

do parâmetro de dano apresentada na equação (49). Note que este modelo não inclui 

constantes ou parâmetros de ajustes adicionais em relação ao modelo SWT. 

d𝑆𝑊𝑇𝐷 = 𝑚𝑎𝑥𝜃,𝜙 [𝑠⊥𝑚𝑎𝑥(𝜃, 𝜙) ∙
∆𝑒⊥(𝜃, 𝜙)

2
∙

9

4(1 + �̅�)
] (49) 

onde �̅� = 0,4 é a razão efetiva de Poisson. 
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Caso a relação d𝑆𝑊𝑇𝐷/d𝑁𝑇 < 1 seja atendida, não há risco de nucleação 

de trinca de acordo com o modelo multiaxial de fadiga SWTD. A versão de vida 

finita do modelo SWTD é dada por: 

d𝑆𝑊𝑇𝐷 =
𝜎𝐶
′ 2

𝐸
(2𝑁)2𝑏

′
+ 𝜎𝐶

′𝜀𝐶
′ (2𝑁)2𝑏

′+𝑐′ (50) 

Assim como o modelo SWT, este modelo também é recomendado para 

materiais que falham em modo I (materiais sensíveis à tensões normais), pois usa o 

plano (𝜃, 𝜙) com dano normal, descartando a influência das tensões hidrostáticas. 

 

3.3.4. 
Modelo de Findley 

A superfície de fratura de um corpo de prova após um teste de fadiga por 

fretting indica que na fase de nucleação e propagação da microtrinca, tensões 

cisalhantes são predominantes. Assim, decidiu-se avaliar neste trabalho o modelo 

multiaxial de fadiga proposto por Findley [58], que assume como parâmetro 

controlador da trinca a gama de tensão cisalhante auxiliada pela tensão normal ao 

plano crítico, para previsão do risco de nucleação de trinca. 

Findley fez uma grande contribuição ao introduzir em 1959 a ideia de 

plano crítico, propondo um modelo de dano por fadiga baseado em tensões 

solicitantes aplicável a carregamentos não proporcionais (NP). A ideia de Findley 

foi posteriormente desenvolvida em 1991 por Bannantine e Socie [61] e atualmente 

é utilizada nos mais avançados modelos de previsão de dano por fadiga sob 

carregamentos multiaxiais. 

O parâmetro de Findley supõe que a trinca nasce por fadiga no ponto 

crítico do plano crítico. Este modelo assume que o dano à fadiga é causado pela 

combinação linear entre a amplitude de tensão cisalhante (∆𝜏/2) atuando no plano 

crítico e o pico da tensão normal a este plano 𝜎⊥𝑚𝑎𝑥 [58]. A versão clássica do 

modelo de Findley considerada que a trinca vai nuclear no plano onde se tem a 

máxima amplitude de tensão cisalhante. Neste trabalho, a versão considerada é 

aquela dada pelo problema de maximização do parâmetro de dano apresentada na 

equação (51). 

𝑑𝐹 = 𝑚𝑎𝑥𝜃,𝜙[∆𝜏𝐹(𝜃, 𝜙)/2 + 𝛼𝐹𝜎⊥𝑚𝑎𝑥(𝜃, 𝜙)] (51) 
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onde as constantes 𝛼𝐹 e 𝛽𝐹 devem ser calibradas com pelo menos dois limites de 

fadiga, como por exemplo sobre tração 𝑆𝐿 e torção alternada 𝜏𝐿, como apresentado 

na equação (52). 

𝛼𝐹 =
1 −

1
2
𝑆𝐿
𝜏𝐿

√
𝑆𝐿
𝜏𝐿
− 1

                                                 𝛽𝐹 = 𝑆𝐿

1
2

√
𝑆𝐿
𝜏𝐿
− 1

 (52) 

Caso a relação 𝑑𝐹/𝛽𝐹 < 1 seja satisfeita, não há risco de nucleação de 

trinca de acordo com o modelo multiaxial de Findley. O modelo de Findley é em 

geral aplicado para vida longa à fadiga (modelo linear elástico). Nesta condição, 

uma versão de vida finita do modelo de Findley pode ser estabelecida como descrito 

na equação (53). 

Δ𝜏𝐹(𝜃, 𝜙) 

2
+ 𝛼𝐹𝜎⊥𝑚𝑎𝑥(𝜃, 𝜙) = 𝜏𝐿

∗(𝑁𝐹)
𝑏𝛾 (53) 

onde 𝜏𝐿
∗ é calculado a partir do coeficiente de resistência à torção usando a seguinte 

relação: 

𝜏𝐿
∗ = √1 + 𝛼𝐹2𝜏𝐿

′  (54) 

O fator de correção √1 + 𝛼𝐹2 é pequeno e tipicamente seu valor é de 

aproximadamente 1.04. No modelo de Findley pode-se assumir válida a conversão 

das propriedades obtidas a partir da curva de tração para propriedades de torção 

(curva γ-N análoga a curva ε-N de Coffin-Manson) [51]. Assim as propriedades da 

curva de torção podem ser estimadas por: 

𝑏𝛾 = 𝑏′ (55) 

𝜏𝐿
′ = 𝜎𝑐

′/𝐶𝐹 (56) 

onde o fator de conversão 𝐶𝐹 vale: 

𝐶𝐹 =
2

1 +
𝛼𝐹

√1 + 𝛼𝐹
2

 
(57) 

 

3.4. 
Modelos baseados nos invariantes de tensão 

Modelos de tensão equivalente são extensões empíricas dos critérios 

estáticos de escoamento à fadiga. A maior parte dos modelos equivalentes de tensão 

para materiais dúcteis são baseados na superfície de escoamento de Mises. Como a 

tensão de Mises é um invariante de tensão independente do sistema de coordenadas, 
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os modelos de dano por fadiga que envolvem a tensão de Mises são geralmente 

classificados como modelos baseados nos invariantes de tensão [59], como o 

modelo de Crossland, que será apresentado a seguir. Este modelo tem sido utilizado 

por diversos autores combinado a uma abordagem não-local para a previsão do risco 

de nucleação de trincas de fadiga por fretting como pode ser visto em [28]. 

3.4.1. 
Modelo de Crossland 

O modelo multiaxial de dano por fadiga proposto por Crossland em 1956 

[63], baseado nos invariantes de tensão, assume que uma trinca de fadiga é 

fortemente influenciada pela amplitude de tensão cisalhante Δ𝜏𝐶/2 no plano 

octaédrico combinada com o pico de tensão hidrostática 𝜎ℎ𝑚𝑎𝑥 durante um ciclo de 

carregamento. A tensão equivalente de Crossland durante o trajeto de carregamento 

é dada por: 

𝜎𝐶 = Δ𝜏𝐶/2  + 𝛼𝐶  𝜎ℎ𝑚𝑎𝑥 (58) 

Para a estimativa do risco de nucleação de trinca, o escalar 𝑑𝐶 pode ser 

conforme a equação (59). O critério de Crossland indica que não há nucleação de 

trincas de fadiga se a relação 𝑑𝐶 < 1 for satisfeita durante o trajeto de carregamento. 

𝑑𝐶 =
𝜎𝐶  

𝛽𝐶
 (59) 

As constantes 𝛼𝐶 e 𝛽𝐶 do podem ser calibradas conforme a equação (60). 

𝛼𝐶 =

𝜏𝐿 −
𝑆𝐿
√3

𝑆𝐿
3

                               𝛽𝐶 = 𝜏𝐿 (60) 

A equação de Basquin pode ser usada para estabelecer uma versão de vida 

finita do modelo de Crossland, dada por: 

𝑁𝐶 =
1

2
[
Δ𝜏𝐶/2  + 𝛼𝐶𝜎ℎ𝑚𝑎𝑥

(𝛽𝐶 𝜏𝐿⁄ )𝜎𝑐
′ ]

1/𝑏′

 (61) 

Experimentos mostram que o efeito da tensão média ou do pico de tensão 

é melhor descrito pela tensão hidrostática máxima que pela tensão hidrostática 

média, o que é importante na presença de encruamento NP. Assim, o modelo de 

Crossland faz melhores previsões no aumento no dano associado ao encruamento 

NP, o que não é possível com o modelo de Sines [64], que considera em sua 

formulação o tensor hidrostático médio. Mesmo assim, o modelo de Crossland pode 

fazer previsões de risco de nucleação de trinca não adequadas sobre presença de 

carregamentos não-proporcionais.  
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3.5. 
Abordagens local e não-local do problema de fadiga por fretting 

Em problemas de fadiga por fretting, usualmente são consideradas duas 

abordagens para a avaliação do risco de nucleação de trinca: abordagem local e 

abordagem não-local. A abordagem local consiste em avaliar o risco de nucleação 

de trincas no ponto crítico da estrutura localizado na superfície de contato. O ponto 

crítico é aquele que maximiza o dano para os diferentes modelos multiaxiais. No 

caso de fadiga por fretting, o ponto crítico encontra-se nas vizinhanças da 

extremidade do contato, ou seja, na região 𝑎 − 𝑐 onde é observado deslizamento 

relativo entre as partes em contato. No entanto, muitos autores relataram previsões 

demasiadamente conservativas com o uso da abordagem local. Isto pode ser 

explicado devido ao elevado gradiente de tensões na região de influência do contato 

mecânico presente neste tipo de problema, como discutido por Nowell et al. [15]. 

Com o objetivo de captar o efeito do gradiente de tensões na nucleação da 

trinca, o uso da abordagem não-local tem apresentado melhores previsões com 

conforme abordado nos trabalhos [21], [28], [65] e [66]. 

A abordagem não-local requer a calibração de um parâmetro a mais que 

aqueles requeridos na abordagem local. Tal parâmetro é em geral uma dimensão 

característica (LDC) que serve, em primeira instância, para reduzir a tensão de pico, 

que é elevada em problemas com severo gradiente de tensão como é o caso da 

fadiga por fretting. 

A calibração da dimensão característica (LDC) é feita com base em dados 

experimentais que podem ser duas propriedades materiais, como proposto na teoria 

das distâncias críticas de Taylor [22], ou ainda resultados experimentais de fadiga 

por fretting. No entanto, na falta de dados experimentais, condição esta que ocorre 

com certa frequência na maior parte das aplicações industriais, o uso da abordagem 

não-local pode se tornar proibitivo. 

A abordagem não-local segue o princípio da teoria das distâncias críticas 

(TDC) de Taylor. Segundo Taylor [22], na presença de gradiente de tensão, o dano 

por fadiga pode ser estimado por uma tensão equivalente, calculada a uma dada 

distância a partir do concentrador de tensão, a qual é representativa de todo o campo 

linear elástico na zona de fadiga. Esta teoria fundamenta na hipótese de que a falha 

do material somente ocorrerá se a tensão média atuando sobre uma região crítica 
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representativa localizada nas vizinhanças do concentrador de tensão exceder o 

limite de fadiga do material. Fisicamente, a abordagem não-local indica que o dano 

por fadiga poderia ser melhor estimado através de uma média do parâmetro 

multiaxial sobre uma dimensão característica (LDC) que pode ser uma propriedade 

material (da ordem do tamanho do grão por exemplo) ou um valor em função da 

geometria, que permite captar o gradiente de tensões. A TDC assume que a 

distância crítica é uma propriedade material que pode ser calculada através da 

equação (62). 

𝐿 =
1

𝜋
(
∆𝐾0
∆𝑆𝐿

)
2

 (62) 

onde ∆𝑆𝐿 é a gama do limite de fadiga do material em tração e ΔK0 é a gama do 

limiar de propagação de trinca, ambos obtidos sob a mesma razão de tensão R = - 1. 

Susmel [67] lista valores do comprimento característico determinado 

experimentalmente para diferentes tipos de aços, dentre eles o material considerado 

no escopo deste trabalho (AISI 1034), conforme apresentado na Figura 3.12. 

 

Figura 3.12 - Valores obtidos experimentalmente para determinação do 

comprimento característico L para diferentes tipos de aço [67]. 

O valor da dimensão característica L pela TDC, equação (62), corresponde 

ao comprimento de trinca 𝑎0 na transição entre o regime de trincas curtas e trincas 

longas no diagrama de Kitagawa-Takahashi (K-T) [68]. O diagrama K-T é 

apresentado na Figura 3.13. 

A teoria das distâncias críticas TDC pode ser formalizada de diferentes 

formas, alterando-se o domínio de integração utilizado para a gama de tensão 
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efetiva: método do ponto MP, método da linha ML e método da área MA, conforme 

a representação esquemática na Figura 3.14. 

 
Figura 3.13 - Diagrama K-T - comprimento característico determinado pela TDC. 

 

Figura 3.14 - Formalizações da teoria das distâncias críticas: (a) método do ponto, 

(b) método da linha e (c) método da área. 

O método do ponto MP estabelece que a tensão efetiva deve ser calculada 

a uma distância LTDC-MP = L/2. De acordo com o MP, um componente com entalhe 

está no seu limite de fadiga (há risco de nucleação de trinca) se a seguinte condição 

for estabelecida: 

∆𝜎𝑒𝑓 = ∆𝜎1(𝜃 = 0, 𝑟 = 𝐿 2⁄ ) = ∆𝑆𝐿 (63) 
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No método da linha, ao invés de calcular a tensão efetiva numa distância 

fixa a partir da borda do concentrador de tensão, o cálculo da tensão efetiva é feito 

tomando-se a média da gama de máximas tensões principais ∆𝜎1 ao longo do 

entalhe bissector sobre uma distância de 2L. O método da linha estabelece que a 

condição limite de fadiga para um componente com entalhe (concentrador de 

tensão) sob carregamento cíclico pode ser expressa como: 

∆𝜎𝑒𝑓 =
1

2𝐿
∫ ∆𝜎1

2𝐿

0

(𝜃 = 0, 𝑟)𝑑𝑟 = ∆𝑆𝐿 (64) 

Além do mais, Taylor [22] argumentou que a gama da tensão efetiva 

também pode ser calculada tomando-se a média de ∆𝜎1 sobre uma área semicircular 

de raio L centrada na ponta do concentrador de tensão. Esta abordagem é conhecida 

como método da área MA e estabelece que um componente com entalhe está no seu 

limite de fadiga quando: 

∆𝜎𝑒𝑓 =
4

𝜋𝐿2
∫ ∫∆𝜎1(𝜃, 𝑟)𝑟 ∙ 𝑑𝑟 ∙ 𝑑𝜃

𝐿

0

𝜋/2

0

= ∆𝑆𝐿 (65) 

As considerações anteriores a respeito da TDC foram feitas para o caso de 

um espécime entalhado. No entanto, Taylor mostrou que o uso da TDC pode ser 

estendido ao caso de trincas. Em particular, Taylor obteve sucesso com a TDC na 

previsão do comportamento de trincas curtas e trincas longas [22]. 

Deve ser notado que as diferentes formulações da TDC são capazes de 

fazer estimativas dentro de um intervalo de erro de ±20% independentemente do 

material e das características geométricas do mesmo. É importante realçar que erros 

da ordem de ± 20% são em geral aceitáveis pois este representa a magnitude do erro 

normal observado em trabalhos experimentais e em análises numéricas de tensão 

[69]. 
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4 
Dados experimentais usados para avaliação dos modelos 

Este capítulo apresenta os dados experimentais utilizados para a avaliação 

dos quatro modelos multiaxiais de fadiga na previsão do risco de nucleação de 

trinca por fadiga por fretting. Os dados experimentais aqui considerados foram 

publicados na literatura por Fouvry et al. em [45], [65] e [66]. A seguir serão 

apresentadas as propriedades dos materiais, um breve resumo do aparato 

experimental utilizado nos testes de fadiga por fretting e por fim, a matriz com os 

carregamentos dos testes experimentais e os seus resultados no que concerne a 

presença de trinca ou não ao final do teste. 

 

4.1. 
Propriedades dos materiais 

A Tabela 4.1 apresenta as propriedades mecânicas do par tribológico 

formado pelos aços AISI 1034 (plano) e AISI 52100 (cilindro). O aço AISI 52100 

foi utilizado no cilindro para garantir similaridade elástica, sendo a avaliação da 

ocorrência ou não de trinca feita no aço AISI 1034 (plano). A composição química 

destes materiais é apresentada na Tabela 4.2. 

Tabela 4.1 - Propriedades mecânicas dos materiais em estudo. 

Material E (GPa) ν 
𝑆𝐸 

(MPa) 
𝑆𝑅 

(MPa) 
∆𝑆𝐿 

(MPa) 
𝜏𝐿 

(MPa) 
Δ𝐾0 

(MPa m-1/2) 

AISI 1034 200 0.3 350 600 270 170±10 7±1 

AISI 52100 210 0.3 1700 2000 - - - 

Tabela 4.2 - Composição química dos materiais em estudo (% máximo). 

Material C Mn Cr Ni Ti Cu Si P S Mo V 

AISI 

1034 
0,38 1,2 0,3 0,3 - 0,3 0,50 0,02 0,02 0,08 0,06 

AISI 

52100 
1,0 0,3 1,5 0,4 1,0 1,0 0,2 0,02 0,02 0,1 0,3 

Como discutido na seção 2.2.1, o coeficiente de atrito é importante para a 

definição das tensões na superfície de contato. Segundo os autores dos 

experimentos, o coeficiente de atrito a ser considerado é μ=0.90±0.05 [45].  

As referências [49] e [70] listam características microestruturais do aço 

AISI 1034 (ou XC38 na classificação da norma AFNOR). Após normalização, 

tratamento térmico cujo o objetivo é diminuir a granulação do aço e que consiste de 

DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 1412741/CA



 67 

aquecimento (austenitização) em atmosfera controlada à 900° C e resfriamento ao 

ar, este material possui microestrutura ferrito-perlítica com granulação fina e perlita 

lamelar, conforme a Figura 4.1. O tamanho médio do grão é da ordem de 20-30 μm. 

 

Figura 4.1 - Microestrutura ferrito-perlítica do aço AISI 1034. 

As propriedades mecânicas do aço AISI 1034 indicam que o mesmo tende 

a ser sensível de maneira preferencial às tensões normais que às tensões cisalhantes 

(𝜏𝐿√3 = 294 𝑀𝑃𝑎 > 𝑆𝐿 = 270𝑀𝑃𝑎), ou seja, falha preferencialmente em modo I. 

Isto também corrobora o uso do modelos SWTD e SWT considerados neste trabalho 

para a previsão do risco de nucleação de trinca. 

Os coeficientes e expoentes elastoplásticos de Coffin-Manson são 

necessários para a resolução da versão de vida finita previamente apresentada para 

cada modelo multiaxial. Como estas propriedades não foram informadas pelos 

autores dos experimentos, elas foram estimadas conforme discutido a seguir. 

O coeficiente de resistência à fadiga 𝜎𝑐
′, o expoente de resistência à fadiga 

𝑏′, o coeficiente de ductilidade de fadiga 𝜀𝑐
′  e o expoente de ductilidade de fadiga 

𝑐′ foram obtidos através da estimativa das medianas para aços, que representa a 

mediana de uma amostra com 549 aços [71]. Estas constantes de Coffin-Manson 

considerados neste trabalho são apresentados na Tabela 4.3. 

Tabela 4.3 - Estimativas dos coeficientes e expoentes elastoplásticos de Coffin-

Manson usadas para o cálculo da versão de vida finita dos diferentes modelos 

multiaxiais. 

𝜎𝑐
′ 𝑏′ 𝜀𝑐

′  𝑐′ 
900 -0,09 0,45 -0,59 

 

É importante mencionar que os coeficientes e expoentes elastoplásticos de 

Coffin-Manson são muito dispersos para diferentes tipos de aço, como demostrado 

em [71]. Deve-se enfatizar que as estimativas dessas propriedades não devem ser 

utilizadas em projeto, pois elas podem diferir muito dos valores reais, que têm que 
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ser medidos. O uso só é admissível em anteprojetos, pré-dimensionamento ou em 

avaliações de ordem de grandeza das previsões esperadas, que é o caso deste 

trabalho. 

 

4.2. 
Aparato experimental 

O aparato experimental dos testes de fadiga por fretting sem carga remota 

de fadiga e com carga remota de fadiga é apresentado de forma esquemática na 

Figura 4.2 (a) e (b) respectivamente. 

 
Figura 4.2 - Representação esquemática do aparato experimental dos testes de 

fadiga por fretting: (a) sem carga remota de fadiga e (b) com carga remota de 

fadiga - adaptado [49]. 

Nos testes de fadiga por fretting sem carga remota de fadiga, a sequência 

de carregamentos impostos ao corpos seria: primeiro a força normal P estática é 

aplicada ao corpo para gerar o contato. Em seguida, o deslocamento de amplitude 

constante δ é imposto ao suporte móvel. 

Nos testes de fadiga por fretting com carga remota de fadiga, a carga 

remota de fadiga (𝐹𝑚, 𝐹𝑎) e a carga de contato (𝑃 e 𝑄, onde 𝑄 é induzida pelo 

deslocamento imposto 𝛿) são aplicadas de maneira independente. Além disso, estas 
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cargas são colineares e em fase, o que valida o uso da equação (16) para o cálculo 

das tensões cisalhantes na interface no contato. A sequência de carregamentos 

impostos ao corpos seria: primeiro aplica-se ao corpo de prova de fadiga a carga 

remota média 𝐹𝑚. Na sequência, a força normal 𝑃 é aplicada a sapata cilíndrica para 

criar o contato. Por fim, a carga remota alternada 𝐹𝑎 é aplicada ao corpo de prova 

de fadiga ao mesmo tempo que o deslocamento δ é imposto à sapata cilíndrica.  

Neste experimento em particular, o deslocamento δ é controlado de maneira 

independente através de um atuador hidráulico dedicado. 

4.3. 
Matriz de testes e resultados experimentais 

Os principais parâmetros dos testes em pequena escala de fadiga por 

fretting sem carga remota de fadiga e com carga remota de fadiga considerados 

neste trabalho são apresentados nas tabelas Tabela 4.4 e Tabela 4.5 

respectivamente. É importante citar que os ensaios apresentados nestas tabelas 

foram executados com amplitude da força tangencial Q* e carregamento remoto de 

fadiga com 𝑅 = −1. Para esta razão de tensão, a tensão remota média de fadiga 

𝜎𝑚 = 0. Assim, a tensão remota de fadiga será representada apenas por sua 

componente alternada 𝜎𝑎.  

Tabela 4.4 - Matriz de testes de fadiga por fretting (sem carga remota de fadiga) 

Teste 
RC 

(mm) 

PL  

(N/mm) 

Q* 

(N/mm) 
𝜎𝑎 

(MPa) 

p0  

(MPa) 

Trinca 

observada? 

LT 

 (μm) 

F01 40 227 90 0 450 Não 0 

F02 40 227 98 0 450 Não 0 

F03 40 227 126 0 450 Sim 24 

F04 40 227 137 0 450 Sim 29 

F10 40 540 206 0 700 Não 0 

F11 40 540 242 0 700 Sim 14 

F13 40 540 278 0 700 Sim 77 

F16 40 540 283 0 700 Sim 75 

Note que os testes foram executados em dois níveis de pressão de contato, 

que calculadas através da formulação de Hertz seriam: testes feitos a baixa pressão 

de contato (LP) com 𝑝0 = 450 𝑀𝑃𝑎; testes feitos a elevada pressão de contato (HP) 

com 𝑝0 = 700 𝑀𝑃𝑎. A inspeção visual da marca de fretting ao final dos testes HP 

indica elevado nível de plastificação. Desta forma, é importante considerar a curva 

elastoplástica cíclica do material no modelo em elementos finitos. Como somente 

a curva monotônica de tensão versus deformação estava disponível na literatura, 

DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 1412741/CA



 70 

esta foi utilizada como um primeira aproximação no modelo, que pode ser 

melhorado em trabalhos futuros. 

Tabela 4.5 - Matriz de testes de fadiga por fretting (com carga remota de fadiga) 

Teste 
𝑅𝐶 

(mm) 
𝑃𝐿 

(N/mm) 
𝑄∗ 

(N/mm) 
𝜎𝑎 

(MPa) 
𝑝0  

(MPa) 

Trinca 

observada? 
𝐿𝑇  

 (μm) 

FF01 40 227 92 50 450 Sim (**) 

FF02 40 227 82 50 450 Não - 

FF05 40 227 100 100 450 Sim (**) 

FF06 40 227 80 100 450 Não - 

FF07 40 227 62 100 450 Não - 

FF08 40 227 91 120 450 Sim (**) 

FF09 40 227 78 120 450 Não - 

FF10 40 227 145 120 450 Sim 344 

FF11 40 227 125 120 450 Sim 290 

FF12 40 227 100 120 450 Sim 59 

FF13 40 227 145 130 450 Sim Fratura 

FF14 40 227 125 130 450 Sim Fratura 

FF15 40 227 100 130 450 Sim Fratura 

(**) Para estes testes, o comprimento da trinca 𝐿𝑇 observado ao final do teste não 

foi informado pelos autores. 

Em termos de nucleação de trinca, os resultados experimentais 

apresentados na Tabela 4.4 e na Tabela 4.5 podem ser organizados em três cenários 

como discutido na seção 2.4 (Figura 2.13): (A) testes onde não foram observadas 

trincas, (B) testes com trincas que nuclearam, propagaram durante a sua fase curta 

e cessaram sem fratura do corpo de prova e (C) testes que levaram o corpo de prova 

à fratura. Com relação à morfologia da trinca nucleada, os autores dos experimentos 

relatam que essas trincas surgiram nas extremidades do contato com ângulo de 

aproximadamente 𝛼 = 30° ±  3° com a normal a superfície, ou seja, sob um plano 

à 𝜙 = 60° ±  3° com a superfície, como apresentado na Figura 4.3. Além disto, 

essas trincas possuem uma morfologia plana, justificando a abordagem 2D deste 

trabalho. 

 
Figura 4.3 - Direção do plano crítico experimental -adaptado [45].

𝜙 
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5 
Metodologia 

Este capítulo apresenta a metodologia utilizada para o estudo numérico do 

risco de nucleação de trincas sob solicitações de fadiga por fretting, que consiste 

nas seguintes etapas: 

1) Análise 2D em elementos finitos do contato cilindro/plano e extração do 

campo elastoplástico de tensões e deformações nas vizinhanças da borda 

anterior do contato; 

2) Análise das tensões na superfície de contato: identificação da região em 

deslizamento e dos pontos a serem analisados via modelos multiaxiais de 

fadiga; 

3) Cálculo numérico do risco de nucleação de trinca (abordagem local e não-

local) através dos quatro modelos multiaxiais investigados: Crossland, 

Findley, SWT e SWTD; 

4) Para cada condição de teste, são computados o risco de nucleação de trinca 

(sim ou não), o plano crítico (𝜃, 𝜙) quando aplicável e a estimativa do 

número de ciclos para nucleação de trinca. 

As simulações em EF foram feitas com o programa Abaqus na sua versão 

6-10. A descrição do modelo 2D utilizado para a obtenção do campo de tensões e 

deformações é feita na seção 5.1. 

As rotinas de cálculo dos quatro modelos multiaxiais de dano por fadiga 

foram implementadas com o auxílio do programa Matlab em sua versão R2016b e 

são apresentadas no apêndice B (seção 10.2). As características do computador 

usado para os cálculos numéricos são apresentadas na Tabela 5.1. 

Tabela 5.1 - Características do computador utilizado para cálculo. 

Processador 

Memória 

instalada 

(RAM) 

Tipo de sistema Classificação 

Intel ® Core (TM) i7-

2600 CPU@3.40 GHz 

5.90GHz 

16 GB 
Sistema operativo 

de 64 bits 

6.9 (Índice de 

desempenho 

Windows) 

O risco de nucleação de trinca foi avaliado nas vizinhanças da extremidade 

anterior do contato, na região onde ocorre deslizamento 𝑎 − 𝑐, localizada entre o 

nó na borda anterior do contato (𝑥/𝑎 = −1, 𝑧/𝐿𝑇𝐷𝐶−𝑀𝑃 = 0) e o nó onde o 

cisalhamento é máximo na superfície de contato. Para tanto, o perfil de tensão 
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cisalhante e o perfil de pressão de contato são extraídos do modelo em EF e a rotina 

de cálculo “Análise de tensões na superfície de contato” é utilizada para 

identificação destes pontos (ver apêndice B, seção 10.2.8). Um exemplo dos dados 

de saída desta rotina para o teste F01 é apresentado na Tabela 5.2. Os pontos que se 

encontram na região em deslizamento 𝑎 − 𝑐, sendo esta a região de interesse das 

análises, estão entre o nó na borda anterior do contato (nó 744) e o nó na posição 

de 𝑞0 (nó 735). 

Tabela 5.2 - Determinação da região do contato que se encontra em deslizamento 

- teste F01 (LP). 

Resultado numérico Nó 𝑥/𝑎 𝑧/𝑎 𝑝(MPa) 𝑞(MPa) 

Calculado em 𝑝0 711 0.00 0.00 451.1 98.3 

Calculado em 𝑞0 735 -0.71 0.00 284.4 242.1 

Calculado na borda 

anterior do contato 
744 -1.00 0.00 0 0 

O cálculo do risco de nucleação de trinca foi feito segundo as abordagens 

local e não-local. Na primeira, as análises são feitas na superfície de contato nas 

vizinhanças da borda anterior do contato. Na abordagem não-local, três métodos de 

integração foram considerados: método do ponto MP, método da área MA e método 

do volume MV. Sendo uma análise 2D, o método da área e do volume se reduzem 

ao método da linha ML e ao método da área MA respectivamente. 

Diferentemente do que é sugerido pela TDC de Taylor [22], onde a 

dimensão característica é assumida como um parâmetro material, neste trabalho a 

dimensão característica LDC foi considerada variável com o objetivo de identificar 

a dimensão que gera o melhor ajuste das previsões do risco de nucleação de trinca. 

Entretanto, a dimensão característica definida pela TDC de Taylor em termos do 

método do ponto LTDC-MP = L/2 ~ 110 μm, onde L é dado pela equação (62), foi 

usada como referência para a faixa de valores de LDC investigada neste trabalho. 

Assim, considerou-se LDC variando de 0 (superfície de contato) a LTDC-MP =110 

μm para fazer previsões do risco de nucleação de trinca através da abordagem não-

local. 

A partir das considerações anteriores, os três métodos de integração são 

apresentados de maneira esquemática na Figura 5.1, Figura 5.2 e Figura 5.3. É 

importante destacar que a orientação do plano crítico pode mudar com a 

profundidade do contato. Neste caso, a hipótese assumida é que o micro defeito vai 

nuclear num plano crítico definido pelas condições de superfície e uma vez iniciado 
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o seu processo de nucleação, a microtrinca continua a crescer na mesma direção, 

assim como o observado experimentalmente (ver Figura 4.3). 

 
Figura 5.1 - Representação esquemática do método do ponto. 

 
Figura 5.2 - Representação esquemática do método da área, que neste estudo 

reduz-se a linha devido ao modelo bidimensional com hipótese de deformações 

planas (ε-pl).  
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Figura 5.3 - Representação esquemática do método do volume, que neste caso é 

reduzido à área devido ao modelo bidimensional com hipótese de deformações 

planas (ε-pl). 

 

5.1. 
Modelagem do contato cilindro/plano 

O método dos elementos finitos é um método numérico assim como o 

método das diferenças finitas. Entretanto é uma forma mais geral e poderosa para 

aplicações de problemas reais que na sua maioria envolve complicada física, 

geometria e condições de contorno [72]. O método dos elementos finitos acabou se 

tornando mais popular devido ao desenvolvimento de pacotes comerciais como o 

Abaqus®, que foi utilizado neste trabalho. 

A ideia básica do método dos elementos finitos é realizar uma divisão do 

domínio de integração de uma estrutura ou região de interesse em um conjunto de 

pequenas regiões, chamada de elementos finitos transformando o domínio de 

contínuo para discreto. Esta divisão do domínio é conhecida como malha, que por 

sua vez é formada de elementos compostos de faces e nós. Este método não busca 

uma função admissível que satisfaça as condições de contorno para todo o domínio 

e sim busca soluções em cada elemento separadamente. Além disso, ele busca por 

uma solução local que possa ser generalizada para todo o domínio. Em cada 

subdomínio a equação que governa o problema é aproximada por um dos 

tradicionais métodos variacionais. A principal razão por trás da busca da solução 

aproximada nos subdomínios é o fato de ser mais fácil representar uma função 

complicada através de um conjunto de soluções polinomiais [72]. 
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O campo de tensões e deformações do contato cilindro/plano, tal qual o 

utilizado nos ensaios experimentais em pequena escala, foi obtido através de um 

modelo 2D em elementos finitos sob hipótese de deformações planas (ε-pl) 

modelado com o auxílio do programa Abaqus® (Figura 5.4). O modelo possui duas 

sapatas cilíndricas, sendo a sapata superior com raio RC = 40 mm e a sapata inferior, 

representativa do rolamento (sem atrito), com raio RR = 100 mm. Foi reportado 

pelos autores dos experimentos usados como referência neste trabalho [65] que as 

trincas nucleadas possuem uma morfologia plana, justificando a abordagem 2D do 

problema. 

No modelo, foram considerados elementos lineares do tipo triangular 

(CPE3) longe da região de interesse e retangular (CPE4R) na região de interesse. A 

região de interesse (partição no centro do contato apresentado na Figura 5.5) possui 

malha com elementos quadrangulares CPE4R de 10μm x 10μm. O elemento 

CPE4R é um elemento quadrangular linear com integração reduzida. Ele permite a 

definição de uma malha mais estruturada e mais precisa. Além disso, este elemento 

possui somente um ponto de integração localizado no seu centro. Os valores de 

tensão e deformação extraídos em outros pontos do elemento são valores 

extrapolados a partir do seu ponto central. 

 

Figura 5.4 - Modelo 2D elastoplástico em elementos finitos. Sapata cilíndrica 

superior com RC = 40 mm e rolamento inferior com RR = 100 mm.  
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Figura 5.5 - Centro do contato - retângulo H x V, região considerada para a 

obtenção do campo de tensão e deformação. 

As dimensões do retângulo H x V = 1,40 x 1,40 mm na Figura 5.5 foram 

estimadas conhecendo-se o valor da largura do contato (2𝑎), dado pela formulação 

de Hertz, apresentada na equação (15). 

 

5.1.1. 
Interações de contato 

No programa Abaqus®, podem ser separados dois tipos de modelagem do 

contato [73]: 

 Modelagem do contato baseada na interação de superfícies; 

 Modelagem baseada na utilização de elementos de contato. 

Os elementos de contato são utilizados quando é impossível gerar a 

interação de superfícies e integrar diretamente as propriedades do contato do ponto 

de vista global. Neste estudo, busca-se descrever o contato da maneira mais precisa 

possível. Sendo assim, a interação entre superfícies foi utilizada. 

O Abaqus® define o contato entre dois corpos como duas superfícies que 

podem interagir. Ele utiliza um algoritmo master-slave a partir do qual as duas 

superfícies desempenham papéis diferentes (Figura 5.6). Para cada nó da superfície 

escolhida como slave, o programa procura o ponto mais próximo sobre a superfície 

master. Além disto, os nós da superfície slave não penetram na superfície master, 

sendo que o recíproco não é verdadeiro. 

A superfície slave será sempre a superfície deformável no caso de um par 

incluindo uma superfície rígida. Para um contato entre dois sólidos deformáveis, o 

corpo mais rígido que fornecerá a superfície master. Se as rigidezes são 

comparáveis, a superfície com a malha mais refinada constitui a superfície slave. 
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Neste estudo, as rigidezes dos aços são similares e como a avaliação do risco de 

nucleação de trinca será feito no plano, o cilindro será considerado como superfície 

master enquanto o plano será considerado como superfície slave. 

 
Figura 5.6 - Discretização das superfícies master-slave - adaptado [74]. 

5.1.2. 
Formulação de atrito 

A formulação de um problema de contato no software Abaqus® pode ser 

feita considerando-se o problema de diferentes maneiras conforme listado abaixo: 

 Problema sem atrito; 

 Formulação de atrito definida pelo usuário; 

 Método do multiplicador de Lagrange; 

 Método da Penalidade; 

 Decaimento exponencial estático - cinético; 

Para o problema de fretting, os modelos que melhor se adaptam são o 

método do Multiplicador de Lagrange e o método da Penalidade. Estudos mostram 

que o método do Multiplicador de Lagrange tem melhores resultados, porém o custo 

computacional é maior comparado ao método da Penalidade [75]. Neste estudo, 

sendo um modelo 2D, como o tempo de cálculo não é um fator crítico, o método do 

Multiplicador de Lagrange foi adotado para o contato entre a sapara superior e o 

plano visando obter melhores resultados. Para a sapata localizada na parte inferior 

do modelo, que representa um rolamento na Figura 5.4, foi considerado a 

formulação de contato sem atrito (frictionless).  
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5.1.3. 
Condições de contorno e carregamentos no modelo 2D 

A Tabela 5.3 resume as condições de contorno (CCs) impostas ao modelo, 

que são indicadas pelas setas brancas na Figura 5.7. 

Tabela 5.3 - Descrição das condições de contorno aplicadas no modelo. 

CC Descrição 

CC-01 Engaste da aresta esquerda do plano: U1=U2=U3=UR1=UR2=UR3=0 

CC-02 Rotação do cilindro em torno da direção z igual a zero (UR3=0) 

CC-03 
Rotação do rolamento (parte inferior) em torno da direção z igual a 

zero (UR3=0) 

CC-04 
Restrição de movimento na direção y da aresta inferior do plano e da 

rotação em torno de z (U2=UR3=0). 

CC-05 
Deslocamento em y de -0,01𝜇𝑚 aplicado no ponto de referência RP1 

para garantir a indentação inicial do contato. 

CC-06 
Deslocamento em y de -0,01𝜇𝑚 aplicado no ponto de referência RP2 

para garantir a indentação inicial do rolamento no contato 

onde Ui (i=1,2,3) representa os três graus de liberdade de deslocamentos nas 

direções x, y e z e URi (i=1,2,3) representa os três graus de liberdade de rotações 

em torno das direções x, y e z. 

 
Figura 5.7 - Condições de contorno aplicadas ao modelo. 

Os carregamentos (LOADs) que podem ser aplicados no modelo estão 

descritos na Tabela 5.4. O modelo visa reproduzir o ensaio físico de fadiga por 

fretting em pequena escala. Para o ensaio de fadiga por fretting sem carga remota 

de fadiga, os carregamentos remotos de fadiga 𝐹𝑚 e 𝐹𝑎 são suprimidos e tem-se 

somente a aplicação de 𝑃𝐿 e de 𝑄∗. Os carregamentos aplicados no modelo são 

indicados pelas setas brancas na Figura 5.8. 

  

CC-01 
CC-02 

CC-03

 
 CC-01 

CC-04 

CC-05 

CC-06 

RR=100m

m 

RC=40mm 
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Tabela 5.4 - Descrição dos carregamentos que podem ser aplicados no modelo. 

LOAD Descrição 

LOAD-01 Força normal linear (𝑃𝐿) aplicada no ponto de referência RP1 

LOAD-02 Amplitude da força tangencial (𝑄∗) aplicada em RP1 

LOAD-03 Força normal linear (𝑃𝐿) aplicada no ponto de referência RP2 

LOAD-04 Força alternada (𝐹𝐴) aplicada no ponto de referência RP3 

LOAD-05 Força média (𝐹𝑚) aplicada na aresta direita do plano 

 

 

Figura 5.8 - Representação dos carregamentos que podem ser aplicados ao modelo 

2D em EF. 

A sequência de aplicação da história de carregamentos no modelo 2D em 

EF é apresentada na Figura 5.9. Conforme os dados experimentais, a amplitude da 

força tangencial e o carregamento remoto de fadiga são aplicados segundo uma 

razão de carregamento completamente reversível 𝑅 = −1. Logo, no caso das 

tensões remotas de fadiga, tem-se 𝜎𝑚 = 0 e o LOAD-04 é suprimido. 

 
Figura 5.9 - História de carregamentos aplicados no modelo 2D em EF. 

LOAD-01 

LOAD-03 

LOAD-02 

LOAD-04 

LOAD-05 
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m 
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5.2. 
Validação do Modelo 

O modelo 2D em EF foi validado comparando-se a solução numérica com 

a solução analítica elástica para a distribuição de pressão e de cisalhamento na 

superfície de contato. A Figura 5.10 apresenta as distribuições de pressão 𝑝(𝑥) e de 

tensão cisalhante q(𝑥) na superfície de contato para o teste de fretting F01. Note a 

superposição das curvas, sendo a solução numérica para a distribuição 𝑞(𝑥) 

ligeiramente diferente. 

 
Figura 5.10 - Distribuição de pressão p(x) e tensão cisalhante q(x) na superfície de 

contato - validação do modelo: resultados analíticos x resultados numéricos (teste 

F01 - LP). 

Na Tabela 5.5 são apresentados os valores encontrados para os principais 

parâmetros e o erro relativo associado. Note que o erro máximo observado é inferior 

a 10%. 

Tabela 5.5 - Parâmetros utilizados para a validação do modelo em elementos 

finitos - teste F01 (LP). 

Resultado 𝑎(mm) 𝑐(mm) 𝑒(mm) 𝑝0(MPa) 𝑞0(MPa) 

Analítico 0.32 0.24 0.00 446 265 

Numéricos 0.34 0.24 0.00 451 242 

Erro relativo (%) 4.80 -1.20 0.00 1.30 -8.70 

A Figura 5.11 apresenta as distribuições de pressão 𝑝(𝑥) e de tensão 

cisalhante 𝑞(𝑥) na superfície de contato para o teste de fretting FF06. Neste caso é 

interessante observar a excentricidade 𝑒 induzida no perfil de tensão cisalhante 

𝑞(𝑥) devido ao carregamento remoto de fadiga. 
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Figura 5.11 - Distribuição de pressão p(x) e tensão cisalhante q(x) na superfície de 

contato - validação do modelo: resultados analíticos x resultados numéricos (teste 

FF06 - LP). 

Na Tabela 5.6 são apresentados os valores encontrados para os principais 

parâmetros e o erro relativo associado para o teste FF06. Novamente, note que o 

erro máximo é da ordem de 10%. 

Tabela 5.6 - Parâmetros utilizados para a validação do modelo em elementos 

finitos - teste FF06 (LP). 

Resultado 𝑎(mm) 𝑐(mm) 𝑒(mm) 𝑝0(MPa) 𝑞0(MPa) 

Analítico 0.32 0.25 0.02 446 278 

Numéricos 0.35 0.24 0.02 451 248 

Erro relativo (%) 7.9 -5.2 6.6 1.2 -10.0 

 

 

Figura 5.12 - CSTATUS - determinação da região em deslizamento a-c na 

superfície de contato (teste F01 - LP). 
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De forma a validar a região do contato em deslizamento 𝑎 − 𝑐 definida 

pela rotina de cálculo “Análise de tensões na superfície de contato”, o parâmetro 

CSTATUS do programa Abaqus foi utilizado. Este parâmetro indica quais os 

nós/elementos na região de contato estão aderidos (sticking), em deslizamento 

(slipping), e aqueles que não estão em contato (open). As variações do parâmetro 

CSTATUS são ilustradas na Figura 5.12 para o caso F01. Note que os resultados 

estão coerentes com aqueles determinados pela rotina de cálculo descrita na seção 

10.2.8 e que foram apresentados previamente na Tabela 5.2. 

 

5.3. 
Efeito da plasticidade na resposta do modelo em EF  

Para os testes feitos a baixa pressão de contato LP foi verificado que 

somente um ciclo seria necessário para obtenção do campo de tensão e deformação 

estabilizado, que é utilizado como dado de entrada para o cálculo dos modelos 

multiaxiais de dano por fadiga investigados neste trabalho. No caso dos testes feitos 

a elevada pressão de contato HP, pelo menos 10 ciclos são necessários para que a 

estabilização (fenômeno de ratcheting ou fluência cíclica) aconteça e assim, o 

campo de tensões e deformações estabilizado pode ser obtido. Este fato é 

evidenciado através da Figura 5.13. Note que a deformação plástica equivalente 

PEEQ se estabiliza nos dois ciclos finais. 

A Figura 5.14 apresenta a distribuição de pressão e de tensão cisalhante na 

superfície de contato para o teste F16 (o mais severo dentre os testes HP) obtida 

através da solução analítica (solução elástica) e a solução numérica do modelo em 

EF para o último ciclo. É importante realçar que após a estabilização, o tamanho do 

contato 2a aumenta da ordem de 40% e a pressão máxima de contato 𝑝𝑜 diminui da 

ordem de 17%. Na distribuição de tensão cisalhante, observa-se uma diminuição da 

ordem de 21% no seu valor máximo 𝑞𝑜. 
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Figura 5.13 - Evolução das deformações no ponto crítico na superfície de contato 

(teste F16 – HP) 

 
Figura 5.14 - Distribuição de pressão p(x) e tensão cisalhante q(x) na superfície de 

contato: solução numérica x solução analítica elástica (teste F16 – HP). 

A Figura 5.15 evidencia a redução de 𝑝0 e o aumento da semi-largura do 

contato 𝑎 à medida que são aplicados os ciclos no modelo em EF para o teste F16. 

Ao final dos 10 ciclos e total estabilização, o comprimento do contato medido foi 

2𝑎𝐸𝐹 = 1,33 𝑚𝑚. Este valor é maior que o valor obtido através da solução elástica 

de Hertz 2𝑎𝐻𝑒𝑟𝑡𝑧 = 1,00 𝑚𝑚. No entanto, o valor 2𝑎𝐸𝐹 = 1,33 𝑚𝑚 reproduz 
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melhor o que foi observado experimentalmente 2𝑎𝐸𝑋 = 1,45 𝑚𝑚 [45], sendo o 

erro do modelo EF inferior a 10% em relação ao resultado experimental. 

Como a curva elastoplástica cíclica do material não estava disponível na 

literatura, no modelo em elementos finitos 2D foi considerada a curva monotônica 

de tensão-deformação. No entanto, note que, mesmo considerando somente a curva 

monotônica no modelo 2D, o resultado do modelo convergiu para o observado no 

experimento, sendo a métrica para esta conclusão o tamanho do contato. 

Diante das observações anteriores e de maneira a uniformizar as análises, 

10 ciclos foram aplicados sucessivamente para cada simulação em EF. O campo de 

tensão e deformação considerado para a análise multiaxial foi extraído do último 

ciclo, onde as tensões e deformações encontram-se estabilizadas como evidenciado 

nesta seção. 

 
Figura 5.15 - Evolução da pressão de contato máxima pmax e da largura do contato 

2a com os ciclos aplicados (teste F16 - HP). 
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6 
Resultados e discussões 

6.1. 
Previsão do risco de nucleação de trinca - abordagem local 

A seguir serão apresentados e discutidos os resultados das análises feitas 

para os testes de fadiga por fretting, com e sem carga remota de fadiga, segundo a 

abordagem local. 

6.1.1. 
Testes de fadiga por fretting (sem carga remota de fadiga) 

Nas tabelas a seguir são apresentadas as quantidades calculadas através de 

cada modelo multiaxial de dano por fadiga para os testes de fadiga por fretting sem 

carga remota de fadiga: plano crítico (𝜃, 𝜙) quando aplicável, dano e estimativa de 

vida para a nucleação de trinca. 

Tabela 6.1 - Quantidades calculadas pelo parâmetro SWTD - testes de fadiga por 

fretting (sem carga remota de fadiga) - abordagem local. 

Teste 

Ponto 

crítico 

 x/a 

𝜃  
(°) 

𝜙 
 (°) 

Dano Nf 

F01 -0.97 0 90 0.94 1.64E+06 

F02 -1.00 0 90 0.91 1.98E+06 

F03 -1.00 0 90 1.25 3.64E+05 

F04 -1.00 0 90 1.25 3.70E+05 

F10 -0.97 0 90 2.12 3.70E+04 

F11 -1.00 0 90 1.85 6.16E+04 

F13 -1.00 0 90 2.04 4.29E+04 

F16 -1.00 0 90 2.21 3.18E+04 

Tabela 6.2 - Quantidades calculadas pelo parâmetro SWT - testes de fadiga por 

fretting (sem carga remota de fadiga) - abordagem local. 

Teste 

Ponto 

crítico 

 (x/a) 

𝜃  
(°) 

𝜙 
 (°) 

Dano Nf 

F01 -0.94 0 90 1.78 7.29E+04 

F02 -0.94 0 90 2.11 3.76E+04 

F03 -0.94 0 90 2.73 1.61E+04 

F04 -0.94 0 90 3.1 1.11E+04 

F10 -0.97 0 90 3.85 6.31E+03 

F11 -0.98 0 90 3.73 6.84E+03 

F13 -0.99 0 90 4.12 5.38E+03 

F16 -0.97 0 90 4.67 4.04E+03 
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Tabela 6.3 - Quantidades calculadas pelo parâmetro de Findley - testes de fadiga 

por fretting (sem carga remota de fadiga) - abordagem local. 

Teste 

Ponto 

crítico 

 (x/a) 

𝜃  
(°) 

𝜙 
 (°) 

Dano Nf 

F01 -0.91 160 60 1.22 9.03E+04 

F02 -0.91 160 60 1.32 3.52E+04 

F03 -0.91 150 70 1.52 6.46E+03 

F04 -0.91 150 70 1.64 2.67E+03 

F10 -0.91 150 70 1.70 1.63E+03 

F11 -0.95 150 60 1.65 2.40E+03 

F13 -0.96 150 70 1.77 1.01E+03 

F16 -0.96 150 70 1.92 3.80E+02 

Tabela 6.4 - Quantidades calculadas pelo parâmetro de Crossland - testes de 

fadiga por fretting (sem carga remota de fadiga) - abordagem local. 

Teste 

Ponto 

crítico 

 (x/a) 

𝜃  
(°) 

𝜙 
 (°) 

Dano Nf 

F01 -0.94 - - 1.20 1.13E+05 

F02 -0.94 - - 1.28 5.10E+04 

F03 -0.94 - - 1.48 8.91E+03 

F04 -0.94 - - 1.54 5.62E+03 

F10 -0.97 - - 1.73 1.37E+03 

F11 -0.98 - - 1.71 1.61E+03 

F13 -0.97 - - 1.77 1.01E+03 

F16 -0.97 - - 1.89 4.66E+02 

O risco de nucleação de trinca calculado por cada modelo multiaxial é 

resumido na Tabela 6.5. As células em verde indicam as previsões que estão 

corretas de acordo com os resultados observados experimentalmente e as vermelhas 

representam as previsões incorretas.  

Neste caso, o maior percentual de acertos (87.5%) foi obtido com o modelo 

SWTD. Segundo a abordagem local, o modelo SWTD foi o único a capaz de detectar 

testes onde não ocorreu trinca (F01 e F02). Note que a previsão incorreta pelo 

modelo de SWTD foi para o teste F10 (teste feito a elevada pressão de contato). No 

entanto, o erro foi do lado conservativo, ou seja, previsão de trinca para o caso onde 

não foi observado experimentalmente. Com relação à utilização do modelo de 

SWTD para testes feitos a elevada pressão de contato, testes adicionais onde trincas 

não são observadas seriam necessários, já que nesse conjunto de testes investigados, 

há somente um teste feito a elevada pressão de contato em que não foi observado 

nucleação de trinca. Por outro lado, para os testes feitos a baixa pressão de contato 
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(F01, F02, F03 e F04), note que as previsões foram 100% corretas (4 testes). Estas 

evidências mostram que a utilização do modelo SWTD para a previsão do risco de 

nucleação de trincas é interessante, pois o erro nas previsões segundo uma 

abordagem local considerando um conjunto de 8 testes (considerando os testes 

feitos a LP e a HP ao mesmo tempo) foi de 12.5%, sendo o erro do lado 

conservativo. 

Tabela 6.5 - Previsões do risco de nucleação de trinca pelos diferentes modelos - 

testes de fadiga por fretting (sem carga remota de fadiga) - abordagem local - 8 

testes. 

Teste 
Nucleação de trinca? 

Experimental Crossland Findley SWT SWTD 

F01 Não Sim Sim Sim Não 

F02 Não Sim Sim Sim Não 

F10 Não Sim Sim Sim Sim 

F03 Sim Sim Sim Sim Sim 

F04 Sim Sim Sim Sim Sim 

F11 Sim Sim Sim Sim Sim 

F13 Sim Sim Sim Sim Sim 

F16 Sim Sim Sim Sim Sim 

Corretos 62.5% 62.5% 62.5% 87.5% 

Incorretos 37.5% 37.5% 37.5% 12.5% 

O fato do modelo de SWTD apresentar boa correlação com os dados 

experimentais pode ser explicado devido a este modelo ser definido em função das 

componentes desviadoras de tensão e deformação, desprezando as componentes 

hidrostáticas na sua formulação. A formação da microtrinca é pouco sensível às 

componentes de tensão e deformação média e hidrostática, que tornam-se 

importantes à medida que a microtrinca cresce (fase de propagação). 

Através do modelo de Findley obteve-se o mesmo percentual de acertos 

(62,5%) que os dos modelos SWT e Crossland. Por estes modelos as previsões 

indicam que sempre haverá risco de nucleação de trincas. Este fato já era esperado 

para os modelos de Crossland e SWT, que quando calculados segundo a abordagem 

local, apresentam resultados conservativos, conforme discutido na revisão 

bibliográfica. 

As figuras a seguir (Figura 6.1, Figura 6.2, Figura 6.3 e Figura 6.4) 

apresentam as superfícies de resposta do dano calculado pelo modelo SWTD, SWT, 

Findley e Crossland respectivamente para o teste de fadiga por fretting F01 (onde 

não se observou trinca). Para cada modelo multiaxial de dano por fadiga, se o dano 
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<1 não há risco de nucleação de trinca. O eixo x encontra-se normalizado pela semi-

largura de contato 𝑎 e o eixo z normalizado pela distância crítica de Taylor 

calculada através do método do ponto (𝐿𝑇𝐷𝐶−𝑀𝑃 = 𝐿/2~110  𝜇𝑚). 

Nestes gráficos pode ser observado que o dano é maximizado na superfície 

de contato, nas vizinhanças da borda anterior do contato, que reproduz o local de 

nucleação das trincas de fadiga por fretting observadas experimentalmente. Além 

disto, o efeito do gradiente de tensões sobre o dano fica evidente. À medida que 

𝑧/𝐿𝑀𝑃  aumenta (ou seja, indo em direção à profundidade do contato) o dano cai de 

forma acentuada, o que motiva o uso da abordagem não-local a este tipo de 

problema visto que com os modelos multiaxiais de fadiga tradicionalmente 

aplicados a este tipo de problema (STW, Crossland), considerando-se a abordagem 

local, são obtidas previsões conservativas do risco de nucleação de trincas na 

superfície de contato. 

 
Figura 6.1 - Superfície de resposta das previsões do risco de nucleação de trinca 

calculada através do parâmetro de SWTD - F01 (LP). 
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Figura 6.2 - Superfície de resposta das previsões do risco de nucleação de trinca 

calculada através do parâmetro de SWT - F01 (LP). 

 
Figura 6.3 - Superfície de resposta das previsões do risco de nucleação de trinca 

calculada através do parâmetro de Findley - F01 (LP). 
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Figura 6.4 - Superfície de resposta das previsões do risco de nucleação de trinca 

calculada através do parâmetro de Crossland - F01 (LP). 

 

Figura 6.5 - Estimativa de vida para nucleação de trinca - abordagem local. 

A Figura 6.5 apresenta as estimativas de vida para nucleação de trinca com 
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todos os testes o modelo SWTD apresenta uma vida para nucleação de trinca maior 

que os demais modelos, o que evidencia que estimativas menos conservativas da 

vida para nucleação de trinca podem ser obtidas através deste modelo. 

Comparando-se os modelos SWT e SWTD para o caso elástico, note que a vida para 

nucleação de trinca estimada por SWTD é no mínimo 20 vezes maior que a vida 

estimada por SWT para os testes F01, F02, F03 e F04. Para os testes feitos a elevada 

pressão de contato (HP) este fator na vida para nucleação de trinca cai para no 

mínimo 5 (testes F10, F11, F13 e F16). 
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O modelo de Findley gerou as menores previsões de vida para nucleação 

de trinca. Porém, por Findley, o plano crítico é o que mais se aproximou do 

observado experimentalmente, conforme apresentado na Figura 6.6. O plano crítico 

obtido por Findley indica modo II de falha, sendo 𝜙 = 66° ± 5° com a superfície 

de contato, enquanto os resultados experimentais indicam um ângulo 𝜙 = 60° ±

3° , conforme ilustrado anteriormente na Figura 4.3. As previsões de plano crítico 

pelos modelos SWT e SWTD indicam 𝜙 = 90° com a superfície de contato, sendo 

este plano representativo do modo I de falha (como esperado para este tipo de 

modelo). 

 

Figura 6.6 - Plano crítico (𝜃, 𝜙) pelo modelo de Findley - testes de fadiga por 

fretting (sem carga remota de fadiga) - abordagem local. 

Note que o modelo de Crossland, que possui baixo custo computacional e 

que, em princípio, não é recomendado para materiais que falham em direções 

preferenciais, foi capaz de fazer previsões conservativas similares àquelas feitas 

através do modelo de Findley, que reconhece plano crítico. Este resultado corrobora 

o uso recorrente na literatura do modelo de Crossland aplicado ao problema de 

fadiga por fretting. 
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fretting com carga remota de fadiga: plano crítico (𝜃, 𝜙) quando aplicável, dano e 

estimativa de vida para nucleação de trinca. 

Tabela 6.6 - Quantidades calculadas pelo parâmetro de SWTD - testes de fadiga 

por fretting (com carga remota de fadiga) - abordagem local. 

Teste 

Ponto 

crítico 

 (x/a) 

θ  

(°) 
φ 

(°) 
Dano Nf 

FF01 -1.00 0 90 1.09 7.40E+05 

FF02 -1.00 0 90 0.99 1.01E+06 

FF05 -1.00 0 90 1.49 1.57E+05 

FF06 -1.00 0 90 1.40 2.11E+05 

FF07 -1.00 0 90 1.11 6.78E+05 

FF08 -1.00 0 90 1.57 1.24E+05 

FF09 -1.00 0 90 1.31 2.92E+05 

FF10 -1.00 0 90 2.18 3.34E+04 

FF11 -1.00 0 90 1.78 7.20E+04 

FF12 -1.00 0 90 1.78 7.20E+04 

FF13 -1.00 0 90 2.13 3.65E+04 

FF14 -1.00 0 90 1.98 4.75E+04 

FF15 -1.00 0 90 1.76 7.64E+04 

 

Tabela 6.7 - Quantidades calculadas pelo parâmetro de SWT - testes de fadiga por 

fretting (com carga remota de fadiga) - abordagem local. 

Teste 

Ponto 

crítico 

 (x/a) 

θ  

(°) 

φ 

 (°) 
Dano Nf 

FF01 -1.00 0 90 1.86 6.04E+04 

FF02 -1.00 0 90 1.79 7.12E+04 

FF05 -1.00 0 90 2.47 2.19E+04 

FF06 -1.00 0 90 2.40 2.42E+04 

FF07 -1.00 0 90 1.89 5.70E+04 

FF08 -1.00 0 90 2.61 1.85E+04 

FF09 -1.00 0 90 2.18 3.38E+04 

FF10 -1.00 0 90 3.70 6.99E+03 

FF11 -1.00 0 90 3.04 1.18E+04 

FF12 -1.00 0 90 3.06 1.15E+04 

FF13 -1.00 0 90 3.60 7.49E+03 

FF14 -1.00 0 90 3.36 9.00E+03 

FF15 -1.00 0 90 3.00 1.22E+04 
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Tabela 6.8 - Quantidades calculadas pelo parâmetro de Findley - testes de fadiga 

por fretting (com carga remota de fadiga) - abordagem local. 

Teste 

Ponto 

crítico 

 (x/a) 

θ  

(°)  
φ 

 (°) 
Dano Nf 

FF01 -1.00 40 90 1.32 3.41E+04 

FF02 -1.00 40 90 1.30 4.27E+04 

FF05 -1.00 140 90 1.47 9.34E+03 

FF06 -1.00 140 90 1.42 1.50E+04 

FF07 -1.00 40 90 1.33 3.09E+04 

FF08 -1.00 40 90 1.49 8.00E+03 

FF09 -1.00 40 90 1.42 1.52E+04 

FF10 -1.00 40 90 1.85 6.02E+02 

FF11 -1.00 40 90 1.68 1.90E+03 

FF12 -1.00 40 90 1.63 2.70E+03 

FF13 -1.00 40 90 1.83 6.82E+02 

FF14 -1.00 40 90 1.78 9.85E+02 

FF15 -1.00 40 90 1.57 4.51E+03 

 

Tabela 6.9 - Quantidades calculadas pelo modelo de Crossland - testes de fadiga 

por fretting (com carga remota de fadiga) - abordagem local. 

Testes 

Ponto 

crítico 

 (x/a) 

θ  

(°) 
φ 

 (°) 
Dano Nf 

FF01 -1.00 - - 1.23 8.48E+04 

FF02 -1.00 - - 1.20 1.09E+05 

FF05 -1.00 - - 1.36 2.57E+04 

FF06 -1.00 - - 1.31 4.02E+04 

FF07 -1.00 - - 1.23 7.89E+04 

FF08 -1.00 - - 1.37 2.22E+04 

FF09 -1.00 - - 1.31 3.98E+04 

FF10 -1.00 - - 1.71 1.58E+03 

FF11 -1.00 - - 1.55 4.92E+03 

FF12 -1.00 - - 1.50 7.35E+03 

FF13 -1.00 - - 1.69 1.78E+03 

FF14 -1.00 - - 1.64 2.56E+03 

FF15 -1.00 - - 1.44 1.24E+04 

O risco de nucleação de trinca para os testes de fadiga por fretting pelos 

modelos investigados encontra-se resumido na Tabela 6.10. Novamente, segundo a 

abordagem local, o modelo SWTD é o que apresenta melhor acurácia nas previsões 

(76,9% de acertos). Os demais modelos produzem previsões similares entre si 

(69,2% de acertos). Note que em todos os casos os erros obtidos são do lado 

conservativo.  
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Tabela 6.10 - Previsões do risco de nucleação de trinca - testes de fadiga por 

fretting (com carga remota de fadiga) - abordagem local - 13 testes. 

Teste 
Nucleação de trinca? 

Experimental Crossland Findley SWT SWTD 

FF02 Não Sim Sim Sim Não 

FF06 Não Sim Sim Sim Sim 

FF07 Não Sim Sim Sim Sim 

FF09 Não Sim Sim Sim Sim 

FF01 Sim Sim Sim Sim Sim 

FF05 Sim Sim Sim Sim Sim 

FF08 Sim Sim Sim Sim Sim 

FF10 Sim Sim Sim Sim Sim 

FF11 Sim Sim Sim Sim Sim 

FF12 Sim Sim Sim Sim Sim 

FF13 Sim Sim Sim Sim Sim 

FF14 Sim Sim Sim Sim Sim 

FF15 Sim Sim Sim Sim Sim 

Corretos 69.2% 69.2% 69.2% 76.9% 

Incorretos 30.8% 30.8% 30.8% 23.1% 

As figuras a seguir (Figura 6.7, Figura 6.8, Figura 6.9 e Figura 6.10) 

apresentam as superfícies de resposta do dano pelo modelo de SWTD, SWT, Findley 

e Crossland respectivamente para o teste de fadiga por fretting FF01 (onde 

experimentalmente se observou trincas). 

 

Figura 6.7 - Superfície de resposta das previsões do risco de nucleação de trinca 

calculada através do parâmetro de SWTD - FF01 (LP). 
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Figura 6.8 - Superfície de resposta das previsões do risco de nucleação de trinca 

calculada através do parâmetro de SWT - FF01 (LP). 

 
Figura 6.9 - Superfície de resposta das previsões do risco de nucleação de trinca 

calculada através do parâmetro de Findley - FF01 (LP). 
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Figura 6.10 - Superfície de resposta das previsões do risco de nucleação de trinca 

calculada através do parâmetro de Crossland - FF01 (LP). 

 
Figura 6.11 - Estimativa de vida para nucleação de trinca (abordagem local). 

Note na Figura 6.11 que a vida estimada para nucleação de trinca pelo 

modelo SWTD local é sempre menos conservativa quando comparada a vida 

estimada pelos demais modelos multiaxiais de fadiga investigados. Comparando-

se os métodos SWT e SWTD, a vida para nucleação de trinca estimada por SWTD é 

no mínimo 5 vezes maior, podendo chegar a um fator de 14 para o teste FF02. 
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Considerando os modelos baseados nas tensões solicitantes, o modelo de Findley 

gerou as menores estimativas de vida para nucleação de trinca, e que são muito 

similares àquelas estimadas pelo modelo de Crossland. Sendo um modelo baseado 

no invariante de tensões, a vantagem do modelo de Crossland frente ao modelo de 

Findley é que ele não requer a busca do plano crítico. No entanto, por Crossland 

perde-se o senso físico do processo de nucleação de trinca, que se dá num plano 

preferencial (plano crítico). 

 

6.2. 
Previsão do risco ne nucleação de trinca - abordagem não-local 

Fisicamente, a abordagem não-local indica que o dano à fadiga poderia ser 

melhor estimado através de uma média do parâmetro multiaxial sobre uma 

dimensão característica que pode ser uma propriedade material (e.g., da ordem do 

tamanho do grão) ou um valor em função da geometria, que permite levar em conta 

o gradiente de tensões. 

O objetivo neste trabalho com esta abordagem é a busca por uma dimensão 

característica LDC, definida em função da combinação de um método de integração 

(ponto, linha e área) e um modelo multiaxial de dano por fadiga (SWTD, SWT, 

Findley e Crossland), que melhor ajuste as previsões de nucleação de trinca para os 

dois conjuntos de experimentos estudados. A seguir, serão apresentados os 

resultados obtidos para os testes de fadiga por fretting (com e sem carga remota de 

fadiga) segundo a abordagem não-local. 

6.2.1. 
Testes de fadiga por fretting (sem carga remota de fadiga) 

A Tabela 6.11 apresenta a dimensão característica LDC que melhor ajusta 

os dados experimentais e o percentual de acertos associado a cada combinação de 

método de integração (ponto, linha e área) com modelo multiaxial de fadiga (SWTD, 

SWT, Findley e Crossland). 

Note que o percentual máximo de acertos na previsão de nucleação de 

trinca (87,5%) é igual ao obtido pelo modelo de SWTD local (87,5%), conforme 

apresentado anteriormente na Tabela 6.5. Outra observação importante da Tabela 

6.11 é que, segundo a abordagem não-local, os modelos investigados podem 

apresentar a mesma acurácia nas previsões se a escolha da dimensão característica 

LDC for adequada. 
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Tabela 6.11 - Dimensão característica que otimiza a previsão de nucleação de 

trinca - testes de fadiga por fretting (sem carga remota de fadiga) - abordagem 

não-local - 8 testes. 

Modelo 

Ponto Linha Área 

LDC-MP 

(μm) 

Acertos  

(%) 

LDC-ML 

(μm) 

Acertos  

(%) 

LDC-MA 

(μm) 

Acertos 

(%) 

SWTD 10 87.5% 10 87.5% 10 87.5% 

SWT 30 87.5% 50 87.5% 40 87.5% 

Findley 20 87.5% 40 87.5% 30 87.5% 

Crossland 20 87.5% 30 87.5% 20 87.5% 

Note que pelo método do ponto, a distância que otimiza as previsões pelos 

diferentes modelos vale LDC-MP = 20±8.2 μm, que é da mesma ordem de grandeza 

do tamanho médio do grão do aço AISI 1034 (20-30 μm), conforme apresentado na 

seção 4.1. 

Apesar da dimensão característica variar de acordo com o modelo 

multiaxial e/ou com o método de integração, ela nunca foi maior que a metade do 

valor sugerido pela TDC de Taylor em termos do método do ponto LTDC-MP=110μm.  

De maneira alternativa, ao invés de ajustar a dimensão característica em 

função dos resultados experimentais como apresentado anteriormente, foi 

verificado a acurácia nas previsões do risco de nucleação de trinca assumindo-se a 

dimensão característica como uma propriedade do material, tal como proposto por 

Taylor em termos do método do ponto. Assim, as previsões foram verificadas para 

a dimensão característica LDC=LTDC-M=110 μm. As previsões obtidas do risco de 

nucleação de trinca são não-conservativas, conforme apresentado na Tabela 6.12. 

Note que nenhuma trinca é prevista independentemente do modelo multiaxial de 

dano por fadiga considerado. Em particular para este conjunto de resultados 

experimentais, a distância crítica de Taylor mostrou-se não adequada para fazer 

previsões do risco de nucleação de trinca de fadiga por fretting. Assim, recomenda-

se cautela na utilização da abordagem não-local cuja dimensão característica deve 

ser devidamente calibrada em resultados experimentais pois foi evidenciado que 

previsões não conservativas podem ser feitas ao assumir uma dimensão 

característica assumida como propriedade do material tal qual a sugerida por Taylor 

definida em termos do método do ponto [22]. 
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Tabela 6.12 - Previsões do risco de nucleação de trinca - testes de fadiga por 

fretting (sem carga remota de fadiga) - LDC=LTDC-MP=110 μm - abordagem não-

local - 8 testes. 

Teste 
Nucleação de trinca? 

Experimental Crossland Findley SWT SWTD 

F01 Não Não Não Não Não 

F02 Não Não Não Não Não 

F10 Não Não Não Não Não 

F03 Sim Não Não Não Não 

F04 Sim Não Não Não Não 

F11 Sim Não Não Não Não 

F13 Sim Não Não Não Não 

F16 Sim Não Não Não Não 

Corretos 37.5% 37.5% 37.5% 37.5% 

Incorretos 62.5% 62.5% 62.5% 62.5% 

 

6.2.2. 
Testes de fadiga por fretting (com carga remota de fadiga) 

A dimensão característica LDC, definida em função da combinação os 

métodos de integração (ponto, linha e área) com modelos multiaxiais de dano por 

fadiga (SWTD, SWT, Findley e Crossland), que melhor ajusta os dados 

experimentais e o percentual de acertos das previsões associado a cada uma dessas 

combinações é apresentada na Tabela 6.13. 

Tabela 6.13 - Distância característica que otimiza a previsão de 

nucleação de trincas - testes de fadiga por fretting (com carga remota de fadiga) - 

abordagem não-local - 13 testes. 

Modelo 

Ponto Linha Área 

LDC-MP 

(μm) 

Acertos  

(%) 

LDC-ML 

(μm) 

Acertos  

(%) 

LDC-MA 

(μm) 

Acertos 

(%) 

SWTD 20 92.3% 40 92.3% 20 100% 

SWT 40 84.6% 110 92.3% 90 92.3% 

Findley 40 92.3% 100 92.3% 100 92.3% 

Crossland 40 92.3% 80 92.3% 80 92.3% 

Note que a dimensão característica LDC que otimiza as previsões do risco 

de nucleação de trincas varia de acordo com o modelo multiaxial e também com o 

método de integração. De maneira geral, o percentual de acertos nas previsões 

através da abordagem não-local pode ser maior que o percentual de acertos obtido 

através da abordagem local, independentemente do modelo multiaxial desde que 

LDC seja escolhida de forma adequada. Com exceção do modelo SWT pelo método 
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do ponto, em que o ajuste de LDC leva a previsões com 84.6% de acertos, o ajuste 

de LDC através da demais combinações de modelos multiaxiais e métodos de 

integração leva a previsões com erros inferiores a 10%. Em particular, observe que 

o modelo SWTD combinado ao método de integração da área com LDC- MA = 20 μm 

foi capaz de fazer previsões com 100 % de acertos (13 testes). Esta dimensão é da 

mesma ordem de grandeza do diâmetro médio do tamanho do grão do material em 

estudo, conforme apresentado na seção 4.1. 

Para este segundo conjunto de dados experimentais, também foram 

verificadas as previsões do risco de nucleação de trincas produzidas ao se considerar 

a dimensão característica igual ao comprimento crítico proposto por Taylor 

definido em termos do MP, ou seja, LDC=LTDC-MP=110 μm.  

Tabela 6.14 - Previsões do risco de nucleação de trinca - testes de fadiga por 

fretting (com carga remota de fadiga) - abordagem não-local - método do ponto - 

LDC = LTDC-PM = 110 μm - 13 testes. 

Teste 
Nucleação de trinca? 

Teste Crossland Findley SWT SWTD 

FF02 Não Não Não Não Não 

FF06 Não Não Não Não Não 

FF07 Não Não Não Não Não 

FF09 Não Não Não Não Não 

FF01 Sim Não Não Não Não 

FF05 Sim Não Não Não Não 

FF08 Sim Não Não Não Não 

FF10 Sim Não Não Não Não 

FF11 Sim Não Não Não Não 

FF12 Sim Não Não Não Não 

FF13 Sim Não Sim Não Não 

FF14 Sim Não Não Não Não 

FF15 Sim Não Não Não Não 
 Corretos 30.8% 38.5% 30.8% 30.8% 
 Incorretos 69.2% 61.5% 69.2% 69.2% 

Note na Tabela 6.14 que as previsões produzidas foram não conservativas. 

Nenhuma trinca é prevista independentemente do modelo multiaxial de dano por 

fadiga considerado, com exceção do teste FF13 pelo modelo de Findley. Em 

particular para este conjunto de resultados experimentais, a distância crítica de 

Taylor em termos do método do ponto mostrou-se não adequada para fazer 

previsões do risco de nucleação de trinca de fadiga por fretting. Assim, recomenda-

se cautela na utilização da abordagem não-local cuja dimensão característica deve 
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ser devidamente calibrada em resultados experimentais pois foi evidenciado que 

previsões não conservativas podem ser feitas ao se considerar uma dimensão 

característica assumida como propriedade do material tal qual a sugerida por Taylor 

definida em termos do método do ponto. 

 

6.3. 
Efeito da dimensão característica na previsão de nucleação de trinca 

Nas seções anteriores foi evidenciado que os modelos multiaxiais podem 

atingir acurácias similares nas previsões do risco de nucleação de trinca em função 

da escolha da dimensão característica (Tabela 6.11 e Tabela 6.13). Aqui será 

discutido o impacto da escolha da dimensão característica LDC nas previsões do 

risco de nucleação de trinca. 

A Tabela 6.15 apresenta as previsões do risco de nucleação de trinca 

considerando o método da área com LDC-MA = 10 μm para os testes de fadiga por 

fretting (sem carregamento remoto de fadiga). A Tabela 6.16 apresenta as previsões 

considerando o método da área com LDC- MA = 20 μm para os testes de fadiga por 

fretting (com carregamento remoto de fadiga). Estas dimensões foram as que 

melhor ajustaram as previsões segundo a abordagem não-local pelo modelo SWTD, 

modelo de principal interesse neste trabalho. 

Tabela 6.15 - Previsões do risco de nucleação de trinca - testes de fadiga por 

fretting (sem carga remota de fadiga) - abordagem não-local - LDC-MA = 10 μm. 

Teste 
Nucleação de trinca? 

Teste Crossland Findley SWT SWTD 

F01 Não Sim Sim Sim Não 

F02 Não Sim Sim Sim Não 

F10 Não Sim Sim Sim Sim 

F03 Não Sim Sim Sim Sim 

F04 Sim Sim Sim Sim Sim 

F11 Sim Sim Sim Sim Sim 

F13 Sim Sim Sim Sim Sim 

F16 Sim Sim Sim Sim Sim 

Corretos 62.5% 62.5% 62.5% 87.5% 

Incorretos 37.5% 37.5% 37.5% 12.5% 

De fato, a otimização das previsões da condição de nucleação da trinca 

para o material em estudo, segundo a abordagem não-local, é mais influenciada pela 

dimensão característica tomada que pelo próprio modelo escolhido. Para os testes 

de fadiga por fretting (sem carga remota de fadiga), o percentual de acertos médio 
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considerando os quatro modelos calculados pelo método da área com LDC- MA = 10 

μm é de 68,8 ± 12,5 %. Por outro lado, ao se escolher a distância característica 

adequada para cada modelo separadamente (Tabela 6.11), o percentual médio de 

acerto considerando os quatro modelos calculados pelo método da área é de 

87,5 ± 0%. 

Para os testes de fadiga por fretting com carga remota de fadiga, o 

percentual de acertos médio considerando os quatro modelos calculados pelo 

método da área com LDC-MA = 20 μm é de (75 ± 17) %. Por outro lado, ao se escolher 

a distância característica adequada para cada modelo separadamente (Tabela 6.13), 

o percentual de acerto médio considerando-se os quatro modelos calculados pelo 

método da área é de (94 ± 4) %. 

As observações anteriores indicam que cada modelo deve ser calibrado de 

forma independente para que as previsões possam ser otimizadas. Esta conclusão 

está coerente com a obtida por Navarro et al [27] no estudo de ligas aeroespaciais 

de alumínio e de titânio, que agora pode ser estendida ao aço AISI 1034. 

Tabela 6.16 - Previsões do risco de nucleação de trinca - testes de fadiga por fretting 

(com carga remota de fadiga) - abordagem não local - LDC-MA = 20 μm. 

Teste 
Nucleação de trinca? 

Teste Crossland Findley SWT SWTD 

FF02 Não Sim Sim Sim Não 

FF06 Não Sim Sim Sim Não 

FF07 Não Sim Sim Sim Não 

FF09 Não Sim Sim Sim Não 

FF01 Sim Sim Sim Não Sim 

FF05 Sim Sim Sim Sim Sim 

FF08 Sim Sim Sim Sim Sim 

FF10 Sim Sim Sim Sim Sim 

FF11 Sim Sim Sim Sim Sim 

FF12 Sim Sim Sim Sim Sim 

FF13 Sim Sim Sim Sim Sim 

FF14 Sim Sim Sim Sim Sim 

FF15 Sim Sim Sim Sim Sim 

Corretos 69.2% 69.2% 61.5% 100.0% 

Incorretos 30.8% 30.8% 38.5% 0.0% 
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7 
Conclusões 

Neste trabalho foram avaliados quatro modelos multiaxiais de dano por 

fadiga para previsão do risco de nucleação de trincas por fadiga por fretting segundo 

as abordagens local e não-local do problema. Para tanto, um modelo 2D 

elastoplástico representativo da configuração cilindro/plano foi implementado em 

elementos finitos sob hipótese de estado plano de deformações. Deste modelo 2D, 

foram extraídos os campos de tensão e deformação que serviram como dados de 

entrada para as rotinas de cálculo dos modelos multiaxiais de fadiga, sendo estas 

implementadas com auxílio do programa Matlab ®, o que possibilita fazer as 

previsões do risco de nucleação de trinca. As previsões obtidas através dos modelos 

de plano crítico SWTD e Findley foram confrontadas com os resultados 

experimentais e com as previsões de dois outros modelos usados com frequência na 

literatura para o mesmo propósito: modelo de plano crítico de SWT e modelo de 

Crossland, baseado nos invariantes de tensão. As principais conclusões obtidas 

neste estudo são apresentadas a seguir. 

As melhores previsões do risco de nucleação de trinca foram obtidas 

através do parâmetro SWTD, que considera somente as componentes desviadoras 

das tensões e deformações. De maneira geral, as previsões obtidas por SWTD foram 

menos conservativas que àquelas geradas pelos demais modelos estudados. 

A explicação para as melhores previsões terem sido obtidas através do 

modelo SWTD seria devido ao fato que as componentes hidrostáticas são 

desprezadas em sua formulação. Isto reflete bem o que acontece fisicamente no 

processo de nucleação de uma microtrinca, que é pouco sensível às tensões médias 

e hidrostáticas e depende somente do movimento de discordâncias (causado pelas 

componentes desviadoras). 

Segundo a abordagem local, o modelo SWTD fez previsões do risco de 

nucleação de trinca com erros conservativos inferiores a 15%. As divergências nas 

previsões do risco de nucleação de trinca com relação aos resultados experimentais 

foram observadas principalmente para os testes feitos a elevada pressão de contato 

(HP = 700 Mpa), onde as tensões são elastoplásticas. No entanto, para os testes 

feitos a baixa pressão de contato (LP = 450 MPa), tensões elásticas, as previsões 

foram melhores. 
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O modelo de Findley gerou previsões conservativas, comparadas com 

aquelas obtidas através do modelo SWTD. Por outro lado, o modelo de Findley foi 

o que melhor indicou a direção de propagação da trinca, assumindo que a mesma 

se propaga no plano crítico. 

O modelo de Crossland fez previsões similares àquelas dos modelos de 

plano crítico, mesmo não sendo um modelo recomendado para materiais que falham 

em direções preferenciais, caso da maioria das ligas metálicas. Mas isto só foi 

possível devido ao caráter proporcional das tensões locais. Caso contrário, o modelo 

de Crossland poderia gerar previsões não adequadas. A vantagem deste modelo em 

relação aos demais é o baixo custo computacional requerido, uma vez que não é 

necessário a busca do plano crítico. 

Na abordagem não-local, foi observado que a dimensão característica 𝐿𝐷𝐶 

varia em função do carregamento aplicado, do modelo multiaxial de fadiga e do 

método de integração considerado. Assim, 𝐿𝐷𝐶 deve ser calibrada para cada modelo 

de fadiga multiaxial separadamente. Considerando 𝐿𝐷𝐶 calibrada para cada modelo 

multiaxial de fadiga, notou-se que os 4 modelos podem fazer previsões com o 

mesmo nível de acurácia (erros conservativos inferiores a 15%). Entretanto, 

previsões com acurácia similar foram obtidas através do modelo SWTD local, que 

requer um parâmetro a menos a ser calibrado (dimensão característica). 

Especificamente para os testes de fadiga por fretting com carregamento 

remoto de fadiga, constituído de 13 testes feitos a baixa pressão de contato, o 

modelo SWTD não-local associado ao método da área com 𝐿𝐷𝐶 = 20 𝜇𝑚 foi capaz 

de prever corretamente o risco de nucleação para todos os 13 testes. 

Previsões não conservativas foram obtidas para os dois conjuntos de testes 

deste trabalho através da abordagem não-local ao se considerar uma dimensão 

característica igual a distância crítica proposta por Taylor, definida em termos do 

método do ponto: LDC = LTDC-PM = 110 μm. A vantagem da distância crítica de 

Taylor é que ela seria uma constante determinada a partir de duas propriedades 

materiais, não sendo necessário o uso de resultados de testes de fadiga por fretting 

para calibrar a dimensão característica. Entretanto, visto as previsões não 

conservativas produzidas a partir da distância crítica de Taylor, recomenda-se 

cautela no uso da abordagem não-local sem a devida calibração da dimensão 

característica em resultados de testes de fadiga por fretting. 
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As conclusões aqui mencionadas tratam-se de avaliações de ordem de 

grandeza do risco de nucleação de trinca por fadiga por fretting, pois algumas das 

propriedades dos materiais foram estimadas. Como a dispersão nestas propriedades 

é grande, as mesmas precisariam ser medidas para a validação das conclusões aqui 

apresentadas. 
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Trabalhos futuros 

Como sugestão de trabalhos futuros para continuação desta dissertação, 

pode-se apontar: 

Medir as constantes de Coffin-Manson, que neste trabalho foram 

estimadas através da estimativa das medianas. Como elas podem ser muito 

dispersas de um aço para o outro, elas deveriam ser medidas para validar as 

conclusões apresentadas neste texto. 

Medir e implementar a curva cíclica do material para avaliar o efeito do 

transiente de encruamento cíclico nas previsões obtidas. 

Aplicar o modelo multiaxial de fadiga SWTD para a previsão do risco de 

nucleação de trincas sob solicitações de fadiga por fretting em outros materiais tais 

como as ligas aeroespaciais Al4%Cu ou Ti-6Al-4V para as quais resultados 

experimentais encontram-se disponíveis na literatura. 

Investigar as previsões do modelo SWTD sob diferentes gradientes de 

tensão (diferentes geometrias de contato e tipos de carregamento). 

Desenvolver uma campanha de testes específica baseada num 

planejamento experimental (DOE) para verificação dos resultados obtidos aqui de 

forma numérica, com uma gama de carregamentos mais bem definida que as dos 

experimentos usados como referência para este trabalho (e.g., testes adicionais 

feitos a elevada pressão de contato onde não se observa trinca). 

Implementar o modelo de plano crítico de Gupta-Fesich modificado [76], 

o qual permite levar em consideração o gradiente de deformação a partir da 

superfície de contato, como forma alternativa ao modelo SWTD não-local. 

Investigar os modelos de parada de trinca aplicados ao problema de fadiga 

por fretting. É importante mencionar que em contatos mecânicos onde ocorre 

solicitações de fadiga por fretting, na maior parte dos casos, uma trinca vai nuclear 

devido ao elevado gradiente de tensão na região de influência do contato. Em 

seguida, a trinca pode cessar ou propagar até a falha. Assim, sugere-se investigar, 

como próximo passo os modelos de parada de trinca aplicados ao problema de 

fadiga por fretting e de propagação.  
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Apêndices 

10.1. 
Apêndice A - Fadiga multiaxial 

10.1.1. 
Terminologia 

 

I1 Primeiro invariante do tensor de tensões 

𝐼2 Segundo invariante do tensor de tensões 

𝐽2(𝑡) Segundo invariante do tensor de tensões desviadoras 

N Tensor de primeira ordem normal ao plano 

𝑁𝑎(𝑛) Amplitude da tensão normal ao plano 

𝑁𝑚(𝑛) Tensão normal ao plano média 

𝑁𝑚𝑎𝑥(𝑛) Máximo da tensão normal ao plano 

RT Razão de carga 

Sij Tensor de tensões desviadoras 

𝑡 Tempo 

𝑇 Período 

𝜎𝑖𝑗(𝑡) Tensor de tensões 

𝜎 Tensão octaédrica efetiva 

σn Tensor de tensões de primeira ordem 

𝜎𝐴 Tensor de tensões definido no ponto A 

∆𝜎 Tensor variação de tensões 

𝜎𝑚 Tensor médio de tensões 

σh(t) Tensor hidrostático (pressão) 

𝜎ℎ,𝑎 Amplitude da tensão hidrostática 

𝜎ℎ,𝑚 Tensão hidrostática média 

𝜏 Tensão tangencial ao plano P – tensão cisalhante 

τa(n) Amplitude da tensão cisalhante 

𝜏𝑜𝑐𝑡 Tensão cisalhante octaédrica 

Φ Curva fechada descrita pelo carregamento periódico 

Φ′ Curva fechada no subespaço desviador 

Ψ Curva fechada descrita pela ponta da tensão cisalhante 

Γ𝑎 
Amplitude da raiz quadrada do segundo invariante do tensor 

desviador 

𝜔 Frequência angular 

1 Tensor unitário de segunda ordem 
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10.1.2. 
Histórias de carregamento 

As histórias de carregamento podem ser classificadas em proporcionais e 

não proporcionais (NP). Esse é um dos aspectos de maior influência em fadiga 

multiaxial, o que implica em redobrar os cuidados quando se extrapola das teorias 

de fadiga uniaxial para multiaxial. A história de cargas é dita proporcional quando 

gera tensões cujos eixos principais mantêm uma orientação fixa ao longo dos ciclos 

aplicados a peça e é chamada de não-proporcional (NP) se os eixos principais das 

tensões por ela induzidas girarem ao longo do tempo. A Figura 10.1 e a Figura 10.2 

ilustram carregamentos proporcionais e NP respectivamente [41]. 

 
Figura 10.1 - Carregamentos proporcionais. 

 
Figura 10.2 - Carregamentos não-proporcionais. 

O efeito de carregamentos cíclicos não-proporcionais não deve ser 

ignorado. Eles podem induzir um encruamento cíclico adicional que leva a uma 

redução da vida à fadiga de um componente. Mais detalhes sobre este efeito de 

encruamento cíclico não-proporcional podem ser vistos em [53]. 

10.1.3. 
Carregamentos periódicos 

Para um dado instante (t), o estado de tensões pode ser representado por 

um ponto no espaço de tensões. Para um carregamento periódico, este ponto 

representativo descreve uma curva fechada (Φ). 
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Figura 10.3 - Carregamento periódico genérico. 

O período T do carregamento é o tempo necessário para que a curva seja 

percorrida uma vez: 

𝜎𝑖𝑗(𝑡 + 𝑇) = 𝜎𝑖𝑗(𝑡), ∀𝑡 (66) 

O conjunto dos valores tomados pelos componentes ao longo do período é 

chamado ciclo de tensões. O carregamento pode ser dissociado em uma 

componente dependente do tempo e uma componente média. 

𝜎𝑖𝑗(𝑡) = 𝜎𝑖𝑗,𝑎  𝑓𝑖𝑗(𝑡) + 𝜎𝑖𝑗,𝑚 (67) 

onde a amplitude da tensão é dada por: 

𝜎𝑖𝑗(𝑡) =
1

2
(max
𝑡∈𝑇

𝜎𝑖𝑗(𝑡) − min
𝑡∈𝑇

𝜎𝑖𝑗(𝑡)) (68) 

Para o seu valor médio, segue: 

𝜎𝑖𝑗(𝑡) =
1

2
(max
𝑡∈𝑇

𝜎𝑖𝑗(𝑡) + min
𝑡∈𝑇

𝜎𝑖𝑗(𝑡)) (69) 

Assim, 

𝑓𝑖𝑗(𝑡) =
𝜎𝑖𝑗 (𝑡) − 𝜎𝑖𝑗,𝑚

𝜎𝑖𝑗,𝑎
 (70) 

Na prática, a solicitação é de formato senoidal: 

𝑓𝑖𝑗(𝑡) = sin(𝜔𝑡 − 𝜑𝑖𝑗) (71) 

onde, 

𝑇 = 2𝜋 𝜔⁄  (72) 

 

10.1.4. 
Carregamentos afim 

Um subconjunto dos carregamentos periódicos é constituído pelos 

carregamentos afim. Estes são caracterizados por um trajeto retilíneo no espaço de 

tensões (Figura 10.4). 
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Figura 10.4 - Carregamento afim. 

onde, 

𝜎𝑖𝑗(𝑡) = ±𝑓𝑖𝑗(𝑡)𝜎𝑖𝑗,𝑎 + 𝜎𝑖𝑗,𝑚 (73) 

𝜎𝑖𝑗,𝑎 =
1

2
∙ |𝜎𝑖𝑗

𝐴 − 𝜎𝑖𝑗
𝐵| 

(74) 

𝜎𝑖𝑗,𝑚 =
1

2
∙ |𝜎𝑖𝑗

𝐴 + 𝜎𝑖𝑗
𝐵| 

(75) 

Para um trajeto de carregamentos afim, o tensor variação de tensões é 

definido como sendo: 

∆𝜎 = ∆𝜎𝐴 − ∆𝜎𝐵 (76) 

Enquanto o tensor médio de tensões é dado por: 

𝜎𝑚 =
1

2
(𝜎𝐴 + 𝜎𝐵) (77) 

Em geral, ao longo de um carregamento periódico afim as direções 

principais do tensor de tensões σij variam. 

Entre os carregamentos afim, podem ser distinguidos os carregamentos 

proporcionais. Os carregamentos proporcionais são carregamentos afim que passam 

pela origem das tensões (Figura 10.5). 

Como mencionado anteriormente, nos carregamentos proporcionais as 

direções principais do tensor de tensões σij(t) são fixas. Elas coincidem com as 

direções principais do tensor de variação de tensão, ∆σ, e do tensor de tensões 

médias σm.  
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Figura 10.5 - Carregamento proporcional. 

Em fadiga multiaxial, duas grandezas são frequentemente utilizadas: a 

tensão normal ao plano material e a tensão tangencial associada. 

 
Figura 10.6 - Representação da tensão normal e da tensão tangencial ao plano 

material. 

O tensor de primeira ordem (σn) relativo ao plano (P) é igual ao produto 

escalar do tensor de tensões no ponto solicitado do corpo pelo vetor normal unitário 

(n). 

𝜎𝑛 = 𝜎 ∙ 𝑛 (78) 

A tensão normal N ao plano P é a projeção de σn sobre n. 

𝑁 = (𝑛 ∙ 𝜎𝑛)𝑛 (79) 

Seu módulo é dado por: 

‖𝑁‖ = |𝑛 ∙ 𝑁 ∙ 𝑛| (80) 

A tensão tangencial ao plano P, τ (tensão cisalhante), é a projeção 

ortogonal do tensor unitário de tensões σn sobre o plano P. 
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𝜏 = 𝜎 ∙ 𝑛 − (𝑛 ∙ 𝑁 ∙ 𝑛) 𝑛 (81) 

Seu módulo é dado por: 

‖𝜏‖ = [‖𝜎 ∙ 𝑛‖
2
− (𝑛 ∙ 𝑁 ∙ 𝑛)

2
]

1
2⁄

 (82) 

Ao longo de um carregamento periódico, a ponta do vetor de cisalhamento 

τ descreve uma curva fechada (𝛹) no plano (𝑃) (Figura 10.7). 

 
Figura 10.7 - Curva fechada descrita pela ponta do vetor cisalhante. 

A amplitude da tensão cisalhante no plano, τa (n), é a metade do diâmetro 

da curva (Ψ). 

𝜏𝑎(𝑛) =
1

2
max
𝑡0∈𝑇

(max
𝑡∈𝑇

‖𝜏(𝑡) − 𝜏(𝑡0)‖) (83) 

Seja, 

𝜏𝑎(𝑛) =
1

2
max
𝑡0∈𝑇

(max
𝑡∈𝑇

{‖[𝜎(𝑡) − 𝜎(𝑡0)] ∙ 𝑛‖
2
− [𝑛 ∙ [𝜎(𝑡) − 𝜎(𝑡0)] ∙ 𝑛]

2
}

1
2⁄

) (84) 

A amplitude do vetor tensão cisalhante depende da orientação do plano em 

que atua, ou seja, depende do vetor unitário 𝑛. Para encontrar a máxima amplitude 

de tensão cisalhante é preciso avaliar todos os planos que passam pelo ponto em 

consideração. Isso pode ser feito através da maximização da função: 

𝑚𝑎𝑥𝜏𝑎 = 𝑚𝑎𝑥𝜃,𝜑[𝜏𝑎(𝜃, 𝜑)] (85) 

onde o par (𝜃, 𝜑) define o plano crítico. A amplitude da tensão normal ao plano P é 

dada por: 

𝑁𝑎(𝑛) =
1

2
[max
𝑡∈

(𝑛 ∙ 𝜎(𝑡) ∙ 𝑛) − min
𝑡∈𝑇

(𝑛 ∙ 𝜎(𝑡) ∙ 𝑛)] (86) 

O valor médio da tensão normal é dado por: 

𝑁𝑚(𝑛) =
1

2
[max
𝑡∈𝑇

(𝑛 ∙ 𝜎(𝑡) ∙ 𝑛) +min
𝑡∈𝑇

(𝑛 ∙ 𝜎(𝑡) ∙ 𝑛)] (87) 
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Assim, o valor máximo da tensão normal é igual a: 

𝑁𝑚𝑎𝑥(𝑛) = 𝑁𝑚(𝑛) + 𝑁𝑎(𝑛) (88) 

Para um carregamento afim ou no caso de um carregamento proporcional, 

as quantidades anteriores podem ser expressas em função dos tensores de variação 

e de tensão média (∆𝜎 e 𝜎𝑚). 

𝜏𝑎(𝑛) =
1

2
(‖Δ𝜎 ∙ 𝑛‖

2
− (𝑛 ∙ Δ𝜎 ∙ 𝑛)

2
)

1
2⁄

 (89) 

𝑁𝑎(𝑛) =
1

2
|𝑛 ∙ Δ𝜎 ∙ 𝑛| (90) 

𝑁𝑚(𝑛) = 𝑛 ∙ Δ𝜎 ∙ 𝑛 (91) 

 

10.1.5. 
Variáveis estabelecidas sobre um tensor de tensões 

 

10.1.5.1. 
Tensor de tensões desviadoras 

Em componentes submetidos à deformação plástica é conveniente separar 

as tensões hidrostáticas (que não influenciam no escoamento plástico) das tensões 

desviadoras (que influenciam no escoamento plástico). O tensor de tensões 

desviadoras, Sij, é obtido subtraindo-se os componentes da tensão hidrostática do 

tensor de tensões como segue: 

𝑆(𝑡) = 𝜎(𝑡) − 𝜎ℎ(𝑡) ∙ 1 (92) 

onde 1 é o tensor unitário de segunda ordem e σh(t) é a tensão hidrostática. 

𝑆(t) = [

Sx τyx τzx
τxy Sy τzy
τxz τyz Sz

] = [

σx τyx τzx
τxy σy τzy
τxz τyz σz

] −
1

3
[

I1 0 0
0 I1 0
0 0 I1

] (93) 

Logo, o segundo invariante de tensões do tensor de tensões desviadoras é 

dado por: 

𝐽2(𝑡) = 𝑆(𝑡): 𝑆(𝑡) (94) 

Pode ser demostrado que o segundo invariante do tensor de tensões 

desviadoras (J2) pode ser relacionado com os invariantes do tensor de tensões como 

segue: 

𝐽2(𝑡) =
(𝐼1
2 + 𝐼2

2)

3
 (95) 
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Certas vezes é conveniente relacionar (J2) com a tensão cisalhante 

octaédrica. Esta relação é dada pela equação (96). 

𝐽2(𝑡) =
3

 2
𝜏𝑜𝑐𝑡
2  (96) 

Para um carregamento periódico, a ponta representativa do tensor 

desviador, S(t), descreve uma curva fechada (Φ′) no subespaço desviador 

(subespaço vetorial dos tensores de tensão σ(t)). 

A curva fechada Φ′ é descrita pela projeção ortogonal da curva Φ 

percorrida pelo ponto representativo de σ(t). 

 
Figura 10.8 - Espaço desviador. 

O diâmetro de Φ′  é dado pela relação: 

𝐷 = max
𝑡0∈𝑇

{max
𝑡∈𝑇

[(𝑆(𝑡) − 𝑆(𝑡0)) : (𝑆(𝑡) − 𝑆(𝑡0))]

1
2⁄

} (97) 

A amplitude da raiz quadrada do segundo invariante do tensor de tensões 

desviadoras (√𝐽2), representado por Γa, é definida como sendo a metade do 

diâmetro da curva Φ′ em um fator de 1 √2⁄ . 

Γ𝑎 =
1

2

𝐷

√2
 (98) 

10.1.5.2. 
Tensão hidrostática 

A tensão hidrostática (ou pressão) está relacionada ao primeiro invariante 

do tensor de tensões (𝐼1). Ela é definida como a média das tensões normais no ponto 

(um terço do traço do tensor de tensões), dada por: 
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𝜎ℎ =
𝐼1
3
=
𝜎𝑥 + 𝜎𝑦 + 𝜎𝑧

3
 (99) 

Pode ser mostrado que a tensão hidrostática é igual à tensão normal ao 

plano octaédrico. Em estimativas de vida à fadiga, a tensão hidrostática é usada 

como uma medida de tensão média para calcular o dano à fadiga. 

 

10.1.6. 
Caso de um carregamento afim ou proporcional 

A variação do tensor desviador de tensões pode ser expressa por: 

Δ𝑆 = Δ𝜎 −
1

3
𝜎ℎ ∙ 1 (100) 

A amplitude Γ𝑎 é dada por: 

Γ𝑎 =
1

2
√
1

2
Δ𝑆:Δ𝑆 (101) 

Considerando os valores principais de ΔS, (ΔS1 > ΔS2 > ΔS3). 

Γ𝑎 =
1

2
{
1

6
((Δ𝑆1 − Δ𝑆2)

2 + (Δ𝑆2 − Δ𝑆3)
2 + (Δ𝑆3 − Δ𝑆1)

2)} (102) 

Γ𝑎 =
1

2
{
1

6
((Δ𝑆1 − Δ𝑆2)

2 + (Δ𝑆2 − Δ𝑆3)
2 + (Δ𝑆3 − Δ𝑆1)

2)} (103) 

A amplitude da pressão hidrostática é expressa em função de: 

𝜎ℎ,𝑎 =
1

6
|trΔσ| =

1

6
|Δσ1 + Δ𝜎2 + Δσ3| (104) 

𝜎ℎ,𝑎 =
1

6
|trΔσ| =

1

6
|Δσ1 + Δ𝜎2 + Δσ3| (105) 

Enquanto que o seu valor médio é escrito na seguinte forma: 

𝜎ℎ,𝑚 =
1

6
|𝑡𝑟𝜎𝑚| =

1

6
|σ1,𝑚 + 𝜎2,𝑚 + σ3,𝑚| (106) 

No caso geral de um carregamento afim não proporcional, as tensões 

principais mudam. Assim as amplitudes das tensões principais Δσ1, Δσ2, Δσ3 não 

podem ser deduzidas da diferença de tensões principais estabelecidas nos pontos 

extremos do ciclo de carregamento (σA e σB). Para o carregamento proporcional as 

tensões principais permanecem constantes. Neste caso, o tensor de tensões 

principais coincide com a diferença entre os valores principais dos estados de 

tensões nos extremos (σA e σB). 

Considere o plano ilustrado na Figura 10.9 [41]. No caso particular onde o 

plano intercepta os eixos principais em distâncias iguais (cossenos diretores dados 
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por a11 = a21 = a31 = 1/√3), este plano é chamado octaédrico. O plano 

octaédrico é definido pela normal 𝑛(1 √3,⁄ 1 √3,⁄ 1 √3,⁄ ) na referência principal 

do tensor de tensões, σ(t), no ponto analisado (O), que no caso de carregamentos 

proporcionais é fixo. 

 
Figura 10.9 - Tensões atuantes no plano (a) caso genérico e (b) plano octaédrico. 

As duas tensões cisalhantes atuantes no plano (τx′y′ e τx′z′) podem ser 

combinadas em uma única tensão cisalhante, τoct, a qual é dada pela equação (107). 

A tensão normal ao plano octaédrico é chamada de tensão normal octaédrica (Noct). 

𝜏𝑜𝑐𝑡 =
1

3
√(𝜎𝑥 − 𝜎𝑦)

2 + (𝜎𝑦 − 𝜎𝑧)
2 + (𝜎𝑥 − 𝜎𝑧)

2 + 6(𝜏𝑥𝑦
2 + 𝜏𝑦𝑧

2 + 𝜏𝑥𝑧
2 ) (107) 

No caso de um teste de tração, a tensão octaédrica pode ser relacionada 

diretamente a tensão aplicada através da equação (108): 

𝜏𝑜𝑐𝑡 =
√2

3
𝜎𝑥 = 0,471𝜎𝑥 (108) 

A tensão octaédrica efetiva (σ̅) que relaciona um estado complexo de 

tensão a um estado uniaxial equivalente é dada pela equação (109). 

�̅� =
1

√2
√(𝜎𝑥 − 𝜎𝑦)

2 + (𝜎𝑦 − 𝜎𝑧)
2 + (𝜎𝑥 − 𝜎𝑧)

2 + 6(𝜏𝑥𝑦
2 + 𝜏𝑦𝑧

2 + 𝜏𝑥𝑧
2  (109) 

O trajeto do carregamento no espaço desviador coincide com o segmento 

de reta descrito pela ponta do vetor √3 2⁄ ∙ τoct. 

Seja, 

Γ𝑎 = √
3

2
𝜏𝑜𝑐𝑡,𝑎 (110) 

Além disto, pode ser demostrado que no plano octaédrico a tensão 

hidrostática alternada, σh,a, é igual a tensão normal octaédrica alternada Noct,a e que 

a tensão hidrostática média σh,m é igual a tensão normal octaédrica média Noct,m. 
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10.2. 
Apêndice B - Rotinas de cálculo implementadas em Matlab 

10.2.1. 
Programa principal - Cálculo do risco de nucleação de trinca 

%******************************************************** 

%       Program to calculate the risk of crack nucleation 

%              under fretting fatigue loadings 

%         Critical-plane based model (SWT,SWTD,FINDLEY) 

%                                    & 

%                  Invariant based model (Crossland) 

%                   Cylinder on flat contact 

%                       Steel - AISI1033 

%                   (Last review - Apr-01-2017) 

%******************************************************** 

clc; 

clear all; 

close all; 

global UTS YS E S_L T_L N_L ef cf Poisson Eq_Poisson 

format shortg 

%******************************************************** 

clearvars raw; 

%******************************************************** 

% Enter the number of nodes to be analyzed 

n=144; 

% Enter the length of the semi-width of the contact 

a=0.33989; 

%******************************************************** 

%Material properties 

UTS=600;%Ultimate tensile stress 

YS=350; %Yield strength 

E=200000; %Elastic modulus 

Poisson=0.3; 

Eq_Poisson=0.4;  

%Fatigue properties 

S_L=270; %Fatigue limit (R=-1) 

T_L=170; %Shear fatigue limit (R=-1) 

N_L=1000000; %Fatigue limit cycles 

%Coffin-Manson Coefficients and exposants 

sf=1.5*UTS; %Fatigue strength coefficient 

bf=-0.09; %Fatigue strength expoent 

bg=-log(sf/T_L)/log(2*N_L); %Shear fatigue strength expoent 

ef=0.45; %Fatigue ductility coefficient 

cf=-0.59; %Fatigue ductility coefficient 

%Long crack propagation 

DK0=7; %Long crack threshold 

Kc=117;%Maximum SIF 

%Critical length (point method) 

L_PM=((1/2)*(1/pi)*(DK0/S_L)^2)*1E6; 
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%******************************************************** 

%Findley adjustable parameter 

AF=(1-(S_L/(2*T_L)))/(sqrt(S_L/T_L-1));%Findley SSF 

BF=(S_L/2)/(sqrt(S_L/T_L-1)); 

C_F=2/(1+(AF/sqrt(1+AF^2)));%Correction factor 

sg=sf/C_F;%Torsional fatigue strength coefficient 

%******************************************************** 

%Discretization of the candidate-plane direction(10°) 

teta=0:10:170; 

Teta=(teta*pi/180); 

phi=0:10:90; 

Phi=(phi*pi/180); 

%******************************************************** 

%Import Data 

for ID=1:n 

    %******************************************************** 

    %Import Data 

    [E11,E13,E33,S11,S13,S22,S33]=GetData_VF(ID,n); 

    %******************************************************** 

    %Stresses and strains acting on the critical plane 

    [Sn_max,Sn_min,En_max,En_min,... 

        sn_max,sn_min,en_max,en_min,... 

        Ta_max,Ta_min,Tb_min,Tb_max,... 

        Ea_max,Ea_min,Eb_min,Eb_max]=... 

        stress_strain_field_VF(S11,S22,S33,S13,E11,E33,E13,Teta,Phi); 

    %******************************************************** 

    %Crossland damage parameter 

    [AJ2,Sc,dc]=Crossland_VF(S11,S22,S33,S13,T_L,S_L); 

    AJ2_vec(ID)=AJ2; 

    %Crossland equivalent Stress 

    Sc_vec(ID)=Sc; 

    %Crossland risk of crack nucleation 

    dc_vec(ID)=dc; 

    %Crossland Finite life version 

    NCR=ceil((1/2)*((Sc_vec(ID)/sg)^(1/bf))); 

    NCROSS(ID)=NCR; 

    %Findley damage parameter 

    

[SF,DF]=Findley_VF(Sn_max,Ta_max,Ta_min,Tb_min,Tb_max,T_L,S_L,sf,Tet

a,Phi); 

    d_F=DF; 

    XF(ID)=max(max(d_F)); 

    %Critical Plane 

    [row2,col2]=find(d_F==XF(ID)); 

    TETA_F=teta(col2); 

    TETA_F_vec(ID)=min(TETA_F); 

    PHI_F=phi(row2); 

    PHI_F_vec(ID)=min(PHI_F); 

    %Findley finite life version 

    s_F=SF; 
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    s_F_max(ID)=max(max(s_F)); 

    NFIN=ceil((1/2)*((s_F_max(ID)/(sqrt(1+AF^2)*sg))^(1/bf))); 

    Nfin(ID)=NFIN;         

    %SWT damage parameter 

    [dci,DeltaEn,DSWT]=SWT_VF(Sn_max,En_max,En_min,S_L,E,Teta,Phi); 

    d_SWT=DSWT; 

    X_SWT(ID)=max(max(d_SWT)); 

    %SWT critical plane 

    [row,col]=find(X_SWT(ID)==d_SWT); 

    TETA=teta(col); 

    TETA_vec(ID)=min(TETA); 

    PHI=phi(row); 

    PHI_vec(ID)=min(PHI); 

    %SWT finite life version 

    syms Nf 

    NSWT=ceil(vpasolve((sf^2/E)*((2*Nf)^(2*bf))+... 

        (sf*ef)*((2*Nf)^(2*bf+cf))==X_SWT(ID),Nf,10)); 

    Nswt(ID)=NSWT; 

    %SWTD damage parameter 

    

[dCI,D_SWTD,Delta_en]=SWTD_VF(sn_max,en_max,en_min,S_L,E,Eq_Poisso

n,Teta,Phi); 

    d_SWTD=D_SWTD; 

    X_SWTD(ID)=max(max(d_SWTD)); 

    %SWTD critical plane 

    [row1,col1]=find(X_SWTD(ID)==d_SWTD); 

    TETA_SWTD=teta(col1); 

    TETA_SWTD_vec(ID)=min(TETA_SWTD); 

    PHI_SWTD=phi(row1); 

    PHI_SWTD_vec(ID)=min(PHI_SWTD); 

    %SWTD finite life version 

    syms Nff 

    NSWTD=ceil(vpasolve((sf^2/E)*((2*Nff)^(2*bf))+... 

        (sf*ef)*((2*Nff)^(2*bf+cf))==X_SWTD(ID),Nff,1)); 

    Nswtd(ID)=NSWTD; 

    continue 

end 

%******************************************************** 

%Crossland results display 

%Results 

disp('Crossland Results') 

Results1=['      d_C  ' '     N_C    ' '   AJ2_C  ' '       S_C     ']; 

digitsOld=digits(3); 

Results2=double([dc_vec',NCROSS',AJ2_vec',Sc_vec']); 

disp(Results1) 

disp(Results2) 

%******************************************************** 

%Findley results display 

Results3=['   d_F   ' '   N_F ' '   Teta(°)   ' '   Phi(°)   ' ]; 

digitsOld=digits(3); 
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Results4=double([vpa(XF') Nfin' TETA_F_vec' PHI_F_vec']); 

disp('Findley results' ) 

disp(Results3) 

disp(Results4) 

%******************************************************** 

%SWT results display 

Results5=['   d_SWT    ' '   N_SWT ' '    Teta(°)    '   '   Phi(°)  ']; 

digitsOld=digits(3); 

Results6=double([vpa(X_SWT'/dci,2) Nswt' TETA_vec' PHI_vec']); 

disp('SWT RESULTS') 

disp(Results5) 

disp(Results6) 

%******************************************************** 

%SWTD results display 

Results7=['   d_SWTD   ' '   N_SWTD ' '     Teta(°)    ' '   Phi(°)   ']; 

digitsOld=digits(3); 

Results8=double([vpa(X_SWTD'/dCI,2) Nswtd' TETA_SWTD_vec' 

PHI_SWTD_vec']); 

disp('SWTD results') 

disp(Results7) 

disp(Results8) 

%******************************************************** 

yy=[Results2(:,1)';Results4(:,1)';Results6(:,1)';Results8(:,1)']; 

zz=yy.'; 

yyy=[Results2(:,2)';Results4(:,2)';Results6(:,2)';Results8(:,2)']; 

zzz=yyy.'; 

figure(1) 

bar(zz) 

ylabel('crack risk') 

xlabel('Position calculated') 

legend('Crossland','Findley','SWT','SWTD') 

hold on 

grid on 

figure(2) 

bar(zzz) 

set(gca,'yscale','log'); 

ylabel('Number of cycles') 

xlabel('Position calculated') 

legend('Crossland','Findley','SWT','SWTD') 

hold on 

grid on 

%******************************************************** 

% Critical plane direction  

%SWT 

figure (3) 

surf(teta,phi,d_SWT) 

xlabel('Teta(°)') 

ylabel('Phi(°)') 

zlabel('d_{SWT}')  

legend(' SWT risk (d_{SWT})') 
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hold on 

grid on 

%SWTD 

figure (4) 

surf(teta,phi,d_SWTD) 

xlabel('Teta(°)') 

ylabel('Phi(°)') 

zlabel('d_{SWTD}')  

legend(' SWTD risk (d_{SWTD})') 

hold on 

grid on 

%Findley 

figure (5) 

surf(teta,phi,d_F) 

xlabel('Teta(°)') 

ylabel('Phi(°)') 

zlabel('d_{Findley}')  

legend(' Findley risk (d_{F})') 

hold on 

grid on 

iii=0.110/a; 

Abs=[-1+iii:-iii/11:-1]; 

jjj=1/11; 

Ord=[0:jjj:1]'; 

CRA=[Results2(:,1)]'; 

CRB=[CRA(1:12)]; 

CRC=[CRA(134:144)' CRA(123:133)' CRA(112:122)' CRA(101:111)' 

CRA(90:100)' CRA(79:89)' CRA(68:78)' CRA(57:67)' CRA(46:56)' CRA(35:45)' 

CRA(24:34)' CRA(13:23)']; 

CRD=[CRB;CRC]; 

FIA=[Results4(:,1)]'; 

FIB=[FIA(1:12)]; 

FIC=[FIA(134:144)' FIA(123:133)' FIA(112:122)' FIA(101:111)' FIA(90:100)' 

FIA(79:89)' FIA(68:78)' FIA(57:67)' FIA(46:56)' FIA(35:45)' FIA(24:34)' 

FIA(13:23)']; 

FID=[FIB;FIC]; 

SWTA=[Results6(:,1)]'; 

SWTB=[SWTA(1:12)]; 

SWTC=[SWTA(134:144)' SWTA(123:133)' SWTA(112:122)' SWTA(101:111)' 

SWTA(90:100)' SWTA(79:89)' SWTA(68:78)' SWTA(57:67)' SWTA(46:56)' 

SWTA(35:45)' SWTA(24:34)' SWTA(13:23)']; 

SWTD=[SWTB;SWTC]; 

SWTDA=[Results8(:,1)]'; 

SWTDB=[SWTDA(1:12)]; 

SWTDC=[SWTDA(134:144)' SWTDA(123:133)' SWTDA(112:122)' 

SWTDA(101:111)' SWTDA(90:100)' SWTDA(79:89)' SWTDA(68:78)' 

SWTDA(57:67)' SWTDA(46:56)' SWTDA(35:45)' SWTDA(24:34)' 

SWTDA(13:23)']; 

SWTDD=[SWTDB;SWTDC]; 

figure (6) 
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surf(Abs,Ord,CRD) 

colorbar 

xlabel('x/a') 

ylabel('y/L_{MP}') 

zlabel('d_{Crossland}')  

legend(' d_{Crossland}') 

hold on 

grid on 

figure (7) 

surf(Abs,Ord,FID) 

colorbar 

xlabel('x/a') 

ylabel('y/L_{MP}') 

zlabel('d_{Findley}')  

legend(' d_{Findley}') 

hold on 

grid on 

figure (8) 

surf(Abs,Ord,SWTD) 

colorbar 

xlabel('x/a') 

ylabel('y/L_{MP}') 

zlabel('d_{SWT}')  

legend(' d_{SWT}') 

hold on 

grid on 

figure (9) 

surf(Abs,Ord,SWTDD) 

colorbar 

xlabel('x/a') 

ylabel('y/L_{MP}') 

zlabel('d_{SWTD}')  

legend(' d_{SWTD}') 

hold on 

grid on 

%******************************************************** 

%Data export (.xls format) 

%Invariant based model 

% xlswrite('Crossland.xls',Results2); 

CROSSLAND_Results=[Results2]; 

xlswrite('CROSSLAND_Crack_Risk.xls',CROSSLAND_Results); 

%Critical-plane based models 

FINDLEY_Results=[Results4]; 

xlswrite('FINDLEY_Crack_Risk.xls',FINDLEY_Results);  

SWT_Results=[Results6]; 

xlswrite('SWT_Crack_Risk.xls',SWT_Results);  

SWTD_Results=[Results8]; 

xlswrite('SWTD_Crack_Risk.xls',SWTD_Results);  

%******************************************************** 
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10.2.2. 
Subprograma - Modelo de Crossland 

%******************************************************** 

%Subprogram 

%Crossland Damage Parameter 

%(Last review - Apr-01-2017) 

%******************************************************** 

function[AJ2,Sc,dc]=Crossland_VF(S11,S22,S33,S13,T_L,S_L); 

%Crossland adjustable parameters 

AC=(T_L-S_L/sqrt(3))/(S_L/3); %Crossland SSF 

BC=T_L; 

%Stress tensor 

Sigma_max=[max(S11) 0 max(S13);0 max(S22) 0;max(S13) 0 max(S33)]; 

Sigma_min=[min(S11) 0 min(S13);0 min(S22) 0;min(S13) 0 min(S33)]; 

DSigma=Sigma_max-Sigma_min; 

%Hydrostatic stress 

Ph_max=(1/3)*(trace(Sigma_max)); 

Ph_DSigma=(1/3)*(trace(DSigma)); 

%Deviatoric stress 

S=DSigma-Ph_DSigma*eye(3); 

J2_aux=norm(S,'fro');%Euclidean norm 

AJ2=1/2*(J2_aux/sqrt(2)); 

%Crossland equivalent stress 

Sc=AJ2+AC*Ph_max; 

%Crossland risk of crack nucleation 

dc=Sc/T_L; 

format shortg 

end 
 

10.2.3. 
Subprograma - Modelo de Findley 

%******************************************************** 

%Subprogram 

%Findley Damage Parameter 

%(Last review - Apr-30-2017) 

%******************************************************** 

function[SF,DF]=Findley_VF(Sn_max,Ta_max,Ta_min,Tb_min,Tb_max,T_L,S_

L,sf,Teta,Phi); 

%Findley adjustable parameters 

AF=(1-(S_L/(2*T_L)))/(sqrt(S_L/T_L-1));%Findley SSF 

BF=(S_L/2)/(sqrt(S_L/T_L-1)); 

C_F=2/(1+(AF/sqrt(1+AF^2)));%Correction factor 

sg=sf/C_F;%Torsional fatigue strength coefficient 

for i=1:length(Phi); 

for j=1:length(Teta) 

Delta_Tb(i,j)=Tb_max(i,j)-Tb_min(i,j); 

Delta_Ta(i,j)=Ta_max(i,j)-Ta_min(i,j); 

Delta_Teq(i,j)=sqrt(Delta_Tb(i,j)^2+Delta_Ta(i,j)^2); 

SF(i,j)=(Delta_Teq(i,j)/2+AF*max(Sn_max(i,j))); 
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DF(i,j)=SF(i,j)/BF; 

format shortg 

end 

end 

end 

 

10.2.4. 
Subprograma - Modelo SWT 

%******************************************************** 

%Subprogram 

%SWT Damage Parameter 

%(Last review - Apr-30-2017) 

%******************************************************** 

function[dci,DeltaEn,DSWT]=SWT_VF(Sn_max,En_max,En_min,S_L,E,Teta,Ph

i); 

C_SWT=1; %Correction factor 

dci=C_SWT*(S_L^2)/E; %Critical value of SWT damage parameter 

for i=1:length(Phi); 

for j=1:length(Teta) 

DeltaEn(i,j)=(En_max(i,j)-En_min(i,j)); 

DSWT(i,j)=(Sn_max(i,j)*DeltaEn(i,j)/2); 

format shortg 

end 

end 

end 

 

10.2.5. 
Subprograma - Modelo SWTD 

%******************************************************** 

%Subprogram 

%SWTD Damage Parameter 

%(Last review - Apr-30-2017) 

%******************************************************** 

function[dCI,D_SWTD,Delta_en]=SWTD_VF(sn_max,en_max,en_min,S_L,E,E

q_Poisson,Teta,Phi); 

C_SWTD=1.0; %Correction factor 

dCI=C_SWTD*(S_L^2)/E; %critical value of SWTD damage parameter 

for i=1:length(Phi); 

for j=1:length(Teta) 

Delta_en(i,j)=(en_max(i,j)-en_min(i,j)); 

D_SWTD(i,j)=(9/(4*(1+Eq_Poisson)))*((sn_max(i,j)*Delta_en(i,j)/2)); 

format shortg 

end 

end 

end 

 

DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 1412741/CA



 130 

10.2.6. 
Subprograma - Cálculo do campo de tensões e deformações no plano 
crítico 

%****************************************************************

********* 

%Subprogram 

%Sresses and strains acting on the critical plane 

%(Last review - Apr-01-2017) 

%****************************************************************

********* 

 

function[Sn_max,Sn_min,En_max,En_min,sn_max,sn_min,en_max,en_min,Ta_

max,Ta_min,Tb_max,Tb_min,Ea_max,Ea_min,Eb_max,Eb_min]=stress_strain_fi

eld_VF(S11,S22,S33,S13,E11,E33,E13,Teta,Phi); 

PH_max=(max(S11)+max(S22)+max(S33))/3; 

PH_min=(min(S11)+min(S22)+min(S33))/3; 

eH_max=(max(E11)+max(E33))/3; 

eH_min=(min(E11)+min(E33))/3; 

s11_max=max(S11)-PH_max; 

s22_max=max(S22)-PH_max; 

s33_max=max(S33)-PH_max; 

s11_min=min(S11)-PH_min; 

s22_min=min(S22)-PH_min; 

s33_min=min(S33)-PH_min; 

e11_max=max(E11)-eH_max; 

e33_max=max(E33)-eH_max; 

e11_min=min(E11)-eH_min; 

e33_min=min(E33)-eH_min; 

for i=1:length(Phi); 

for j=1:length(Teta); 

Sn_max(i,j)=((max(S11))*(cos(Teta(j)))^2*((sin(Phi(i)))^2))+... 

((max(S22))*(sin(Teta(j)))^2*((sin(Phi(i)))^2))+... 

((max(S33))*((cos(Phi(i)))^2))+... 

((max(S13))*cos(Teta(j))*sin(2*Phi(i))); 

Sn_min(i,j)=((min(S11))*(cos(Teta(j)))^2*((sin(Phi(i)))^2))+... 

((min(S22))*(sin(Teta(j)))^2*((sin(Phi(i)))^2))+... 

((min(S33))*((cos(Phi(i)))^2))+... 

((min(S13))*cos(Teta(j))*sin(2*Phi(i))); 

En_max(i,j)=((max(E11))*(cos(Teta(j)))^2*((sin(Phi(i)))^2))+... 

((max(E33))*(cos(Phi(i)))^2)+... 

((max(E13))*cos(Teta(j))*sin(2*Phi(i))); 

En_min(i,j)=((min(E11))*(cos(Teta(j)))^2*((sin(Phi(i)))^2))+... 

((min(E33))*(cos(Phi(i)))^2)+... 

((min(E13))*cos(Teta(j))*sin(2*Phi(i))); 

%deviatoriic stresses/strains 

sn_max(i,j)=((s11_max)*(cos(Teta(j)))^2*((sin(Phi(i)))^2))+... 

((s22_max)*(sin(Teta(j)))^2*((sin(Phi(i)))^2))+... 

((s33_max)*((cos(Phi(i)))^2))+... 

((max(S13))*cos(Teta(j))*sin(2*Phi(i))); 
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sn_min(i,j)=((s11_min)*(cos(Teta(j)))^2*((sin(Phi(i)))^2))+... 

((s22_min)*(sin(Teta(j)))^2*((sin(Phi(i)))^2))+... 

((s33_min)*((cos(Phi(i)))^2))+... 

((min(S13))*cos(Teta(j))*sin(2*Phi(i))); 

en_max(i,j)=((e11_max)*(cos(Teta(j)))^2*((sin(Phi(i)))^2))+... 

((e33_max)*(cos(Phi(i)))^2)+... 

((max(E13))*cos(Teta(j))*sin(2*Phi(i))); 

en_min(i,j)=((e11_min)*(cos(Teta(j)))^2*((sin(Phi(i)))^2))+... 

((e33_min)*(cos(Phi(i)))^2)+... 

((min(E13))*cos(Teta(j))*sin(2*Phi(i))); 

Ta_max(i,j)=(-1/2)*(max(S11)*sin(2*Teta(j))*sin(Phi(i))-... 

max(S22)*sin(2*Teta(j))*sin(Phi(i))+... 

2*max(S13)*cos(Phi(i))*sin(Teta(j))); 

Ta_min(i,j)=(-1/2)*(min(S11)*sin(2*Teta(j))*sin(Phi(i))-... 

min(S22)*sin(2*Teta(j))*sin(Phi(i))+... 

2*min(S13)*cos(Phi(i))*sin(Teta(j))); 

Ea_max(i,j)=(-1/2)*(max(E11)*sin(2*Teta(j))*sin(Phi(i))+... 

2*max(E13)*cos(Phi(i))*sin(Teta(j))); 

Ea_min(i,j)=(-1/2)*(min(E11)*sin(2*Teta(j))*sin(Phi(i))+... 

2*min(E13)*cos(Phi(i))*sin(Teta(j))); 

Tb_max(i,j)=(1/2)*(max(S11)*sin(2*Phi(i))*(cos(Teta(j))^2)+... 

max(S22)*sin(2*Phi(i))*(sin(Teta(j))^2)-... 

max(S33)*sin(2*Phi(i))+... 

2*max(S13)*cos(2*Phi(i))*cos(Teta(j))); 

Tb_min(i,j)=(1/2)*(min(S11)*sin(2*Phi(i))*(cos(Teta(j))^2)+... 

min(S22)*sin(2*Phi(i))*(sin(Teta(j))^2)-... 

min(S33)*sin(2*Phi(i))+... 

2*min(S13)*cos(2*Phi(i))*cos(Teta(j))); 

Eb_max(i,j)=(1/2)*(max(E11)*sin(2*Phi(i))*(cos(Teta(j))^2)-... 

max(E33)*sin(2*Phi(i))+... 

2*max(E13)*cos(2*Phi(i))*cos(Teta(j))); 

Eb_min(i,j)=(1/2)*(min(E11)*sin(2*Phi(i))*(cos(Teta(j))^2)-... 

min(E33)*sin(2*Phi(i))+... 

2*min(E13)*cos(2*Phi(i))*cos(Teta(j))); 

format shortg 

end 

end 
 

10.2.7. 
Subprograma - Rotina para leitura dos dados do campo de tensão e 
deformação extraídos do modelo EF 2D 

%******************************************************** 

%Subprogram 

%Import Data 

%(Last review - Apr-01-2017) 

%******************************************************** 

function[E11,E13,E33,S11,S13,S22,S33]=GetData_VF(ID,n); 

SE=xlsread('E:\Input_FEM\F07_LO.xlsx','xyToExcel'); 

%Stress and Strains from FEA 

E11=SE(:,(2*ID)); 
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E13=SE(:,2*(ID+n)); 

E33=SE(:,2*(ID+2*n)); 

S11=SE(:,2*(ID+3*n)); 

S13=SE(:,2*(ID+4*n)); 

S33=SE(:,2*(ID+5*n)); 

S22=SE(:,2*(ID+6*n)); 

end 

 

10.2.8.Programa principal - Análise de tensões na superfície de 
contato 

%******************************************************** 

%             Program to calculate the contact stresses 

%               under fretting fatigue loadings 

%                    Cylinder on flat contact 

%                       Steel – AISI 1034 

%                   (Last review - Jun-16-2017) 

%******************************************************** 

clc; 

clear all; 

close all; 

format shortg 

%******************************************************** 

%Material properties 

v1=0.3; %Poisson's ratio 

v2=0.3;  %Poisson's ratio 

R1=40; %Cylinder radius 

R2=1000000000; %Plan - infinite radius 

E=200000; %Young'Modulus 

E2=200000; %Young Modulus 

UTS=600;%Ultimate tensile stress 

YS=350; %Yield strength 

f=0.9;  %Coefficient of friction 

%******************************************************** 

%Loads 

P=227;  %Linear normal force [N/mm] 

Q=200;   %Linear tangential force [N/mm] 

Sb=0; %Alternate fatigue stress [MPa],(R=-1) 

%******************************************************** 

%Hertz calculations 

C=1/R1+1/R2;    %Relative curvature 

Req=C^-1;   %Equivalent Radius 

Eeq=(((1-v1^2)/E+(1-v2^2)/E2))^-1; %composite compliance 

a=sqrt((4*P*Req)/(pi*Eeq)); %semi-contact width 

%******************************************************** 

%Coordinates 

x=-a:a/100:a; 

y=10^-8; 

%******************************************************** 

%pressure field 
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p0=(2*P)/(pi*a);    %peak pressure 

p=p0*sqrt(1-(x/a).^2); 

%******************************************************** 

%surface shear distribution 

c=a*(sqrt(1-Q/(f*P)));  %Stick zone width 

e=(Sb*a)/(4*f*p0);  %Eccentricity length 

q0=f*p0;    % Maximum interfacial shear stress at the gross slip transition 

for i=1:length(x) 

xx=x(i); 

if xx>=-a & xx<=(-c+e) 

q(i)=q0*(sqrt(1-(xx/a).^2)); 

elseif xx>(-c+e) & xx<(c+e) 

q(i)=q0*((sqrt(1-(xx/a).^2)-(c/a)*sqrt(1-((xx-e)/c).^2))); 

elseif xx>=(c+e) & xx<=a 

q(i)=q0*(sqrt(1-(xx/a).^2)); 

end 

end 

% Elastic stress field 

[S_n,S_t]=stressfield(v1,f,a,p0); 

SN=[S_n(1),S_n(4),S_n(5);S_n(4),S_n(2),S_n(6);S_n(5),S_n(6),S_n(3)] 

ST=[S_t(1),S_t(4),S_t(5);S_t(4),S_t(2),S_t(6);S_t(5),S_t(6),S_t(3)] 

%Numerical Solution 

t=1;%time in seconds 

[xx,pp,qq]=getdataV10(t); 

SS11=[xx,pp,qq]; 

pmax=max(pp);%relative error on the estimative of pmax 

pmax_error=((pmax-p0)/p0)*100; 

qmax=max(qq); 

qmax_error=((qmax-q0)/q0)*100;  %relative error on the estimative of qmax 

[row1,col1]=find(pmax==SS11); 

a_c=SS11(row1,1); 

qmax_pmax=SS11(row1,3); 

[row2,col2]=find(qmax==SS11); 

c_c=SS11(row2,1); 

pmax_qmax=SS11(row2,2); 

for i=1:length(xx)/2 

while pp(i)<1 

a_min=xx(i); 

break 

end 

end 

 

a_min; 

a_n=a_c-a_min; 

a_error=((a_n-a)/a)*100;    %relative error on the estimative of a 

c_error=((c_c-c)/c)*100;    %relative error on the estimative of c 

x22=xx-a_c; 

e_n=(Sb*a_n)/(4*f*pmax); 

e_error=((e_n-e)/e)*100;    %relative error on the estimative of c 

%******************************************************** 
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%Plot 

figure(1) 

plot(x/a,p/p0,x/a,q/p0) 

ylabel('Stress(MPa)') 

xlabel('x/a(mm)') 

legend('p(x)_{num}','q(x)_{num}','Location','eastoutside') 

grid on 

figure(2) 

plot(x/a,p/p0,x/a,q/p0,x22/a,pp/p0,x22/a,qq/p0) 

ylabel('Stress(MPa)') 

xlabel('x/a(mm)') 

legend('p(x)_{analyt}','q(x)_{analyt}','p(x)_{num}','q(x)_{num}','Location','easto

utside') 

grid on 

figure(3) 

plot(q,p,'o',q0,p0,'s') 

ylabel('p(MPa)') 

xlabel('q(MPa)') 

legend('(p X q)_{analyt}','(pmax X qmax)_{analyt}','Location','eastoutside') 

grid on 

figure(4) 

plot(qq/p0,pp/p0,'o',qmax/p0,pmax/p0,'s') 

ylabel('p(MPa)') 

xlabel('q(MPa)') 

legend('(p X q)_{num}','(pmax X qmax)_{num}','Location','eastoutside') 

grid on 

%******************************************************** 

%Results display 

disp('Analytical Results (Hertz-elastic contac)') 

Results1=['    a(mm) ' '        c(mm)     ' '      e(mm)  ' '   p0 (MPa) ' '  q0 (MPa)']; 

Results2=[a,c,e,p0,q0]; 

disp(Results1) 

disp(Results2) 

disp('Numerical Results') 

Results3=['    a (mm) ' '        c(mm)     ' '      e(mm)  ' '   p0 (MPa) ' '  q0 (MPa)']; 

Results4=[a_n,c_c,e,pmax,qmax]; 

disp(Results3) 

disp(Results4) 

disp('Relative Error') 

Results5=['     a (%) ' '        c(%)     ' '        e(%)  ' '     p0 (%) ' '    q0 (%)']; 

Results6=[a_error,c_error,e_error,pmax_error,qmax_error]; 

disp(Results5) 

disp(Results6) 

disp('values at pmax') 

Results7=['     x/a ' '     pmax(MPa)     ' '  qmax(MPa)  ']; 

Results8=[a_c-a_c,pmax,qmax_pmax]; 

disp(Results7) 

disp(Results8) 

disp('values at qmax') 

Results9=['     x/a ' '     pmax(MPa)     ' '  qmax(MPa)  ']; 
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Results10=[(c_c-a_c)/a_n,pmax_qmax,qmax]; 

disp(Results9) 

disp(Results10) 

 

10.2.9. 
Subprograma - Rotina para leitura do campo de tensões na superfície 
de contato extraídos do modelo EF 2D 

%******************************************************** 

%Subprogram 

%Import pressure and shear field at the surface 

%(Last review - Jun-18-2017) 

%******************************************************** 

function[xx,pp,qq]=getdataV10(t); 

PP=xlsread('E:\Input_FEM\SE_F16_2.xlsx','xyToExcel'); 

xx=PP(:,2*t-1); 

pp=PP(:,2*t); 

qq=PP(:,2*t+2); 

end 

 

10.3. 
Apêndice C - Dados dos cálculos em EF 

Tabela 10.1 - Dados dos cálculos EF - testes de fretting.  

Teste 
PL 

(N/mm) 
Q* 

(N/mm) 
σa 

(MPa) 
Elementos Nós 

Tempo 
Total 

CPU (s) 

Wallclock 
time 
(s) 

F01 227 90 0 38513 29482 3707.8 845.0 
F02 227 98 0 38513 29482 1171.4 280.0 
F03 227 126 0 38513 29482 5588.2 1276.0 
F04 227 137 0 38513 29482 1211.7 264.0 
F10 540 206 0 38513 29482 9144.2 2053.0 
F11 540 242 0 38513 29482 4322.7 949.0 
F13 540 278 0 38513 29482 5205.9 1123.0 

 

Tabela 10.2 - Dados dos cálculos EF - testes de fadiga por fretting. 

Teste 
PL 

(N/mm) 
Q* 

(N/mm) 
σa 

(MPa) 
Elementos Nós 

Tempo 
Total 

CPU (s) 

Wallclock 
time 
(s) 

FF01 227 92 50 38513 29482 3853.5 874 
FF02 227 82 50 38513 29482 3336.6 754 
FF05 227 100 100 38513 29482 5946.2 1238 
FF06 227 80 100 38513 29482 3988.6 895 
FF07 227 62 100 38513 29482 3575.4 777 
FF08 227 91 120 38513 29482 3645.3 826 
FF09 227 78 120 38513 29482 3463.1 783 
FF10 227 145 120 38513 29482 8250.3 1853 

FF11 227 125 120 38513 29482 6043.6 1351 

FF12 227 100 120 38513 29482 4707 1055 

FF13 227 145 130 38513 29482 7312.5 1645 

FF14 227 125 130 38513 29482 3151.5 717 
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10.4. 
Apêndice D - Artigo 

Pires, F. S. S., de Castro, J.T.P., Lopes, L.C.R., Investigations on fretting 

fatigue crack nucleation in a cylinder on flat contact via multiaxial fatigue 

models, International Symposium on Solid Mechanics, Joinville, 2017. 
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