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Resumo

Julio César Coaquira Nina; Gongalves, Paulo Batista; Carvalho, Eulher
Chaves, Oscilacoes Nao Lineares e Instabilidade Dinamica de Vigas de
Secdo Aberta e Paredes Delgadas. Rio de Janeiro, 2016. 134p.
Dissertacdo de Mestrado — Departamento de Engenharia Civil, Pontificia
Universidade Catolica do Rio de Janeiro.

Estruturas com elementos de secdo aberta e paredes delgadas sao
amplamente utilizados em estruturas metalicas. Estes elementos tém, em geral,
baixa rigidez a torcdo. Para secdes monosimétricas e assimétricas, quando o
centro de cisalhamento ndo coincide com o centro de gravidade, pode ocorrer
acoplamento entre flexdo e tor¢do. Devido a baixa rigidez a tor¢do, podem
ocorrer grandes rotagcdes das segdes transversais da viga. Assim, uma analise do
comportamento de tais elementos estruturais, levando em considera¢do a nao
linearidade geométrica, ¢ desejavel. Com este objetivo, equagdes diferenciais
parciais de movimento que descrevem o acoplamento flexao-flexdo-tor¢ao sdo
utilizadas, em conjunto com o método de Galerkin, para se obter um conjunto de
equagdes discretizadas de movimentos, que ¢ resolvido pelo método Runge-
Kutta. A partir das equacdes linearizadas, obtém-se as frequéncias naturais,
cargas criticas axiais e a relacdo entre carga axial e frequéncia para vigas com
diferentes condig¢des de contorno. A seguir, estudam-se as oscilagdes ndo lineares
e bifurcagdes de uma viga engastada-livre submetida a cargas laterais
harmoénicas. Uma andlise paramétrica detalhada, usando varias ferramentas de
dindmica ndo linear, investiga o comportamento dinamico nao linear e ndo planar
da viga nas trés primeiras regides de ressonancia e a influéncia da nao

linearidade, posi¢do do carregamento, restricdes a torcdo e parametros de

controle do carregamento na estabilidade dindmica da estrutura.

Palavras-chave
Vigas de paredes delgadas; Instabilidade dindmica; oscilagdes ndo lineares;

vigas de secdo aberta.
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Abstract

Julio César Coaquira Nina; Gongalves, Paulo Batista (Advisor); Carvalho,
Eulher Chaves (Co-Advisor), Nonlinear Oscillations and Dynamic
Instability of Thin-Walled Beams with Open Cross-Section. Rio de
Janeiro, 2016. 134p. MSc. Dissertation — Departamento de Engenharia
Civil, Pontificia Universidade Catolica do Rio de Janeiro.

Structural elements with open and thin-walled section are widely used in
metal structures. These elements have, in general, low torsional stiffness. For
monosymmetric and asymmetric sections, when the shear center does not
coincide with the center of gravity coupling between bending and torsion may
occur. Due to the low torsional stiffness, large twist beam cross sections may
arise. Thus, an analysis of the behavior of such structural elements, taking into
account the geometric nonlinearity, is desirable. For this purpose, partial
differential equations describing the flexural-flexural-torsional coupling are used
in conjunction with the Galerkin method to obtain a set of discretized equations
of motion, which is solved by the Runge-Kutta method. From the linearized
equations, we obtain the natural frequencies, axial critical loads, and the axial
load and frequency relationship for beams with different boundary conditions.
Next, we study the nonlinear oscillations and bifurcations of a clamped-free beam
subjected to harmonic lateral loads. A detailed parametric analysis, using various
nonlinear dynamics tools, investigates the nonlinear dynamic behavior and non-
planar motions of the beam for the first three regions of resonance and the
influence of the non-linearity, loading position, torsional restraints and load

control parameters on the dynamic stability of the structure.

Keywords
Thin-walled beams; dynamic instability; nonlinear oscillations; beams with

open cross-section.
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-Area da secdo transversal.

-Bi momento.

-Dimensdbes da secéo transversal.
-Centro de cisalhamento.

-Secdes do perfil.

-Distancia de C ao ponto o.
-Diferencial de comprimento.
-Mddulo de Young.

-Excentricidade do carregamento Q.
-Vetor de forgas externas.
-Resultante da forca externa.
-Modos de vibragao a flexao da viga.
-Centro de gravidade.

-Mdédulo de distorgao.

-Trés graus de liberdade: u,ve w
-primeiro modo de torgao.

-Distancia perpendicular desde

(0]

cisalhamento até o contorno da secao.

-Momento de inércia.

centro

de

-Momento polar de inércia com relacdo ao centro de

cisalhamento.

-Quarto momento de inércia com relagao ao centro de

cisalhamento.

-Constante de torsdo de maior ordem.

-Momento principal de inércia com relagéo ao eixo Y.

-Momento principal de inércia com relagao ao eixo Z.

-Constante de empenamento.
-Momento de inércia maximo.
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-Produto de inércia.

-Constante de torcido de St. Venant.

-Matriz de rigidez elastica.

-Matriz de rigidez geométrica.

-Curvatura com relagao ao eixo Y.
-Curvatura com relagao ao eixo Z.
-Comprimento do elemento.

-Funcgéo de Lagrange.

-Matriz de massa.
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-Carga critica de Flambagem.

-Cargas maximas de plastificardo nas diregées v e w.
-Forgas laterais de excitagao.
-Carregamento lateral critico estatico.

-Raio vetor.
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-Componente curvilineo do centro de cisalhamento
nas coordenadas de referéncia.

-Distancia de um ponto M ao centro de cisalhamento.
-Coordenada curvilinea.

-Perimetro da secéo.

-Pontos da coordenada curvilinea.

-Espessura da secéo.

-Momento de tor¢ao

-Energia cinética.

-Espessuras da seg¢ao transversal.

-Momento torsor devido a torgéo.

-Momento torsor devido ao empenamento.

-Energia de deformacgao interna e total.
-Componentes do deslocamento do centro de
cisalhamento nos eixos X, Ye Z.

-Componentes do deslocamento do ponto M nos
eixos X, Ye Z.

-Componente do deslocamento do ponto M na
coordenada curvilinea no eixo Y.

-Esforcos cortantes.

-Coeficiente de Poisson.

-Amplitudes dos deslocamentos dependentes do
tempo.

-Deslocamentos maximos na diregéo Y.

-Amplitudes modais.

-Componente do deslocamento do ponto M na
coordenada curvilinea no eixo Z.

-Energia do trabalho das cargas externas.
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Z.


DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 1412817/CA


PUC-RIo - Certificacdo Digital N° 1412817/CA

ysc, Zsc -Coordenadas principais do ponto de cisalhamento C

nos eixos Ye Z.

YCG, ZCG -Coordenadas do centro de gravidade.

Yo, Y2, Y4 - Amplitudes dos deslocamentos vo, wo, Bo.

Y1, Y3, Y5 -Velocidades.

a -Angulo entre o eixo Y e a tangente a coordenada
curvilinea.

By, Bz -Coeficientes de Wagner nos eixos Y e Z.

Buw -Coeficiente de Wagner.

Bv, Bw -Fatores de amplificagdo dinamica nas diregdes v e w.

o) -Fator que representa o efeito de flexao.

& -Amortecimento viscoso.

Exx -Deformacgao axial.

£1, &2 -Componentes da deformagao axial.

Exy -Deformacao de cisalhamento no plano XY.

Exz -Deformacao de cisalhamento no plano XZ.

A -Autovalores.

Qz, Qy -Frequéncias das forgas de excitagéo.
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p -Densidade do material.

Oy ago -Tensao de inicio de escoamento do aco.

Wo -Frequéncia natural.

Ws -Coordenada setorial ou area setorial principal.

Ox -Angulo de rotagéo no eixo x.
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“There are no constraints on the human
mind, no walls around the human spirit, no
barriers to our progress except those we
ourselves erect”

"There are no great limits to growth
because there are no limits of human
intelligence, imagination, and wonder"

Ronald Reagan


DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 1412817/CA


PUC-RIo - Certificacdo Digital N° 1412817/CA

15

1
Introducgao

Neste primeiro capitulo da dissertagdo encontra-se uma descricao geral do
problema estudado, uma breve revisdao bibliografica, a descricdo dos objetivos

desta pesquisa e uma sintese dos capitulos que compdem este trabalho.

1.1
Consideragoes iniciais

Vigas de paredes finas e se¢do aberta sio comumente encontradas na
maioria dos ramos da engenharia estrutural, sendo importante garantir que
projetos utilizando tais elementos atendam a requisitos de seguranca exigidos em
normas e regulamentagdes. Analises preliminares das estruturas de vigas com
paredes finas contribuem nesse sentido, prevenindo futuros gastos com reparos.
Estes elementos estruturais sdo, em muitos casos, esbeltos e apresentam
problemas de estabilidade sob diversos tipos de carregamento. E, portanto,
essencial que engenheiros projetistas saibam avaliar a estabilidade e as
caracteristicas dinamicas destas estruturas com precisdo, bem como a interagdo
entre instabilidade e dindmica. A maioria das estruturas com elementos estruturais
de paredes finas tém se¢do aberta, resultando em uma baixa resisténcia a tor¢ao, e,
em geral, possuem um ou nenhum eixo de simetria (Murray, 1986; Mori e
Munaiar Neto, 2009, Allen e Bulson 1980). Nesses casos a analise ¢ complexa

devido ao acoplamento entre flexao e tor¢ao e devido ao empenamento.

Sabe-se que, quando as segdes transversais das vigas tém dois eixos de
simetria, o centro de cisalhamento e centro de gravidade da secdo transversal
coincidem, e a flexdo e tor¢do sdo fendmenos independentes em uma andlise
linear. No entanto, para um grande numero de vigas com sec¢des de paredes finas
encontradas na pratica, o centro de gravidade e o centro de cisalhamento das
secdes transversais ndo sdo coincidentes. Quando as segdes transversais tém um

eixo de simetria, a vibragdo de flexdo na dire¢do do ecixo de simetria é
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desacoplada, mas a vibracdo de flexdo na direcdo perpendicular ao eixo de
simetria ¢ acoplada com o modo de vibragao torsional, mesmo em uma analise
linear. Esta caracteristica tem estimulado pesquisas sobre o comportamento
dindmico de vigas com paredes finas. O acoplamento torna-se ainda mais
importante quando se consideram, em perfis com paredes finas, os efeitos da nao

linearidade geométrica.

Nesta dissertacdo, um modelo ndo linear para vigas de secdo aberta e
paredes finas, considerando grandes deslocamentos, os efeitos de encurtamento e
acoplamentos entre flexdo e tor¢do, ¢ adotado. Um estudo das frequéncias
naturais, das cargas criticas e da relacao frequéncia-carga axial ¢ apresentado para
perfis com diferentes condigdes de contorno, a saber: simplesmente apoiado,
engastado e livre, engastado e apoiado e bi-engastado, e trés diferentes modos de
torcdo. Com base nestes resultados, faz-se um estudo detalhado do
comportamento dindmico ndo linear de um perfil engastado e livre, destacando o
efeito do acoplamento ndo linear na regido de ressonancia e sua influéncia na
estabilidade dindmica da estrutura. Para isto sdo usadas diversas ferramentas de
dindmica ndo linear, tais como diagramas de bifurcacdo, respostas no tempo,
planos de fase e seg¢des de Poincaré. Os resultados mostram que a consideragao
dos acoplamentos nao lineares € essencial para se avaliar o nivel de seguranca

destas estruturas.

1.2
Breve revisao bibliografica

Apesar da extensa literatura sobre perfis de parede delgada, pouco se
conhece sobre o seu comportamento dindmico nao linear. Formulacdes para a
analise do acoplamento dos esforgos de flexdo e tor¢ao em vigas de paredes finas
foram inicialmente desenvolvidas por Timoshenko e Young (1955), Gere e Lin

(1958) e Vlasov (1961).

Em particular, a teoria de Vlasov tem desempenhado um papel bastante
importante na andlise destas estruturas (Barsoum e Gallagher, 1970; Wang e

Kitipornchai, 1986; Laudiero e Zaccaria, 1988; Trahair, 1993). Neste modelo, o
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momento de tor¢ao aplicado ¢ equilibrado pelas tor¢cdes de St-Venant e devido ao
empenamento. Entretanto, Gregory (1961), Ghobarah e Tso (1971) e Black
(1967), estudando o comportamento de perfis de secdo aberta sob grandes
deslocamentos, verificaram que as equacdes contém termos ndo lineares que sdo
negligenciados na formulagao original de Vlasov, e que levam ao chamado “efeito
de encurtamento”. Moore (1986) prova que este efeito ¢ importante e leva a uma
melhor correlacdo entre resultados tedricos e experimentais. Posteriormente esta
formulacdo foi usada para estudar a estabilidade e vibragdes lineares de vérias
estruturas de paredes delgadas.

Para grandes angulos de tor¢do, varios modelos ndo lineares t€ém sido
desenvolvidos, levando a sistemas de equagdes acopladas altamente nao lineares
(Ghobarah e Tso, 1971; Attard, 1986; Ronagh et.al., 2000). Mohri et al. (2001)
desenvolveram uma formulacdo ndo linear onde as relacdes de deslocamento sdo
expressas primeiro sem qualquer hipotese simplificadora para a magnitude do
angulo de tor¢ao. Relagdes ndo lineares entre os momentos de flexdo e curvaturas
principais sdo usadas e as equagdes de equilibrio sdo estabelecidas, levando-se em
conta os efeitos de encurtamento e o acoplamento entre tor¢do e flexdo. Este
modelo pode ser utilizado para prever o comportamento das estruturas carregadas
em flexdo e torcdo e submetidas a grandes deslocamentos. Posteriormente esta
formulagdo foi usada para estudar a estabilidade e vibragdes lineares de varias
estruturas de paredes delgadas (Mohri et al., 2003, 2008, 2010). Mancilla et al.
(2014, 2015) partiram desta formulacdo para estudar as vibragcdes ndo lineares de
perfis simplesmente apoiados. Esta formulagdo ¢ a base do presente trabalho.

O comportamento dindmico ndo linear e ndo planar de vigas tem sido
objeto de varias pesquisas nas ultimas décadas. Uma das primeiras teorias foi
desenvolvida por Crespo da Silva e Glynn (1978) para se¢des compactas onde a
componente de torcdo ¢ condensada estaticamente e o empenamento ¢
desprezado. Rosen e Friedmann (1979), na mesma época, desenvolveram uma
formulagdo para secdes compactas considerando o empenamento. Em Crespo da
Silva (1988, 1991) e Zaretzky e Crespo da Silva (1994) o acoplamento flexo-
torcdo ¢ estudado considerando empenamento. Schulz e Filippou (1998)

desenvolveram um modelo onde um empenamento ndo uniforme de barras ¢
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considerado. Mais recentemente Di Egidio et al. (2003a, 2003b) desenvolveram
um modelo mecanico ndo linear para vigas de se¢do aberta a partir de um
continuo tridimensional. Aproximagdes para mudangas de curvatura devidas a
tor¢ao e flexdo de mesma ordem de magnitude sdo consideradas e o empenamento

¢ obtido estendendo a teoria de Vlasov para o regime nao linear.

1.3
Base tedrica da presente pesquisa

A seguir descrevem-se, em ordem cronolodgica, os trabalhos que formam a
base tedrica da presente pesquisa.

Tanaka e Bercin (1999) estudaram as vibragdes lineares de perfis de se¢ao
transversal assimétrica considerando o acoplamento entre flexdo e torg¢do e
diversas condi¢des de contorno.

Kollar (2001) analisou as frequéncias naturais de vigas de paredes
delgadas e secdo aberta de material composto, modificando a teoria cléssica de
Vlasov para incluir tanto as deformacdes por cisalhamento transversal e as
induzidas pelo empenamento restringido.

Mohri et al. (2001) apresentaram uma analise pods-flambagem de
elementos de parede delgada e secdo aberta sob compressdo axial. Efeitos de
deformacao e encurtamento sdo considerados na equacao de equilibrio de torgao.
Com base no método de Galerkin, as trés equagdes resultantes de flexao e tor¢ao,
altamente acopladas, sdo obtidas e resolvidas através do método de Newton-
Raphson. Considerando uma viga simplesmente apoiada, obteve os caminhos nao
lineares de equilibrio para diferentes perfis.

Arpaci e Bozdag (2002) derivaram e resolveram analiticamente as
equagdes diferenciais que regem as vibragdes livres de vigas de paredes finas com
secdo aberta assimétrica considerando o acoplamento entre as componentes de
flexao ¢ a torgao.

Mohri et al. (2003) estudaram a estabilidade de elementos de parede
delgada e se¢do aberta, derivando uma solucao analitica para a carga critica lateral
de vigas sem restrigdes, chegando a obter também as constantes para os

parametros de Wagner.
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Jun et al. (2004) usaram o método da matriz de transferéncia dindmica
para o célculo das frequéncias naturais e modos de vibragao de vigas de paredes
finas ndo simétricas.

Mohri et al. (2004) estudaram as vibragdes de vigas de parede delgada ¢
secdo aberta, para entender as caracteristicas do comportamento pos-flambagem
destas estruturas sob cargas axiais e laterais. Nesta analise foi utilizado um
modelo que representa a interacdo nado linear de flexdo-flexdo e acoplamentos de
flexo-tor¢ao. Os resultados foram obtidos mediante métodos numéricos.

Li et al. (2004) determinaram as frequéncias naturais ¢ modos de vibragao
de uma viga Timoshenko de parede delgada, carregada axialmente pelo método da
matriz de transferéncia dinamica.

Mohri et al. (2008), basecado em um modelo ndo linear, derivaram solugdes
analiticas para elementos de viga-coluna simplesmente apoiados de secdo
simétrica. As solugdes propostas sdo validadas através de uma andlise ndo linear
por elementos finitos, onde a estrutura foi discretizada com elementos de casca.

Voros (2009) analisou as vibragdes de vigas onde o acoplamento entre
flexdo e tor¢ao ¢ induzido por cargas estaticas laterais.

Mohri et al. (2010) pesquisaram a estabilidade lateral de elementos de
se¢ao monosimétrica de paredes delgadas. Com base em um modelo de elementos
finitos, desenvolvido para vigas de parede delgada, sujeitas a grandes angulos de
tor¢do, diferentes tipos de carregamento e considerando os coeficientes de
Wagner, os autores chegaram a conclusiao que a flambagem lateral das vigas nao
depende apenas da pré-deformagdo, mas também da forma da se¢do e da
distribuicdo de carga.

Di Egidio e Vestroni (2011) validaram numérica e experimentalmente um
modelo ndo linear unidimensional, indeformavel por cisalhamento e nao
extensivel, desenvolvido para uma viga de parede delgada com secdo transversal
aberta.

Stoykov e Ribeiro (2013) pesquisaram as vibragdes nao planares, livres e
forcadas, de vigas com secdes transversais nao simétricas, no dominio da
frequéncia, pelo método dos elementos finitos versao-p, usando uma formulacao

geometricamente nao linear.
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Mohri, et al. (2013) pesquisaram os efeitos das forgas axiais na flambagem
lateral em vigas, no caso de elementos com secgdes transversais monosimétricas.
A forma unica, fechada e compacta ¢ estabelecida para a interagdo do momento
lateral de flambagem com forgas axiais. Esta nova equagdo ¢ derivada a partir de
um modelo de estabilidade ndo linear.

Entretanto nenhum destes trabalhou investigou as vibragdes nao lineares e

instabilidade dinamica destes perfis.

1.4
Objetivos

Este trabalho faz parte da linha de pesquisa em Instabilidade ¢ Dinamica
das Estruturas do Departamento de Engenharia Civil da PUC-Rio. E uma
continuidade natural dos trabalhos desenvolvidos por Carvalho (2013) e Mancilla
(2014) sobre vibragdes nao lineares e ndo planares de vigas esbeltas. O objetivo
desta pesquisa ¢ enfatizar o comportamento dinamico e estudar as vibragdes nao
lineares e nao planares do perfil de secdo aberta “C”” de paredes delgadas com um
unico eixo de simetria, considerando diferentes condi¢cdes de contorno relativas

aos deslocamentos transversais e tor¢ao.

1.5
Descrigao dos capitulos da dissertagao

Esta dissertagdo esta dividida em seis capitulos, sendo o primeiro esta
introducao.

No Capitulo 2 sdo deduzidos, com auxilio do programa de algebra
simbolica Maple, os funcionais de energia e as equagdes de movimento para uma
viga sob carregamentos axiais e laterais. As equacdes diferenciais parciais de
movimento com nao linearidades quadraticas e cubicas sdo discretizadas pelo
método de Galerkin, usando como funcdes de interpolagdo os modos de vibragao
a flexdo e tor¢do, sendo as equagdes ordindrias de movimento dai decorrentes
utilizadas nos capitulos seguintes.

No Capitulo 3 faz-se a andlise linear do perfil monosimétrico de secao
aberta “C” de paredes delgadas. Este capitulo apresenta, inicialmente, as

equacdes de movimento linearizadas e o processo para resolver o problema de
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autovalor. Também, calculam-se as frequéncias do sistema e as cargas criticas,
assim como, as relagdes entre as cargas aplicadas, frequéncias e comprimento da
viga.

Sabe-se que, de um modo geral, ndo existem solugdes analiticas exatas
para as equagdes diferenciais ndo lineares com coeficientes periddicos. Assim
sendo, o Capitulo 4 trata da analise ndo linear de uma viga engastada - livre. Para
a resolucdo do sistema, utiliza-se o método de Runge Kutta de quarta ordem,
obtendo-se assim as amplitudes modais. Com a finalidade de entender e explicar o
comportamento dindmico nao linear apresentam-se os diagramas de bifurcagio,
respostas no tempo, planos de fase e diagramas de Poincaré¢ para diversos casos de
carregamento.

O penultimo capitulo apresenta, de forma sucinta, as principais conclusdes
do trabalho e sugestdes para trabalhos futuros, culminando a dissertagdo, no

capitulo seis, com as referéncias bibliograficas.
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2.
Formulagao Matematica para Analise Nao Linear

Neste capitulo ¢ apresentada a formulagdo utilizada para a obtencao do
funcional de energia e das equagdes de movimento ndo lineares para vigas e
colunas de se¢do transversal aberta de paredes delgadas, com base no trabalho de
Mohri, Azrar e Potier-Ferry (2001). A seguir, apresenta-se o processo de
discretizagdo das equagdes diferenciais parciais de movimento pelo método de

Galerkin para diferentes conjuntos de condi¢des de contorno.

21
Elementos de secao transversal aberta de paredes delgadas.

Um elemento de barra reta de secdo transversal aberta é mostrado na
Figura 2.1. Para a formulagdo do problema adota-se um sistema retangular de
coordenadas globais (X,Y,Z), como mostra a Figura 2.1, onde X representa o eixo
da barra na configuracdo inicial indeformada e Y e Z definem a secdo transversal,
coincidindo com os eixos principais de inércia.

Adota-se como origem do sistema de eixos o centro de gravidade da secdo,
denotado por CG. Em se¢des com um unico eixo de simetria (monosimétricas) ou
assimétricas, o centro de cisalhamento SC, ndo coincide com o centro de
gravidade, sendo suas coordenadas dadas por (y., zc). Um ponto M, ao longo do
contorno da se¢do, utilizado no modelo de Vlasov para tor¢do ndo uniforme
(Vlasov, 1961), ¢ identificado pelas coordenadas (y, z) e pela area setorial ws.

As hipoteses fundamentais da teoria de Vlasov para elementos de segdo
transversal aberta e paredes delgadas (Vlasov, 1961) sdo:

e O contorno da se¢do transversal permanece rigido em seu proprio plano
durante a deformagao.
e As deformagdes por cisalhamento na superficie média da barra podem ser

desprezadas.
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(2.

Z

Figura 2.1: Elemento de secao transversal aberta. Sistema de referéncia e notacao.

2.2
Campo de deslocamentos.

O campo de deslocamentos do ponto M pode ser escrito em funcdo das
coordenadas do centro de cisalhamento. A primeira hipotese de Vlasov implica
que as componentes de deslocamento no plano da se¢do transversal correspondem

a um movimento de corpo rigido, como mostra a Figura 2.2.

V4
A M
SC CG
M| L
]
e “ 5 Y
SC CG

X

Figura 2.2: Componentes do deslocamento do centro de cisalhamento.

Assim os deslocamentos transversais da viga em M, v,, € w,,, sdo dados
por:

v, =v—(z—z,)send. —(y—y, N1 -cosb.) (2.1)
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wy =w(y=y,)send, —(z -z, Y1 -cosé,) (2.2)
Nas Equagdes (2.1) e (2.2), v e w sdo as componentes de deslocamento
do centro de cisalhamento ¢ &, ¢é o angulo de torgdo.
O deslocamento longitudinal u,, € obtido a partir da segunda hipotese de

Vlasov que considera que as deformagdes por cisalhamento na superficie média
da secdo sao nulas. Introduzindo no ponto M da se¢dao um sistema de coordenadas

curvilineo s (Figura 2.3), tém-se as componentes de deslocamento deste ponto na
direcdo tangencial e transversal a parede do elemento, v, e w,. Assim, a

componente na dire¢do X do tensor de deformacdes de Green, devido ao
cisalhamento ao longo do contorno, deve ser nula, ou seja:

g = Oy O Ov v Ow oW 2.3)
Os Oox Ox Os ox Os

Figura 2.3: Eixo normal e tangencial ao contorno da segéo.

A partir das Equagdes (2.1), (2.2) e (2.3) sdo obtidos os deslocamentos v,
e W,, a saber:
v, =vcosa +wsena + h(s)send, +r(s)(cosd, —1) (2.4)
w, = —vsena +wcosa +r(s) send, — h(s)(cos6, —1) (2.5)

onde @ é o angulo entre o eixo Y e a tangente ¢ A(s) e r(s) sdo as coordenadas

do centro de cisalhamento no sistema de coordenadas curvilineo, como mostra a
Figura 2.3.

Partindo das Equacdes (2.3), usando as seguintes relagdes:
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%(S) =0 (2.6)
Os

als)_y 2.7)
0os

dy=dscosa (2.8)

dz =dssena (2.9)

o, = [ h(s)ds (2.10)

e fazendo a integragdo com respeito a varidvel s, obtém-se o deslocamento axial

do ponto M dado por:

Uy, =u-— y(v' cos@. +wsen6. )— z(w' cos@. —v'send. )— w0, (2.11)

onde (') representa a derivada com respeito a x.

23
Campo de deformagoées.

A teoria de vigas considera que os deslocamentos axiais u,,, Equacdo
(2.11), sdo muito menores que os deslocamentos w,, , Equacdo (2.2), e v,,,

Equacdo (2.1). Com base nesta hipdtese t€m-se as seguintes componentes do

tensor de deformacgoes de Green:

— +%[(u;u F ol P (o, e, %[(V;w F (o, F] 2.12)
1(6u, ov, ov, v, ow, ow

gxy=5( g;/[-i‘ avf+ ;f av;u . @MJ (2.13)
1( ou ow ov,, Ov ow,, ow

‘9"2:5( o T e o azM} @19

Substituindo as Equagdes (2.1), (2.2) e (2.11) nas Equagdes (2.12) a (2.14),

chega-se as seguintes expressoes para as deformacdes:
&, =& +&, (2.15)

g =u —y(1"cos@. +w"send. )—z(w'cosd. —v"senb.)— w6, (2.16)

& = %(V'2+w'2+R26’}2 )-2.6.(w cos 0, ~vsend, )+ (2.17)

z.0. (v cosf +wsen Hx)
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& __ ! z—z +aa’s 0. 2.18)
xy 2 C a X (‘

g Y +awx 6 2.19
Xz 2 y yC aZ X (' )

onde R ¢ a distancia entre o centro de cisalhamento e o ponto M, dada pela

seguinte relagdo:

R=(-y.)+(z-z.) (2.20)

24
Formulagao variacional.
Tendo em conta as hipdteses anteriores, as equagdes ndo lineares de

movimento podem ser obtidas a partir do principio variacional de Hamilton,

considerando a fungdo de Lagrange L, =U—T+W , onde U ¢ a energia interna

de deformagdo, T a energia cinética e W o trabalho das cargas externas. A seguir,
mostra-se a variacdo das parcelas de energia para vigas de paredes delgadas e

se¢do aberta.

241
Variagao de energia interna de deformacao.
A variagdo da energia interna de deformacdo de um corpo elasticamente

deformado, U, é dada por:
U = [ [lo e, +20,,0,, +20,.5¢, )dAdx 2.21)
LA

onde o, ¢ o tensor de tensoes de Piola-Kirchoff.

Utilizando as Equagdes (2.15) a (2.20), obtém-se a variacdo dos
componentes do tensor de deformagdes;
Se.. = ou'—y(6v"cos 6. + Sw"sen 6, ) - y(w"cos 0. —V'senf, )§HX -
Z(w"cos B, — " sen 8, )+ z(w"send, +v"cos 6, )50, — w6, +
5 (v'+,0.5en0, + 2,0, cos0, )+ 5w (w=y,0. cosO, + z,0.5en6, )+ (2.22)
50. [Rzé’; +y (-w'cosf, +v'send,)+z,(v'cosd, +w'send, )]+
00, [yc (w' O.send +v'0.cos 0, )+ zZ, (w' 0.cosO, —v'0.sen6. )]

1 0w

¢, = —E(z —z + ays jc%’; (2.23)
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1 ow, ,
os_=—|y—y ——= |00 2.24
&, 2[y Ve @j . (2.24)

Finalmente, a variacdo da energia interna de deformagdo pode ser expressa

em funcdo das forcas internas que agem em um elemento da secdo transversal da

viga em seu estado deformado, as quais sdo definidas por:

N= ! o,.dA (2.25)
M, = Eo—mz dA (2.26)
M, = —! o,.ydA 2.27)
B, = —{ o, dA 2.28)
M, = J {axz(y -y, - aaaz)“ j - axy(z -z, + ag)z“ ﬂ dA (2.29)
M, = {%Rz dA (2.30)

onde N ¢ a forga axial, M, e M_ sdo os momentos fletores, B, ¢ o bi momento,

M, ¢ o momento de tor¢cdo de Saint Venant e M, é uma resultante de ordem

superior. Estes esfor¢os generalizados sdo ilustrados na Figura 2.4.

Substituindo as equacdes (2.22) a (2.30) na equacdo (2.21), chega-se a
seguinte expressao:
oU = I N[ﬁu'+5v' (v'+y09;sen 0. +z,0. cosO, )+ ow' (w‘—y'ﬁ; cos@, +z,6.senf. )]dx +

L

_[ NoO, [yc (w' 0.send +v'6.cos 6, )+ z, (w' 0.cos8, —V'0.send, ) dx +

L

J‘Né'H; [v.(-w'cos@, +v'send, )+ z,(v'cos @, + w'send, )| dx—
L " " "n " (2 '3 1 )
IMy (W' cos@, — " sen @, Jx + IM}, (w"'sen8_ +v"cos b, )50, dx +
L L
IMZ (6v"cos @, + ow"sen @, Yix + J‘MZ (w'cos 8, —v"sen, )50 dx +
L L

[ B,80.dx+ [ M 0,.50,dx+ [ M50, dx
L L L
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Z
A
"Du
W I
5C v '4\ —>» Y
cG U
N M,
Bo M,
u X

Figura 2.4: Forgas resultantes na segao.

24.2
Variagao do trabalho das cargas externas.

As cargas aplicadas ao elemento podem ser reduzidas as componentes
4.,9,, q. € a um momento torsor m,, resultante das excentricidades e: € ey das

cargas ¢y € ¢q- com relacdo ao centro de cisalhamento, respectivamente, como

ilustra a Figura 2.5.

Z Z
A A
q. q:
e, [ .
q,
T M M
\L > Y 3&" > Y

X X

Figura 2.5: Componentes de carga aplicada a barra.

A variagdo do trabalho das cargas externas ¢ dada por:

W = [(q.6u+q,60+ q.6w-+m, 50, Jix (2.32)

L

onde m, ¢ fungdo das componentes da carga transversal ¢, ¢ g¢. e das

z

excentricidades com relagdo ao centro de cisalhamento e, ¢ e. .
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Da Figura 2.6 tem-se que:
wy =w+te ssent —e, (1-cosd,)
(2.33)
vy, =v—e, (1-cost )—e.send,
onde w,, , como enunciado anteriormente, ¢ o deslocamento na dire¢do do eixo z

do ponto M.

e.(l-cosf) T

w

SC

Figura 2.6: Deslocamentos de um ponto M gerado por uma rotagao Hx .

—»0

Fazendo a varia¢do da Equacdo (2.33), encontra-se que:

ow,, =ow+ (ey cosf —e_senf, )56’X

2.34
ov,, = 5\}—(eysen&’)c +e, cosO, )§¢9x (2.34)
Tem-se assim que a Equagao (2.32) toma a seguinte forma:
oW = .[[qx& +q,0v+q.0w+q,(e, cosO —e.send )00, —q (e ssenl +e, cos Qt)éﬁx]dx =
A | o (2.35)

[la.6u+q,60+g.6w+m 50, Jax

L

Fazendo a integragdo por partes da equacdao (2.31), usando a equagao

(2.35), e coletando os termos referentes aos deslocamentos virtuais du, ov, ow, e

00, chega-se as seguintes equagdes de equilibrio estatico:
—N'=gq, (2.36)
(M cosb.) + (Mysen 0. ) — P(v' +(y.sen@, +z, cos 6, )HY) =q, (2.37)

—(M, cos6,) +(M sen6,) — P(w = (y, cos 0, — z.5en6,)d. ) = q. (2.38)
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B —(M,) - (MRH;) +M, (w"sen 0. +v' cos Qr)+
M. (w" cos@, —v senf, )+

P [)’LH;r (w'sen 0. +v cosd. )+ z,0. (w' cos@, —v'send. )]_ (2.39)

Ny, (— w cos@_+vsen t9x)' ~-Pz, (v' cos @, +wsen 9x> =m

2.4.3.
Variagao da energia cinética.

Utilizando as equagdes (2.1), (2.2) e (2.11), a energia cinética de um

elemento de paredes delgadas, com massa especifica constante p , ¢ dada por:

_1 j I (@‘fj [ O J2+(aaltMJ2JdAdx (2.40)

Fazendo-se a integragdao da Equacao (2.40) ao longo da area e desprezando

os termos de inércia a rotacdo, chega-se a seguinte equacao:
2 2 2 2
T:ljm (8@[} +(avj +(awj +Io(aa‘j +z o 99, - awae dx (2.41)
29 ot ot ot ot ‘ot ot ‘ot ot

onde m ¢é a massa do elemento por unidade de comprimento e /, ¢ o momento

polar de inércia.

A variagdo da energia cinética ¢ dada por:

ou 0 ov 06, \o ow 06, )0 00, ov ow) o
or = —Ou + +z ov+| — ow+| I —~+z 00, |d
-[ [8: ot ! [(’ﬁ % ot Jaz Y (at IRE ot )at ( ot ‘ot R a;jat jx (2'42)

Fazendo a integracao por partes da equagao (2.42) e coletando os termos

em fungdo dos deslocamentos virtuais du, &, ow, e 6. chega se as seguintes

expressoes:
d2
J.—m j@udx (2.43)
J dr’
>  d*0 ]
—m| —-+z,—* |Ovdx (2.44)
-[ ar dr’
d*w  d*6, J
—-m - . owdx (2.45)
-[ dar’ dr’
d’o d*v d*w
J.—m 1 a’tzx +2z, e -, e J@@x dx (2.46)
L
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25
Relagoes constitutivas.

Todas as equagdes anteriores ndo fizeram referéncia ao comportamento do
material do elemento e a sua relagdo tensdo-deformagdo. Neste trabalho,
considera-se um material com comportamento elastico linear com modulo de

Young E, e mddulo de elasticidade transversal G, com G =E/ 2(1 + v), sendo v

o coeficiente de Poisson do material. Assim sendo, as resultantes das tensdes sdo

dadas por:

N =EA (u Jr%(v'2 W+ L0 )+ 200, - ycw'e;} (2.47)
M, =EI [k, cos 0, — k_sen0, - B.sen0?) (2.48)
M. =EI(k.cos, + k, senf, - B,sen0?) (2.49)
B,=EI (0. -B,07) (2.50)
M,=GJo. (2.51)

My =NI,-2EI_p, (v" cos@, +w send, )— 2EI p. (w"cos 0. +v'send, )—

1

,, | (2.52)
2EIB.0. +§E(IR — Al )p?

onde k, e k, sdo as curvaturas do elemento, /, e I sdo os momentos de inércia
com relagdo aos eixos Y e Z, respectivamente, J ¢ a constante de tor¢do de
Saint Venant, /, ¢ a constante de empenamento ¢ S,, B. e [, sdo os

coeficientes de Wagner (Mohri, Brouki e Roth, 2003).

Estes parametros geométricos sdo obtidos através das seguintes integrais:

L= £ z*dd (2.53)
I = J; y2 dA (2.54)
1, = {‘"2 dd (2.55)
B, :2% J; W2 +22)da-y, (2.56)
= [y + 2)da -z, (2.57)

2]}’ A
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= oly? +2%)dd (2.58)

Adicionalmente, tem-se que /, ¢ o momento polar de inércia em torno do

centro de cisalhamento e /, ¢ o quarto momento de inércia em torno do centro de

cisalhamento. Suas expressoes sao:

Iv +Iz 2 2
I == +y. +2z. (2.59)
A
Iy = I[(y —y.f +(z=z, P faa (2.60)
A

Partindo da teoria classica de flexdo, as seguintes aproximagdes de

segunda ordem sdo adotadas para as curvaturas:

w o[ W

k,= _— ~ (1+7 (2.61)
v o[, V2

k= _— RV (1+7] (2.62)
-V

Finalmente, as fungdes cosd, e sinf. sdo aproximadas pelos dois

primeiros termos de sua expansao em séries de Taylor, ou seja:

92
cosf =1- 2" (2.63)
03
senf =60 ——= (2.64)
2.6.

Equacoes de movimento.

Apo6s determinar as parcelas do funcional de energia nas seg¢des anteriores,
para a obten¢do das equagdes de movimento, tem-se que:
SU-T+w)=0 (2.65)
A partir da Equagao (2.65) e considerando os termos nado lineares até a

terceira ordem, chega-se as seguintes equagdes de movimento:

d
_aN =q, (2.66)
dx


DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 1412817/CA


PUC-RIo - Certificacdo Digital N° 1412817/CA

33

2 2 (4), 2
m d_2v+ZC_d 62)" +EL| v 430y 4y + |-
dt dt 2

. oo 2.67
N +2,6 +y,(0.0.+02)+ (2.67)
(EL. —EI \wWo, +2w'6, + w0, —v\6> —4v"6.0. —2v'6.6. 2002 )=¢,

2 2 (4), 2
m dw zv—yc a9, ‘?X +EI, w® 43w+ w2

dt dt ) 2
N[w' =y.0.+2,(0.0.+02 )|+ (2.68)
(EL —EI Y96, +2v"0. +v'60) + w07 +4w"0,6, +21w'0,0. + 2w 07 )= .

2 2 2
m I, d fx vz — d =+ E16Y -GJO! S Eree -
dt dt dt Pt
(2.69)

N[I{ﬂ; - (w" - v"6’x )+ z, (v" + w"6’x )]+
(EL —EI o'W —v20, +w"6,)=m

r 4)
onde m, = (g.c, ~q,e.)(1-67 /2)~(q.c. +4,6,)0, -0} /6) ¢ 0 momento torsor, (J* ¢ a
derivada de quarta ordem em funcdo de X e o termo /, ¢ um parametro
geométrico que denota uma constante de tor¢cdo de ordem mais elevada, dada pela
seguinte equacao:

I=1,-AI’ (2.70)

2.7
Aplicacao do método de Galerkin

Aplicando o método de Galerkin as equagdes diferencias parciais de
movimento, dadas nas Equacdes (2.68) a (2.69), elas sdo reduzidas a um sistema
de equagdes diferencias ordindrias no dominio do tempo. As equagdes
discretizadas de movimento sdo obtidas, para cada uma das condigdes de

contorno, usando apenas o primeiro modo de flex@o e de torcao, a saber:

xt)=v, (1) f(x) @2.71)
wlx,1)=w,(¢t)g(x) Q2.72)
O(x.1) = 6,(t)h(x) (2.73)

ondev, (t), w, (t) e Qo(t) sdo as amplitudes modais dependentes do tempo,

associadas aos trés graus de liberdade, f (x) = g(x) ¢ o primeiro modo de vibragao

a flexdo da viga e h(x) ¢ o primeiro modo de tor¢do. As expressoes analiticas para
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as fungdes f (x) e g(x) sdo apresentadas por Blevins (1980) para todas as

combinagdes de contorno classicas de vigas esbeltas.

|2=.u7r.11_;6es de interpolacdo de flexdo para quatro conjuntos de
condig¢oes de contorno

Os modos de vibragdo transversal de vigas de comprimento L e se¢do
uniforme sdo apresentados a seguir considerando quatro casos cldssicos de
condi¢des de contorno: viga engastada e livre (item 2.7.1.1), viga engastada e
apoiada (item 2.7.1.2), viga bi-engastada (item 2.7.1.3) e viga simplesmente

apoiada (item 2.7.1.4).

2711
Viga engastada e livre

Os modos de vibragdo transversal de uma viga engastada e livre sao dados

por (Blevins, 1980):

Vi (ﬁj = cosh[ﬁj -~ cos(ﬂj -0, {senh(ﬂj - sen[ﬂﬂ (2.74)
L L L L L

onde

_ senhA, —sen/,

(2.75)

i

~ cosh A, +cos A,
sendo A (i=1,2,3,..), parametros adimensionais de frequéncia, as raizes da
equacao

cosA coshA +1=0 (2.76)
Para o primeiro modo de vibragdo tem-se 1, =1,8751040 e

o, =0,734095514 . Este modo ¢ ilustrado na Figura 2.7.a.

2.71.2
Viga engastada e apoiada

Os modos de vibragdo transversal de uma viga engastada e apoiada sao

dados por (Blevins, 1980):

(ij = cosh(ﬂj - COS[MJ -0 senh(ﬂj - sen(ﬂj 2.77
1) L L " L L @.77)
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onde
cosh A —cos /4.
o senhA, —sen/, (2.78)
sendo 4, as raizes da equacdo
tan A, = tanh 4, (2.79)

Para o primeiro modo de vibragdo tem-se 1, =3,92660231 ¢

o, =1,000777304 . Este modo ¢ ilustrado na Figura 2.7.b.

2713
Viga bi-engastada

Os modos de vibragdo transversal de uma viga bi-engastada sao dados por

(Blevins, 1980):

(ﬁj = cosh(ﬂj - cos(ﬂj -0 senh(ﬂ) - Sen(ﬂj 2.80
)T L L i L L (2.80)

onde
cosh A —cos /4.
o senhA, —sen/, (2.81)
sendo 4, as raizes da equagao
cosA, cosh4, =1 (2.82)

Para o primeiro modo de vibracdo tem-se A, =4,73004074 e

o, =0,982502215 . Este modo ¢ ilustrado na Figura 2.7.c.

2714
Viga simplesmente apoiada

Os modos de vibragdo transversal de uma viga simplesmente apoiada sao

dados por (Blevins, 1980):

X A x) .
Vi 7 = sen - f A=irx (2.83)

onde A, =7
Por fim, as freqiiéncias naturais de flexao f; (em hertz) sdo obtidas a partir

das raizes A, através da expressao:
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2 12
P (E’j =123, (2.84)

m

Coxl?

1.6 -

1.6 4

%}

0.8
0.8

04—

Modo de vibragdo y,(x/L)
Modo de vibragdo y,(x/L)

0.4 -

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
x'L x'L
a) viga engastada e livre b) viga engastada e apoiada.
1.6 1

%

o

0.8

04—

Modo de vibragdo y,(x/L)
Modo de vibragdo y,(x/L)

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
x'L x'L
¢) Viga bi-engastada d) viga simplesmente apoiada
Figura 2.7: Modos de flexao para as diferentes condi¢gées de contorno.

Para estudar o efeito da tor¢ao nas vibragdes de perfis esbeltos consideram-se
trés possibilidades:

T X
0 (x,t) =06 (t)sen 57 (2.85)
0.(x,t) =0, (t)sen % (2.86)
0.(x,t) = 0,(t)cos % (2.87)

que correspondem ao primeiro modo de vibracdo de tor¢do de um eixo com
diferente condi¢des de contorno (Blevins, 1980). Estes modos sdo ilustrados na

Figura 2.8.
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-

= =
\%j; 05 \5; 05
S sen (wx/21) S sen (m x/L)
01— T 1 0 L I IR
0 0.25 05 0.75 1 0 0.25 0.5 0.75 1
x/L x/L.
a) Ox(x,0)=0.(t).sen(m x/2L) b) Ox(x,0)=00(1).sen(m x/L)
1 : f
= 05— I
g0 |
0'? cos (m x/L) |
- — T T 1 |
0 0.25 05 0.75 1
x/L

¢) Ox(x,0)=04(1).cos (m x/L)
Figura 2.8: Modos de Torgao

Para cada uma das trés funcdes de flexdo, Equacdes (2.74) a (2.83), e para
cada conjunto de condi¢des de contorno a tor¢cdo, Equacdes (2.85) a (2.87),
obtém-se, aplicando o método de Galerkin, um sistema de trés equacdes de
movimento ndo lineares acopladas que deve ser resolvido através de métodos
numéricos. As equagdes de movimento ndo lineares discretizadas para cada

conjunto de fungdes de interpolagdo sdo apresentadas no Apéndice A.
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3
Analise Linear

31
Introducgao

O presente capitulo apresenta o calculo das frequéncias naturais, das
cargas criticas axiais e da relacdo entre carga axial e frequéncia para diversas
condi¢des de contorno com o intuito de mostrar o efeito da assimetria da se¢do e
do acoplamento entre flexdo e tor¢do nas vibragdes e estabilidades da estrutura.
Para isto consideram-se os quatro conjuntos de condi¢des de contorno de flexao
(Figura 2.7) e os trés diferentes modos de tor¢do (Figura 2.8) especificados no

Capitulo 2.

3.2
Equacoées diferenciais de movimento linearizadas

Linearizando o sistema de equacdes de movimento (2.67) a (2.69), obtém-

se as seguintes equagdes diferencias parciais:

d? d%0 ,. ,,
m #+Zc7;j+Elzv(4)—P(v +Zﬁx)=qy (3.1
d*w d*o . .
m . ?;]+EIVVW(4)—P(W ~y.0))=q. 3.2)
2 2 2
m 1@ fx A N T ey
di dt dt :

(3.3)
P(IOH; —ycw" + zcv"): m,

Verifica-se que o acoplamento no sistema linearizado aparece nos termos
de inércia, I, I, 1, ¢ I», € nos termos relativos ao carregamento axial, P, sendo

fungdo dos parametros geométricos y, e z,, que definem a posi¢do do centro de

cisalhamento, SC. Isto significa que em se¢des monosimétricas ou assimétricas

onde o centro de gravidade (CG) ndo coincide com o centro de cisalhamento da
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se¢do, ha sempre modos de vibragao e flambagem com acoplamento entre flexao e
torcao.

Para calcular as frequéncias naturais e cargas criticas, ¢ preciso linearizar,
para cada conjunto de condi¢des de contorno, as equagdes diferenciais ordinarias
de movimento obtidas a partir do método de Galerkin e apresentadas no Apéndice

A (Equagdes A.1.1 a A.1.36).

3.3
Problema de Autovalor

Para avaliar a possibilidade de ocorréncia da ressonancia, faz-se necessario
conhecer as frequéncias naturais da estrutura. Estas sdo obtidas a partir do
problema de vibracdo livre ndo amortecida, descrito pelas equacdes diferenciais
lineares com coeficientes constantes e que podem ser expressas matricialmente

como:
(M0 }+ k.- Pl Ut =0 (3.4)
onde {U} ¢ o vetor dos deslocamentos, {U } ¢ o vetor das aceleragdes, [M] ¢ a

matriz de massa, [Ke] matriz de rigidez elastica, [KG] ¢ matriz de rigidez

geométrica e P a forca axial.

Para o célculo das frequéncias naturais da estrutura descarregada, tem-se o
seguinte problema de autovalor:
MU+ [k JUi=0 3.5)
cuja solucao ¢ da forma:

iw,t

v, (t)=ve™ (3.6)
w,(t)=we" (3.7)
0,(t)

onde w, ¢ a frequéncia natural e v, w ¢ @ sdo as amplitudes modais.

g eia),,t (38)

Da substituicdo das Equacdes (3.6) a (3.8) na Equagdo (3.5), chega-se a
seguinte equacdo caracteristica do problema de autovalor:
[, -am]=0 (3.9)
onde:

A=w, (3.10)
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ou seja, os autovalores representam o quadrado das frequéncias naturais e os
autovetores, os modos de vibragao.

Em um problema de instabilidade linearizado, o célculo da carga critica e
do modo critico também resulta em um problema de autovalor generalizado da
forma:

[&.-PK;]=0 (3.11)
onde a carga critica corresponde ao menor autovalor.

As frequéncias naturais da estrutura carregada axialmente e a relagdo entre
carga axial e frequéncia natural de vibracdo podem ser obtidas através da solugdo
do sistema dado pela Equacao (3.4).

Da substituicdo das Equacdes (3.6) a (3.8) na Equacdo (3.4), chega-se a

seguinte equacgao caracteristica do problema de autovalor:

(k. -PKg)-2M]=0 (3.12)

3.4
Frequéncias naturais.

Para cada conjunto de condi¢des de contorno e fungdes de torcdo, as
matrizes de massa [M] e as matrizes de rigidez eléstica [K.] sdo mostradas,
respectivamente, na Tabela 3.2 e Tabela 3.3. Estas matrizes sdo obtidas a partir
das equagdes de movimento linearizadas, conforme consta no Apéndice A (A.2).
Verifica-se que a matriz de rigidez eldstica ¢ diagonal e que, portanto, o

acoplamento ocorre através da matriz de massa.
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Tabela 3.1: Matrizes de Massa

Condicao de Funcao de tor¢ao
Contorno 0, (x,t) =0, (t)sen(z x/2 L) 0, (x,t)=0,(t)sen(zx/L) 6. (x,1) = 6,(t)cos(z x/ L)
0,5 0 4 z,
. 3z 0,5 0 05z, 05 0 0
Simplesmente M=mL 0 05 -2y M=mL| 0 0,5 —05y, M=mLl 0 0,5 0
apoiada 3z ; )
4 4 I, 05z, —05y - 0 0 =
—_ Zc —_— p 2 c c 2 2
3 3z 2
0,25 0 0,3389z, 0,25 0 0,2346z, 0,25 0 ~0,2166z,
Engastada e B B B
. M=mLl 0 0,25 -0,3389y, M=mL 0 0,25 -0,2346y, M=mL 0 025 02166y,
ivre I
03389z, —0,3389y, % 0,2346z, —0,2346y, % -0,2166z, 0,2166y, >
d 1 0 0,6294 z, 1 0 0,6904z, 1 0 —0,1314z,
Engastadae |\ _ | 1 ~0,6294y, | | M=mL 0 1 ~0,6904y, | | M=mL 0 1 01314y,
apoiada I I /
0,6294z, —0,6294y, ) 0,6904z, —0,6904y, > -01314z, 01314y, >
0,3964 0 0,3543z, 0,3964 0 0,4391z, 03964 0 0
Bi-engastada | M=mL 0 03964  —03543y, M=mL| 0 0,3964  —0,4391y, M=mL 0 0394 0
I
03543z, —0,3543y, % 0,4391z, —0,4391y, Zo 0 o =
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Condicao de Fungdo de tor¢do
Contorno 0. (x,t)=06,(t)sen(zx/2L) 6. (x,t)=6,(t)sen(z x/ L) 6. (x,1) = 6,(t)cos(z x/ L)
4 4 4
T E{Z 0 0 /4 E31 0 7" El, 0 0
20 2L Ve
: 4 4 4
7" El 7" El 7" EI
Slmple§mente K = 2 0 K = L 0 K. = L 0
apoiada 2L 2L 2L o
2 2 2 2
7 (7°El 7 (7’EI 7 (7 El
0 0 ©+GJ 0 z ©+GJ 0 0 = ©1GJ
SL( 41 J ZL( r j ZL[ L J
3,0905 EI
= 0 0 3,0905EI 0 0 3,0905E7, 0 0
3,0905 El, r r
Engastada e K, = T 0 K - 0 3,0905E1, 0 K - 3,0905E1, 0
livre 7 (7EI ‘ r ‘ L
0 0 ©1GJ 2 (g2 (g2
sL 4L’ 0 o Z(TEL, g 0 L(ﬂ €I“’+GJJ
2L L 2L L
237,721EI, 0 0
5 237,721EI, 0 0 237,721 E1, 0 0
237,721EI, L 5
Engastada e K, = 0 — 0 0 ‘- 237,121EI, 0 < 237,121EI, o
. e - 3 e~ —
apoiada 7 (2El L L i
0 z ©4+GJ 2 g2 (2El
8L\ 41 0 0 ZNZE L Gy 0 0 %[7” Ve "+ij
20\ I
198462 1, 0 0 108462 51 198462 E1 0 0
r _— 0 0 r
P 198,462 EI, o L 1084621 ‘. 198,462 E1, o
Bi-engastada | r , K .= — 0 ‘ L -
7 (n°El L n°(n°El,
0 0 7[ L +GJJ 2 (Bl 0 0 (72+ij
8L\ 4L | 0 0 Spl T ereY 2\ L
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Resolvendo o problema de autovalor, Equagdo (3.9), obtém-se as trés
primeiras frequéncias naturais e os respectivos modos de vibragdo. Neste capitulo
¢ apresentada a andlise linear de uma viga de aco com se¢do "C", modulo de
Young £ = 210 GPa, médulo de cisalhamento G = 80,77 GPa e densidade p =
7800 kg/m®. A Figura 3.1 apresenta os eixos principais de inércia, campo de
deslocamentos e caracteristicas geométricas do perfil (secdo monosimétrica - eixo
Y ¢ o eixo de simetria). As dimensdes do perfil e suas principais propriedades

geométricas sao mostradas na Tabela 3.3.

Figura 3.1: Perfil monosimétrico "C" e suas dimensodes caracteristicas.

Tabela 3.3: Dimensoes e propriedades geométricas da segao "C".

b = 10,00 cm A = 19,500 cnt
h = 20,00 cm J = 1,692 cnt’
1 = 0,50 cm I, = L289E +04 o
t, = 0,50 cm I, = 1236,600 cmt’
. = —-6,08 cm I = 193,450 cnt’
z, = 0,00 cm I, = 351E-07 m®

Na Tabela 3.4 sdo mostrados os resultados para a funcdo de torcdo

Ox(x,8)=0,(t).sen(nx/2L). Verifica-se que, para as quatro condi¢des de contorno, ha
um modo de flexdo desacoplado, associado com o eixo de menor inércia, I,
(z.=0), cujos valores coincidem com aqueles obtidos analiticamente por Blevins

(1980), e dois modos acoplados de flexo-tor¢do. Para a viga engastada e livre a
frequéncia fundamental corresponde ao modo de flexdo (35,913 rad/s). Em todos
os outros casos a frequéncia fundamental corresponde a um modo de flexo-torgao,

sendo que o seu valor pouco varia com as restricoes de contorno. Este
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comportamento ndo € usual em vigas com se¢ao duplamente simétricas onde,
quanto maior numero de restri¢gdes, maior ¢ a frequéncia natural. Da Tabela 3.4,
observa-se que a frequéncia natural associada como o modo puramente de flexao
cresce a medida que o niumero de restri¢des relativas aos deslocamentos aumenta.
Assim, verifica-se que o acoplamento de flexo-tor¢cao tem uma grande influéncia

nas frequéncias naturais de vigas esbeltas monosimétricas ou assimétricas.

Tabela 3.4: Frequéncias naturais, wo, € modos de vibragdo, L=4m. Fungado de torgao:
Ox(x,t)=00(t).sen(m x/2L).

Condicdes de Componentes
Contorno Modo Do (rad/s) Direciio vo | Direcdo w, Direcio 0,

FT 40,370 0,000 -0,978 -0,205

Bi-apoiada F 100,811 1,000 0,000 0,000
FT 293,560 0,000 -0,999 0,001

F 35,913 1,000 0,000 0,000

Engastada-livre FT 39,143 0,000 -0,973 -0,227
FT 112,924 0,000 -0,999 0,018

FT 40,439 0,000 -0,989 -0,141

Engastada-apoiada F 157,486 1,000 0,000 0,000
FT 465,249 0,000 -0,999 0,0003

FT 40,474 0,000 -0,968 -0,247

Bi-engastada F 228,527 1,000 0,000 0,000
FT 651,320 0,000 -0,999 0,0002

A Figura 3.2 mostra a variagdo das trés menores frequéncias naturais com
o comprimento da viga L, para as quatro condi¢des de contorno aqui consideradas.
As frequéncias naturais variam de forma nao linear com o comprimento da viga.
Como esperado, as frequéncias naturais decrescem a medida que L cresce.
Observa-se que, para a viga engastada e livre e para valores de comprimento entre
3,4 e 4 m, as duas menores frequéncias naturais sdo aproximadamente iguais, o
que pode levar a uma ressonancia interna 1:1 (@, /@y =1, L=3,53m). Para
valores pequenos de L, a menor frequéncia natural esta associada a um modo de
flexo-tor¢ao para as quatro condi¢des de contorno. No caso da viga engastada e
livre, a menor frequéncia natural passa a ser associada ao modo de flexdo a partir
de L=3,53 m. Ressonancia interna 1:3 pode também ocorrer para a viga engastada
e livre, @j/®,=3 para L=376m, e para a viga simplesmente

apoiada, @y, / @, =3 para L=3,08m.
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500

1200 —
1000 400 -
=2 800 = 300
: 3
=600 <
g 2 200
400
100
200 —
—
0 . 0 . . x .
2 24 28 32 3.6 4 2 24 28 32 3.6 4
L (m) L (m)
a) Viga simplesmente apoiada b) Viga engastada e livre
2000 2800
2400 —
1600 — |
2000 —
é 12004 é 1600 —
£ £ '
3: 800 — 3: 1200
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Figura 3.2: Variagdo da frequéncia natural com o comprimento da viga, Ox(x,))=0.(2).sen(x
x/2L).

Analisa-se a seguir a viga considerando a fungcdo de torgao
Ox(x,8)=0,(t).sen(mx/L). Os resultados sdo apresentados na Tabela 3.5 para L=4m.
Neste caso, a menor frequéncia natural estd associada ao modo de flexo-tor¢ao
para as vigas engastada-apoiada e bi-engastada. Nos outros dois casos a menor
frequéncia natural estd associada com o modo de flexdo em torno do eixo de
menor inércia. Da Tabela 3.5, observa-se que a frequéncia natural associada com
o modo puramente de flexdo cresce com o numero de restri¢des, mas a frequéncia

minima ¢ aproximadamente a mesma (@, ~100rad/s), exceto para a viga
engastada e livre, cuja frequéncia fundamental ¢ bem menor que nos outros casos
(@, =35,913rad / s, tal como verificado na Tabela 3.4). Novamente, verifica-se

que o acoplamento de flexo-tor¢do tem uma grande influéncia nas frequéncias

naturais de vigas esbeltas monosimétricas ou assimétricas.
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Tabela 3.5: Frequéncias de vibragdo, w., e modos de vibragao, L=4m. Func¢ao de tor¢ao:
Ox(x,t)=00(t).sen(m x/L).

Condigdes de Componentes

Contorno Modo @o (rad/s) Direcio vo Direcao w, Direcao 6,

F 100,811 1,000 0,000 0,000
Bi-apoiada FT 102,408 0,000 -0,987 -0,1598
FT 322,515 0,000 -0,999 0,0117

F 35,913 1,000 0,000 0,000

Engastada-livre FT 82,057 0,000 0,993 0,116

FT 126,642 0,000 -0,969 0,246

FT 104,434 0,000 -0,992 -0,124

Engastada-apoiada F 157,486 1,000 0,000 0,000

FT 488,349 0,000 -0,999 0,003

FT 105,076 0,000 -0,980 -0,198

Bi-engastada F 228,528 1,000 0,000 0,000

FT 707,685 0,000 -0,999 0,002

A Figura 3.3 mostra a variagdo das trés menores frequéncias naturais com
o comprimento da viga, L. Na viga simplesmente apoiada, para valores de
comprimento entre 3,3 e 4 m, observa-se que as duas frequéncias naturais sao
aproximadamente iguais, levando a ressonancia interna 1:1 em regime ndo linear

(wy, / @y =1, L=3,85m).

1400 500
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= . = 300
= 800 — 3
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g 600~ £ 200
400 }
| 100
200 —
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a) Viga simplesmente apoiada b) Viga engastada e livre
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\-9; 1000 2 1500
S) Sl ]
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500 7
500 —
0 P | : 0 \ [
2 24 28 32 36 4 2 24 28 32 36 4
L (m) Lim)
¢) Viga engastada apoiada d) Viga bi engastada

Figura 3.3: Variagao da frequéncia natural com o comprimento da viga, 0x(x,t)=0(¢).sen(x x/L).
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Finalmente, estuda-se a influéncia da funcdo de torcdo
Ox(x,8)=0,(1).cos(nx/L), nas frequéncias naturais da viga para as quatro condi¢des de
contorno consideradas. Os resultados sdo apresentados na Tabela 3.6 para L=4m.
Verifica-se que os resultados para as duas menores frequéncias sdo praticamente
iguais aos obtidos para a fungdo 6i(x,2)=0,(?).sen(nx/L). Em ambos os casos a
rota¢do estd impedida em apenas uma secdo. Entretanto, neste caso, para a viga
simplesmente apoiada e bi-engastada temos trés modos desacoplados. Isto se deve
a simetria dos campos de deslocamento de flexdo e a assimetria do campo de
deslocamento de tor¢do (ver Figura 2.7 e Figura 2.8), levando a matrizes de massa

diagonais, como se observa na Tabela 3.1.

Tabela 3.6: Frequéncias de vibragdo, w., e modos de vibragao, L=4m. Fungao de torgao:
Ox(x,t)=00(t).cos(m x/L).

Condicdes de Componentes

Contorno Modo @s (md / S) Direcio v, Direcio w, Direcio 0,

F 100,811 1,000 0,000 0,000

Bi-apoiada T 105,660 0,000 0,000 1,000

F 254,882 0,000 1,000 0,000

F 35,913 1,000 0,000 0,000

Engastada-livre FT 82,856 0,000 0,993 -0,113

FT 123,845 0,000 0,967 0,253

FT 105,613 0,000 0,841 -0,540

Engastada-apoiada F 157,486 1,000 0,000 0,000
FT 400,675 0,000 -0,999 -0,0006

T 105,660 0,000 0,000 1,000

Bi-engastada F 228,528 1,000 0,000 0,000

F 577,789 0,000 1,000 0,000

A Figura 3.4 mostra a variacdo das trés frequéncias naturais com o
comprimento da viga L. Nota-se que, para a funcao de tor¢ao 6.(x,2)=0,(t).cos(nx/L),
a menor frequéncia natural estd associada a um modo de flexo-tor¢do para a viga
engastada-apoiada e com o modo de tor¢do, para a viga bi-engastada. A menor
frequéncia natural para a viga engastada e livre esta associada com o modo de
flexdo, enquanto que para a viga simplesmente apoiada, o modo de torgdo
associada a menor frequéncia natural muda para flexdo a partir de L=3,58 m.
Observe-se que, para a viga simplesmente apoiada, para valores de comprimento

entre 3.1m e 4 m, as duas frequéncias naturais sdo aproximadamente iguais.
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Figura 3.4: Variagao da frequéncia natural com o comprimento da viga, 0x(x,)=0,(2).cos(rx x/L).

3.5
Influéncia das condi¢cdes de contorno na frequéncia fundamental

A Figura 3.5 mostra uma comparagao da frequéncia fundamental da viga
para as doze combinagdes de condi¢des de contorno analisadas no presente
capitulo. Observa-se que, para a fung¢ao de torcao 6.(x,1)=0,(t).sen(mx/2L), a menor
frequéncia natural ¢ praticamente a mesma, para as quatro condi¢des de contorno.
Usando as fungoes de tor¢ao O.(x,t)=0,(1).sen(mx/L) € Ox(x,t)=0,(t).cos(nx/L), a menor
frequéncia natural é praticamente a mesma para todas as condigdes de contorno,
exceto para a viga engastada-livre cuja frequéncia fundamental ¢ muito menor que

as outras.
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Figura 3.5: Influéncia das condi¢cdes de contorno na variagao da frequéncia fundamental da

viga com o comprimento L.

3.6
Carga critica axial

49

A partir das equagdes linearizadas mostradas no apéndice A, as cargas e

modos criticos sdo calculados

resolvendo-se o problema de autovalor

generalizado descrito na Equacdo 3.11 para dois casos: viga simplesmente

apoiada e viga bi-engastada. Para cada condi¢cdo de contorno e funcdo de tor¢ao,

apresenta-se na Tabela 3.7 a matriz de rigidez geométrica K. Observa-se que os

termos fora da diagonal sdo fun¢do das coordenadas do centro de cisalhamento,

sendo estes responsaveis pelo acoplamento modal.
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Funcio de tor¢ao

Condigao de
Contorno 0, (x,t) =0, (t)sen(zx/2L) 0. (x,t)=0,(t)sen(zx/L) 6. (x,t) = 6,(t)cos(z x/ L)
B 2 7 B 2 2] B 2 ]
_T _Tz T _T T 0
2L 3L 2L 2L 2L
1 2 2 2 2
Simplesmente k.—-P 0 % %X K,=—P 0 -F. T K,=-P| 0 -2
apoiada 2L 3L 2L 2L 2L
_4zz, 4my, 7, 'z, 'y, xl, 0 0 7,
3L 3L 8L | 2L 2L 2L | I 2L
48777 0 08742z, 48777 0 43338z, 48777 0 0
L L L L L
. 48777 08742 y, 48777 43338 y, 48777
Bi-engastada Ko=-P 0 — i K,=-P 0 - b J K,=-P| 0 —EE 0
08742z, 08742y, 7L, 43338z, 43338y, 2L, 0 0 7L
L L 2L 2L

L L 8L
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As cargas de bifurcacdo e os respectivos autovetores sao apresentados na
Tabela 3.8 para uma viga com L=4m e 6i(x,1)=0,(t).sen(nx/2L). Observa-se que a
menor carga critica, para as duas condi¢des de contorno, sdo proximas, sendo
ambas associadas com o modo de flexo-torgao.

Tabela 3.8: Cargas e modos de bifurcagao para a viga simplesmente apoiada e bi-engastada,
L=4m, Ox(x,t)=00(¢).sen(m x/2L).

Condigdes de Componentes
Contorno Modo P” (kN/ m) Direcao v, Direcao w, Direcao 6,
FT 157,591 0,000 -0,978 -0,205
Bi-apoiada F 250,592 1,000 0,000 0,000
FT 2167,449 0,000 -0,999 0,001
FT 161,570 0,000 -0,968 -0,247
Bi-engastada F 1033,071 1,000 0,000 0,000
FT 6904,684 0,000 -0,999 0,0002

Para as vigas simplesmente apoiada e bi-engastada, a Figura 3.6 (a) mostra
a variacao da carga critica do perfil com o comprimento da viga L. A carga critica
varia de forma ndo linear com o comprimento da viga. Para estudar a variacdo das
frequéncias naturais em funcao da carga axial aplicada utiliza-se a Equacao (3.12).
A Figura 3.6 (b) mostra a variagdo da menor frequéncia com a carga axial
compressiva, P, para as duas vigas estudadas nesta se¢io. A medida que o valor
da carga de compressao aumenta, o valor da frequéncia diminui, tendendo a zero a
medida que se aproxima do valor da carga critica. Nota-se que ha uma grande
influéncia do carregamento nas frequéncias de vibra¢do. Para efeito pratico,
quando se atinge a primeira carga critica, um dos autovalores se torna negativo e
ocorre a flambagem, passando a estrutura a vibrar em torno de uma configuracao
de equilibrio pos-critica. Precisa-se, portanto, de uma formulag¢do nao linear para a

analise deste problema.
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Figura 3.6: (a) Variagao da carga critica com L; (b) relagdo entre a carga axial e a frequéncia
fundamental de vibragdo para as vigas simplesmente apoiada e bi-engastada,
Ox(x,t)=00(t).sen(m x/2L).

As cargas de bifurcagdo e os respectivos autovetores sdo apresentados na
Tabela 3.9 para uma viga com L=4m e 6(x,t)=0,(t).sen(m x/L). Observando os
resultados mostrados na Tabela 3.9, verifica-se a influéncia do acoplamento entre
flexao e tor¢cdo no valor da carga critica da estrutura. Enquanto a carga critica da
viga bi-apoiada ¢ associada com o modo de flexdo, para a viga bi-engastada tem-
se um modo de flexo-tor¢do. Entretanto os valores sdo relativamente proximos.
Neste caso a carga critica € superior aquela associada com o modo de torcao,
obtido fazendo 6.(x,1)=0,(t).sen(mx/2L). Isto se justifica pelo aumento da rigidez
efetiva a tor¢do (rotagdo impedida nas duas extremidades).

Tabela 3.9: Cargas e modos de bifurcagao para a viga simplesmente apoiada e bi-engastada,
L=4m, Ox(x,0)=0(t).sen(m x/L).

Condigdes de Componentes

Contorno Modo F (kN / m) Direcio v, Direcio w, Direcio 6,

F 250,592 1,000 0,000 0,000
Bi-apoiada FT 258,594 0,000 -0,987 -0,1598
FT 2564,773 0,000 -0,999 0,0117

FT 272,217 0,000 -0,980 -0,198

Bi-engastada F 1033,071 1,000 0,000 0,000

FT 9042,787 0,000 -0,999 0,002

A influéncia do comprimento da viga na carga critica ¢ mostrada na Figura
3.7 (a). A Figura 3.7 (b) apresenta a variagdo da frequéncia fundamental com a

carga axial.
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Figura 3.7: (a) Variagdo da carga critica com L; (b) Relagido entre a carga axial e a frequéncia
fundamental de vibragdo para as vigas simplesmente apoiada e bi-engastada,
Ox(x,t)=00(t).sen(m x/L).

Na Tabela 3.10 tém-se as cargas e modos de bifurcacdo para a viga com
funcdo de tor¢ao Oi(x,t)=0,(t).cos(mx/L). Neste caso, como ja observado para as
frequéncias naturais, ndo ha acoplamento entre flexdo e tor¢ao. Observa-se que a
menor carga critica, para a viga simplesmente apoiada e bi-engastada, estd
associada com o modo de flexdo e tor¢do, respectivamente. Seus valores sdo

aproximadamente iguais.

Tabela 3.10: Cargas e modos de bifurcagdo para a viga simplesmente apoiada e bi-
engastada, L=4m, 6x(x,t)=0s(t).cos(n x/L).

Condigdes de Componentes
Contorno Modo E. (kN/m) Direcio v, Direcio w, Direcéo 0,
F 250,592 1,000 0,000 0,000
Bi-apoiada T 1601,873 0,000 0,000 1,000
F 275,278 0,000 1,000 0,000
T 275,278 0,000 0,000 1,000
Bi-engastada F 1033,071 1,000 0,000 0,000
F 6603,748 0,000 1,000 0,000

Finalmente, a Figura 3.8 (a) mostra a variagdo da carga com o
comprimento L da viga e a Figura 3.8 (b) a variacdo da menor frequéncia natural

com a carga compressiva axial.
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Figura 3.8: (a) Variagao da carga critica com L; (b) Relagao entre a carga axial e a frequéncia
fundamental de vibragdo para as vigas simplesmente apoiada e bi-engastada,
Ox(x,)=00(t).cos(m x/L).
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4
Analise Nao Linear

Apos a analise linear, apresentada no capitulo anterior, este capitulo
investiga a influéncia da ndo linearidade geométrica da estrutura no seu
comportamento dindmico sob cargas harmdnicas laterais e os possiveis
fenomenos de instabilidade dindmica. Mais especificamente, estuda-se a dindmica
e instabilidade de uma viga engastada e livre com se¢ao transversal "C", dado que
este exemplo permite um estudo detalhado da influéncia da dire¢do e posi¢dao do
carregamento no comportamento ndo linear e, em particular, no acoplamento entre
flexdo e tor¢do. Adota-se para a funcdo de tor¢ao 6Oi(x,t)=0,(1).sen(mx/2L), que
corresponde ao caso mais usual para este tipo de estrutura, isto €, tor¢ao impedida
no engaste e nao impedida na extremidade livre. As equagdes ndo lineares de
movimento para este caso sdo dadas no Apéndice A, Equagoes (A.10) a (A.12).

Para a resolucdo numérica do sistema de equagdes nao lineares, o método
de Runge-Kutta de quarta ordem ¢ utilizado. Adicionalmente, para uma mais
completa compreensdao do comportamento da estrutura, diversas ferramentas para
analise dindmica nao linear sdo empregadas, entre elas, diagramas de bifurcagdes,
planos de fase e se¢des de Poincaré.

Assim, no item 4.1, as equagdes que governam o movimento dindmico nao
linear da viga sdo apresentadas. A seguir, a relagdo frequéncia-amplitude ¢ obtida
(item 4.2), servindo de base para o estudo das vibragdes forcadas, onde excitagdes
laterais uniformemente distribuidas sdo aplicadas nas dire¢des dos dois eixos

principais de inércia do perfil (item 4.3 e item 4.4).

4.1
Equagoes de movimento

Com o fim de entender o comportamento dindmico nao linear da viga
engastada e livre com se¢do monosimétrica "C", empregam-se as propriedades

geométricas listadas na Tabela 3.3 e considera-se um comprimento L=4m.

Substituindo estes valores nas equagdes (A.10) a (A.12), obtém-se o seguinte
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sistema de equagdes ndo lineares que governam o movimento forcado da

estrutura, a saber:

2

%vo +1289.7940v, +16.4815 v} —2004.6371w,0, +

4.1)
903.9349v,62 —0.10295 0, sen(Q )+ 0.8746 (jtv") =0
d? d?
“w, |+0.08245( =6, |+8244.814w, +105.35561w —2004.63713v,6, -
dt dt
(4.2)
903.93489 0w, —0,10295 Q. sen(Q.t)+0.87463 (C‘; w{,j =0
d? d?
[dtzeaJ +3.736823 (dﬂ wOJ +1639.29100, +1263.27477 0" —
90852.11279 v,w, +40967.21249 20, — 40967.21249 w?0, + 4.3)

5.9593Q.sen(Q.1)0,e. —7.5870.sen(Q t)e, +39.6391 (jt eoj =0

onde v

0

w, e 6, sao as amplitudes dos deslocamentos dependentes do tempo,

associados aos graus de liberdade de flexdo em torno dos eixos principais de

inércia e angulo de tor¢do, respectivamente; O, e Q sdo a magnitude da carga
lateral e a frequéncia da excitagdo na direcdo ¥, Q. e Q_ sdo a magnitude da

carga lateral e a frequéncia da excitagdo na dire¢do Z, enquanto e, ¢ e, s3o as
excentricidades das cargas O, e (., respectivamente, com relagdo ao centro de

cisalhamento e & € o coeficiente de amortecimento viscoso. Cabe ressaltar, como
mostra a Equacao (4.3), que as excentricidades podem gerar efeitos de tor¢ao de

primeira e segunda ordem (termo dependente de 6,).

4.2
Relagao nao linear frequéncia-amplitude

A relacdo ndo linear frequéncia-amplitude ¢ apresentada na Figura 4.1

onde se apresenta a variagdo da frequéncia de vibragdo livre da estrutura, o, ,

com a amplitude do deslocamento transversal v,. Verifica-se que a curva, com

inicio na frequéncia natural de vibracdo ®,, em virtude da ndo linearidade

o°
geométrica, inclina para a direita, ou seja, apresenta um comportamento com
ganho de rigidez ou "hardening". Este comportamento ¢ esperado para estruturas

unidimensionais altamente flexiveis (Carvalho ef al., 2013).
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Figura 4.1: Relagao frequéncia vs. amplitude dos deslocamentos.

fl-i?l;ragéo forcada amortecida - Carregamento transversal Q:

Para efeitos de comparacao, calcula-se, inicialmente, a carga critica de
flambagem por flexo-tor¢cdo (item 4.3.1), bem como a carga de inicio da
plastificacdo nas dire¢des Y e Z (item 4.3.2). A seguir, no item 4.3.3,
apresentam-se os diagramas de bifurcagdo para a carga Q- aplicada no centro de
cisalhamento do perfil. No item 4.3.4 e¢ 4.3.6 a influéncia da posi¢ao do
carregamento ¢ estudada. A amplificagdo dindmica ¢ apresentada no item 4.3.5.
Os efeitos da funcdo de tor¢do sdo apresentados no item 4.3.7. Por fim, a

influéncia da frequéncia da excitagdo ¢ investigada no item 4.3.8.

4.31
Calculo da carga critica de flambagem para Q: aplicada no centro de
cisalhamento.

Para a carga distribuida aplicada no centro de cisalhamento tem-se que o

momento critico ¢ dado por (Allen e Bulson, 1980; Trahair, 1993):

1/2 )
M, :2,05%{’511 GJ} {H EC, 7

1/2
» o ?} y=(1-1,/1); I, <I,

(4.4)

Assim, para o perfil aqui estudado, isto corresponde a um momento critico
M =61,56kNm (y=0,8435), o que leva a uma carga distribuida critica igual a
Ger =7,696 kKN /m. Para um perfil simétrico com rigidez equivalente, a carga

critica considerando a carga aplicada no centro de gravidade (coincidente com o

centroide da se¢do transversal) seria g, =5,16 kN /m (Allen e Bulson, 1980).
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4.3.2
Carga de inicio da plastificagao.

A tensdo de inicio do escoamento do aco, o, ., , € fungdo da composicdo €

do processo de fabricagdo. Tomando-se como referéncia o

vaco = 450MPa , tem-se
que a carga distribuida na diregdo de Z que provoca o inicio da plastificacdo no

engaste ¢ igual a gzmax=9, 7kN/m, enquanto na direcdo Y tem-se qymax=1,5kN/m.

43.3
Diagramas de bifurcagao, carga Q: aplicada no centro de
cisalhamento.

Considera-se agora uma solicitagdo harmodnica aplicada na direcdo Z

atuando no centro de cisalhamento do perfil. Para esta condigdo, faz-se necessario

considerar nas equagbes de movimento (4.1) a (4.3), 0, =Q =e =e =0. Na

Figura 4.2 apresentam-se os diagramas de bifurca¢des da estrutura para uma

frequéncia de excitagdo €2 =30rad/s, um pouco menor que a frequéncia
fundamental da estrutura, @,=35,913rad /s, considerando a magnitude da
excitagdo Q. como pardmetro de controle, e amortecimento viscoso & =1.22%.

Os diagramas de bifurcagdo sdo obtidos variando-se o pardmetro de
controle e obtendo-se, para cada valor deste, a cada periodo de excitagao, ao longo
da resposta permanente, os valores dos deslocamentos e velocidades relativos as
trés incognitas, a cada periodo de excitacdo (mapa de Poincaré¢). Uma descrigdo
dos algoritmos para obten¢do de diagramas de bifurcacdo pode ser encontrada em
Del Prado (2001). As bifurca¢des sdo mudangas qualitativas na resposta de um
sistema dindmico as quais podem ocorrer devido a variacdes dos parametros de
controle. Os diagramas de bifurcacdo relacionam as variaveis de estado com os
parametros de controle e ilustram as possiveis mudangas no niimero, estabilidade
e tipo de bifurcagao.

Cabe lembrar que, para uma carga estdtica (. aplicada no centro de
cisalhamento, os deslocamentos v, e 6, seriam nulos em uma analise linear, o

que nao acontece em uma analise dinamica nao linear, em virtude dos termos de
acoplamento na matriz de massa, ja discutidos no capitulo anterior, e em virtude
dos acoplamentos devido a ndo linearidade geométrica (ver item 4.3.5). Observa-

se que, a medida que a magnitude da carga cresce, os deslocamentos aumentam. A
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rotagdo 6, em torno do eixo X, cresce a uma razdo muito maior que os demais
graus de liberdade. Isto indica que a se¢do tem uma baixa resisténcia a torgao.

Também se observa que o deslocamento w, (direcdo do carregamento) ¢ bem

menor que o deslocamento v,, em virtude da diferenca da rigidez a flexao

associada aos dois eixos principais de inércia. Nota-se que, inicialmente, os trés
deslocamentos crescem de forma praticamente linear e depois passam a crescer
com taxas cada vez maiores a medida que a carga se aproxima e ultrapassa o valor

da carga critica estatica (g =7,696 kN /m).

qer=7.696 kN/m gor=7.696 kN/m
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|
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|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
-
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|
|
|
|
|
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0 2 4 6 8 10 0 2 4 6 8 10
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-0.3
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-0.6
-0.7

-0.8 —
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Q. (kN/m)

¢) Direcéo 4
Figura 4.2: Diagrama de bifurcagdo nas diregoes v,, w, € 0, para ;=30 rad/s, &=1,22%, ¢,=0,0 cm
e magnitude da excitagdo Q; variando de 0 a 10kN/m.

Considera-se agora uma frequéncia de excitagdo na vizinhanga da

frequéncia fundamental da estrutura, Q_=35,846rad/s. A Figura 4.3 mostra os

diagramas de bifurcacdes da estrutura considerando a magnitude da excitagdo

0.como pardmetro de controle. Neste caso observa-se claramente a mudanga

brusca entre o comportamento linear inicial e, apds o parametro de controle atingir
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o valor critico, Q,, =2,71kN/m, um comportamento marcadamente ndo linear.
Nota-se que na regido principal de ressondncia a carga critica dindmica ¢ bem

inferior a carga critica estatica (qq =7,696 kN/m). Como no caso anterior, o
deslocamento w, ¢ bem menor que v,. Verifica-se que a perda de estabilidade

gera grandes flechas na direcdo de Y e rotacdes em torno de X.

04 qer=7.696 kN'm 0.04 — Ger=7.696 kN'm
0.3 -
0 e
0.2 1
g g
"ol i =
_ : -0.04 —
04—
0.1 . _ . . . . . . . -0.08 —
0 2 4 (4] 8 10 0 2 4 6 8 10
Q. (kN'm) Q. (kN'm)
a) Direcdo v b) Direcio w
01 Ger=7.696 kN'm
]
-0.1
g 02 '
-0.3 —
-0.4
0.5 —
0 2 4 6 8 10
Q. (kN'm)
¢) Direcao 6

Figura 4.3: Diagrama de bifurcacao nas diregoes v, w, € 6, para 2:=35,846 rad/s, &=1,22%, e,=0,0
cm e magnitude da excitagao Q; variando de 0 a 10kN/m.

Com base nos diagramas de bifurcagdes mostradas na Figura 4.3,
apresenta-se na Figura 4.4 as proje¢des da reposta no tempo (regime permanente),
plano de fase e mapa de Poincaré (pontos em destaque ao longo da orbita no plano

de fase), considerando a frequéncia de excitacdo Q_=35,846rad /s e magnitude
da excitacdo Q. =3kN/m (um pouco superior a carga critica dindmica), na qual

se verifica uma solu¢do de periodo /7 (solugdes de periodo nT significam
respostas com o periodo n vezes o periodo da forga, fendmeno eminentemente nao

linear). Verifica-se, para este nivel de carregamento, que o valor da flecha maxima
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¢ de 0,25m, enquanto na dire¢do do carregamento tem-se que Womaxr=0,062m.

Vomax
A rotagdo 6, é de -0,25 rad (=-14,3"). Nota-se também que a velocidade
maxima na dire¢do Y chega a 9,07 m/s, enquanto que na direcdo Z é de 2,5 m/s. A
resposta no tempo das componentes w, e €, sdo mais complexas que ade v,, e
ha uma assimetria nessas componentes, o que caracteriza uma bifurcacdo

supercritica com perda de simetria (supercritical pitchfork bifurcation), isto €, a

viga passa a vibrar em torno de uma configuragao pos-flambagem. As mudangas

na resposta no tempo das componentes w, ¢ 6, se devem a presenga de super-

harmoénicos na resposta da estrutura (Mancilla, 2014). Estes super-harmonicos sao

devidos a ndo linearidade geométrica.
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-0.25 \
03 . . . . : . : . 03—+ -
999 9992 9994 9996 9998 1000 -8 -4 0 4 8
1(s) 0., (rad’s)
¢) Resposta no tempo na direciio 6 f) Plano de fase e se¢do de Poincaré na direcio 6

Figura 4.4: Resposta no tempo e plano de fase para Q.=35,846 rad/s, =1,22%, e,=0,0 cm e
magnitude da excitagao Q.=3,0 kN/m.

Na Figura 4.5 sdo mostrados os diagramas de bifurcagdes da estrutura para
Q. =40rad /s, valor um pouco superior a segunda frequéncia natural da estrutura
(39,143 rad / s). Nota-se novamente um crescimento acentuado dos deslocamentos
quando Q. se aproxima do valor da carga critica estatica.

7,696 KN'm 7,696 kN/m
0.2 der 0.05 aer
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0.1 : e bocooo

-0.05 —
-0.1 : : : 0.1 e —
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Figura 4.5: Diagrama de bifurcagcdo para as diregoes v, w, € 6,, com Q:=40 rad/s, £=1,22%,
¢,=0,0 cm e magnitude da excitagdo Q: variando de 0 a 10kN/m.
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Figura 4.6: Se¢des da bacia de atragao com Q.=35,846 rad/s, {=1,22%, e,=0,0 cm, magnitude da
excitagao Q.=4.0 kN/m (para cada secdo as demais condigdes iniciais sdao nulas).

Observou-se na Figura 4.3 uma bifurcacdo por quebra de simetria para
Q. =35846rad/s. Na Figura 4.6, apresentam-se as secdes da bacia de atragdo

para uma magnitude da excitagdo O, =4kN/m . Observa-se a presenga de duas

regides distintas (vermelha e azul), onde as condi¢des iniciais de cada regido
levam a uma das solucdes coexistentes. Para cada secao todas as outras condigoes
iniciais sao nulas. Vale lembrar que a bacia tem seis dimensdes. Com base nestas
bacias identifica-se o segundo ramo de solugdes mostrado na Figura 4.7.
Projecdes das duas solucdes em diferentes planos de fase sdo apresentadas na
Figura 4.8.
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Figura 4.7: Diagrama de bifurcagcdo mostrando as duas solugdes estaveis identificadas para
0:=4,0kN/m; solugdo 01 (em azul) e solugdo 02 (em vermelho) para as diregcoes vo, wo € 6o,
com Q.=35,846 rad/s, £&=1,22%, e¢,=0,0 cm. Magnitude da excitagdo Q: variando de 0 a 8,8 kN/m.
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Figura 4.8: Solugdes estaveis coexistentes identificadas para Q.=4,0kN/m. Resposta no
tempo e plano de fase para 2.=35,846 rad/s e £&=1,22%.
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4.3.3.1

Comparagao dos diagramas de bifurcagcbes nas trés primeiras
regides de ressonancia, carga Q: aplicada no centro de
cisalhamento.

Na Figura 4.9 comparam-se os diagramas de bifurcacdo nas dire¢des v, ,
w, e 0, para frequéncias de excitagdo iguais as trés menores frequéncias naturais
de vibragdo da viga (Q., =35913rad/s,Q.,=39143rad/s € Q.,=112924rad/s)
tendo como pardmetro de controle a magnitude de excitagdo Q.. Na Figura 4.10
comparam-se as respostas no tempo e plano de fase para Q. =5,0kN/m. Os

resultados mostram comportamentos distintos em cada regido de ressonancia. A

excitagdo relativa a primeira frequéncia (Q_,=35846rad/s) leva a grandes
deslocamentos na diregdo transversal ao carregamento (v,) e rotagdes (6,). A
excitagdo relativa a segunda frequéncia (Q, ,=39,143rad/s) induz os menores

deslocamentos e velocidades. A excitacdo relativa a terceira frequéncia

(Q.,,=112924 rad/s) gera os maiores deslocamentos na dire¢cdo do carregamento

(w,) e também rotagdes elevadas. Cabe destacar que nos diagramas de bifurcagdo

ndo estdo apresentados os deslocamentos maximos, mas sim as coordenadas do

mapa de Poincaré (ver os pontos destacados nos planos de fase).
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Figura 4.9: Comparacgao dos diagramas de bifurcagido para as diregoes v, wo € 6, com ¢,=0,0
cm e 2:01=35,846 rad/s, 2:02=39,143 rad/s, Q:03=112,924 rad/s ¢ £=1,22%. Magnitude da excitagao Q:

variando de 0 a 8kN/m.
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Figura 4.10: Resposta no tempo e plano de fase para a carga Q:=5,0 kN/m aplicada em ¢,=0,0
cm (centro de cisalhamento).

4.3.4
Influéncia da posi¢ao do carregamento.

A Figura 4.11 apresenta os diagramas de bifurcacdes para as

componentesv,, w, e 6, considerando a frequéncia de excitagdo

Q. =35,846 rad /s, para quatro diferentes posi¢cdes da carga Q_, a saber: no
centro de cisalhamento, e, =0,0cm, no centro de gravidade (e, =6,0818 cm), e
a uma distancia ey = £1,0cm medida a partir do centro de cisalhamento (em todos
0s casos, ez = 0).

Para e, =0,0cm ¢ e, =+1,0cm tem-se uma variagdo praticamente linear
dos deslocamentos até se chegar a carga critica dindmica, seguida de uma variacao
marcadamente ndo linear. Para a carga aplicada no centro de gravidade, tem-se

um comportamento distinto com crescimento gradual dos deslocamentos. As

excentricidades e, =+1,0cm funcionam como imperfei¢des moderadas do


DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 1412817/CA


PUC-RIo - Certificacdo Digital N° 1412817/CA

69

carregamento, enquanto a excentricidade e, =6.0818 ¢cm funciona com uma

imperfeicdo de grande magnitude. Para ey = +1,00 cm, verifica-se na Figura 4.11,
a partir de O- = 10,3 kN/m, a presenga de solu¢des quase-periddicas ou cadticas
(nuvem de pontos), as quais serdo exploradas mais adiante (item 4.3.8). Ainda na
Figura 4.11, n3o se obtém solucdes estaveis a partir de certo nivel de

carregamento para e, =0,0cm ¢ e, =6,0818 cm, em virtude da existéncia de um

ponto limite (tangente vertical).

0.5
—_ ey:QO cm
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ey -1 em
0.3
- |
& g2
N |
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Figura 4.11: Influéncia da posi¢cao do carregamento Q. ao longo do eixo Y nos
diagramas de bifurcagdao. Comparagcao dos diagramas de bifurcagées para as diregoes v, wo
e 6,, com Q.=35,846 rad/s, &=1,22%, ¢,=0,0 cm (centro de cisalhamento), ¢,=6,0818 cm (centro de
gravidade), e,=+1,0 ¢cm a partir do centro de cisalhamento. Magnitude da excitacdo Q:
variando de 0 a 11,8 kN/m.
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Para entender melhor a influéncia da posi¢do do carregamento, na Figura
4.12 sdo apresentadas as projecdes da reposta no tempo, plano de fase e mapa de
Poincaré para uma magnitude de excitagio Q. =4kN/m. E possivel observar a
existéncia de pelo menos uma solucdo estavel em Q. =4,0kN /m para cada uma
das posi¢des de carga estudadas. Verifica-se que todas as solucdes sdo de periodo

IT. Observando o comportamento de cada uma das varidveis de estado, conclui-se

que a posicao da carga tem grande influéncia na magnitude dos deslocamentos e
velocidades maximas. A componente v, ¢ bem menor quando a carga ¢ aplicada
no centro de gravidade. Por outro lado, tem-se um aumento acentuado da rotacao
6 . Finalmente, verifica-se que a posi¢do do carregamento tem decisiva influéncia

nas assimetrias das solugdes nos planos de fase e na variagdo da resposta no

tempo.
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Figura 4.12: Comparagio da resposta no tempo e plano de fase para o sistema de 3GDL,
com 2:=35,846 rad/s, &=1,22%, e magnitude da excitacdo Q.=4,0 kN/m, aplicada a ¢,=0,0 cm

(centro de cisalhamento), ¢,=6,0818 ¢m (centro de gravidade), ¢,=+1,0 ¢m (do centro de
cisalhamento).

4.3.4.1
Comparagao com a carga critica estatica

Na Figura 4.13 comparam-se os diagramas de bifurcagdo em v, para
Q_=35846rad/s, com a carga critica estatica (g, =7,696kN/m) € a carga critica
para um perfil simétrico com rigidez equivalente (g, =5,16kN/m). Observa-se

que, na maioria dos casos, a instabilidade ocorre de forma abrupta, quando se
atinge a carga critica dinamica, que ¢ muito menor que a carga critica estatica.
Também se observa que, quando a carga estd no centro de gravidade, os
deslocamentos crescem de forma ndo linear desde o inicio, aproximando-se

assintoticamente da carga critica do perfil simétrico com rigidez equivalente.
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Figura 4.13: Influéncia da posi¢cao do carregamento Q: ao longo do eixo Y nos diagramas de
bifurcagao. 2.=35,846 rad/s, e magnitude da excitagao Q; variando de 0 a 11,8 kN/m.

4.3.4.2
Comparagao dos diagramas de bifurcagoes nas trés primeiras
regides de ressonancia, carga Q: aplicada no centro de gravidade

A Figura 4.14 mostra os diagramas de bifurca¢do para a frequéncia de
excitacdo igual a cada uma das trés menores frequéncias naturais

(Q.,,=35846rad/s, Q.,=39143rad/s € Q. ,=112924rad/s) considerando a carga

P4

Q. aplicada no centro de gravidade ¢ e, = 6,0818cm . Na Figura 4.15 comparam-

se as respostas no tempo e plano de fase para Q. =4,0kN/m. Novamente, tal
como na Figura 4.12, observam-se comportamentos distintos nas trés primeiras
regides de ressonancia. Diferente do caso anterior (carga Q- aplicada no centro de
cisalhamento) a solugdo vermelha, associada a segunda frequéncia natural, tornou-

se ndo planar.
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Figura 4.14: Comparacao dos diagramas de bifurcacdo para as direcdes vo, w, € 0.,
com ¢,=6,0818 cm e 2:01=35,846 rad/s, 2:02=39,143 rad/s, Q.03=112,924 rad/s, &=1,22% e magnitude da
excitagao Q. variando de 0 a 8kN/m.
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Figura 4.15: Resposta no tempo e plano de fase, com 2:/=35,846 rad/s, Q.02=39,143 rad/s,
Q:03=112,924 rad/s, £=1,22% magnitude da excitagdo Q.=4,0 kN/m, aplicada a ¢,=6,0818 cm (centro
de gravidade).

4.3.5
Influéncia da nao linearidade na amplificagao dinamica

Na Figura 4.16 comparam-se os diagramas de bifurcagdes para os
componentes v,, w, e 6 do sistema linearizado ¢ do sistema ndo linear,
considerando Q_=35846rad/s e a carga Q. aplicada no centro de
cisalhamento. No inicio, ambas as respostas tém um comportamento similar. Uma
vez que se atinge a carga critica dindmica, Q. =2,71kN/m, observa-se uma
sensivel diferenca entre o comportamento do problema linearizado e do problema

ndo linear. Como esperado, para o sistema linearizado o deslocamento v, € nulo.
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Figura 4.16: Diagrama de bifurcacdo da solugao linear (preto) e nao linear (azul) para as
diregoes vo, wo, € 6o, cOM Q:=35,846 rad/s, &=1,22%, ¢,=0,0 cm e magnitude da excitagdao Q:
variando de 0 a 8,8 kN/m. Fungao de torgao 0.(x,1)=0,(t).sen(n x/2L).

Para ilustrar a diferenca de comportamento apods a bifurcagdo, mostram-se
nas Figuras 4.17 e 4.18 as projecdes da reposta no tempo, plano de fase e mapa de
Poincaré para Q. =3kN/m e Q,=4kN/m, respectivamente. Nota-se a maior
complexidade da resposta ndo linear comparada com a resposta linear. Enquanto
os planos de fase da resposta linear apresentam simetria com respeito aos eixos de
deslocamento e velocidade (orbita eliptica), os planos de fase da resposta nao
linear apresentam Orbitas ndo elipticas e uma grande assimetria, em particular

paraw, e 6. Nos trés graus de liberdade a velocidade maxima corresponde

sempre ao caso ndo linear.


DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 1412817/CA


PUC-RIo - Certificacdo Digital N° 1412817/CA

v, (m)

-0.1
-0.2

03 . : : : : : : : :
999 9992 9994 9996 9998 1000
t(s)

d) Resposta no tempo na dire¢io v
0.08

0.06 —
0.04

0.02 +

w, (i m)

0

-0.02

-0.04 —

-0.06 - . - . . .
999 9992 9994 9996 9998 1000
1(s)
e) Resposta no tempo na dire¢io w
0.2
0.15

0.1

& (rad)
b

999 9992 9994 9996 9998 1000
1(s)
f) Resposta no tempo na direcio 6

77

0.3
0.2
0.1
=
= 0
-0.1
-0.2
-0.3
-8 -4 0 + 8
v, (ms)

d) Plano de fase e se¢iio de Poincaré na direcio v
0.08

0.06 —
0.04 —

0.02 —

w, (m)

0
-0.02
-0.04
-0.06 .'

-4 -2 0 2 4
w,, (m's)

¢) Plano de fase e secio de Poincaré na diregcao w
0.2~

0.1

0, (rad)

-0.1

-0.2 —

-0.3
8 -4 0 4 8
0., (rad’s)
f) Plano de fase e secio de Poincaré na diregdo 6

Figura 4.17: Resposta no tempo e plano de fase para o sistema linearizado (em preto) e o
sistema nao linear (em azul). 2:=35,846 rad/s, &=1,22%, Q.:=3,0 kN/m, e e,=0,0 cm.
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Figura 4.18: Resposta no tempo e plano de fase para o sistema linearizado (em preto) e o
sistema nao linear (em azul). Q.=35,846 rad/s, &=1,22%, Q.=4,0 kN/m e e,=0,0 cm.

r

O conceito de Fator de Amplificagdo Dinamica (FAD) ¢ bastante

difundido na andlise e projeto de estruturas sob cargas dindmicas, sendo usado
como um parametro adimensional de referéncia em normas de projeto. O FAD ¢
definido como a razdo entre o deslocamento dindmico méaximo na resposta
permanente e o deslocamento estatico sob uma carga de mesma magnitude. Como

observado nas Figuras 4.17 e 4.18, a ndo linearidade leva a um aumento
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significativo nos deslocamentos maximos e, consequentemente, a um aumento no

FAD. Para uma viga engastada e livre sob carga uniformemente distribuida a
flecha méaxima é dada por ¢,L' /(8Eli). Para, por exemplo, Q. =4kN/m tem-
sV =0,315m e w_ =0,049m. Na Tabela 4.1 s3o apresentados os
deslocamentos e velocidades maximas para a carga (O, aplicada em quatro
diferentes posicoes ao longo do eixo Y. Na Tabela 4.2 sao mostrados os fatores de
amplificagdo dinamica relativos aos deslocamentos v, e w, (respectivamente, f,
e f,). Observa-se que o fator de amplificacdo dinamica pode atingir valores

bastante elevados e que a posi¢cdo do carregamento tem grande influéncia no seu

valor.

Tabela 4.1: Deslocamentos e velocidades maximas do sistema nao linear.

Deslocamentos e velocidades maximas da resposta nio linear

Posicao da - - -
carga Q: v, (m) |y (m/s) w, (m) | (m/s) 0, (rad) | ¢ (rad/s)
+lcm 0,4596 16,2059 0,1208 5,8855 0,5257 17,8183
-lIcm 0,3370 11,9761 0,0923 3,8412 0,3626 16,2031
e,=0cm 0,4001 14,1469 0,1045 4,6371 0,4007 14,7119
e,=6,0818 cm | 0,0998 2,6091 0,1121 5,0335 1,2519 50,4924

Tabela 4.2: Fator de amplificagdo dinamica nas diregées v, ¢ w, com Q.=35,846 rad/s, &=1,22% e
magnitude da excitacdo Q.=4,0 kN/m.

Fator de Amplificacdo Dindmica
Posicao da carga Q; B B
e,="+Ilcm 1,46 2,45
e,=-Icm 1,07 1,87
e,=0cm 1,27 2,12
€,=6,0818 cm 0,32 2,28
4.3.6

Carregamento aplicado na mesa superior e inferior — efeitos de
segunda ordem

A Equagao (4.3) apresenta 0s termos
0.sen(Q.1)(5.95930,¢, —7.587¢,) relativos ao momento torsor causado pelas
excentricidades da carga Q.. Verifica-se que o momento depende ndo s6 da
excentricidade e, como também da excentricidade e, . O termo em e, depende da
rotacdo @,, sendo este um efeito de segunda ordem. No presente item estuda-se o

efeito da excentricidade e, na resposta ndo linear. Considera-se a carga Q.



DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 1412817/CA


PUC-RIo - Certificacdo Digital N° 1412817/CA

80

aplicada no centro de gravidade,e, =6,0818cm e e, =0, e a carga Q. aplicada na
mesa superior e inferior do perfil (e, =6,0818cm e e, =+10cm). As trés
posicdes da carga sdo ilustradas na Figura 4.19. Na Figura 4.20 apresentam-se os
diagramas de bifurcagdes da estrutura para estas trés posigdes da carga Q. com
Q. =35846 rad /s . Observa-se que ha diferencas marcantes nos diagramas,
demostrando que a excentricidade e, influencia de forma sensivel a resposta
dindmica nao linear. Estas diferencas sdo ilustradas na Figura 4.21 onde sdo
mostradas as projecdes da reposta no tempo, plano de fase e mapa de Poincaré
para Q. =4kN/m. Os resultados da carga na mesa superior e inferior sdo
simétricos com respeito aos resultados para a carga no centro de gravidade, que
apresenta deslocamentos e velocidades maximas bem menores. Mostra-se que a
posi¢do ao longo da linha de acdo da propria carga € relevante em uma analise nao

linear. Cabe lembrar que a posi¢do da carga (. também ¢ relevante na carga

critica estatica de flambagem lateral de perfis esbeltos (Allen e Bulson, 1980).

Q.

Figura 4.19: Posicoes da forga excitadora no centro de gravidade, mesa superior e inferior
do perfil monosimétrico C.
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Figura 4.20: Comparagao diagrama de bifurcagdo para as dire¢des v, w, € 6,, cOm a carga
0Q.=35,846 rad/s aplicada na mesa superior (e,=6,0818 cm, e;=10 cm) — em azul, centro de
gravidade (¢,=6,0818 c¢m, e;=0 cm), - em preto, e mesa inferior (e,=6,0818 cm, e:=-10 ¢cm) — em
vermelho. Magnitude da excitagao Q; variando de 0 a 4,8kN/m. , &=1,22%,
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Figura 4.21: Comparacao da resposta no tempo e plano de fase com Q.=35,846 rad/s, £=1,22%,
e magnitude da excitagao Q.=4,0 kN/m, aplicada na mesa superior (¢,=6,0818 cm, e:=10 cm) — em
azul, centro de gravidade (e¢,=6,0818 cm, e¢.=0 cm), - em preto, e mesa inferior (¢,=6,0818 cm, e;=-

10 cm) — em vermelho.

4.3.7
Influéncia da funcao de torgao

No Capitulo 3 estudou-se a influéncia de trés diferentes modos de tor¢ao

nas frequéncias naturais da viga— Tabelas (3.4) a (3.6). Para a viga engastada e
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livre a frequéncia minima nos trés casos corresponde ao modo de flexao

desacoplado, sendo @,=35.913rad /s, ndo tendo, pois, a func¢do de torcao

influéncia no valor da frequéncia minima. Neste item estuda-se sua influéncia no
comportamento dinamico nao linear.
A Figura 4.22 apresenta os diagramas de bifurcacao para as trés fungdes de

tor¢do, considerando Q. aplicada no centro de cisalhamento e Q_ =35913 rad /s .

Os resultados mostram claramente que, apesar de se ter a mesma frequéncia
natural, os diagramas de bifurcagdo apresentam grandes diferencgas, o que reflete a
influéncia das restrigdes a tor¢ao da secdo transversal ao longo da viga no regime
ndo linear. Na Figura 4.23 sdo mostradas as proje¢des da reposta no tempo, plano

de fase e mapa de Poincaré para Q. =6,0kN/m. Verifica-se que o sistema com a

funcdo 6.(x,1)=0,(1).sen(nx/2L) apresenta os maiores deslocamentos e velocidades,
pois a rotacao nado estd impedida na extremidade livre da viga, conforme mostra
Figura 2.8. Cabe ressaltar que as outras duas func¢des de tor¢do sdo de dificil
realizacdo em aplicagdes praticas de uma viga engastada e livre, o que ndo
acontece para outras condi¢cdes de contorno, por exemplo, para a viga bi-

engastada.
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Figura 4.22: Comparacdo dos diagramas de bifurcacdo para as dire¢des v, w, € 6,, com
Q:=35,913 rad/s, £&=1,22%, ¢,=0,0 cm para as trés fungdes de tor¢cdao, e magnitude da excitagao
Q: variando de 0 a 8kN/m.
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Figura 4.23: Comparagao da resposta no tempo e plano de fase, com 2.=35,913 rad/s, &=1,22%,
e magnitude da excitacdo Q.=6,0 kN/m, aplicada a ¢,=0,0 cm, para as trés fungdes de torcao.

4.3.8
Analise paramétrica considerando a frequéncia da excitagao como
parametro de controle

O sistema dindmico que governa o movimento nao linear da viga ¢ func¢ao
de um conjunto de varidveis de estado e de parametros de controle. Até este ponto
adotou-se como parametro de controle a magnitude de excitacdo Q_, fixando-se a
frequéncia de excitacdo, . Agora, adota-se como parametro de controle a
frequéncia de excitacdo e fixa-se a magnitude de excitagdo. Apresenta-se no item
4.3.8.1 os diagramas de bifurcagdes para Q: aplicado no centro de cisalhamento
do perfil. Solugdes entre Q: = 60 rad.s' e Q=100 rad.s! sdo apresentadas no
item 4.3.8.2. Por fim, no item 4.3.8.3, considera-se a carga Q- aplicada no centro

de gravidade do perfil.

4.3.8.1
Diagrama de bifurcagcao para Q. aplicado no centro de cisalhamento.
Nas Figuras 4.24 a 4.26 sdo apresentados os diagramas de bifurcagdes
tomando a frequéncia de excitacdo, €2, como parametro de controle. Sao
considerados os seguintes valores de magnitude da excitagdo: Q. =03 kN /m,
O.=1kN/m, Q.=30kN/m, Q.=40kN/m, Q.=50kN/m € Q.=6,0kN/m.
Estes diagramas foram obtidos aumentando (em vermelho) e diminuindo (em
azul) a frequéncia da excitagdo. Em todos os casos a carga esta aplicada no centro

de cisalhamento, ou seja, e, =0,0cm. A frequéncia varia no intervalo
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Srad /s <Q. <60rad / s , incluindo assim as duas primeiras regioes de ressonancia
da viga. Verifica-se que a componente v, ¢ nula para pequenas magnitudes de
carregamento, mas, a medida que Q. cresce, observam-se varias bifurcagdes no
intervalo 30rad /s<Q_<60rad /s, com solugdes periddicas e ndo periodicas,
passando a ser esta componente diferente de zero (Figura 4.24). Estas bifurcacdes
também induzem grandes modificagdes nas componentes w, e 6, (Figura 4.25 ¢

Figura 4.26, respectivamente).
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Figura 4.24: Diagrama de bifurcagdao variando a frequéncia de excitagdo ., para valores
crescentes da magnitude de excitacao: Q:=0,3 kN/m, Q:=1,0 kN/m, Q.=3,0 kN/m, Q:=4,0 kN/m,
0:=5,0 kN/m, Q:=6,0 kN/m, aplicada no centro de cisalhamento, ¢,=0,0 cm, componente v,.
&=1,22%.


DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 1412817/CA


PUC-Rio - Certificacdo Digital N° 1412817/CA

88

0 1 0.001
0
-0.0004 |
~ 0,001
g g
. 0002
-0.0008
-0.003 —
20.0012 +——— 11— 20.004 +——————1————7——
10 20 30 40 50 60 10 20 30 40 50 60
Q_(rad’s) Q. (rad’s)
a) 0:=0,3 kN/m b) 0:=1,0 kN/m
0.04 0.08
0.02 "
0.04 —
B 0] T B
< : S e —
= . = :
-0.02 — il
] -0.04 —
-0.04 —
'0. 06 | ‘ T ‘ T ‘ ‘ '0, 08 | ‘ T ‘ T ‘ ‘
10 20 30 40 50 60 10 20 30 40 50 60
Q. (rad’s) Q. (rad’s)
¢) 0.=3,0 kN/m d) 0-=4,0 kN/m
0.12 0.2
0.1
= 0
g
=
-0.1+
-0.2
-0.3 \ \ T T T \
10 20 30 40 50 60 10 20 30 40 50 60
Q (rad’s) Q_ (rad’s)
€) 0:=5,0 kN/m f) 0:=6,0 kN/m

Figura 4.25: Diagrama de bifurcagao variando a frequéncia de excitagdo 2., para valores
crescentes da magnitude de excitagao: Q.=0,3 kN/m, Q:=1,0 kN/m, Q:=3,0 kN/m, Q:=4,0 kN/m,
0:=5,0 kN/m, Q.:=6,0 kN/m, aplicada no centro de cisalhamento, ¢,=0,0 cm, componente w,.
&1,22% .
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Figura 4.26: Diagrama de bifurcagao variando a frequéncia de excitagdo 2., para valores
crescentes da magnitude de excitagao: Q.=0,3 kN/m, Q:=1,0 kN/m, Q:=3,0 kN/m, Q:=4,0 kN/m,
0:=5,0 kN/m, Q:=6,0 kN/m, aplicada no centro de cisalhamento, ¢,=0,0 ¢m, componente 6,.
&1,22% .
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4.3.8.2
Regiao intermediaria de excitagao (60-100Hz)
A Figura (4.27) mostra os diagramas de bifurcagdes para valores de

60<Q_<100rad/s e Q.=4,0kN/m. Verifica-se nesta faixa entre a segunda e

terceira frequéncia natural uma série de bifurcagdes, mostrando que, mesmo fora
das regides de ressonancia, a reposta do sistema estrutural pode ser complexa,
inclusive com descontinuidades (saltos dinamicos), com certas combinagdes de

magnitude e frequéncia de excitagdo que podem levar ao colapso estrutural.

vy, (1)

0.4+ | I
60 70 80 90 100 60 70 80 90 100
Q. (rad’s) Q_ (rads)
a) Direcio v b) Direcio w

0.8
0.6
0.4
0.2

3

= 0.2

= 0.4

1.2 : —
60 70 80 90 100
Q. (rad’s)
¢) Direcéo 4

Figura 4.27: Diagrama de bifurcacido variando a frequéncia de excitacdo Q. de 60 a 100
rad./s, para a magnitude de excitagao Q.=4,0 kN/m, aplicado no centro de cisalhamento, ¢,=0,0
cm, nas diregoes v,, w, € 8,, com &=1,22%.

4.3.8.3
Diagrama de bifurcagcao para a carga Q; aplicada no centro de
gravidade.

Nesta parte do trabalho, considera-se a carga Q. aplicada no centro de

gravidade, e, =6,0818 cm . Nas Figuras 4.28 a 4.30 sdo exibidos os diagramas de
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bifurcagdes tomando a frequéncia de excitagdo, 0<Q_<60rad/s, como

parametro de controle para valores selecionados da magnitude da excitacdo, a

saber: Q. =1kN/m, Q.=30kN/m, Q.=40kN/m, € Q.=50kN/m,

respectivamente.
0.5 0.5
00— N 0 _N’R
g g
05— -0.5 -
A T T L ' T |
10 20 30 40 50 60 10 20 30 40 50 60
Q_(rad’s) Q_ (rad’s)
a) Q:=1,0 kN/m b) 0:=3,0 kN/m
0.5 0.4
rg_—\ 03
0 |
—~_/ - |
B Co01-
0.5 | |
0
‘1 ‘ T T ‘ ‘ _0. 1 | T ‘ | ‘
10 20 30 40 50 60 10 20 30 40 50 60
Q_(rad’s) Q_(rad’s)
¢) 0-=4,0 kN/m d) 0=5,0 kN/m

Figura 4.28: Diagrama de bifurcacdao variando a frequéncia de excitagcdo 2., para valores
crescentes da magnitude de excitagdo: Q.=1,0 kN/m, Q.=3,0 kN/m, Q.:=4,0 kN/m, Q.=5,0 kN/m.
Carga aplicada no centro de gravidade, ¢,=6,0818 cm, componente v,. {&=1,22% .
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Figura 4.29: Diagrama de bifurcagdao variando a frequéncia de excitagdo ., para valores
crescentes da magnitude de excitagao: Q.=1,0 kN/m, Q:=3,0 kN/m, Q:=4,0 kN/m, Q:=5,0 kN/m.
Carga aplicada no centro de gravidade, ¢,=6,0818 cm, componente w,, {&=1,22% .
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Figura 4.30: Diagrama de bifurcagao variando a frequéncia de excitagdo 2., para valores
crescentes da magnitude de excitacido - Q.=1,0 kN/m, Q.:=3,0 kN/m, Q:=4,0 kN/m, Q:=5,0 kN/m -
com carga aplicada no centro de gravidade ¢,=6,0818 cm, componente 6,, &=1,22% .

Nota-se um comportamento semelhante ao caso da carga aplicada no

centro de cisalhamento. Para a magnitude de excitagdo Q. =1,0kN/m, regides

instdveis comegam a aparecer, tornando-se maiores a medida que a magnitude de
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excitagdo aumenta. Para Q_=5,0 kN /m, por exemplo, esta regido estende-se de

Q): =35 Hz até Q). = 47 Hz. Este comportamento mostra que a posicao da carga no

centro de gravidade ¢ mais critica que a carga no centro de cisalhamento.

4.4
Vibracao forgada amortecida - Carregamento transversal Qy

441
Magnitude da excitagdao como parametro de controle

Estuda-se, neste item, a vibracao forcada da estrutura com carregamento
aplicado no centro de cisalhamento do perfil e na dire¢do Y (eixo de simetria da
secdo) causando flexdo em torno do eixo com menor inércia. A Figura 4.31
mostra a localizagdo da for¢a excitadora. Para esta condi¢do, faz-se necessario

considerar nas Equagdes (4.1)a (4.3) 0. =Q_=e =¢,=0.

——b—

Figura 4.31: Perfil monosimétrico "C". Forga excitadora @, no centro de cisalhamento.

Na Figura 4.32 comparam-se os diagramas de bifurcacdes do sistema

linear (em preto) e ndo linear (em azul) para as diregdes v,,w, ¢ 6, com uma
frequéncia de excitagdo Q =30 rad /s . Pode-se observar que, apesar do sistema

possuir 3 GDL, os deslocamentos na direcao Z, assim como o angulo de tor¢do 6,

sdo nulos. Observa-se também que, para valores de Q, superiores a 2,5kN/m, a

nao linearidade passa a ser importante.
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Figura 4.32: Diagrama de bifurcagao da solugao linear (em preto) e nao linear (em azul) para
as diregoes v, wo, € 6, com Q:=30 rad/s, &=1,22%, e,~0,0 cm, e magnitude da excitagao 0,
variando de 0 a 20 kN/m, para a funcgao de torgao 0x(x,)=0,(t).sen(m x/2L).

Na Figura 4.33 sdo comparados os diagramas de bifurca¢des do sistema
linear (em preto) e ndo linear (crescente em azul e decrescente em vermelho) para
a frequéncia de excitacdo na vizinhanga da frequéncia fundamental de vibragdo da

estrutura (Q , = 35,846 rad /s ).

A Figura 4.33 mostra que inicialmente (0 < @y < 0,30 kN/m) a resposta
linear e nao linear sdo coincidentes, com deslocamento apenas na dire¢do v,
(w, =6 =0). A partit de 0,3kN/m a resposta ndo linear apresenta uma série de

bifurcagdes, observando-se uma grande diferenca entre a resposta linear (trivial) e
ndo linear. Com o incremento da magnitude (), € possivel verificar diversas
instabilidades ao longo do diagrama, marcadas por descontinuidades no mapa de

Poincaré.
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A Figura 4.34 mostra as projecdes das duas respostas (linear e ndo linear)

no tempo e os respectivos planos de fase da componente v,, considerando
magnitude de excitagdo O, =035kN/m. Nela ¢ possivel verificar ja uma

pequena diferenca entre a solugdo linear e a nao linear.

0.2
E 0.16
: 0.12
i 0.08 |
i 004
S
K
-0.04 |
-0.08 |
| 0.12 |
1 -0.16
2 e . 0.2
0 1 2 3 : 0
Q, (kN‘m) 0, (kN/m)
a) Direcio v b) Direcio w
0.4
0.3
0.2
3 01
g
< 0
-0.1
0.2
03
0, (kN/m)
¢) Direcéo 6

Figura 4.33: Diagrama de bifurcagdo da solugao linear (em preto) e nao linear (em azul e
vermelho) para as dire¢oes vo, wo € 6,, com 2,=35,846 rad/s, =1,22%, e¢,=0,0 cm, € magnitude da
excitagao Q, variando de 0 a 5 kN/m.
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999 9992 9994 9996 9998 1000 -60 40 20 0 20 40 60
1(s) v, (m/s)

a) Resposta no tempo na direcio v b) Plano de fase e secio de Poincaré na direcio v

Figura 4.34: Resposta no tempo e plano de fase para 2,=35,846 rad/s, &=1,22%, e magnitude da
excitagao 0,=0,35 kN/m, w(t)=6(1)=0.

Em adicao, na Figura 4.35, sdo apresentadas as projecdes da resposta no
tempo e plano de fase para as componentes v,, w, e 6, assumindo magnitude de
excitagdo Q =1kN/m. De forma analoga, na Figura 4.36 sdo apresentados o0s
resultados para O, =2,6 kN /m , onde se mostram solugdes ndo periodicas e néo

planares de grande complexidade. Na Figura 4.33, para Oy = 1 kN/m, o diagrama
de bifurcagdes indica a presenca de duas solugdes coexistentes: uma de periodo

um e uma quase-periodica. A Figura 4.35 mostra estas duas solugdes.

22— . : : : : : : : : -2~ ; : ; ;
999 9992 9994 999.6 999.8 1000 -80 -40 0 40 80
t(s) v,, (M's)
a) Resposta no tempo na direcio v d) Plano de fase e se¢do de Poincaré na direcdo v
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Figura 4.35: Resposta no tempo e plano de faze para 2,=35,846 rad/s, &=1,22%, e magnitude da
excitagao 0,=1,0kN/m.
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Figura 4.36: Resposta no tempo e plano de fase para 2,=35,846 rad/s, &=1,22%, e magnitude da
excitagao 0,=2,6 kN/m.

Continuando com a carga (Q, aplicada no centro de cisalhamento, na

Figura 4.37 mostram-se os diagramas de bifurca¢des nas dire¢des v,, w, e 6,.

Seguindo a metodologia empregada nos diagramas anteriores, a cor azul
representa o incremento da carga e a cor vermelha o decremento da carga. Estes
diagramas consideram a frequéncia de excitacdo Q2. =40 rad /s .

Na Figura 4.37 pode-se observar que, apesar do sistema possuir 3 GDL, os
deslocamentos na dire¢do Z, assim como o angulo de tor¢do &, sdo nulos. O
diagrama com o parametro de controle crescente apresenta um salto de -0.42 para
-1.84 m na dire¢do v,, para as cargas de excitacdo de 5,84 e 5,88 AN /m,
respectivamente. O diagrama com o parametro de controle decrescente apresenta
um salto de -5,024 a -0,063 m na dire¢do v,, para as cargas de excitagdo de 1,72 ¢

1,68 kN / m , respectivamente.
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Figura 4.37: Diagrama de bifurcagdes para as diregoes v,, w, € 8o, com Q,=40 rad/s, &=1,22%, e
magnitude da excitagdo Q, variando de 0 a 15kN/m.

0, (rad)

A seguir, na Figura 4.38, apresentam-se as projecdes das respostas no

tempo e plano de fase para a direcdo v,, considerando a magnitude de excitagao
Q,=4kN/m. Observa-se que existem duas solugdes planares coexistentes,

ambas de periodo 1T. O deslocamento e a velocidade maxima para a solugao de
pequena amplitude (solucdo ndo ressonante) sdo de 1,4387 m e 56,978 m/s, e o
deslocamento e a velocidade méxima para a solucdo de grande amplitude (solugdo
ressonante) sdo de 5,546 m e 193,359 m/s, respectivamente. Em ambos os casos
as amplitudes de vibragdo sdo bastante superiores aos limites aceitdveis em um
projeto estrutural, chegando a, para solucdo ressonante, ser superior ao

comprimento da viga (L =4 m), uma solu¢do, portanto, fisicamente impossivel.
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Figura 4.38: Resposta no tempo e plano de fase para 2,=40 rad/s, &=1,22%, e magnitude da
excitagao Q,=4,0 kN/m; w(t)=0(1)=0.

44.2
Frequéncia da excitagao como parametro de controle

Finalmente, na Figura 4.39 ¢ mostrado o diagrama de bifurcag¢do variando

a frequéncia de excitagdo €2, para a magnitude de excitagio Q =18kN/m com

£=1,22%. Nota-se que a curva de ressonadncia apresenta uma nao linearidade com

ganho de rigidez compativel, portanto, com a relacdo ndo linear frequéncia-
amplitude apresentada na Figura 4.1. Os resultados aqui apresentados destacam a
importancia da ndo linearidade na resposta dinamica de perfis esbeltos e a

necessidade de se investigar teoricamente e experimentalmente este tipo de

problema.
1 0.2
0 — 1
14 \. 0.1
2 i‘ -
= _37 ES
4 0.1
-5 1
'6 T | ‘ T | ‘ '02 T ‘ | T ‘ T
0 10 20 30 40 50 60 0 10 20 30 40 50 60
Q, (radss) Q (rad’s)

a) Direcio v b) Direcao w
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Figura 4.39: Diagrama de bifurcagdo variando a frequéncia de excitagdo €y, para a
magnitude de excitagao 0,=1,8 kN/m, nas diregoes v,, w, € 6,, com &=1,22%.
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5
Conclusodes e Sugestoes

5.1
Conclusoes.

Neste trabalho, uma formulag¢do dindmica ndo linear considerando grandes
deslocamentos, os efeitos de encurtamento e acoplamentos entre flexao e tor¢ao ¢
empregada para estudar as vibragdes ndo lineares e possiveis instabilidades de
vigas com secao aberta e paredes finas. Os modos de vibragdo a flexao e tor¢ao de
vigas esbeltas sdo empregados para discretizar as equagdes diferenciais parciais
no espago, levando a um conjunto de equagdes diferenciais ordinarias de
movimento no dominio do tempo, as quais sdo resolvidas por integracdo numérica
usando-se o algoritmo de Runge-Kutta de quarta ordem.

Na analise linear, sdo estudados os efeitos do acoplamento flexdo-torcao,
das condi¢des de contorno relativas a flexdo e das restricdes a tor¢do nas
frequéncias naturais, cargas criticas axiais e na relagdo entre carga axial e
frequéncia. Quatro conjuntos de condi¢des de contorno classicas de vigas sao
analisados: viga bi-apoiada, bi-engastada, engastada e livre e engastada e apoiada;
e trés diferentes modos de restri¢do a rotacao da secdo transversal.

Verifica-se que o acoplamento entre flexdo e tor¢cdo tem uma grande
influéncia no comportamento de vigas com secdes monosimétricas. Neste caso,
existe um modo de flexdo desacoplado, associado com o eixo de simetria e dois
modos acoplados de flexo-tor¢do. Exceto para o modo de tor¢do antissimétrico
que gera trés modos de vibracdo desacoplados, dois de flexdo ¢ um de torgdo,
como no caso das vigas com se¢des duplamente simétricas.

Para a viga engastada e livre ¢ modo de tor¢do ¢,(x,t)=6,(t)sen(zx/2L), a

frequéncia fundamental corresponde ao modo de flexdo, enquanto, para as demais
condi¢des de contorno, a frequéncia fundamental estd associada a um modo de
flexo-tor¢ao. A frequéncia fundamental de flexo-tor¢cdo ¢ praticamente a mesma,
independente das condicdes de contorno, mostrando que a influéncia do

acoplamento entre flexdo e tor¢cdo tem mais influéncia que as restricdes de
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contorno no valor da frequéncia minima. A mesma influéncia ¢ observada no
valor da carga e modo critico.

Nota-se que, para as trés funcdes de tor¢ao aqui consideradas, a frequéncia
natural associada como o modo puramente de flexdo cresce a medida que o
numero de restrigoes relativas aos deslocamentos aumenta (nimero de condigdes
de contorno forgadas).

Para determinadas geometrias, existe a possibilidade de ressonancias
internas e interagdo modal. Este fendmeno ¢ devido a coincidéncia ou
proporcionalidade de frequéncias naturais e cargas criticas.

Verifica-se que o modo de tor¢ao antissimétrico gera trés modos de
vibragdo desacoplados, dois de flexdo e um de tor¢do, como no caso das vigas
com sec¢des duplamente simétricas.

Por fim, observa-se que as restrigdes a rotagdo da se¢do t€ém grande
influéncia no valor da carga critica e da frequéncia fundamental.

Na andlise ndo linear, considera-se uma viga engastada e livre excitada
lateralmente por uma carga harmdnica uniformemente distribuida. Sdo estudadas
as oscilagdes ndo lineares, bifurcacdes e instabilidades da estrutura nas trés
primeiras regides de ressonancia. Em particular se analisa o efeito da posicao da
carga, da frequéncia e magnitude da excitacdo e das restrigdes a tor¢do na
dindmica da estrutura.

O sistema apresenta, como mostra a relacdo ndo linear frequéncia-
amplitude, um comportamento com ganho de rigidez.

Dos diagramas de bifurcagdo para diferentes posicdes da carga com
rela¢do ao centro de cisalhamento, conclui-se que a posi¢@o tem grande influéncia
na magnitude dos deslocamentos e velocidades maximas, como ilustram as
respostas no tempo e planos de fase. As excentricidades da carga com relagao ao
centro de cisalhamento atuam como imperfei¢cdes iniciais € mostram que ha
grande sensibilidade do sistema dindmico a qualquer imperfeicio de
carregamento. Observa-se também que, na medida em que a carga se distancia do
centro de cisalhamento, aumentam consideravelmente as amplitudes de vibragao.
Também se verifica que a maioria das solucdes sdo de periodo 1T (corresponde a
um movimento periddico cujo periodo ¢ o periodo da excitagdo), mas diversas

solugdes quase-periodicas sdo observadas.
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Os diagramas de bifurcagdes também mostram que, quanto a flambagem
lateral, a carga critica dindmica pode ser muito menor que a carga critica estatica
sendo caracterizada por vibracdes de flexdo-flexdo-tor¢cdo de grande magnitude.
Em particular observa-se um crescimento repentino das rotagdes devidas a tor¢ao,
funcdo da baixa rigidez do perfil.

A comparagdo da resposta linear e ndo linear evidencia a importancia da
ndo linearidade geométrica no comportamento da estrutura e nos valores do fator
de amplificagdo dinamica.

Observa-se que os efeitos de segunda ordem relativos ao momento torsor
(posi¢ao da carga na vertical ao longo de sua linha de agdo) também gera
diferengas marcantes na resposta dindmica nao linear.

Os diagramas de bifurcagdo para diferentes fungdes de torcao refletem a
influéncia das restri¢des a tor¢do da secdo transversal ao longo da viga no regime
nao linear. A restricdo a tor¢do apenas no engaste leva a amplitudes de vibragao
bem superiores as observadas para as outras restrigdes aqui consideradas. Este
efeito podera ser melhor analisado em vigas com outras condi¢des de contorno.

Os diagramas de bifurcacdo, tendo a frequéncia da excitagdo como
parametro de controle, mostram que em toda a faixa de frequéncias que
compreende as trés primeiras regides de ressonincia ocorrem diversas bifurcacdes
e saltos dindmicos, o que pode levar a solugdes coexistentes, fendomeno
eminentemente nao linear. Para valores elevados da magnitude de excitacio
observam-se regides onde nenhuma solugdo estdvel ¢ encontrada, o que leva
necessariamente ao colapso da estrutura. Os saltos dinamicos também provocam
um transiente com picos de tensdo e deformacdo que podem levar a danos e até
mesmo ao colapso.

Mesmo para a carga aplicada no centro de cisalhamento e na direcao do
eixo de simetria da secdo monosimétrica, instabilidade lateral ¢ observada para
pequenos niveis de carregamento, ainda no regime eldstico-linear, levando a um
acoplamento flexdo-flexao-tor¢do com as componentes de rotagdo e deslocamento
transversal a dire¢do da carga apresentando oscilagdes de grande complexidade,
como ilustram as respostas no tempo e planos de fase, além de diversas regides

com solugdes coexistentes.
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Este trabalho mostra como as ferramentas da dindmica nao linear podem

ajudar na seguranca e integridade do modelo estrutural, conduzindo assim a um

projeto estrutural mais seguro.

5.2

Sugestoes

Como continuacdo do presente trabalho, sdo sugeridos os seguintes topicos

de pesquisa:

Analisar o comportamento dinamico nao linear de outros perfis com
secdo monosimétrica e assimétrica, incluindo a andlise de perfis
fabricados com novos materiais.

Desenvolver uma investigacdo experimental da instabilidade de
perfis monosimétricos e assimétricos sob carregamentos estaticos e
dindmicos.

Estudar a interacdo entre flexdo e torcdo em barras submetidas
simultaneamente a cargas axiais e laterais. Em particular, estudar a
influéncia do carregamento combinado na instabilidade estitica e
dindmica de vigas-coluna.

Pesquisar a importancia de ressonancias internas nas vibragdes nao
lineares de vigas esbeltas de secao aberta.

Desenvolver modelos mais refinados para o estudo de interagdo e
acoplamento modal em elementos de vigas esbeltas de secdo aberta,
incluindo modos locais e globais, comparagdo dos resultados com o
método de elementos finitos, e deducdo de modelos de ordem

reduzida para analise de bifurcagdes e bacias de atragdo.
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Apéndice A

AA1.
Introdugao

Substituindo as Equacdes (2.71) a (2.73), para cada uma das condi¢des de
contorno (item 2.7.1) e uma das trés fungdes de tor¢do, dadas nas Equagdes (2.85) a
(2.87), em (2.67) a (2.69), e aplicando o método de Galerkin, obtém-se o sistema de

equagoes diferencias ordinarias de movimento, mostradas a seguir.

Cada conjunto de equacdes forma um sistema de trés equacdes de movimento

nao lineares acopladas que deve ser resolvido através de métodos numéricos.

A.2.
Sistema de equagodes diferenciais ordinarias de movimento

A.21
Viga simplesmente apoiada

A.21.1
Viga simplesmente apoiada: Funcao de torg¢ao 0.(x,t)=0,(t).sen(r x/2L).

2 2 4 6,3 2
mlost 9y, +izLd—ze T A/ I (R U S
dt dt 20 " 16L 2L 3L

3 4 2
(1, —E1, | 107 Wb Vol | 21 748075+ 9y |20
L1sL 4L " dt

4 6,3 2 %
mOS*L*L ic 7 0 +El ”V\;U-}—”WSU _P_” Wo+7z'yc90 +
dt? 3z dt 2L 16L 2L 3L

2 A2
B, -1, [ 107Vl 2 W0 ) 201 qago7s( L )= 0 (A-2)
150 TR dt

(A.1)
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L, (d’ 4 d? 4 7" El,6, 7zZG\]6’0
m—l|—56, [+-—zL| -5V, |-7—VY.L 2W 3 +
2 "ldt 3z dt 3z dt 32L 8L
37°ElL 6] 71,0, 4w, 7Vb, dzv, 7WwW,6,
——P| - +VY, +2,|— — |+
256L 8L 3L 3L L

L
3 4 4
(EIZ _El 167 V‘;W" oz 603\/ 6\3/v
U 1sL 4L 4L

(A.3)

| (ze, 0, —4e, )+ 74.8260[d6’0j: 0
2z dt

A.21.2
Viga simplesmente apoiada: Fungao de torgao 0.(x,t)=0.(t).sen(x x/L).

2 2 4 6,,3
most 9y voszU Do ||vEr[Z Ve 7 Ve |
dt dt 20 6L

2 2 2 3 4 2
P(_ﬂ Vo 72,6, 27y, ]+(EIZ —EIY(MI W0, 37,0, ]_ (A.4)

2L 2L 3L 31 8L

zqu + 74.8275[dv0j =0
7 dt

2 2 4 6403
m 05U 9w, |—osy.[ Lo ||vEr | Ve , TV )
dt dt 20 16l

2 2 2 3 4 2
P oz Wo+7r ycl90_27z2090 +(EIZ—E|y A V§90+37r W}DGD _ (A.S)
2L 2L 3L 3L 8L

2 q,L+ 74.8275(d Woj =0
7 dt

2 2 2 4 2 4 3
m—l dzgD +lzLd2v0 chLLzWo +7zEI§ﬂO+7r GJ90+372'E|1390_
2 dt dt dt 2L 2L 16 L
z°1 0 7w, 4rzv 6 v, 4mw.6,
P_ 00+yc D_ 0~ 0 +ZC _ 0_# +
2L 2L 3L 2L 3L

3 4 2 4 2
(EIZ —Ely{‘m VoW, 37°6,V, +37z HOWOJ+

(A.6)

310 8L’ gL’

L g,L(re, 6, -4e,)+13.364976 49 1-0
2 dt
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Viga simplesmente apoiada: Fungao de torcao 6.(x,?)=0,(t).cos(x x/L).

mL ﬁv Bl 7r4v0+7z"v§ b _7r2v0+27ryc902 .
2 \dt? ° 1210 16l 2L 3L

4 % 02
(1, —E1 |- Yol —2qu+74.8275[dv0 -0
8L’ r dt

mL iwo CE] 7r4wo+7z"wj b _zzwo+27rzcﬁj .
2 |\ dt? 1210 16D 2L 3L

4 2
(1, —E1, | Yoo —2qz|_+74.8275(dw0):0
gL’ 7 dt

mLIO(dZ ] 7*El6, #°GlO, 3x'El 6
— + + -

2 (d2 ™ 20 2L 1610

71,6, 27v,6, 27w, 6,
P| - +Y,| - +2,| - +
2L 3L 3L

4002 4 2
(E1,—E1 | TG  TOW | G o p +74.8275(d00j:0
TR TER dt

A.2.2
Viga Engastada e Livre.

A.2.21

Viga engastada e livre: Fungéao de torgao 0.(x,t)=0,(t).sen(x x/2L).

2 2 3
m{o.zsL[ d v0]+ 0.338930zCL£iz 9°H + EIZ(3'09059V° 0631885, j—

dt* L B
p[ 02145609, 0.8362782,0, 0.534562y.6; ),
L L L
2
e - Ely{0'8907|?7w°9° - 0.401538v090 J—o.3915qu o

0

2 2 3
m{o.zsL[dw j—0.338930ycL[ L) H+ Ely[3'09059W" 2631885, j—

dez ° dt? B B

P[0.2145609W0 , 0-836278y.6, 0.5345622,6; ]+

L L L

2
(el - Ely{0.8907397v090 . 0.401638W0¢90
L L

j—0.3915qZL=0

(A.7)

(A.8)

(A.9)

(A.10)

(A.11)
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d? d2 d?
m — I — 6, |+0.338930z L| —-V, |—0.338930y.L| —W, ||+
2 “(dt at’ dt

T*El0, °Gl6, 37'El 6
+ + -
VIR 8L 256

P{ 71,6, , y (7 0.54022w,  0.30738v,0, ) . [0.54022v0 , 0:30738w, 6, ]}r

8L L L L L

0.89079v,w, 0.401684,v. 0.401689,w> | 4, L(Hofr e, - 4ey)
(E1,-E1, oo "To%o 4 - + =
L L L 27

A.2.2.2

Viga engastada e livre: Fungao de torgao 6.(x,1)=0,(t).sen(m x/L).

2 2 3
m L{O 25[: v j+ 0.2346990824 2 (: ; eoj}r EIZ(3 '098359% L 0.63 }?SSVO J_

0.2145600v, 2.3163872.0, 0.315984y.07
P — €0 4 c +

L L L
2
(€1, - y(1.524460W000 ~ 1.051597v,6;

5 5 j—0.391495qy|_=0

2 2 3
L{O 25(;w J 0.234699 y, [:tz 0, H+ El {3‘09059\”" , 0.631885w, j -

L L’
214 2.31 315984z 67
b 0.2145609w, . 316387y,6, +03 598426, .
L L L
1.524460v 1.051597w_6>
(EIZ—EIy( 2244606, , 1051597 09"}—0.391495qu:0
L L

d2 dZ d2
mL | =0, |+0.2346997, ~0.234699y, | ——w, ||+
dt dt dt

48.704545E1,0,  4.934802G) 6,  18.264204*EI 6,

L L L’
P 4.9348021,6,  ( 0.825206w, . 0.631968v,6, ., 0.825206v, . 0.631968w,6, .
L ¢ L L ¢ L L
( 1.52446v.w, 1.0515970.v> 1.0515976,w’
El, —El, oo 2+ 0 |
L L L

0.159154q,L (e, 6, —4e, )=0
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(A.12)

(A.13)

(A.14)

(A.15)
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A.2.2.3
Viga engastada e livre: Fungao de torgao 6.(x,0)=0,(?).cos(x x/L).

2 2
m L{o.zs(;‘tzvoj +0.2346990824 7 (j ) J} E|Z(3'09059Voj_

L3
0.2145609 (A.16)
. v
P[ : o 2316387Zc€0j_0391495qy|_ =0
2 2
mt| 025 4w, |- 0.234699y,[ L 0, +E|y(3'090359‘”°j—
dt dt L
0.2145609w, 2.316387y,6), (A-17)
p| % Wo | = Yo% | _0391495q,L+=0
L L
2 2 2
mL| L, d—zeo +0.2346997,| — d ~0.234699y, dz +
2 °(dt " dt
48.704545E1,6, , 4.934802GJ 6,
E L (A.18)
p| 493480216, (_ 0.825206W0j_z (0.825206v0j .\
L ¢ L ‘ L
0.159154q,L (e, 6, - 4e,)=0
A.2.3
Viga engastada e apoiada.
A.2.31
Viga engastada e apoiada: Fungao de torgao 6.(x,1)=0,(t).sen(m x/2L).
2 2 3
0 diz v, |+ 0.629402,L CL 0, 237.723107v0+660.835869v0 ~
dt dt? L L
11.512 1.552 324 N
P(_ 51253v, 1.55299z.6, 0.32433y,0); j+ (A.19)
L L L
2
(E1,-E1, 134.992351W090_106.245384v000 —0.86,L+149.65 gvo o
L L dt
2 2 3
m{ [:2 j 0.62940y, (gzgﬂ y[237.7i}107w0+660.83L5869W0J_
2
P£_11.51553w0 . 1.55239y090 - o.324i3zceo J+ (A20)

2
(&1, & y{134.99251v090 , 106.24584w,6;

. . —0.860,L+149.65204 L, | =0
L L dt
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L (d? d? d?
m —1l,| =6, |+0.62940z L] —Vv, |-0.62940* y L| —w, ||+
2 "Lt dt dt
7Bl 0, n’Gl6, 3x'El 6
+ + -
320 8L 256 L

71,0, 7.26305w, 6.358726V,6, 7.26305v, 6.35872w,6,
Pl - +Y, - +2|— - +
8L L L L L

134.9925v,w, 106.245846,v2  106.245846 0,2
(E1,-E1, oMo _ Vo AN

(A21)

L3 L3 L3
q, L(eo” e, - 4ey)

+ 149.65204(E Hoj =0
T dt

A.2.3.2
Viga engastada e apoiada: Funcgao de torgcao 6O«(x,1)=0,(t).sen(m x/L).

2 2 3
ol L szo 40690432, L ngo Bl 237.721067v0 . 660.835869v0 ~

dt dt L L
p[ 11.51253v, 6.814262,0, ~ 3.21208y,6; .
L L L
2
e - Ely(l48.74079W06’0 - 122.322?8v000

(A.22)

d
—0.86q, L +234.8988 —v_ |=0
L’ L J % (dt ]

diz ° di2 ° E B

11.51253w, 6.81426y.6, 3.212082,67
p L2, G100, 320082 ), (A23)

148.74079v,0, 122.322685w,6?
(E1,-E1, d + d
L L

2 2 3
m{L(d WJ—O.69043yCL[d0 H+Ely[237.72106w0+660.83869w0j_

J—O.86qZL + 234.89885(% woj =0

L (d? d’ d’
m| —1l,| =6, |+0.69042z L| —v, |-0.69042y L| —w, ||+
2 “ldt dt dt

©'El, 7'Gle, 37'El 6
vo + -
210 2L 160
{ 71,0, (6.81426W0 6.42416v090j [ 6.81426v, 6.42416W,0, H
P| - +Y, - +z|— - +

2L L L L L (A.24)

148.74079v,w, 122.322680,v> 122.322680,w;
(E1,-EI, . - a + : +
L L L

q, L(Ho 7€, _4ey)

+ 234.89885(390) =0
2r dt
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A.2.3.3
Viga engastada e apoiada: Fungao de torgao 6.(x,0)=0,(t).cos(x x/L).

2 2 3
mH a }013144620{;290}} E|Z[237.721067v0  660.83869Y; ]_

dt® B B
11.51253v, 1.297325z,6, 3.21208y,6;
P| - L + 3 o+ 3 o+

(E1, -1 {25.229374w090 _115.398382v,6:
z y L3 L3

(A.25)

—-0.86q, L +149.6520 iv =0
y dt °

2 2 3
m{L[;sz} 0.131446y, L[:tz 0, ﬂ +EI {23 7'7?06‘”" 4 660'83L Sodw, ] -

(11.51253w0 1.297325y,6), 3.212082C9§j
Pl - - + +

L L L

25.229375v,0, 115.398325w,6?
(E1,-EI, . + -
L L

(A.26)

]—0.86qZL+149.65204[;W0] =0

L (d? d’ d’
ml—I,| — 6, [-0.131446z L| — v, |+0.131446y L| —w, ||+
2 "Lt dt dt

T*El6, 7°GJ6, 37'El 6
oy + = —
2L 2L 16 L

71,0, 7.007389w,  0.714096v, 06, 7.00739v, 0.714096w,0,
P| - + Y| — + +2, + +
2L L L L L

25.2293v,w, 115.398380,V2 115.398386,w;
(E1,-E1, o _ oo 4 +

(A27)

00

LS LS L3

GLeb, 149.65204(E ch =0
2 dt

A.2.4
Viga bi-engastada.

A.2.41
Viga bi-engastada: Funcao de torgao O.(x,t)=0,(t).sen(m x/2L).

2 2 3
m{0.39648L[ d V”J + 0.3543120L(3? eoﬂ + E|Z[198'463253V° 22372722, j—

dt? L L
4.877716v, 0.87421z,6, 1.1*107y.6;
P| - L - 3 + T +

2
e - Ely{120.365§5W090 - 99.231%7v090
L L

(A.28)

J—O.52316qu + 133.91613(%%) =0
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2 2 3
m[0.39648L£;2 WOJ - 0_35431y0|_(% QDH +El {198'4?5 Mo 223'7?22""0 J -

4.87772w, 0.87422y.6, 1.1*107z.0;
P + - +
L L L
2
(EIZ _El y{120.365365v090 + 99.231237W090

(A.29)

L L

J0~52316Qz|- +133.9161[%W0j =0

L (d? d? d?
m = 1,| =56, [+0.3543072,L] —5v, |~0.354307y,L{ —w, ||+

2 °Ldt dt dt

T'El,6, 7°GlO, 37'El 6]

—+ + =
320 L 256 L
[ 21,6, [o.smzwo 6.966*10’2"v0¢90] [ 0.87422v, 6.9658*102“WD¢90H
Pl - +Y, - +z| - - +

(A.30)

8L L L L L

120.36565v,w, 99.231268,v;  99.231268,w; | 4, L(eoﬁez _4ey)
(ElZ*Ely E 0" _ E o%0 | E 07 |4 5
; . T

A.2.4.2
Viga bi-engastada: Fungao de torgao O.(x,t)=0,(t).sen(r x/L).

2 2 3
m{0.3964 L(;ZVOJ 1043911z, L[:tz aﬂ +EI 2[198'4625"0 L 22372729, ]_

L L

o _48777v, 4333826, 244296,
L L L

2

(E1, - Ely{98.822L39w0 g, 80.90z38v0 6

(A.31)

J—O.5231 q, L+133.91 lZ[:tvoJ =0

2 2 3
m{0.3964L[:tz W°J ~0.4391y, L(;Z Hoﬂ +El {198'4'_6325% + 22 '7L2572W° J—

2
P(_ 4.87Z7W0 . 4.333ﬁ8y000 _ 2.442L92090 J + (A.32)

2
(el - Ely{98.8229v090 . 80.90738W06?0

. —0.5231q2|_+133.9112(dwoj:o
L L dt
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2 2 2
m LI0 d—eo +0.43911z.L d—vo -0.43911y L d—w0 +
2 °(dt? dt’ dt’

48.70454SE1,0, 4934802610, 18264204EI 05
E L R

P{4.934802|090 B (4.3338W0 B 4.8859v06'0j+ . [_ 4.3338v,  4.8859w,0), ﬂ+

L L L L L
98.8220v,w, 80.90780,v2 _80.90780,w;
(E1, -EI, - + +

L3 L3 L3

0.500,L6, e, —0.6366q,Le, + 133.9112[%90):0

A.243
Viga bi-engastada: Fungao de torgao 6.(x,1)=0,(?).cos(x x/L).

2
m{0.39648L(;2v0J +4.41682*%107 2, L{ d 6, H +

dt®

198.462534v,  223.72722V;
El, B + 5 -
P[_ 4.87772v, 435923*10 7,0, 2.44298y.6; ] .

L L L
6.09887*10 7w, 0, 117.554676V,6;
(E1, -E1, - -

L L

0.52316q,L + 136.59235[;%) =0

2 2
m{0.39648 L[gtzwoJ—4.41682*103° yCL((‘Leo)}

198.46253w,  223.72722w]
El, E— |-
P(_ 4.87772w, | 4.3592*107'y.6, 24429826, J+

L L L
*10727 2
(EIZ_Ely{6.09899 1077v,6, |, 117.55467w,6; j_

L’ L’

0.52316q,L + 136.59235(;%) =0
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(A.33)

(A.34)

(A.35)
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L (d [ o (2
m=1,| —6, [-3.60699%10z,L{ —, |~3.60699.10 "y, L| —w, ||+
2 °{dt dt dt

(TELG,  76GY0, 3*xELG,

21 2L 160
71,6, 5.6889.10*w,  4.88595v,6), 5.688906.10*v,  4.88595w,0
Pl — 0% 4 _ o 4 0% |47 o4 0% | |4
[ o y{ - : j [ ; . ﬂ (A36)

1.58*107°v,w, 117.5546766,v; 117.554680,w;
(E1,-EI, i - 5 + 5 +

M+135.2433[£90j -0
2 dt

A3
Linearizagado do sistema de equagoes diferenciais ordinarias de
movimento

A.3.1

Viga simplesmente apoiada.

A3.1.1

Viga simplesmente apoiada: Funcgao de torgao 0.(x,t)=0,(t).sen(x x/2L).

[ d? 4 d? v, v, 72,0,
m_O.SL[dtzvoj+3”ch[dt2G’OH+EIZ[2L3 J—P(— TR J—O (A.37)
aoseLe[ £ AL [ e | p[ W 2V ) (A.38)

| dt> °) 377 \dt* ° 21 2L 3L ‘

L. (d? 4 d? 4 q2
m 2Io(dtzQOJ+MZCL{(HZVDJ_MyCL[(ﬂ2WOJ:|+

} (A.39)

7 El,6 7°GJO 7210 47w 4V
w0+ o_P_ c>o_,’_yC D+Zc_ 0 :0
320 SL { SL [ 3L j ( 3L ﬂ
A.3.1.2
Viga simplesmente apoiada: Fungao de torgao 0.(x,t)=0.(t).sen(x x/L).

[ d’ d’ v, v, 7°2,6,)

m_O.SL(dtZVDJ+O.SZCL(dt2HDH+ EIZ[ e j—P(— o —2Lj_o (A.40)

I d? d? 7w, w, 7'y.6,
m{ 0.5 —w_ |—-0.5y.L| —6, ||+ EI | -P| - &40 1=0


DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 1412817/CA


PUC-RIo - Certificacdo Digital N° 1412817/CA

120

2 2 2
m EI0 d—zﬁ +izCL d—zv0 —1ycL d—zw0 +
2 "Ldt 2 dt 2 dt

4 (A.42)
7'El 0, 7°GJ6, { 71,0, (ﬂ'zwoj ( ﬂzvoﬂ
>+ -P|- +Y. +z| - =0
2L 2L 2L 2L 2L
A.3.1.3
Viga simplesmente apoiada: Fungao de torg¢ao 0.(x,t)=0,(t).cos(m x/L).
mL( d? v, 7o) o V)
2[dt2v°]+Elz[ 20 16 LSJ P( 2L j_o (A43)
mL( d? zw,  mtwe ) o A Ew )
2[dt2W°J+EIV( TR 16L5J P( 2L ]_0 (A44)
mLI,(d? 7*ElG, n*GJ6,
—_— + p—
2 \dt?° 210 2L
2 (A.45)
/ol N7 27v,6 27w, 0,
P— oo+yc_ DO+ZC_ oo:0
{ 2L [ 3L J ( 3L H
A.3.2
Viga Engastada e Livre.
A.3.21
Viga engastada e livre: Fungao de torgao 6.(x,0)=0,(?).sen(rw x/2L).
m025L[ 9y, 403389302, L[ Lo g, ||+ |1 (30005 |
dt? dt’ ’ L
(A.46)
P(0.2145609v0 _ 0.8362782.6, j 0o
L L
2 2
ml 0251 L w, |-0.338930y,L 4, +Ely[3'090§9w"]—
dt dt L
(A.47)

214 8362
P(o 5L609W0 L0836 Zsycaojzo
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L. (d? d? d’
m =1, S0, |+03389302, L ——v, |-0338930y,L| < w, ||+
2 dt dt dt

(A.48)

=*El 0, ﬂZGJ90+P_7z2I06’0+ _0.54022w, ) (0.54022v,
320 8L TR L ‘ L

A.3.2.2
Viga engastada e livre: Fungao de torgao 6.(x,0)=0,(t).sen(m x/L).

d? d> 3.09059v,
m L{O.ZS [dtzvj +0.2346990824 7, (dtz 6°H+ EIZ(L}) - (A.49)

P[0.2145609v0 231638726,
L L

]—0.391495qu =0

2 2
mL|0.25 d—zwo ~0.234699y, d—zeo +El, m -
dt dt L

P(O.2145609W0 , 2316387y.0,
L L

(A.50)

j—0.391495qZ L+=0

1, (d? d? d?
mL| = 1,| — 6, |+0.2346992,| ——v, |-0.234699y | ——w, ||+
2 dt dt dt

48.704545E1,,6, 4.934802G1 6, _
L L (A.51)
P{4.934802|090 [ 0.825206W0J , (o.szszosvo j}

L L L
0.159154q, (e, 6, —4e,)=0

A.3.2.3
Viga engastada e livre: Fungao de torgao 0.(x,0)=0,(t).cos(x x/L).

2 2
dt dt L

0.2145609v, 2.138252_ 6,
P o e |=0

(A.52)

2 2
ml 0251 9w, |+ 021665y,L( 4_g, ||+ Er [30005M )
dt dt y E

(A.53)
P[O.2145609W0  2.13825y,.6, j S

L L
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2 2 2
m S, d—zeo ~0.21665z,L d—zvo +0.21665y,L d—zwo +
2 °Ldt dt dt

) . ) (A.54)
7'El0, 7°Glé, _P{;z 1,0, [_ O.76174W0j+z [0.76174v0 H

213 2L 2L L L

A.3.3
Viga engastada e apoiada.

A.3.3.1
Viga engastada e apoiada: Fungao de torgcao O.(x,0)=0,(t).sen(m x/2L).

2 2
9, |+ 0.620402,L( g, ||+ 1, [ BTTRLOM )
dt dt L

F,[_11.51253v0 B 1.55299zceoj: 0
L L

(A.55)

2 2
ml L 9w, |-0.62040y,L] &g, ||+ EI (wj—
dt dt g L

P[_11.51253w0 N 1.55299y600): 0
L L

(A.56)

2 2 2
m EIo d—é’o +0.62940z L d—vo —-0.62940y.L d—wo +
2 °ldt? dt’ dt’

(A.57)
7'El,0, 7'GJ6, { 71,0, (7.26305W0J ( 7.26305voﬂ
+ -P|- +Y. +z,|-——=1|=0

320 8L 8L L L

A.3.3.2
Viga engastada e apoiada: Fungao de torgao 6.(x,1)=60,(t).sen(m x/L).

2 2
m U Ly, |+ 0.600432,L g, ||+ 1 [ 227721067 )
dt dt L

P(_ 1 1.51553v0 B 6.81456490 j 0

(A.58)

2 2
mi L 4w, |-0.60043y,L[ &g ||+ | [ 2TT2I00W )
dt dt L

P[—11’51253W" N 6.81426yceoj:0
L L

(A.59)
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2 2 ,
m[ 1,090, |+0.600422,Lf 4, |- 069042y, L, ||+

2 dt dt
(A.60)

7*El, 6, =’Glé, 7’10, 6.81426wW, 6.81426v,
T+ -P|- +Y, +z,|———=||=0
2L 2L 2L L L

A.3.3.3
Viga engastada e apoiada: Fungao de torgao 0.(x,0)=0,(t).cos(x x/L).

2 2
m L 9o, |—0.1314462,L L g, ||+ 1 [ 227721067, )
dt dt L

P(_ 1151253, 1.297325z090j
L L

(A.61)

2 2
mi L L ow, 40131446y, Lo, ||+ E1 [ Z3TT2106W |
dt dt / L

P(_ 11.51253w, 1.297325y,6, j 0
L L

(A.62)

L, (d? d* d?
m = 1| ~56, |-0.1314467,L| —v, |+0.131446y,L| ~—w, ||+
2 °(dt dt dt

©'ELG, 7GI0, [ 16, y [~ 7007389, ), (7.00730v,
21 2L oL L UL

(A.63)

A3.4
Viga bi-engastada.

A3.41
Viga bi-engastada: Funcao de torgao O«(x,t)=0(t).sen(r x/2L).

2 2
m{0.39648L(:tzvoj + 0'354312°L(3t2 QOH +EI [198453253") _
(A.64)

P(_ 4.877716v, 0.874212C60j
L L

d? d? 198.46253w
m{0.39648 L[dtz woj - 0'35431y°|{dt2 0, H +EI V(L‘j -

P[_ 4.87172W0 . O.874i2 y.0, j ~o

(A.65)
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d? d’ d?
m =1 9, |+03543072,L] S, |-0354307y, L —w, ||+
2 °ldt? dt? dt

7*El 0, 7*GJl6, 71,0, 0.87422 w, 0.87422v,
—+ -P|- + Y. +2,|———||=0
321 8L 8L L L

(A.66)

A.3.4.2
Viga bi-engastada: Funcao de torgao O.(x,t)=0,(t).sen(x x/L).

d? d?
{0 3964L(d v }LO 43911z L(d 3 oﬂ+

(198 4625v, j ( 4.8777v, 43338z, eoj_
L L

2 2
ml 03964L| Lw, |~04301y, L[ L g, ||+
dt dt

El (198 4625W] ( 4.8777w, | 4.33388y, 00]
L L

d? d d?
m 1| g, +0430112, L[ Ly, |—043011y, L —w, ||+
2 °dt? dt* dt

48.7()45:315 ELY, , 4.934832&] 6, (A.69)

P{_ 4.9348L02 1,6, yc(4.33i8wo j+ Zc(— 4.3358v0 H: 0

(A.67)

(A.68)
=0

A.3.43
Viga bi-engastada: Fungao de torgao 6.(x,1)=0,(?).cos(x x/L).

d? d?
{0 39648L[d v ]+4 41682%107°z L[de H

El (198.462534v0 j_ b (_ 4.87772v, 435923*10%2.6), J o
§ B L L

(A.70)

d2 d’
m| 0.39648L| —-w, [—4.41682*10"y L| —6,
a " dt

£y (19846253w,) o 487772w, 43502*107v.6,) _,
v L L L

(A.71)
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d

Ly

2

4
T

2
96, | 360699710 2, L| S v, | -3.60699 10y, L
dt? dt?

2

El0, 7°Glo,

20 2L

{

dZ

7*1,0, 5.6889 %107 w, 5.688906*10 v,
- +Ye|— +Z;
2L L L

|

dt® e

0

Wﬂ
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(A.72)
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Apéndice B

B.1
Sec¢ao monosimétrica - perfil "C".

Neste apéndice sdo apresentadas as matrizes que geram as equagoes
caracteristicas necessarias a determinacdo das frequéncias naturais e das cargas

criticas da estrutura, para diferentes condigdes de contorno, como se segue.

——p—

v

Figura B.1: Perfil monosimétrico "C" e suas dimensées caracteristicas.

B.2
Viga simplesmente apoiada

B.2.1
Viga simplesmente apoiada - funcao de torg¢ao 0.(x,t)=0,(t).sen(r x/2L).

As equacdes lineares de movimento para este perfil sdo:

2
30,42%% +3,0915%10°v, =0 (B.1)
d? d?
30,42— W, +1,5699—-6, +0,1976*10"w, =0 (B.2)
at> ° dt> ° °
d’ d’

1’5699WW° + 0,3355W 6, +550,25096, =0 (B.3)


DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 1412817/CA


PUC-RIo - Certificacdo Digital N° 1412817/CA

As freqiiéncias naturais sdo obtidas a partir do determinante:

3,09155*10° 30,42 1 0 0
K, - M ] = 0 0,19762*107 30,42 4 ~1,5699 1 =0
0 ~1,5699 1 550,2509 - 0,33551

As cargas de bifurcag@o sdo obtidas a partir do determinante:

3,09155%10° —P 0 0
K, —PK]= 0 0,1976*10” — P —0,0608P =0
0 ~0,0608P  550,2509—0,0110P

B.2.2

Viga simplesmente apoiada - fungao de torgao 6.(x,t)=0.(t).sen(n x/L).

As equacdes lineares de movimento para este perfil sdo:

2

24,6575%% +2,50%10°V, =0

d? d?

24,6575—W, +1,50—— 0, +1,602*10°w, = 0
dt dt

d? d>
1,50— W, +0,272— 6, +3036,386, = 0
dt dt

As freqiiéncias naturais sdo obtidas a partir do determinante:

0,25%10° — 24,657 4 0 0
K, —AM] = 0 0,1601%107 — 24,657 4 ~1,504 =0
0 ~1504 3036,38-0,2719 2

As cargas de bifurcac@o sdo obtidas a partir do determinante:

0,25%10° —P 0 0
[K.-PKg]= 0 016%10' =P —0,06008P [=0
0 ~0,0608P  303638-0,011P
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(B.4)

(B.5)

(B.6)

(B.7)

(B.8)

(B.9)

(B.10)
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B.2.3
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Viga simplesmente apoiada - fungao de torg¢ao 0.(x,t)=0,(t).cos(rm x/L).

As equagdes lineares de movimento para este perfil sdo:

2

30,42%% +3,0915*10°v, =0

2

30,42%% +0,1976%10"w, =0
d2
033556, +374598416, =0

As freqiiéncias naturais sdo obtidas a partir do determinante:

3,09155%10° ~30,424 0 0
K, -AM]= 0 0,19762%107 —30,424 0 =0
0 0 3745,9841-0,33551

As cargas de bifurcagdo sio obtidas a partir do determinante:

3,09155%10° —1,2337P 0 0
K. -PKg]= 0 0,1976*10" —1,2337P 0 =0
0 0 37459841-0,0136P

B.3
Viga engastada e livre

B.3.1

Viga engastada e livre - fungao de torgao 0.(x,t)=0,(¢).sen(x x/2L).

As equagdes lineares de movimento para este perfil sao:

2

15,21%% +19,617*10°v, =0

d’ d’

15,21FW0 +1,253dt—200 +125,403*103W0 =0

(B.11)

(B.12)

(B.13)

(B.14)

(B.15)

(B.16)

(B.17)
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2 2

1,253:?% + 0,3355:?00 +550,2509 6, =0

As freqliéncias naturais sdo obtidas a partir do determinante:

19,617*10° —15,214 0 0
K. -AM] = 0 125,403*10° —15,214 -1,2531 =0
0 ~1,2531 550,2509-0,33554

As cargas de bifurcagdo sdo obtidas a partir do determinante:

19,617*10° -0,053 P 0 0
[K.-PKg]= 0 125,403*10° +0,053 P -0,0127P =0
0 0,0082P 550,2509 —0,0034 P

B.3.2

Viga engastada e livre - fungao de torgao 6.(x,1)=0,(t).sen(rw x/L).

As equacdes lineares de movimento para este perfil sdo:

2

15,21Wv0 +19,617*10%°v, =0

2 2
15,21d—2w0 +0,8681— 6, +125,403*10°w, =0
dt dt
d’ d’

0.8681-_ W, +0,3355_ 0, +3745984 0, =0

As freqliéncias naturais sdo obtidas a partir do determinante:

19,617*10° —15,214 0 0
K, —m]= 0 125,403*10° 15,214 -0,86811 =0
0 ~0,86811 3745,984-0,3355 4

As cargas de bifurcagdo sdo obtidas a partir do determinante:
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(B.18)

(B.19)

(B.20)

(B.21)

(B.22)

(B.23)

(B.24)
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19,617*10° +0,053 P 0 0
K, -PKg]= 0 125,403*10° +0,053 P -0,0352P =0
0 0,0125P 3745,984-0,0136 P

B.3.3

Viga engastada e livre - fungao de torgao 0.(x,1)=0,(?).cos(x x/L).

As equacdes lineares de movimento para este perfil sdo:

2

15,213?% +19,617*10%°v, =0

2 2
15,21:?% —0,8014dt—290 +125,403*10°w, =0

2 2

= 0,8014%% +0,3355 jt—290 +3745,984 0, =0

As freqliéncias naturais sdo obtidas a partir do determinante:

19,617%10° -15,211 0 0
K, —AM] = 0 125,403*10° —15,214 -0,8014 4 =0
0 ~0,8014 1 3745,984-0,33551

As cargas de bifurcagdo sdo obtidas a partir do determinante:

19,617*10° +0,053 P 0 0
[K.-PKg]= 0 125,403*10° +0,053 P 0,0325P =0
0 0,0115P 3745,984-0,0136 P

B.4
Viga engastada e apoiada

B.4.1

Viga engastada e apoiada - fungao de torgao O.(x,0)=0,(¢).sen(m x/2L).

As equacdes lineares de movimento para este perfil sdo:

2
60,84§—v0 +0,1508*107v, =0

t2
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(B.25)

(B.26)

(B.27)

(B.28)

(B.29)

(B.30)

(B.31)
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2 2
60,84%W0 + 2,32823? 0, +0,9645%10"w, =0

2 2

2,3282%% + 0,3355% 6, +550,25096, =0

As freqiiéncias naturais sao obtidas a partir do determinante:

0,15089*107 — 60,84 1 0 0
K, —iM ] = 0 0,9645%107 — 60,84 1 -2,32821 =0
0 -23282 550,2509-0,3355 4

As cargas de bifurcagdo sio obtidas a partir do determinante:

0,15089*10” —2,8781 P 0 0
K, -PK¢]= 0 0,9645*107 —2,8781 P ~0,0236P =0
0 ~0,11039P 550,2509 - 0,0034 P

B.4.2

Viga engastada e apoiada - fungao de torgao O.(x,t)=0,(t).sen(m x/L).

As equacdes lineares de movimento para este perfil sdo:

2
60,843?% +0,1509*107v, =0
d’ d’
60,84 — W, +2,5539—6, +0,9646*10"w, =0
dt dt
d’ d’

255395 W, +03355_0, +374598410, =0

As freqiiéncias naturais sdo obtidas a partir do determinante:

0,1508*107 — 60,84 1 0 0
K, —AM ] = 0 0,9646 %107 — 60,84 1 -2,55391 =0
0 -2,55394 3745,9841-0,3355 1

As cargas de bifurcagdo sao obtidas a partir do determinante:
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(B.32)

(B.33)

(B.34)

(B.35)

(B.36)

(B.37)

(B.38)

(B.39)


DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 1412817/CA


PUC-RIo - Certificacdo Digital N° 1412817/CA

0,1508*107 —2,8781P 0 0
K, -PKg]= 0 0,9646*107 —2,8781P -0,1035P =0
0 -0,1035P 3745,9841-0,0136P

B.4.3

Viga engastada e apoiada - fungao de torgao 0.(x,1)=0,(t).cos(r x/L).

As equacdes lineares de movimento para este perfil sdo:

2

60:84FV0 + 0,1508*107V0 =0

d2 2

60,84 W, 048620, +0,9645* 107w, =0

2 2
—0,4862%% + 0,3355%6’0 +3745,984160, =0

As freqiiéncias naturais sdo obtidas a partir do determinante:

0,15089*107 - 60,84 1 0 0
K, -=AM] = 0 0,9645*10" — 60,84 1 0,4862 1 =0
0 0,4862 1 3745,9841-0,33551

As cargas de bifurcac@o sdo obtidas a partir do determinante:

0,15089*107 —2,8781 P 0 0
K, -PKg]= 0 0,9645%107 —2,8781 P 0,01971P =0
0 0,10651P 3745,9841-0,0136 P

B.5
Viga bi-engastada

B.5.1
Viga bi-engastada - funcao de torgao O.(x,t)=0,(t).sen(r x/2L).

As equacdes lineares de movimento para este perfil sdo:

2

24,1217;'?vo +0,1259*10"v, =0
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(B.40)

(B.41)

(B.42)

(B.43)

(B.44)

(B.45)

(B.46)
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2 2

24,1217WW0 +l,3106F6’0 +0,8052*107W0 =0

2 2

1,3106:?WO + 0,3355% 6, +550,25096, =0

As freqiiéncias naturais sdo obtidas a partir do determinante:

0,1259*107 - 24,1217 2 0 0
K, —AM ] = 0 0,8052*107 24,1217 A -1,3106 =0
0 ~1,3106 550,2509 - 0,3355 4

As cargas de bifurcag@o sdo obtidas a partir do determinante:

0,1259%107 ~1,2194P 0 0
K. -PKg]= 0 0,8052%107 —1,2194P -0,01328P =0
0 ~0,01328P 550,2509 - 0,0034 P

B.5.2
Viga bi-engastada - fungao de torgao 6.(x,t)=0,(?).sen(x x/L).

As equacdes lineares de movimento para este perfil sdo:

2

24,1217;|?vo +0,1259*10"v, =0

2 2

241217 — W, +1,6243— 6, +0,8052*10"w, =0
dt dt
d> d?
L6243 W, +033550, +374598410, =0

As freqiiéncias naturais sdo obtidas a partir do determinante:

0,1259%107 — 24,1217 4 0 0
[K,—AM]= 0 0,8052*107 —24,1217 4 ~1,6243 1 =0
0 ~1,6243 4 3745,9841-0,33551

As cargas de bifurcagdo sao obtidas a partir do determinante:
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(B.47)

(B.48)

(B.49)

(B.50)

(B.51)

(B.52)

(B.53)

(B.54)
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0,1259%107 ~1,2194P 0 0
[K.-PKc]= 0 0.8052%107 ~1,2194P —0,0658P ~0
0 ~0,0658P 3745,9841-0,0136 P

B.5.3
Viga bi-engastada - fungao de torgao 6.(x,t)=0,(t).cos(w x/L).

As equacdes lineares de movimento para este perfil sdo:

2
24,1217(‘j'?vo +0,1259*107v, =0

2

24,12173?% +0,8052*10"w, =0
dZ
0’3355W9° +3745,98416, =0

As freqiiéncias naturais sdo obtidas a partir do determinante:

0,1259%107 — 24,1217 4 0 0
K, —AM]= 0 0,8052*107 24,1217 4 0 =0
0 0 3745,9841-0,33551

As cargas de bifurcagdo sao obtidas a partir do determinante:

0,1259*107 ~1,2194 P 0 0
[K,-PKg]= 0 0,8052*107 ~1,2194 P 0 =0
0 0 3745,9841-0,0136 P
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(B.55)

(B.56)

(B.57)

(B.58)

(B.59)

(B.60)
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