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Resumo

Ludefa Gutierrez, Lucas; Vargas Junior, Euripedes do Amaral (Orientador)
Formulacédo e algumas aplicacées do MPM (Material Point Method) em
problemas de geotechia em condi¢cdes estaticas e dindmicas. Rio de
Janeiro, 2016. 102p. Dissertacdo de Mestrado - Departamento de
Engenharia Civil, Pontificia Universidade Catolica do Rio de Janeiro.

Em problemas geotécnicos podem ocorrer grandes deformac8es devido a
chuvas prolongadas, sismos, deslizamentos de encostas, etc. Material point
method (MPM) é um método de solucdo baseado no Método dos Elementos
Finitos (MEF) que oferece vantagens para o calculo estatico e dindmico que
envolve deformacdes desse tipo. O objetivo desta dissertacao € utilizar o MPM em
problemas geotécnicos em condicbes estaticas e dinamicas. Esta pesquisa
mostra o procedimento de analises do MPM para a condi¢cdo ndo acoplada (s6
solido sem presenca de agua) e depois acoplada. Para a revisdo matematica de
MPM se faz antes um resumo da teoria do MEF na metodologia de conservagao
de quantidade de movimento. Nestas duas formas de resolver os problemas
geotécnicos foram expostos trés exemplos simples. O primeiro € uma coluna de
solo simulado sob os fundamentos da elasticidade, com o objetivo de verificar o
deslocamento vertical pelo peso proprio. Isto foi resolvido mediante quatro
diferentes métodos: analitica, MEF por residuos ponderados, MEF por
conservagcdo de quantidade de movimento, e MPM. Todos eles consideram
somente a fase solida. No segundo exemplo, tem-se solo na geometria de
guadrado de lado 1 metro, onde busca-se obter as poropressdes quando atingir a
condicdo permanente enquanto os deslocamentos ocorrem ao longo do tempo;
ou seja, a analise é acoplada e é resolvida pelo método MPM. Para uma aplicacao
mais realista, foi feita a analise (ndo acoplada) da barragem Palo Redondo,
pertencente ao projeto Chavimochic, localizada na regido de La Libertad, Peru.
Nesta analise dinamica considerou-se dois modelos constitutivos:

Elastico e Mohr Coulomb, além de um sismo.

Palavras — chave
MEF conservagéo da quantidade de movimento; elasticidade e modelos

constitutivos; analises acoplado e nédo acoplado; analises dinamico; MPM.
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Abstract

Ludefia Gutierrez, Lucas; Vargas Junior, Euripedes do Amaral (Advisor)
Formulation and some applications of material point method in
geotechnical problems in static and dynamic conditions. Rio de Janeiro,
2016. 102p. M.Sc. Dissertation - Departamento de Engenharia Civil,
Pontificia Universidade Catolica do Rio de Janeiro.

In geotechnical problems can happen large strains because of prolonged
rains, earthquake, slide slope, etc. Material point method is a solution method
based on the finite element method (FEM) which offers advantages for static and
dynamic calculation that involve that kind of strains. The objective in this
dissertation is to use the MPM in geotechnical problems in statics and dynamics
conditions. This research shows the analysis procedure of MPM for uncoupled
condition (only solids, without water) and then coupled. Before the mathematical
theory of MPM, a review of the theory of FEM in the conservation of quantidade de
movimento is done. In this two methodology were raised three examples. The first
one is a soil column that was modeled elastically, in which the main objective in to
analyze the vertical displacement because of own weight. This was solved by four
different methods: analytically, FEM weighted residual, FEM conservation of
momentum, and MPM. All of them consider only the solid phase. The second
example is a square of soil with side 1 meter, where the objective is to know the
pore-pressure in the permanent condition and at the same time the vertical
displacement were generated, it means that the analysis is coupled and were
solved by MPM. In order to make a more realistic application, Palo Redondo dam
is analyzed (uncoupled condition), which belongs to the Chavimochic project
located in La Libertad, region of Peru. This dynamic analysis was done considering

two constitutive models: Elastic and Mohr Coulomb, additionally seismic forces.

Keywords
FEM conservation of momentum; elasticity and constitutive model; coupled

and uncoupled analysis; dynamic analysis; MPM.
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1
Introducao

1.1.
Objetivo

O método dos elementos finitos pode ser formulado de diversas formas, por
exemplo, fazendo consideracdes de energia, minimizagbes de equacdes, etc;
sendo elas resolvidas geralmente independentes do tempo. Uma dificuldade na
solucdo com o MEF é a distorcdo da malha quando o problema envolve grandes
deformag6es, como no caso de sismos, grandes movimentos de solo devido a
chuvas prolongadas, etc. Dessa forma, foram implementados procedimentos para
mitigar esse problema, como o método chamado Material Point Method (MPM)
que foi desenvolvido por Sulsky, Chen and Schreyer no ano 1993. MPM € uma
extensdo do método Particle in Cell Method (PIC) que é usado principalmente para
andlises de movimento em fluidos.

Muitas andalises com MPM foram feitas desde o desenvolvimento desta
metodologia até a atualidade. Nelas se faz compara¢cdes com métodos analiticos,
com o MEF, e similares, além de analises para grandes deformacdes em
problemas geotécnicos reais. Neste contexto, Sulsky e Schreyer (1996) fizeram
analise axissimétrica em um cilindro submetido a cargas dindmicas, chamado de
problema de impacto de Taylor. Mais recentemente Ribeiro et, (2016) usaram o
MPM para a analise de encostas na china considerando grandes movimentos de
massa do solo induzidas pelo sismo de Wenchuan.

O objetivo desta dissertacao é realizar aplicacdes do MPM na geotecnia em
condi¢Bes estaticas e dinamicas. Ressalta-se que muitos conceitos da geotecnia
e conceitos de andlise numérica sdo envolvidos para as andlises desta
dissertacdo, como por exemplo, teoria da sismicidade, propagacdo de ondas,
modelos constitutivos nos solos, amortecimento nos solos, critérios de
convergéncia no MEF e no MPM, erros nos métodos numéricos, processos de
optimizacédo, etc. Todos eles estdo embutidos no texto, mas néo sao aprofundados

tecnicamente, pois ndo sao objetivos da dissertacéo.
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1.2.
Estrutura da dissertacao

Este trabalho é formalmente dividido em cinco capitulos, os quais contém os
seguintes temas. O capitulo 2 aborda a formulacdo de MPM para a condi¢do néo
acoplada. Neste capitulo mostra-se uma reviséo bibliogréfica sobre os conceitos
mais relevantes de elementos finitos na formulacdo de conservacao de quantidade
de movimento. Ao final deste capitulo apresenta-se um exemplo de aplicagdo que
é resolvido mediante quatro métodos diferentes. No capitulo 3 0 MPM é analisado
em condi¢do acoplada e nele também se presenta um exemplo. No capitulo 4 tem-
se a aplicacdo de um estudo de caso geotécnico. Considerou-se uma situagcéo
simplificada partindo do projeto real da barragem Palo Redondo do projeto
Chavimochic localizado no Per( na regido de La Libertad. Esta andlise foi feita
considerando o sismo numa situagdo ndo acoplada. Por fim, o capitulo 5 é
reservado para as conclusfes da presente pesquisa e sugestdes para outras

futuras.
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2
Material point Method — Nao acoplado

Em problemas geotécnicos sdo comuns eventos onde ocorrem grandes
deformacdes devido a diferentes causas naturais como sismos ou induzida pelo
homem como deslizamentos de solo por explosdes. Para a revisdo matemética de
MPM se faz antes um resumo da teoria do MEF na metodologia de conservacdo
de quantidade de movimento. A vantagem mais importante do MPM é que ele
permite realizar as analises para grandes deformagfes sem perturbar a malha,
porque ela é fixa. MPM permite o desenvolvimento dindmico ao longo do tempo
das variaveis desconhecidas nas particulas no interior da malha: aceleracéo,
velocidade, deslocamentos, etc.

Sulsky, Chen and Schreyer no ano 1993, modificaram as formulacdes de
PIC para desenvolver o MPM, e a partir de entdo fizeram-se muitos estudos de
validagdo e comparagdo com os resultados analiticos ou outros métodos de
aproximacdao ja validados anos anteriores como o MEF, etc.

Sulsky e Schreyer (1996) descrevem o MPM como um método que resulta
como consequéncia do PIC. Nesta metodologia tém-se duas malhas: a malha
lagrangiana e a malha euleriana. A malha lagrangiana é a que carrega todas as
propriedades dos materiais, e a malha euleriana é a malha fixa e espacial que
define o dominio computacional. A dissipacdo numeérica ocorre principalmente na
malha euleriana que é fixa, e no caso da malha lagrangiana isto ndo ocorre porque
ela é atualizada em cada acréscimo do tempo, permitindo que possam acontecer
grandes deformacdes ao longo do tempo, fazendo esta metodologia muito util em
problemas geotécnicos.

Atualmente muitos autores concordam com a principal vantagem do MPM.
Yerro, Alonso e Pinyol (2013) mostram que o MPM na atualidade foi aplicado para
muitas situacbes na geotecnia e foi estendido para situacbes de problemas
acoplados, por exemplo, liquefacdo de solos, falha de encostas com o solo
saturado causado por chuvas prolongadas, etc. As malhas lagrangiana e euleriana
sao capazes de lidar com problemas que envolvem grandes deformacdes.

Além de MPM ser muito utilizado para as analises geotécnicas, também é
usado para outras aplicagBes artisticas. Stomakhin, Schroeder, Chai, Teran e

Selle (2013) fizeram estudos sobre simulacdo em neve para a companhia Walt
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Disney Animation. Os autores usaram o MPM, onde eles chamam de método
hibrido euleriano/lagrangiano MPM, para a implementacédo do modelo constitutivo
elasto-plastico que simula a neve. Isto mostra outras das principais vantagens
desta metodologia. Devido a sua simplicidade, além de ser versatil para grandes
deformacdes, o MPM fornece facilidade para a implementacdo de novos modelos
constitutivos como neste caso a neve elasto-plastica com consideragfes especiais
para a colisdo e fratura.

E assim MPM oferece versatilidade na simulacdo geotécnica, numérica,
implementac@o de modelos constitutivos, aplicagfes artisticas, etc. Descreve-se
a seguir as formulacdes do MPM baseadas nas formula¢gdes do MEF do capitulo

anterior.

2.1.
Método dos elementos finitos - Conservacao de quantidade de
movimento

O MEF é usado para resolver aproximadamente equacdes diferenciais. A
solugdo pode ocorrer através de diferentes formas: formulacdo variacional, por
residuos ponderados, conservacdo do quantidade de movimento, etc. Nesta
secdo resume-se o0 método de elementos finitos mediante a solugdo de
conservacgao de quantidade de movimento, devido a que ela sera utilizada para as
formulactes do MPM.

E importante mencionar as leis da termodinamica que devem ser

satisfeitas para um meio continuo.

Conservagdo da massa: Nao existe fluxo de massa, ou seja, massa
nenhuma ingressa nem sai do dominio. Essa condicdo € demonstrada pela
equacgéao 2.1.

do av;
— — =0 2.1
dt ani

Conservacdo do quantidade de movimento: A conservacdo do
guantidade de movimento corresponde a somatoria das forcas atuantes no
dominio (equagéo 2.2). A conservacao do momentum angular implica a simetria

do tensor de esforgos (equacéo 2.4).

0% = 5 T 00 2.2
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Onde,
g9i=191 92 gs]T . 2.3
Ademais,

0ij = 0jj 2.4

Conservacao de energia: Considerou-se que ndo existem ingressos nem

egressos de nenhum tipo de energia.

ar .
QE = gijo-ij 2.5

Onde r é a energia interna por unidade de massa.

2.1.1.
Equacédo da quantidade de movimento e forcas de superficie

A equacédo de conservacdo de quantidade de movimento corresponde a
relagdo fundamental que descreve o comportamento mecanico de um continuo. A
equacao de quantidade de movimento foi multiplicada por uma velocidade virtual

e integrada no dominio da seguinte maneira:

~ _db; ~ 00jj ~
Jq é‘vigd—vtdﬂ = [, Sviﬁjjdﬂ+fﬂ 85D;09;d0 2.6

60; =0 no 9Q,. 2.7

O primeiro termo da direita pode ser expresso da seguinte forma:

~ 00 a(67v;)
Ja 6via_xj

a ~
dQ = fQ a—x]((sle'U)dQ — fQ axj O'ijdﬂ 2.8

Substituindo a equacéo 2.8 na equacéo 2.6, tem-se:
f 50,02 40
v. —_—
Q lQ dt

—J i(aﬁ-a--)dﬂ—f a((wi)a--dﬂ+f 59;09;dQ)
- q ax]- iYij q axj ij q i09i

29
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Usando o teorema de Gauss, também chamado de teorema da divergéncia

no primeiro termo da direita tem-se:
a 2] A
o ox; (60i01;)dQ = [, 6Dim;j0,;dS 2.10

Os esfor¢os na superficie sdo unicamente originados pelas forcas

externas, entao:
a A — A
fﬂ, E(S'Ulo'”)dﬂ = faQT SUiTidS 2.11

Assim, tem-se a equacao de quantidade de movimento:

~ _db; ~ ~ a(8v;)
fQ 51719;(19. = faQTSUiTidS-I_IQ (SUngid.Q _fﬂ axj

O'l'jd.Q

2.12

Esta equacéo sera usada para a formulacdo de elementos finitos.

2.1.2.
Discretizacdo no espago
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Nelm
2=
e=1
Dominio continuo Dominio discretizado
Material [] Elemento finito Q, = NO

Figura 2.1 Elementos finitos discretizados no dominio. (Al-Kafaji, 2013)

No MEF a forma discreta e obtida mediante as aproximacbes com as

fungbes de forma:

a(x, t) = N(x)u(t) 2.13
o(x, t) = N(x)v(t) 2.14
ax,t) =~ N(x)a(t) 2.15

Sendo u(t), v(t) e a(t), os deslocamentos, velocidades e as aceleragbes ao
longo do tempo.

Assim a equacéo 2.12 pode ser escrita da seguinte forma:

o7 [ A7 afiad
Q

=6va IVTTdS+6va IVTdiQ—Sva BT 0 dQ
20, Q Q

2.16

Onde :
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[ON;(x) 0 0
6x1
0 IN;(x) 0
axz
0o o 2O
— 3
B;(x) = o) W) . 2.17
6x2 6x1
0 ONi(x) O9N;(x)
0x3 dx,
ON;(x) 0 ON;(x)
L aX3 6x1 B

B é a derivada das func¢des de forma em relacdo a ao dominio, r € g sdo
vetores que contém as componentes da forca de superficie e de gravidade
respectivamente. O vetor v contém as velocidades virtuais nodais que s&o
arbitrarias exceto quando elas sdo prescritas. Deste modo a equacao anterior fica

escrita de seguinte maneira.

Jo N"oNa dQ = faQTIVTTdS + J, NTogdQ— [, B"odQ
2.18
A equacdo 2.18 e desenvolvida para cada elemento finito, portanto,

precisa-se fazer a montagem de todos os elementos da malha nesta equagéo.

Deste modo a equacéo fica na forma de:

(dpet [, NT@.NdQ)a=apr [ NTz,ds+

e=1 aQ‘L'e
Alzetm Jo, N 0eg dQ — Ajetm Jo, B 0.dQ

2.19

Onde A indica o processo de montagem das matrizes.
Por outro lado a equacéo 2.19 pode ser escrita da seguinte forma:

MCa — Ftrac + Fgrav _ Fint — Fext _ Fint 2.20
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Onde M°® é a matriz consistente de massa, F*' é o vetor das forcas externas
e F™ é o vetor das forcas internas. As forcas externas sdo compostas pelas forcas
de superficie e a forca de gravidade em todo o dominio; enquanto as forcas

internas sdo consequéncia da a¢do das forcas externas.

2.1.3.
Discretizacdo no tempo — método dos elementos finitos

Tem-se a equacado 2.20 que pode ser escrita na seguinte forma.

Ma =F 2.21

Onde F e a somatéria de forcas. Representando o termo da aceleragéo sob

a forma de derivada, tem-se.

M—=F 2.22

Integrando no intervalo /¢, t+At] tem-se:

t+At

[7 My = [T Rt 2.23

Obtendo:
M@utat — pt) ~ [Ath+At + (1 — Af)Ft] At 2.24

E por fim:
VAL~ pt 4 MTUA A+ (1 - 2p)FY At 2.25

A velocidade é a derivada do deslocamento em relacdo ao tempo que pode

ser escrita da seguinte forma.

ft+At

du = [T vdt 2.26

Ent&o:
UtHAt — t & [AvtTAE 4 (1= vt At 2.27

AuttAt & [A,uAE 4 (1 — A vt At 2.28
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A razdo de deformacdes nos pontos de Gauss g € calculada da seguinte
forma:

St+At t+at
£ = Bgvg 2.29

O incremento das deformacbes

Agitst = By Aultht 2.30

Com o incremento das deformagdes, o estado de esforgos para um tempo t,
e a relacdo constitutiva, obtém-se as condicbes de esforco no tempo t mais o

incremento de tempo 4z

relagéo constitutiva

{0, estado do material} ¢ ey {0, estado do material}t*4¢
Ae

A seguinte figura resume o procedimento iterativo para o calculo em cada

acréscimo de tempo.

i

Arbitrario vt T4t e e=1,n.n

o auftA A vttt (1 - 2 )vt] At

e,i ‘
= O_it+At =gt + A(Ii“'M E 3
+ il 3
Il
— Neg

int,t+At n E
Fi ) ~ Aeil{n WqBTo.it+At |]|
nao B
q=1

S| 5e Rypro < tol??

int,t+At
Fit'+At' — Fext,t+At _ Fi

tHAL _ o t+AE
_ ||v1+1 Vi ”
= e vitA = vt MTHAFF A+ (1 - 2p)F | At

Rerro

”vi+1

préximo incremento
de tempo

Figura 2.2 Fluxograma do processo dentro de um incremento do tempo.
Este procedimento € explicado da seguinte forma. Com o objetivo de

conhecer a velocidade no né i no instante de tempo t+4¢ assume-se um valor para
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esta velocidade. Logo, conhecendo a velocidade no tempo t e a velocidade
assumida no tempo (¢+4t) tem-se o incremento no deslocamento no né i para
(t+A41).

Arbitrario vttt

o AUttt R v (L - 20t At

Com o incremento dos deslocamentos para o tempo (t+4¢) e a matriz B
obtém-se os incrementos das deformacgdes para cada nd. E com os incrementos
das deformacdes, considerando as relacdes constitutivas calcula-se o incremento

de esforcos para o tempo (¢+41).

>
-‘mm
+
B
I
[Se)
>
N:"?
ST
>

O passo seguinte é fazer a montagem da matriz de for¢as internas com o
estado de esforgos para o0 seguinte intervalo de tempo (¢+4t). Também sao
calculadas as forcas externas que de forma geral ndo sdo dependentes do tempo,

pois a Unica forca atuante é a gravidade.

TNeq
intt+At _ gMeim T _t+at
F; ~ A, ZWqB a

q=1

t+At _ pextt+at _ pintt+at
Rtat=F K

Finalmente obtém-se mediante a seguinte formulacdo a velocidade no
tempo (t+4t). Esta velocidade é comparada com a velocidade assumida no inicio

do processo a traves de um erro, repetindo o procedimento ou néo.
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i=i+1

nao

seRgpo S tol??

sim

o3 = ]
erro = T pER vt m vt + MU AT 4+ (1- ) F At
v

A |

préximo incremento
de tempo

2.2.
Conceitos basicos do MPM

O MPM pode ser visto como uma extensdo do método dos elementos
finitos, onde o continuo é representado por pontos lagrangianos chamados
particulas. Elas carregam todas as propriedades fisicas do continuo como: a
massa, 0 momento, parédmetros dos materiais, deformacdes, esforcos,
propriedades constitutivas e cargas externas, onde 0s nés da malha fixa ndo retém
informacé&o de forma permanente.

No inicio de cada intervalo de tempo a informacao é transferida desde as
particulas até os nés da malha fixa. A utilidade da malha computacional fixa €
determinar o incremento da solu¢cdo em termos de deslocamento, velocidade e
aceleracoes, esforcos e deformacdes, em funcéo do tempo. Ao final das analises
computacionais, a informacao obtida da malha é retornada para as particulas com
um incremento, ocasionando a mudanca de sua posicdo em relagédo ao intervalo

de tempo posterior. Isto é descrito na seguinte figura.
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(g) Ao inicio do incremento (b) Deformagdo (c) Atualizagdo
do tempo incremental da da malha
malha
NG ativo ® N6 n&o ativo Particula

Figura 2.3 Conceito basico do MPM, particulas movimentando-se entre as
malhas. (Al-Kafaji, 2013)

2.2.1.
Discretizagcéo

Nos elementos finitos lagrangianos, tanto os nés da malha como os pontos
de integracéo sao carregados com propriedades fisicas fixas. Contrariamente no
MPM, os n6s da malha fixa s6 tem propriedades fisicas temporais. No MPM as
particulas levam todas as propriedades fisicas quando se movimentam livremente

no dominio computacional da malha.

2.2.2.
Inicializacdo das particulas

Cada particula apresenta uma localizacdo dentro de cada elemento da

malha fixa. As coordenadas locais das particulas obtém-se da seguinte forma:
n
x(fp) ~ LN (fp)xi 2.31

Onde ne, € 0 nuMero total de nés no elemento e N;(¢,) é a funcéo de forma
no nd i avaliado para a posicao local da particula p. O volume associado em cada

particula é representado mediante a seguinte expressao.

Q, = —J, do 2.32

Nep
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Onde £2,, € o dominio (volume) associado a particula p, ney indica 0 niamero

de particulas no interior do elemento. Descrito de uma forma mais simples, o
dominio de cada particulas € o dominio do elemento finito dividido entre 0 numero
de particulas no interior dele. Assim a massa da particula € seu dominio (volume)
multiplicado pela densidade de cada particula. Portanto a forca de gravidade
associada a cada particula € a sua massa multiplicada pela gravidade.

» = Qp0, 2.33

fpgmv =m,g 2.34

A forca de superficie é calculada mediante seguinte expressao:
Etrac(x) = fs NT(&) £, (x)dS 2.35
Ou também descrita da seguinte forma.

Fétrac — [fltrac fztrac f3trac]T 2.36
Onde:

Te(xp) anN (Ep)re(x) 2.37

Esta expressdo entende-se como a interpolagdo da forgca aos noés
mediante as funcdes de forma. Onde N; é a funcéo de forma no né i avaliado na

posicéao local da particula p.

ftrac =17, Se_ ZntnN (fp)Te(x ) 2.38

nbp

A equacao 2.38 indica a reparticao para cada particula das for¢cas de forca
de superficie proporcionais a superficie entre 0 nimero de particulas localizadas

na superficie.
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2.3.
Procedimento de solucéao

2.3.1.
Inicializacdo da equacdo de movimento

O primeiro passo € obter a matriz de massa da seguinte forma:
t — plelmpgt
M" = A,2T"Mg 2.39

A matriz da massa no tempo t e a montagem de todas as matrizes de
massa dos elementos para esse tempo. Onde n,;, representa o numero de
elementos finitos ativos nesse momento (0s elementos finitos ativos sédo aqueles
que contem pelo menos uma particula, Fig 2.3) e M. e a matriz de massa de um

elemento finito que e definido da seguinte forma.

R

me= |0 om0 2.40
lo o - mgnJ

E importante indicar que se usara a matriz condensada no lugar da matriz

consistente devido ao tempo computacional que demanda. Entretanto a matriz

condensada esté associada a alguma dissipacao de energia cinética.

Onde m! representa a massa do né i em as trés dimensdes.

m; 0 0 00 0
mi=|0 mf 0] e 0=[0 0 0‘ 2.41
0 0 mt 0 00
t n
mf = 3% m,N; (&) 2.42

Por outro lado as velocidades nodais sédo encontradas a partir das

velocidades das particulas da seguinte forma:

Mtyt = pt 2.43

Onde
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Pt~ Ay m,NT (£5)0} 2.44

P' é 0 mapeamento das particulas para a velocidade. Isto é igual & matriz
de massa multiplicada pela velocidade nodal (tudo isto no tempo t). Da mesma

forma para a constru¢cdo da matriz de for¢cas no contorno tem-se:

Ftract Telrellm "ebp NT (Ep) Ftrac 2 45

Logo
Ftrac t _ Ftrac t T(t) 246

E para as forgas gravitacionais tem-se:

Fgravt Afizm nep NT (gzp) grav 247
Portanto a somatoria de forgas internas € dada por:

Fintt ~ Aeim 5 e BT (&) op ) 2.48
A somatoéria de forcas externas e internas:

Mtqt = Ftractt 4 pgravt _ pintt _ pt 2.49
A equacgdo 2.49 é similar & que se obtém mediante o procedimento

lagrangiano para o método dos elementos finitos, mas a principal diferenca é a

forma como as matrizes sao construidas.

2.4.
Solucéo da equacao de movimento

A forma de resolver é similar a que se usa nos elementos finitos
lagrangianos; entretanto por causa de algumas desvantagens este procedimento
e levemente modificado por Sulsky et al (1993). Estes dois procedimentos séo

chamados: Algoritmo lagrangiano e Algoritmo lagrangiano modificado.
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2.4.1.
Algoritmo lagrangiano modificado

Como uma forma de remediar o problema que origina as massas
pequenas, introduziu-se o seguinte procedimento de solugdo. Resolve-se
mediante a seguinte equacéo para as aceleracdes nodais.

at = M41Ft 2.50

No seguinte passo, calcula-se as velocidades das particulas diretamente
das aceleracfes nodais da seguinte forma:
st+At — st n t),t
Ditat = pf 4+ Ylen At N; (€5)a) 2.51

Algo fundamental deste algoritmo modificado é que as velocidades néo
sao calculadas diretamente das aceleracdes nodais. As velocidades nodais séo
calculadas a partir das velocidades das particulas que sé@o obtidas mediante a
equacdo 2.51, e as velocidades nodais mediante a seguinte equacao.

Mtvt+At — Pt+At 252
Onde,

t+At o pfteim ytep T(zt\pt+At
Pt = AR 38 mpNT (65) 05 2.53
Por tanto os incrementos nodais sao 0s seguintes.
Auttat =a tpttat 2.54
Depois de obter os incrementos de deslocamento nodal calcula-se através

das funcdes de interpolagédo os deslocamentos das particulas e as localizagdes

finais no tempo #+4¢.

abrat = af + Xl N; (85) auftet 2.55

xptAt = xb + X Ny (65) auf*tt 2.56
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2.4.2.
Solucéo geral

1. O primeiro passo e a montagem da matriz de massa.

_e m —_— ne
Mt = AZ=I1 Mg ; Mg - Zp=p1 mPNT(EIE)

M= %% m,N" (&) 2.57

2. Conhecida a velocidade das particulas no tempo t calcula-se o

mapeamento as velocidades nodais no tempo t.
t,t o flelm "ep T
Mt ~ A m,NT(&L)DL. 2.58

3. As forgas externas sao calculadas pela a seguinte expressao:

~trac,t ~trac

tract _ ftract ) b ATzelm wMebp zT (£t
Ftract = ftract 7(¢) F ~ Ae=1 2p=1 N (fp) fp
2.59

Onde;

Ftract o Anrelm nEbP NT (ép) Ftrac 2 60
4. Aforca de gravidade e a forga interna:
t o~ ATl ”ep T grav int,t .
FOrat = Ag2r S8 NT ()R 5 Fmt =~
Apetm ¥ BT (88) o0} 2.61

Fintt ~ A7 3 BT (§5)op025 2.62

5. Nesta etapa o sistema de equacdes encontra-se completo.

Mt t _ Ftract,t + Fgrau,t _ Fint,t _ Famort — Ft 2.63
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6. Entdo resolve-se o sistema de equacdes para as aceleragdes nodais no
tempo t.
at = Mb~1Ft 2.64

7. Nesta etapa as velocidades das particulas séo atualizadas no tempo

presente com o incremento do tempo (¢+4z).
St+At _ ot n t t
DLTAL = Dl 4+ YA tN; (&])al 2.65

8. As velocidades nodais no tempo (t+4¢) sdo calculadas a partir das

velocidades das particulas.

to t+At . pflelm yep T( et t+At
M*v ~ A Zy Xy MpN (Ep)vp 2.66

9. Usam-se as velocidades nodais no intervalo de tempo seguinte para

encontrar os incrementos de deslocamento.
Aut+At — Atvt+At 2 67
10. Os esforcos e as deformagdes das particulas séo calculados.
t+At t t+At
Aeb+st = B(EL)Aus 2.68

relagéo constitutiva

{,, estado do material} ¢ {0,,, estado do material} " **

t+At
Aep

11. O volume associado ao incremento das deformacdes é calculado pela

equacéao 2.69.

ta)+At — (1 + AS;ZZ,A;)‘Qt ; Agyo = Aggq + Agyy + Agsg
2.69

Asvol = Agll + ASZZ + AE33. 270
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Como consequéncia do cambio de volume se modifica também a densidade

da seguinte forma.

t

t+At %p
Op = Tiatran) 2.711
p (1+Aev$fp)

12. Por tanto obtém-se os deslocamentos e as novas posi¢des das particulas

como segue:

At+At _ ot Nen t t+At . t+At t
Ut =14, + X, 5T N; (Ep)Aui i =x; +

Yren N; (8)Auttat 2.72
xtHot — 4t 4 Zflen N (ft)Au_t+At 273
p p i=1""1\Op t )

13. A informagéo é atualizada nesta etapa, incluindo a deteccdo de novos
elementos dos quais as particulas saltaram para eles e os antigos
elementos dos quais as particulas terem migrado. Como consequéncia o
namero de particulas por elemento deve ser contabilizado nesta nova

etapa do célculo.

2.5.
Exemplo de aplicacéo

Tem-se uma coluna de solo de um metro de comprimento e de secgéo
transversal de 0.01m2. Esta serAd modelado considerando o comportamento
elastico com dois valores de modulo de Young: 40 kPa (andlise 1) e 400 kPa
(andlise 2). A relagdo de Poisson de 0.3 e peso especifico 20kN/m3. A razéo de ter
dois valores de modulo de elasticidade é porque quer se conhecer como é o

comportamento para diferente ordem de grandeza da rigidez.
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2.5.1.
Solucéao analitica

F1=0

| <—

Peso da $
barra de
comprimento

o
X

? F2=Peso total ?

Figura 2.4 Grafico da coluna de solo.

As seguintes formula¢des sdo conhecidas da teoria da elasticidade linear:

Ee=0

n_n

du F1 F2—pesobarra"x" pesodabarraacima”(L—x)"
ax A A B A

Eau YL —x)A
ox A

Edu =y(L —x)0x
Fazendo a integracéo:

f@u _ J;)Ly(L —Ex)ax

_yL?

Y=2F
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Desta forma quando o modulo de Young é de 40 kPa (analise 1) o
deslocamento vertical total da barra pelo peso préprio é de 0.25 m, e desta forma,
guando o modulo é 400 kPa (andlise 2) o deslocamento € 0.025 m

2.5.2.
Solu¢cdo com MEF — Método dos residuos ponderados

Para resolver com MEF pode-se escolher qualquer das formulagbes
disponiveis na literatura, pois o resultado serd& o mesmo. Nesta seccdo
demonstrou-se a formulacao de residuos ponderados. Na figura 2.5 descreve-se
o modelo e o diferencial de elemento da coluna de solo que ser& analisado.

F1=0 $

F2=Peso T
Figura 2.5 Esquema da coluna de solo e diferencial de solo.

Pode-se escrever entéo:

do
cA=P+ (0+—dx)A
0x
Sabendo que o peso do diferencial de solo, e a relagdo constitutiva séo
dados por:
P=Adxy

£ £ Ju
= g = —
? 0x
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Entdo a expressao fica da seguinte forma

0%u
0=Ay.dx+A.E—dx

0x?
E finalmente
0=y Ed?*u
BT
Reescrevendo a ultima equac¢do com a fungcédo R(x), que corresponde a

funcdo que deve-se minimizar.

Ed*0
dx?

+y =Ry ; ondeil éuquando R é minimo

Entdo se faz a ponderagao do residuo R(x).
f R(x)W;dx =0
Q

Onde W; séo as fungbes de ponderacdo, que segundo o método de
Garlekin W; = N;. Por tanto:

2%
Jo ROONdx = [, (Ea—;;+y) N;dx
9% 9%a
Jq (Eﬁ+y) Nydx = [, (Ea—;) Nydx + [, yN;dx

\ ] \ J
Y Y

ou

o0%u u i
0(=fQ EﬁNidx=fr Ea.NidX—fﬂ Eaadx
)
o a1
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on_ aN, N, _ N, 05 _aN;2
ax Y ox ox _ 0 9x  0F ¢
_f o 0N 20N 20 2E aN, N,
“= /agfaffzf RAFTINFTS
Entao:
[+10N16N1 f“aNlaN2 1
L _ZE PR B T Y: [u1]
1= f+1azvzazv1 i fﬂazvzazvzdSz Uy
_, OF ¢ ¢ a¢ |
N N
-1 . —2_-05
Fr Fh
Portanto:
_ —17[U1
a1 [ 1 ] [uZ]
Enquanto:

—f EaﬁNd
az—r g Nidx

az—Eu] NN |

A avaliagdo no contorno resulta a,=0.

[ 1
144 f_lNldf‘ ve

’ =f“ e =7lf_111v2 dg |

Portanto tem-se:

O=a,—a; +p

Esta equacéo € satisfeita para todo o modelo, entdo a sua montagem é

dada por:

Anelm Anelm
e=1 @1 = Fe=q B
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o © oo

-1 0
2 -1
-1 2
0 -1
0 0
0 0
-1 0
2 -1
-1 2
0 -1
0 0
0 0

0 0 0

0 0 0

-1 0 0

2 -1 ol ¢ P
-1 2 -1

0 -1 1

0 0 0 1t
0 0 0 ]uz
-1 0 0 ||us
2 -1 0 | Uy
-1 2 —1}]us
0 -1 1J-u6
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Resolvendo o sistema de equacdes para andlise 1 e analise 2 e sabendo

na condicao de contorno o deslocamento no no seis e zero (us=0):

Andlise 1:

Andlise 2:

Uq [0.25]
[uz [0.24]
_us| _1lo.21l
U= uy| = lo16]™
lus| 10.09]
lu] Lo ool
Uy 0.025]
[uz] 10.024 |
_lus| _o0.021
“‘|u4|_ 0.016[™
luSJ [0'009J
Ug 0.000
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1
0.25m
2 L |
Voo o _ _ _ _ —1
0.24m
3 - - - - P
- 0.21m
4 [ 13
0.16m
4
5L+
1 0.09m
\L R 5
6 6

Figura 2.6 Deslocamento final dos n6s da malha para analise 1.

Na figura 2.6 mostra-se a distorcdo da malha de elementos finitos depois
da aplicacdo da carga do peso proprio para andlise 1. Na andlise 2 acontece o

mesmo.

2.5.3.
Solucédo com MEF - Conservacédo de quantidade de movimento

Nesta secdo foi resolvido o mesmo problema com a abordagem da
conservacao de quantidade de movimento. Para isso aplica-se a equagéo geral

de conservagao do quantidade de movimento.

0,
I
[ \

Nelm _ —
Ae=1 [f NTpeNd-Q]a =

Nelm _ Nelm _ Nelm
e=1 NTTedS+Ae=1 fNTpeng_Ae=1 f BTUedQ
Q
\ e

007, \ |

1 r
CP 65’

Neste caso ndo tem-se forcas de superficie, por tanto o primeiro termo da
direita é zero.
O procedimento da solucdo de conservacdo de quantidade de movimento

resolve-se no dominio do tempo, sendo, portanto, um problema de natureza
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dindmico. Logo, € preciso implementar um termo adicional, que represente o

sistema amortecedor. portanto, a matriz de amortecimento é implementado:

91a + 9417 = 92 - 93,

Onde 04 e a matriz amortecedora.

912
0, = A2 68
be = f NTp,NdQ
y
dQ = Adx =A<§d§)
peA{’f N, peAt N NN,
o¢ = [ Mol = f d
1 2 N2 [ 1 2] f 2 N2N1 N22 E
N N2de | Ny |
ge = PeAt | ) -1 |
1 2 1 1
[ Wit | wza |
-1 -1
ge _ PAL [2/3 1/3
1= |13 2/3
2 2 11kN
e _ o2
% = 2013 [1 2] m°
921

Anelm e
0, =F—q 0;

05 = peng+dQ

1
e _ PegAL [ PegAl [0.5 - O-Sf]
O =—F | V==, 0.5+ 0.5¢| %

Pe9gAL 1 KN 1 111
e _ — _ 2 _
05 = > [1] =20— xgxngx0.0lm xO.me2 [1]
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Oy

Para a definicdo da matriz amortecedora considera-se o amortecimento de
Rayleigh, que tem a forma que se mostra na seguinte equacéo. Onde @ e § séo
nameros que indicam a velocidade como o sistema vai amortecer, chamados

parametros de Rayleigh.
0, = &M + fK

Para este caso foi escolhido arbitrariamente @ = 0.65s e f = 1x1073s.

Lembrando que ja se tem a matriz de massa:

2 kN
6t =3553 [ 2l s

Entdo se demonstra que a matriz de rigidez € dada por:

EAy1 —-11 40x001;y1 —1

K_7[—1 1]‘ 0.2 [—1 1]
R N 1 2 2 11KN , 1 1 —11kN
94—0(M+[3K—0,65x;x2943[1 o Bt +10005.2[_1 1]m

g =[2.8835 —1.5583]k_N
*71-15583 28835/ m"

Finalmente obtém-se:
91a + 9417 = 92 - 93’

Nesta Ultima equacéo, a aceleracédo a, a velocidade v e a matriz 65’ , sdo
variantes no tempo.

Para resolver mediante conservacdo de quantidade de movimento sabe-
se que a solucao é feita com incrementos de tempo. Em cada incremento de

tempo se faz multiplas iteragBes. Para este problema numérico, o incremento de
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tempo sera de 0.005 segundos escolhido arbitrariamente, onde as condicbes

iniciais séo:
u’=0 Deslocamentos no tempo zero séo nulos
v9=0 Velocidades no tempo zero sédo nulos
d=0 Esforgos no tempo zero sao nulos
F°=0 Forgas no tempo zero séo nulos

Além disso, assume-se para o primeiro intervalo do tempo um valor para a
velocidade nodal, que sera modificada conforme a progresséao das iteracdes. Tem-

se a velocidade no primeiro intervalo do tempo (4¢=0.005 s) e a primeira iteracdo

(i=1).

Entdo seguindo o procedimento descrito na secgéo 2.1.3, e considerando
Ay, = 0.5.

Aubt, = [0.5v2, +0.50°]At

Segue o0 calculo dos incrementos de esforco com 0s incrementos de
deslocamento.

_azv_azvax .
~dx  ox o9& '

At _ At
Agizy = BixoAujsy =

(05 + 05¢)

Vale ressaltar que os incrementos de esforco sdo calculados
independentemente para cada elemento, por iSso neste caso tem-se uma matriz

coluna de dois elementos.

At _ 0 At At _ At
0=y =0" +Ac;=; ; Aoi=; =EAg-;

Com os esforgos calculados em cada elemento, calculou-se as forgas
internas em cada elemento, também disposta em uma matriz coluna de dois

elementos.

n,
pintAt _ A e””[Fint,At
i=1 A he=1 |Fi=1e
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i=1le

FbAt = f BTgA4 dQ

Onde:

ON9E N2 2 1
= ﬁa = 5? = [—0.5 0.5] m = [—5 S]E
0.2m

2

Y
dQ = Adx = A d§ = 0.01m* X dé =1x1073d¢

Entao:

1
Frost = [—55] ot x1x1073 f dé
-1

int,At __ o [—1
Flr. =1x10 2[ 1 ]aiAfl
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Conhecidas as forgas internas de cada elemento o seguinte passo é fazer

a montagem delas para que figue uma matriz de 5x1.

n
pintat _ A e“"[Fint,At
i=1  — fxe=1 [li=1e

Portanto a somatoria de forgas é dada por:

At __ int,At At
FiZy =0, —Fo;y — 04,

Para encontrar a velocidade na segunda iteragdo, permanecendo no

mesmo incremento do tempo (considerando Ap = 0.5):

vit, = v° + 070.5FL, + 0.5F°]At

1=

Desta forma, compara-se:

VS
At At
Vi1 —  Vi=2

Quando esses valores sao muito similares, entdo a velocidade atingiu o

valor para o primeiro incremento do tempo em n itera¢gdes. E, finalmente tem-se:
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At At

ubt = 40 At
Uiy, = U + Auj,

At At
Oi=n

At _ At
FM =F

Repete-se 0 mesmo procedimento para o segundo incremento de tempo.
A solugdo converge quando o erro entre duas velocidades finais em dois
incrementos de tempo consecutivos e pequeno.

Este procedimento iterativo € complexo e demanda mais esforco
computacional que a metodologia de MEF por residuos ponderados, ou qualquer
outro. Devido a isso, esta solucéo foi feita com auxilio do programa Microsoft
Excel. A seguir apresenta-se os resultados dos deslocamentos ao final de cada

iteracd@o para diferentes tempos.

t=0

t=0.005

140005 _ 6 2E — 5
57E—5 |™
6. 1E 5
t=6.400

0 2275
0.2185

26400 — i 0. 1915\
0.1464 |™
0. 0827

t=10.955

0.2468
0.2369
410955 — 0.2074 m
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t=28.800

0.2399

28.800 _ | 0.2099 |
0.1599

0.0900
0

0.2499\

u m

E importante ressaltar que a metodologia de conservacdo de quantidade
de movimento € um processo dindmico, logo, se desenvolve no dominio do tempo.
Se fez seguimento aos deslocamentos verticais do né 1 (né superior) antes de

atingir o valor final para o problema de andlise 1 e analise 2.
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Grafica para anélise 1 (E=40kPa)

0.50

0.45

0.40 ﬁ

0.35
E
‘o 030 A
LA
g 02 y 0250 |-
a

0.15

0.05

0.00

0 5 10 15 20 25 30
Tempo [s]
—Deslocamento vertical no no6 1

Figura 2.7 Deslocamento ao longo do tempo do né superior para anélise 1.

Grafica para analise 2 (E=400kPa)

0.06

0.05

o
o
=

Deslocamento [m]
g

=4
o
N

0.025 ||

0.01

15 20 2 30
Tempo [s]

—Deslocamento vertical no n6 1

Figura 2.8 Deslocamento ao longo do tempo do né superior para analise 2.

Percebe-se que para o tempo de aproximadamente 28.8 (depois de 5760

incrementos de carga, mesmo antes) os valores de deslocamentos ja se situam


DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 1322121/CA


PUC-Rio- CertificagaoDigital N° 1322121/CA

50

muito perto dos resultados analiticos. Portanto, a solucdo foi atingida

corretamente.

2.5.4.
Solugdo com MPM

A malha fixa no MPM para este exemplo 1D foi feita com elementos de
0.Im de comprimento com 11 nés e portanto 10 elementos finitos. Nesta
implementacdo do MPM foram dois cenarios: com 20 e 200 particulas. O objetivo
€ mostrar a influéncia do nimero de particulas na solugdo. A malha sempre é fixa

com 11 nés e 10 elementos.

Condicao inicial com 20 particulas  Condigao inicial com 200 particulas

: N6 1
. P1=Particula 1 .
N6 1 . ‘ =Particula %P1
a) x P1 b) NG 1 C) bo
X
. x P2
N6 2 NG 2 #P3
1P %P4
, x P4
No 3 N6 3 %P5
1Ps %P6
) * P6
N6 4 NO 4 %P7
1P %P8
. x P8
No ¢ N6 5 =P9
x P9
=P10
| x P10 |
NoO 6 N6 6 P11
*x P11
P12
. x P12 .
N6 7 NoO 7 %P13
x P13
P14
| *« P14 .
N6 8 N6 8 %P15
x P15
P16
i « P16 ,
N6 2 N6 9 ®P17
x P17
¥ P18
« P18 .
N6 10 N6 10 *P19
* P19
% P20
x P20 N6 2
N6 1 N6 11

Figura 2.9 (a) Configurag&o inicial com 20 Particulas. (b) Configuragéo inicial
com 200 particulas (c) Vista detalhada das primeiras 20 particulas do elemento entre os

nodos 1 e 2 quando se faz a analise com 200 particulas no tempo zero.

Similarmente a analises feita com MEF pela metodologia de conservacao
de quantidade de movimento se fez o rastreio da particula P1 (particula superior)
da modelagem com 20 particulas e com 200 particulas, para andlise 1 e andlise .

MPM é dinamico, portanto tem desenvolvimento no dominio do tempo. Se
fez analises com diferentes incrementos do tempo: 0.01s, 0.005s, 0.0005s e 0.00005s

para as andlises 1 e 2. Ver a seguinte figura resumo.
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Figura 2.10 Esquema de distribuicdo das andlises para a coluna de solo feito

A partir deste ponto, a solugdo serd detalhada para 20 particulas com

incremento de tempo de 0.005 segundos. No caso de 200 particulas € o mesmo

procedimento.

0.01s

At= 0.005 s
Andlise 1 0.0005 s
E=40kPa 0.00005 s
20
Particulas
Andlise 2 0.01s
E=400kPa At= 0.005 s
0.0005 s
0.00005 s
0.01s
At= 0.005 s
Andlise 1 0.0005 s
E=40kPa 0.00005 s
200
Particulas
Andlise 2 0.01s
E=400kPa At= 0.005 s
0.0005 s
0.00005 s

com MPM.
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Xi
1)
\
Pn
-0.5
0.5
Pm
+1 (1) Xi+1
%

Figura 2.11 Posic0es iniciais das particulas P, e P, em coordenadas locais e

coordenadas globais.

a. Matriz da massa

¢ Anelm .
M" = N1 M,

Para o tempo zero:
10
0 — 0
m® = A,_ Mo

1
my, =Q,p=p— | dQ

Nep Ja,
3 1f gq=? Ald _pAl 1 (kNs?
my=py)| =5 T E =5 =551\

Entdo a massa nos nés:

Nep

m; = Z myN; (5)
p=1

Esta equacdo significa que a massa das particulas no interior da malha

sdo definidas temporalmente nos nés da seguinte forma.

Nep

md = > myN; (£9).
p=1
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A massa da particula 1 pl é multiplicada pela funcdo de forma do né 1
avaliada na posicdo da particula 1 e esta é somada com a massa da particula 2
multiplicada pela fungéo de forma no n6 1 avaliada na posi¢éo da particula 2.

my; = mp1Nn1(fg1) + mpsz(fgz)

Como a massa das particulas é a mesma tem-se:

my; = my, [Nn1(fg1) + an(f{,’z)]

1 kN.s?

My = 5a7 (0.5 = 0.58) | o5 + (0.5 = 0.58) | o]

1 KN.S?
m01 = -
981 m

Desta mesma forma se faz para todos os demais nos. E para este caso
tem-se 11 valores de massa nodal.

2
mgz =my [NnZ(‘fz(J)l) + Npz (fzg)Z)] = Kllkl:l:
2
mys = my[Nn3(§91) + Nns (§32)] = ﬁllkl:l:
2
mpy = mp[Np11 (§p1) + Naaa (§2)] = %11(1:

Desta forma definiu-se a matriz de massa no tempo zero.

1 0 O
0 2 0 0
. 1]0o0 2 o knes?
981 2 0 0 m
0 0 2 0
0 0 1 11x11

b. Mapeamento de quantidade de movimento das particulas, para os nos

de acordo com a funcéo de interpolagéo.

Nelm
t,,t o
mivt ~ A, 6,
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Nep

6= ) m,N" (£5);
p=1

Esta Ultima expressao é feita para cada elemento.

Nep

0} = ) m,N"(69)0)
p=1

O = mypNT (1) Pp1 + mp2NT (85,)0p;

0.5 — 0.5¢ 0.5 — 0.5¢
0. =m ( ) x 0+ ( ) X 0
1 D [ 0.5 4 0.5¢ =05 0.5+ 0.5¢ £=-05

6, = [8] kNs

Portanto as velocidades nodais para este tempo sdo calculadas por:

m
v = [0]11x1 ?

c. Somatoria de forgas
Neste caso ndo se tem forgcas de superficie. Aqui vai se descrever as for¢as

de gravidade, forcas internas e forcas amortecedoras.

Em relag&o as forcas de gravidade:

Nelm
ravit A grav,t
F9 ~ e=1 Fe

Nelm

RIS ) NT ()R
p=1

Onde,

Flgrav,O — NT(Egl) png'aU + NT(fgz) pgzrav

1 0.5 — 0.5¢ 0.5 — 0.5¢
grav0 _ _—
B =100 kN [(o.s + o.55>€= s § (0.5 + 0.55)&0_5]
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Fgrav,o_ 1 [1

: =150 ]kN

Portanto a matriz geral de forcas de gravidade é dada por:

.1.
2
Fgrav,o — L 2 kN
100 2
2
‘1‘11X1

Para as forcas internas:

Neim .
Fintt o A pintt
~ e=1 'e

Nelm

EMtt = )" BT ()50
p=1

Nelm

R G
p=1
Femt.O _ BT(€§1)021931 + BT(ggz)cgzﬂgz

ON O0Nod¢ ON2 —1011
dx 0&dx 0&E+4 10 Im

kN
Ggi = [0]11x1 m2

Entao:

[N}

S —

Fint,O

kN

 ———

11X1

Sendo conhecidas as forcas externas e as forgcas internas, precisa-se

desenvolver também as forcas amortecedoras.

Famort,t — [&Mt + ’B)Kt]vt

K = f BIICIBlde Kt = AL ke

Q
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Nep

ki = » BT (¢))EB(&))Q)
; p pJ°"p

K = B7(650)E- B(55) 22 + B7 (52)B.B(552) 22
p 14

- 40 9.81kN
10 [-10 10] X ==

KO =2x ——
e [10 981 20 m

Ko = 4[—11 _11]%\]

Portanto fazendo a montagem:

1 -1 0
-1 2 -1 0
0o -1 2 kN

0 -1 1- 11x11

E lembrando a matriz de massa:

1 0 O
0 2 0 0
. 1]0o0 2 o knes?
981 2 0 0 m
0 0 2 0
0 0 1 11x11

Famort,t — [éZMt + BKt]Ut
@ =0.65s"1e f =1x1073s.
Famort,o — [éZMO + BKO]UO

Como a velocidade nodal no tempo inicial é zero, entdo a forca

amortecedora nesse passo de tempo é nula também.
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Famort 0 _ [ ] kN

HH
loJ

11><1

d. Equacéo para o calculo das aceleragfes nodais no tempo t

Mtat — Ft/c/t,t + Fgrav,t _ Fint,t _ Famort,t
| )
I

Zero

Mtat — Fgrav,t

1 0 O ] - A -1
0 2 0 0 as 2
981 2 0 0 m ag 1002
0 0 2 0 Q1o 2
0 0 14411 11111 1%
_al_ _1_
a 1
as 1
a = : =9.81): =
Qg 1 s
Q1o 1
11111 011x1

Pode-se ver que a aceleragdo no no 11 e zero pois € uma condicdo de

contorno, portanto a velocidade e deslocamento nesse né sdo zero também.

e. Calculo das velocidades das particulas no seguinte intervalo de tempo

a partir das acelera¢des nodais no tempo t.

Nen

e = 4 )

Portanto existem 20 particulas, e assim, 20 valores de velocidade

no tempo (¢+A457).
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99°%% = 0.005 [N1 (5;31) a® + N, (gg]) ag]

0,005 _ _ m
99995 = 0,005 [(0.5 — 0.58) | s—_p5x X 9.81 + (0.5 — 0.5) | o5 x 9.81] = 0.04905—

0,005 _ _ m
99295 = 0,005 [(0.5 — 0.5¢) | s 5% X 9.81 + (0.5 — 0.5¢) | ;=05 X 9.81] = 0.04905—

m
99295 = 0,005 [(0.5 — 0.58) | s—_p5x X 9.81 + (0.5 — 0.5) | o5 x 9.81] = 0.04905—

P19

0,005 m
92005 = 0.005 [(0.5 — 0.58) | g=_q5% X 9.81 + (0.5 — 0.58) | z=_o5 X 0] = 0.03680—

P20

m
92005 = 0.005 [(0.5 — 0.58) | g=p5x X 9.81 + (0.5 — 0.58) | e—g5 X 0] = 001230

Por tanto:

-0.049057
0.04905
0.04905

09095 =10.04905 my.
0.03680

10.01230;0x1

Calculo das velocidades nodais. Con as velocidades das particulas no
tempo (1+4¢), novamente interpola-se para obter as velocidades dos nés

no tempo (t+4¢).

elm

n
o t+AL
M'v =~ Ae:l 6,

2
O = z m,NT (85) 05+
p=1

bc

N (£01)09905 + N7 (60,2080

_[p05-05¢ 0.5 — 0.5¢ _ S
6, = m, [(0_5 N 0-56)&_05 X 0.04905 + (0.5 N 0.55)520.5 x 0.04905] =5x 1075 [ ] kNs

- 0.5-05¢ 0.5-0.5¢ B 1
6, = m, [(0_5 N 0_55)5= X 004905+ (0.5 N 0_55)&0.5 x 0.04905] = 5x 1075 1] kns
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6 =m, [(0.5 —0.5¢

0.5 +05¢),__

-

0.5 — 0.5¢

05+058),__

) x 0.04905 + (
=-05

) X 0.0368 + (
£=—0.5

0.5 — 0.5¢

0.5 — 0.5¢
0.5+05¢),_

— -5
0+ 0'55)5:0.5 x 0.0123] =1x10 [

59

) X 0.04905| = 5 x 105 [1] kNs
£=05 1

3.1274

1.8787] kNs

Realizando a montagem dela e resolvendo obtém-se as velocidades nodais.

[0.04911
0.0491
0005 _ |0.0491| m
: S
[0.0399J
0.0000411x1

g. Célculo dedeslocamento. Usando as velocidades nodais no tempo (¢+4¢)

sdo obtidos os deslocamentos nodais.

AuO .005 —

Aut+At

=1x1073

0. 2453]

0 2453
0 2453

|0.1993|
0.0000J

11x1

h. Célculo de deformagdes. Com o0 incremento de deslocamentos séo

calculados o aumento das deformagdes.

separadamente para cada elemento.

t+At
Aeyy

Agt+At

t+At _
A€p16 -

t+At
A“;"1717 -

=[-10

[—10

[—10

[—10

A£I€+At — B(fp)AuHAt

[0.2453
0.2453

0.2453 _
0.2453) X 10

]xlO‘

[0 .2453
0.2453

0.2453 .
0.1993) X 10

Sm=0

Sm=0

]x1o 3Sm =0

Sm=-46x10"*

Este calculo é

feito
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1 10.2453
t+At — [__ - . -3 - _ —4
Aeyigt =[-10 10]m>< 0.1993) x 1073m 4.6 x 10
1 ¢ -
Agprs’ =[-10 10]—x .061090903. x 1073m = —19.93 x 10~*
1 ¢ -
Aef3st =[-10 10] — X .061090903. X 1073m = —19.93 x 1074
0
0 kN
AEY0% =1 —4.6 x107*™M/s ; E=40—
14 S mz
—4.6
—-19.93
[—19.93),0,4
0 0
0 kN 0 kN
A9 =1—-0.0184 — ; &)=|0 —
—0.0184 m 0 m
—0.0791 0
[—0.0791d5054 10,451
0
0 kN
6509 =1-0.0184 —
—0.0184 m
—0.0791
[—0.0791d5054

i. Volume e densidade. No MPM a massa das particulas ndo muda com o

tempo, entretanto o volume muda e a densidade também.

Qpret = (14 Agfyf)al

E segundo a teoria da elasticidade:

Agvol = Agll + AEZZ + A833 ; AEZZ = A€33 = —V X Agll
0
0
A% = Ag,(1—2v) = [-1.84 x 10~%
—1.84
—7.97
‘_7-97‘20><1
Por outro lado:
t
m
14
Q% =—¢
Pp

1

» =50 - Q) =5x10"*m? - Q) =[5x107*],0x1
/9.81
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Sabendo as deformagBes em cada particula no tempo (¢+4¢) tem-se:
0509 = (14 Mgy ) )

15.000017

5.0000
09005 =14.9991 X 107*m3

49991
4.9960

14.9960450%1

Devido a mudanca de volume, também é alterada a densidade que é

verificada pela equacéo:
t

pteat —___Pp____
P (1+ Aeldis
0
0005 — Pp
b (1+ 2005

[2.03877

2.0387| <2
p0005 = 120391

D
2.0391 m#
2.0403

204035051

j-  As novas posicdes das particulas séo atualizadas:

Nen

~t+At _ it t t+At
agtet = af + z N; (&5)Au!
i=1

Nen

St+At _ ot t t+At
gEvat = gL + z N; (&5)Au}
i=1
0,005 _ . 0 0 0.005 0 0.005
Up, = Up, + [Nl (€P1)Au1 + NZ (€P1)Au2 ]
ud®%% = [(0.5 - 0.5¢) | e=_g5 X 0.2453 + (0.5 + 0.5¢) | s=_o5 X 0.2453].107% = 2.453 x 10~*m

w92 = [(0.5 - 0.5¢) | g=ps X 0.2453 + (0.5 + 0.5¢) | s—o5 X 0.2453].107% = 2.453 x 10™*m
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ud%% = [(0.5 - 0.56) | g=_g5 X 0.2453 + (0.5 + 0.5) | e—_o5 X 0.1993]. 1073 = 2.338 x 10™*m

D17

ud%% = [(0.5 - 0.5¢) | g=ps X 0.2453 + (0.5 + 0.58) | s—o5 X 0.1993].107% = 2.108 x 10~*m

ud%% = (0.5 = 0.58) | g=—g5 X 0.1993 + (0.5 + 0.5¢) | ¢—_g5 X 0]. 1073 = 1.495 x 10™*m

wd%% = [(0.5 = 0.5¢) | g=ps X 0.1993 + (0.5 + 0.5¢) | ¢-g5 X 0]. 1073 = 0.4983 x 10~*m

2.453]
2.453
1y =(2.338 x107*

2.108

1.495

10.498501
10.0257 10.0252453)
0.075 0.0752453
0.125 0.1252453
0.175 0.1752453
0.225 0.2252453
0.275 0.2752453
0.325 0.3252453
0.375 0.3752453
0.425 0.4252453

R e

0.575 0.5752453
0.625 0.6252453
0.675 0.6752453
0.725 0.7252453
0.775 0.7752453
0.825 0.8252338
0.875 0.8752108
0.925 0.9251495
L0.975 1097504981

Finalmente, o processo se repete até que o0s resultados dos
deslocamentos ndo apresentem variacdo. Como foi mencionado anteriormente,
as analises foram feitas com 20 e 200 particulas, através de um cédigo criado no
programa MATLAB.

Do seguimento dos deslocamentos ao longo do tempo da particula P1
(superior) da modelagem com 20 particulas e com 200 particulas, para os dois

tipos de analises tem-se o seguinte.

Modelagem com 20 particulas:
Nas seguintes figuras pode-se ver o desenvolvimento dos deslocamentos

verticais da particula P1 ao longo do tempo até atingir o valor final da analise.
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Nelas mostram-se os resultados das analises feitas com diferentes incrementos
de tempo.

Na Figura 2.12 corresponde a analise 1 onde o resultado mais aproximado
ao analitico corresponde ao incremento de tempo de 0.00005 segundos. Nesta
andlise o resultado mediante o MPM foi 0.408 m por tanto o erro em relagéo ao
resultado analitico (0.25 m) foi 63%. Na Figura 2.13 para analise 2 o resultado
mediante o MPM foi de 0.059 m, sendo o erro em relacdo ao resultado analitico
(0.025 m) de 136%.

Analise 20 particulas

0.7

0.622m

e
)

0.474m

et
wn

0.426m

<
o~

=
w

Q

N
o
N
a
D
3

Deslocamento vertical da particula superior [m]

e
=

0 5 10 15 20 25
Tempo [s]

——Delta =0.01 Delta t=0.005 ~———Deltat=0.0005 ~=——Delta t=0.00005

30

Figura 2.12 Andlises com 20 particulas (andalise 1) para diferentes intervalos de

tempo na solugéo.
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Analise 20 particulas

0.09

0.061m

0.061m

0.059m 0.060m

Deslocamento vertical da particula superior [m]

Tempo [s]

——Delta =0.01 Deltat=0.005 ~=———Deltat=0.0005 =——=Deltat=0.00005

Figura 2.13 Andlises com 20 particulas (analise 2) para diferentes intervalos de

tempo na solugéo.

Modelagem com 200 particulas:

Similarmente que as figuras geradas da analise com 20 particulas pode-
se ver o desenvolvimento dos deslocamentos verticais da particula P1 ao longo
do tempo até atingir o valor final da analise.

A Figura 2.14 corresponde a analise 1 onde o resultado mais aproximado
ao analitico corresponde ao incremento de tempo de 0.00005 segundos. Para esta
mesma analise o resultado mediante o MPM foi de 0.272 m por tanto o erro em
relacdo ao resultado analitico (0.25 m) foi 8.8%. No analise 2 (Figura 2.15) o
resultado mediante o MPM foi de 0.029 m, sendo o erro em relacdo ao resultado
analitico (0.025 m) de 16%.
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Deslocamento vertical da particula superior [m]

Andlise 200 particulas

0.6

et
wn

<
o~

@
w

<
[N

0.1

——Delta =0.01

Delta t=0.005

15
Tempo [s]

——Delta t=0.0005

20

25

=——Delta t=0.0005

30

Figura 2.14 Andlises com 200 particulas (andalise 1) para diferentes intervalos de

tempo na solugéo.

Andlise 200 particulas

0.06

e
o
]

e
=]
=y

0.031m

0.030m

e
=]
]

Deslocamento vertical da particula superior [m]
(=]
o
w

0.01

= Delta t=0.01

15

Tempo [s]

Delta t=0.005

= Delta t=0.0005

20

= Delta t=0.0005

25

30

Figura 2.15 Andlises com 200 particulas (analise 2) para diferentes intervalos de

tempo na solugéo.
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Para as duas analises de MPM (20 e 200 particulas) se fez a comparacao

dos resultados mais préximos ao analitico (incremento de tempo de 0.00005

segundos para cada um deles) com o resultado de MEF nos casos das analises 1

e 2.

MEF vs MPM

0.6
E
z 0.408m = 163%
w
©
32
IS
s 0.272m = 109%
8
2 —
3
2 u.Zoum
&
£
S
R=]
w
D
(=)

0
0 5 10 15 20 25 30
Tempo [s]
= MEF Conservacao de momentum == MPM 20 particulas Delta t=0.00005  =——MPM 200 particulas Delta t=0.00005
Figura 2.16 Comparacdo de MEF com MPM (analise 1).
MEF vs MPM

0.08
E ooz L
s 0.059m =236%
&
S 0.06 N
w
©
=1
.2 0.05
=
2
S 0.04
k- 0.029m = 116%
£
© 0.03 -
B — . —
g 0.02
5 0.025m
S
8 0.01 !
[mn]

0 -
0 5 10 15 20 25 30
Tempo [s]
——MEF Conservacao de momentum  ——MPM 20 particulas Delta t=0.00005  ———MPM 200 particulas Delta t=0.00005

Figura 2.17 Comparacgao de MEF com MPM (analise 2).
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Adicionalmente, a modelagem ¢é feita com a programacao no C++ baseado nas
formulagbes matematicas descrevidos detalhadamente neste capitulo. Esta
codificacéo foi feita por Muller e Vargas (2014). A coluna (1D) de solo foi feita
simplificadamente na implementacéo de Muller em 2D. As dimensdes do modelo
foram 1m na direcdo vertical € 0.1m na dire¢do horizontal. Com o objetivo de
simular este problema 1D na codificagdo em 2D considerou-se relagdo de Poisson
perto do cero, por tanto as deformacgfes nas laterais sdo quase zero. O nimero
de particulas no modelo sdo 10,100 (horizontalkvertical). O resultado € o seguinte:

a)

0.000E+000 0.000E+000
-2.609E-002 -2.77BE-003
-5.218E-002 -5.556E-003
-7.827E-002 -8.333E-003
-1.044E-001 -1.111E-002
-1.305E-001 -1.389E-002
-1.565E-001 -1.667E-002
-1.826E-001 -1.944E-002
'""”"' -2.087E-001 -2.222E-002
-2.34BE-001 -2.500E-002

Figura 2.18 Resultado dos deslocamentos verticais em metros para (a) analise 1 e (b)

analise 2.
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3
Material point Method - Acoplado

Nao € incomum encontrar problemas geotécnicos que envolvam
problemas solidos e fluidos de forma acoplada. O objetivo deste capitulo é
entender o conhecimento de MPM para problemas acoplados, onde a velocidade
dos fluidos e dos sélidos s&o as principais variaveis.

3.1.
Conceitos preliminares

3.1.1.
Esforco efetivo

De acordo com os conceitos de esforgo efetivo para solos saturados, o
esforco total ¢jj € decomposto em esfor¢os efetivos, ¢’ij € pressado de poros através

da seguinte expressao.
O'ij =O—ij’+p6ij 3.1

3.2.
Modelo hidromecanico para solos saturados

Para solos em condicdo saturada sdo apresentados as equacdes
governantes: conservagdo de massa, conservacao de quantidade de movimento,

e a relacdo constitutiva.

3.2.1.
Conservacao de massa

A equacdo de conservacdo de massa na fase sélida e liquida pode ser

escrita da seguinte forma.

Z[(1 —n)e,] + ;’TJ [(1 —n)os0;] = 0 3.2
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—(nQW) +— (ngww]) =0 3.3

n é a porosidade.

Considerando o grao solido incompressivel desenvolve-se as equacdes

mencionadas anteriormente
ov;
—Z 4 (1-n)> ,_0 3.4

n—+QW—+nQWf 0 3.5

Substituindo a equacgéo 3.4 na equacao 3.5 para eliminar a variagdo da

porosidade no tempo tem-se:

dQW + 0, (1 — n) QW—: =0 3.6

s

A é&gua é considerada linearmente compressivel. Por causa disso a
densidade e linearmente variavel com a poropressao conforme o maddulo

volumétrico da agua.

d
Bw _ _Sw 3.7
dp Kw
Substituindo a equacao 3.7 na equacéo 3.6 tem-se:
d K v a
L= 1(1-n)-L ”’ W’] 3.8
dt n ax,-

3.2.2.
Conservacéao de quantidade de movimento

A conservacdo de quantidade de movimento na fase soélida pode ser

expressa da seguinte forma:
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dv;, da'y; op n*on9 , . .
12974y 2P (1 g, 2 (9 - 1)

3.9
Onde K é a permeabilidade hidraulica que pode ser expressa em termos
de permeabilidade de Darcy.

K =k%9 3.10
Hd

A conservacao de quantidade de movimento da fase liquida:

aw; op nPewd [~ s _
nQWW_na_xj —nQng+T(Wj—Uj) =0 3.11

Adicionando a equacdo de conservagdo de movimento de solidos
(equacdo 3.9) a equagdo de conservacdo de movimento de liquidos

(equacéo 3.11) se tem a equacgédo de conservagdo de movimento do solosaturado:

v aw;  doi;
1—-n)o,—2L+ no,, —2 = —2
( )Qs dt t 10w dt x;

+ owgj 3.12
3.2.3.
Relacao constitutiva

As relacdes constitutivas sdo as mesmas que para a fase sdlida, entretanto

estas sdo expressas em termos de esfor¢os efetivos.

3.3.
Revisdo numérica de problemas em duas fases

Existem diferentes formulagbes que representam o comportamento nas

duas fases (solida e liquida):

Formulacdo v-—p velocidade de sélidos — poropressao

Formulacdo v-w velocidade de sélidos — velocidade dos liquidos

Estas formulacdes representam adequadamente a propagacéo das ondas

nos meios; entretanto v-p ndo mostra a resposta adequada frente a cargas
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dinmicas, e por isso utiliza-se a formulacdo v-w no MPM. Esta formulacéo
apresenta quatro variaveis desconhecidas que sdo: a velocidade na fase dos
sélidos vi, na fase liquida wi, poropresséo p, e o esforco efetivo ¢j.

As velocidades sdo calculadas nos nds, enquanto que a poropressao e 0s
esforcos sdo calculados mediante os pontos de gauss (MEF) e nas particulas
(MPM). A sequéncia de solucdo das variaveis desconhecidas comeca com o
calculo da velocidade na fase liquida a partir de a sua equacéo de conservacao

de quantidade de movimento.

awj _ dp nowg (~ o
QWT_a_xj-'_ Owdj — (W — 1)) 3.13

Conhecida a velocidade na fase liquida, tem-se a velocidade na fase solida
com a equagdo de conservacao de quantidade de movimento nas duas fases.

aw; d0ij
S_+
dt Oxj

av;
(1- n)Qsd_t] =-n + 0sat 9 3.14

A equacao de conservacdo da massa e usado para o célculo do poro
presséo.

d K a7 ow;
_p=_W[(1_n)ﬁ+nﬂ 315
dt n Oxj Ox;

Enfim a relag&o constitutiva e usada para o céalculo dos esforgos efetivos.

3.4.
Elementos finitos para a formulacdo v - w

Desde a perspectiva lagrangiana aqui considera-se os algoritmos para

resolver.

3.4.1.
Condigdes de contorno e condigdes iniciais

Com relagdo ao dominio se deve cumprir a seguinte condigéo.

90 = 00, U 30, = 30, U 30, 3.16
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Onde o dominio de subscrito w é a velocidade prescrita na fase liquida. O
subscrito p € a pressao prescrita na mesma fase. O subscrito u é a velocidade
prescrita na fase solida, em tanto que o subscrito t € o esforgo aplicado no
contorno. As seguintes condicdes deveriam ser satisfeitas.

90, U0, =0 e 90, UdQ, =0 3.17

As condi¢cbes de contorno de velocidade para as duas fases pode ser

escrita da seguinte forma:

D;(x,t) = Vi(t) no 09, (t) 3.18

w;(x,t) = W;(t) no a9,,(t) 3.19

En relagdo ao esforgo no contorno e poropressao.
0 (x,On; = 1;(x,t) no Q. (t) 3.20
p(x,t)n; = p;(x,t) no 9Q,(t) 3.21
As condic¢des de velocidade para as duas fases:
0i(x,t0) = Vi, Wi(x, to) = Wy, 3.22
As condig6es iniciais de esforgo total e poropressao para as duas fases:
0ij(x,to) = 0¢ij € p(x,to) = o 3.23

3.4.2.
Formulacao geral

Escrevendo-se de forma geral a equacdo de conservacdo de quantidade

de movimento par as duas fases.

~ awj 2 ap ~

Xj

Jo =22 (W) — 9;)dQ
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3.24

aw

t d; £ j ~ 00j;
fQ ti(l_n)gsd_tjdﬂ = _fQ tanwd_t]dQ+fﬂ tja_xi]dﬂ-l_

fQ fj anatgidQ
3.25

Aplicando o teorema divergente e depois considerando as forcas de

superficie nas duas equacdes anteriores tem-se.

J tou 40 f t.p,ds f & dﬂ+jf dQ
o 0 dt anJ] o 0% a
2 NOwWY [~ ~

3.26
. di; . dw; .
j t;i(1—-n)os—=dQ = —] tino,, ——dQ +j t;jT;dS

%
Q 9x;

0;;dQ + [, & 05a:9:dQ

3.27

3.4.3.
Discretizacdo no espago

O procedimento para a discretizagdo no espaco € o mesmo que se utiliza

para elementos finitos, com o mesmo critério das fun¢bes de forma.

P(x,t) = N(x)v(t) 3.28
w(x,t) =~ N(x)w(t) 3.29
t(x,t) = N(x)t(t) 3.30

Fazendo a substituicdo de isto nas equagdes anteriores tem-se:
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Jo NTowNa,dQ = fanNTﬁdS—fQ B"8pd0+ [, N0, gdQ —

ATT NOwd 37
fﬂ N TN(W -

3.31

J, N"(1 —=n)osNayd2 = — [, N'ng,Na,dQ— [, N"tdS—

fg BTodQ — fﬂ NTQsatng

3.32

O vetor ay contém as aceleracfes nodais da fase do agua, p e a vetor da

poropressao prescrita, e § é definido da seguinte forma.

§=[1 1 1 0 o o]

3.33

Das formulagfes anteriores se conclui as equagdes de conservacao de

guantidade de movimento para fase solida e liquida, expressadas da seguinte

maneira.

(Apetm [, NT 0, N dQ) ay, = A7 Jyq,, N7 Pe dS +

A [ NTowg d0— AL [ BT 5pdQ —

( g [ NS NGQ ) (W — v)

( nesz NT (1 —n)os N dQ) as =
— (4 f, NTno,NdQ)a,, + Am [, NT T, dS +

nelmf NT Qsatgdﬂ Anelmf BTO' dQ

Pode-se escrever da forma seguinte.

_ ptrac grav int drag
M,a, = Etrec + FI7%_ gint _ pA
Msas — _Mwaw + Ftrac 4+ Fgrav_ Fint

Onde:
ES%9 = Q(w —v)

3.34

3.35

3.36

3.37

3.38
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Q e a lumped matrix ou matriz de agrupamento:

Q = AJ¢™mQ, 3.39
Com:
qg. O e 0
Q=" %2 0 3.40
0 0 cee qul

Onde cada sub-matriz g; corresponde ao né i, e a matriz 0 e a matriz nula,

e elas sdo expressadas como:

qg 0 O 0 0O
qi=[0 qi 0] ) 0:[0 0 0] 341
0 0 g 000
Ademais:
0= ot w i (60) "2 (x(50)) gl &)

3.4.4.
Discretizagdo no tempo

Reescrevendo a equacéo 3.36.

M, 5 = Broe + B — F'* — Q(w —v) 343

Integrando esta equacao no tempo no intervalo t até (t + Af).

ft+At

t+at
. Mydw=[

LR+ BT = EM - Qw — )] dt 3.44
Resolvendo a equacéo 3.44 explicitamente.

M,, (WAt —wt) ~ [EEreet 4+ EITOvt — ROt — gt (wt — vh)]At

3.45

Este mesmo processo € feito e pode ser expressas da seguinte forma
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wist ~ wt 4 MR + Rt — MUt — @t (wt — vh)]At 3.46
pEHAL ot Ms_l[—Mszlasv + Ftract 4 pgravt _ Fint,t]At 3.47

Onde:
at, = # 3.48

Sendo calculada a velocidade dos sélidos no tempo (t + A¢), 0 incremento

das deformacgBes nos pontos de Gauss é calculado.

AS‘t;At _ quet+AtAt 3.49
pitat ~ pl + AtKTWé‘T[(l —n)B,vitAt + nBywitat] 3.50

Os esforcos efetivos sdo atualizados com a relacéo constitutiva.

relagéo constitutiva

{o’,estado do material} ¢ o {o', estado do material}tt2t
Ae

Portanto os esforgos totais sdo atualizados.

t+At — ~It+AL t+At
o4 °" =0y + 8pq 3.51

3.5.
MPM para problemas de duas fases

3.5.1.
MPM — discretizacdo e inicializacdo das particulas

No estado saturado, o solo é representado por particulas Unicas. O
conceito do MPM é o mesmo que para a fase unicamente de sélidos. As particulas
adquirem todas as propriedades fisicas do sélido e liquido, e as suas posicdes sao
atualizadas de acordo & fase solida. As inicializa¢cdes de particulas incluem:
massa, forcas internas, forcas de superficie, além de outras propriedades dos

solos saturados. Portanto:
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mg, = Qs,pﬂp My p = lepﬂp my = Qsatrpﬂp 3.52
Entdo:
S%rav — ms,pg fgrav _ mw,pg fgrav — mpg 3.53

3.5.2.
Solucéo para um intervalo do tempo

Inicializacdo da equacdo de quantidade de movimento

Inicialmente as matrizes de massa devem ser formuladas.

mb,; ~ 5% My N; (85) 3.54
M, ~ N7 nbmy,,N; (65) 3.55
Sl ~ Znep (1 np)ms pN (fp) 3.56

Depois as seguintes matrizes so integradas:
M, M, e M,

O passo seguinte considera 0 mapeamento das velocidades das particulas

para 0s nos.
Mivt = pf 3.57
Onde:

PE ~ A 30 (1= nb)mg,NT (£5)D) 3.58

O mesmo procedimento é feito para a fase da agua.

MEwt = P}, 3.59
Onde:
~ ATl ”ep T
Py~ AT X7 npmy, p NT (&)W 3.60

As forcas de superficie nas duas fases:
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Ftract o Anelm ne’m NT (ép) Ftrac 361

Fvsract ~ Anpelm nebp NT (fp)ftrac 3.62
Entdo:

Ftract — thrac,t.[(t) ) FVETGCI — Ftrac,tT(t) 3.63

As forcas de gravidade sdo integradas.

~ n n T grav
Foravt ~ Aeilin pip1 N (Ezg)fp 3.64
ngrav,t ~ AZilm nep NT (fp M}g';av 365

Também sédo formuladas as forcas internas devido aos esforcos totais e a

poropressao.
Fintt ~ Ageim e BT (&), 3.66
FJ8 ~ Aim 3 BT (&5)6pb ) 3.67

Em tanto que a forca de arrastre:
Fy9" = Qt(wt — %) 3.68

Anteriormente ja foi descrito a integragédo de Q, onde.

Nep NyMy ng
qf ~ X% pkfp N; (&) 3.69

Enfim as equacdes de quantidade de movimento sdo descritas da

seguinte forma.

t int, drag,t
Mt al, = Ereet 4 9Tt — pintt — porad 3.70

w w w

Mial = —M{,a}, + F17ect 4 poravt — pintt 371
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Resolvendo a equacdo de quantidade de movimento usando o

Algoritmo Lagrangiano modificado
1. Reescrevendo a equacéo:
asv — M@—I[F‘Atirac,t + ngrav,t _ valnt,t _ FM(}rag,t] 3.72

2. Sendo conhecida a aceleragdo nodal na fase liquida calcula-se a
aceleracdo nodal na fase solida.

al = My~ [-M,al, + Fract 4 poravt — pintt] 3.73

3. As velocidades das particulas sao atualizadas usando as aceleracdes

nodais e as fungbes de forma como segue.

~t+AE n
DFA = Df + X, 7 AEN; (&) as; 3.74
WAt = Wt + 3P AeN; (¢8)al, ;. 3.75

4. Sendo conhecidas as velocidades das particulas nas duas fases, sao

atualizadas as velocidades nodais no tempo presente (¢+A¢).

Mstvt+At — Afili" "ep 1 — np)mspNT (Ep)’\t+At 376

7t o, t+At — gTlelm "ep T ~t4+At
M,,w =A, 27  nomy, ,N (€p) . 3.77

5. Usam-se as velocidades nodais no (¢+A¢) para encontrar 0os incrementos
de deslocamento.
Au t+At _ = At vt+At 3.78

6. Os esforgos efetivos e as deformacdes das particulas sao calculadas:

AelrAt = B(&h)Aultat 3.79
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Onde a relacao constitutiva:

relagdo constitutiva

{op, estado do material} ¢ {0}, estado do material}t+At

Aspt+At
7. A poropressao € atualizada.
Ky,
pytit = pp + Atn—;(ST[(l —nb)B(EL)vitAt + nfB (&L )witat] 3.80

8. Os esforgos totais também s&o calculados.
t+Aat — S/ t+AL t+At
Op =0, %" +6pp 3.81

14. Volume associado ao incremento das deformagfes e calculado pela a
seguinte expressao.
Opret = (14 Akl 3.82

Agy,o = Agqq + Agy, + Aggs 3.83

9. A posicao das particulas e atualizada

n
xbFAL = xb 4+ Y N (65) Auftat 3.84

3.6.
Exemplo de aplicacao

Tem-se solo na geometria de quadrado de lado 1 metro que serda modelado
considerando o comportamento elastico linear com modulo de Young 10Mpa,
coeficiente de Poisson de 0.2 e peso especifico de 20kN/m?. Trés particulas de
controle foram consideradas no modelo: abaixo, no meio e no topo. Nelas vai se
analisar o desenvolvimento das pressfes de poros ao longo do tempo. O objetivo
neste teste e demostrar que ao final da analise a solugdo vai atingir as
poropressdes hidrostaticas. Esse valor é o peso especifico da agua multiplicado
pela altura, resultando para este exemplo analiticamente 0.01Mpa para este
exemplo. As condi¢cdes de contorno nos extremos séo: aceleracdo e velocidade
na diregdo horizontal sdo nulas. As condicbes de contorno na base do modelo

séo: aceleracdo e velocidade s&o nulas nas duas diregoes.
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Para esta analise utilizou-se a implementacéo feita em C++, baseado nas
formulagbes matematicas descrevidos detalhadamente neste capitulo. A
codificagéo foi feita por Muller e Vargas (2014). Considerou-se 4 particulas no
interior de cada elemento euleriano. Na figura abaixo, 0 modelo quadrado de 1m
de lado.

Condicdes de

contorno nos

extremos Y i
™ >

Condicdes

de contorno T—_|

na base |

[y

Figura 3.2 — Esquema simplificado e representativo das particulas de controle no
modelo, os pontos vermelhos representam as particulas de controle na base, no meio e

no topo.

Depois de feita a andlise por 1 segundo, os valores das poropressdes sao

resumidas na seguinte figura.
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Figura 3.3 Situacgéo final da poropressao.
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0.01 P‘
E 0.008
=
o
1]
@ 0.006 Base
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) 1
g 0.004 ====Topo
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0.002 '
[
.' _____ g gy P p——
0
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 1.2
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Figura 3.4 — Desenvolvimento das poropressdes no tempo.

Pode-se ver na Figura 3.4 que o valor da poropresséo para a particula de
controle na base do modelo, ao final da analise é 0.009244 Mpa. Esta particula de
controle esté localizada na penultima linha da base (Figura 3.2), e por causa disso
ndo mostra um namero maior, que € mostrado na escala grafica da Figura 3.3:

0.009968 Mpa, que corresponde a ultima linha abaixo do modelo. Porém se
conclui que a analise foi realizada corretamente atingindo a resposta analitica.
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4
Modelagem numérica com MPM - aplicagao na geotecnia

Neste capitulo considerou-se uma situacdo hipotética partindo de um
projeto real. Foi feita a andlise da barragem Palo Redondo, pertencente ao projeto
Chavimochic, localizada na regido de La Libertad, Peru. O reservatério tem um
volume total de 370 milh&es de metros cubicos, dos quais 70 sao de volume morto
de sedimentos. A barragem Palo Redondo no projeto tem de uma longitude de
corona de 770 metros e 480 metros na base, de altura méxima 115 metros sobre
a cimentacao da rocha.

As analises tém como objetivo controlar os deslocamentos horizontais e
verticais da barragem (no talude jusante) gerados pelo peso préprio que foram
calculadas mediante MPM e MEF, além dos deslocamentos permanentes gerados
pela acdo sismica calculada por trés métodos: MPM, MEF e um procedimento
simplificado para estimar deformacdes permanentes. (Makdisi, Seed, 1977).

A geometria real e a configuragdo dos materiais se mostram na figura

seguinte.

12.00m
v

341 m.s.n.m 345 m.s.n.m

Material de transicédo

Tela de betdo Bloco de estabilizacdo

Corpo da barragem

250 m.s.n.m

Material de fundacao 1 20.00 m

Figura 4.1 — Seccdo transversal da barragem.

Para a andlise dindmica considerou-se a componente horizontal N 82° O
do sismo do Lima-Peru do dia 3 de outubro de 1974. Segundo o estudo de perigo
sismico da zona (Castillo, Alva, 1993), para este sismo de desenho se determinou
uma aceleragdo maxima de 0.38 vezes a gravidade com uma magnitude sismica

Ms de 7.5, entdo o histérico das aceleragdes do sismo foi escalado a esse valor.
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4.1.
Hipoteses simplificadoras

A andlise consiste na simplificacdo do projeto real da barragem Palo
Redondo na sua primeira etapa. Isto com objetivos académicos e demonstrativos.
Estas simplificagbes sdo com relacédo a:

- Geometria
- Tipos de materiais

Geometria

A barragem foi modelada com as seguintes dimensoes:

e 95.0000
4——3800.0000—— <~ . ——300.0400——
X : ~7 —20.Q000
. 920.7500 /

Figura 4.2 — dimensdes do modelo

i y
/ 320.7100 7

Figura 4.3 — Detalhe das dimensdes do corpo da barragem

Nestas figuras pode-se notar que os materiais que conformam a barragem

foram resumidos a um material sé para o modelo inteiro.

Tipos de materiais
Para as analises considerou-se um tipo de material, que foi modelado

mediante dois modelos constitutivos:

- Modelo constitutivo elastico.

- Modelo constitutivo de Mohr Coulomb.
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O peso especifico do material € 21 kN/m3, o modulo de Young é 60 kPa,
coeficiente de Poisson 0,3 e no caso do modelo constitutivo de Mohr Coulomb a
coesdao é 15 kPa e o angulo de atrito € 40°.

Adicionalmente foi analisado um terceiro caso com todos 0S mesmos
parametros do modelo de Mohr Coulomb, s6 neste caso a coesdo mudou para
11.5 kPa. Esta andlise foi feita para visualizar o rompimento da barragem por causa
de um sismo exagerado, amplificado 50 vezes os valores do histérico das
aceleracdes do sismo que tem como aceleragdo méaxima 0.38 vezes a aceleracéo
da gravidade.

Adicionalmente no calculo da resposta dindmica da barragem considerou-se
amortecimento de Rayleigh na andlise feita com MEF, e amortecimento de energia
cinética quando se analisou mediante MPM.

Sismo de modelagem

Considerou-se o sismo escalado devido ao estudo de perigo sismico da
zona (Castillo, Alva, 1993) que aconteceu na cidade de Lima o dia 3 de outubro
de 1974, resultando um sismo de 60 segundos onde a aceleragdo maxima foi de
0.38g. Adicionalmente como este € um histérico do sismo real, ele foi corregido
por linha base e filtrado de frequéncias.

Estes valores de velocidade e aceleragdo ao longo de um intervalo de
tempo sdo condigbes de contorno na base do modelo, que séo utilizadas da
mesma forma que foram inseridas nas matrizes de aceleragéo e velocidade dos
nés da coluna de solo em 1D no item 2.5.4 deste trabalho. Dentro do tempo da
andlise, considera-se um tempo onde se desenvolve o sismo. Nesse tempo as
condi¢cBes de contorno de aceleracéo e velocidade dos nds sdo os numeros que
correspondem ao histérico das aceleracdes e velocidades segundo as figuras 4.7
e 4.8, fora desse tempo, as condi¢des de contorno para aceleracdes e velocidades
na base do modelo sdo nulas. Nessas figuras mostram-se o histérico das

aceleracgdes e o historico das velocidades do sismo escalado e corregido.
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Figura 4.4 — Histérico das aceleracdes
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Figura 4.5 — Histérico das velocidades

4.2.
Anéalise mediante o MEF

Esta andlise foi resolvida pela teoria classica do MEF, formulacdo

variacional com auxilio do programa computacional PLAXIS 2D, que é um

software comercial que a PUC-RJ tem licenca. Foi analisada no talude jusante

com cinco pontos de controle no talude jusante. O modelo gerado tem as mesmas

dimens®es indicadas nas figuras 4.2 e 4.3.

H/4
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Figura 4.6 — Discretizagdo da malha e pontos de controle

A barragem foi avaliada considerando os dois modelos constitutivos
(Elastico e Mohr Coulomb) em trés fases: A primeira foi atingir o equilibrio estatico,
a segunda aplicacdo do sismo e a terceira livre vibracdo até atingir novamente o
equilibrio.

O modelo considera o estado plano de deformacdes e foi gerado com
elementos finitos triangulares de 15 nés e 12 pontos de Gauss no interior de cada

elemento.

4.3.
Anélise mediante o MPM

Para a analise com o MPM utilizou-se implementacdo feita em C++,
baseado nas formulagdes mateméaticas descrevidos detalhadamente nos
capitulos 2 e 3, desenvolvido por Muller e Vargas (2014) e utilizaram-se quatro
particulas no interior de cada elemento finito na malha fixa no tempo zero. A

seguinte figura mostra a distribuic&o inicial das particulas no interior da malha.

Figura 4.7 — Distribuicdo das particulas na malha fixa no tempo zero.

A malha de elementos finitos foi gerada pelo software Two-dimensional
Mesh Tool, desenvolvido pelo Instituto de Desenvolvimento de Software Técnico-
Cientifico da PUC-Rio (Tecgraf/PUC-Rio). Este permite a exportacdo das
coordenadas da malha, de modo que quando se tém as coordenadas dos nés de
algum elemento finito de quatro lados, quatro particulas mostradas na figura 4.2

sdo distribuidas uniformemente dentro de cada elemento finito, e a suas
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coordenadas sdo as coordenadas globais das particulas no tempo zero, depois
de isso elas podem-se movimentar livremente no dominio euleriano. O critério
para a geracao da malha de elementos finitos € tipicamente evitar elementos que
tenham angularidade exagerada, todos os elementos finitos devem ter quase o
mesmo tamanho e a mesma forma, etc. Como foi escrito no item 1.1 desde
trabalho, ndo se aprofundara nos critérios de geracdo da malha.

A continuacéo as duas seguintes figuras mostram a discretizagdo da malha
de elementos finitos, particulas do MPM no corpo da barragem, além das
particulas de controle.

LY
|
T
|
|

ST

% 3
%-

i
i

I

Figura 4.8 — (a) Vista geral da discretizagdo da malha de elementos finitos (b)

Discretizacé@o do corpo da barragem e particulas de controle.

Na seguinte figura mostra-se de cor vermelho as posi¢des das particulas

do MPM no tempo zero.

Figura 4.9 — Distribuicdo das particulas no modelo.
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4.4,
Analise mediante o procedimento simplificado de Makdisi-Seed

Este é um método simples e racional que se aplica para barragens
formadas por solos argilosos compactos, areias secas, e solos granulares densos.
Originalmente este método foi proposto por Newmark (1965), e Makdisi e Seed
(2977) propuseram um método simplificado baseado no conceito original de
Newmark. Esta metodologia simplificada e muito utilizada atualmente devido a sua
simplicidade, rapidez e tendéncia muito conservadora. A descricdo geral do
método € o seguinte:

a) Determina-se a aceleragdo de escoamento, isto €, o coeficiente
lateral sismico igual & unidade para diferentes profundidades da
barragem de altura H medidos desde o topo: H/4, H/2, 3H/4 e H.

b) Encontra-se a aceleracdo maxima no topo da barragem, periodo
fundamental do movimento sismico.

A barragem Palo redondo foi analisada mediante este procedimento
simplificado, (Alva, Infantes, 1999). Esta solucdo foi modificada unicamente nos
termos da aceleragdo do escoamento devido aos parametros do modelo

constitutivo de Mohr Coulomb.

4.5,
Analises e resultados antes do sismo

Nesta primeira etapa foram comparados os deslocamentos verticais e
horizontais do talude jusante da barragem no equilibrio estatico; isto é, devido
somente ao peso proprio. Estas comparacfes foram feitas mediante o MPM e

FEM com os dois modelos constitutivos considerados nesta dissertacao.
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Deslocamento horizontal - Ux - Elastico Deslocamento vertical - Uy - Elastico
MEF vs MPM MEF vs MPM
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Figura 4.10 — Deslocamentos horizontais e verticais do talude jusante com o

modelo constitutivo elastico para MEF e MPM.

Deslocamento horizontal - Ux - Deslocamento vertical - Uy -
MohrCoulomb MEF vs MPM MohrCoulomb MEF vs MPM
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Figura 4.11 — Deslocamentos horizontais e verticais do talude jusante com o

modelo constitutivo elastico-plastico para MEF e MPM.

4.6.
Andlises e resultados durante e depois do sismo

A analise durante o sismo foi feita para os deslocamentos horizontais com
MPM e MEF com os 5 pontos de controle e para os dois modelos constitutivos

considerados.
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ELASTICO - DESLOCAMENTO HORIZONTAL - MPM

1 1
Equilibrio estéatico 1 Durante o sismo I Depois do sismo 035
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Figura 4.12 — Desenvolvimento dos deslocamentos horizontais para o equilibrio

estatico, durante o sismo, e depois do sismo. (Modelo elastico)
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Figura 4.13 — Desenvolvimento dos deslocamentos horizontais do ponto de

controle 1 devido ao sismo. (Modelo elastico)
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Figura 4.14 — Desenvolvimento dos deslocamentos horizontais do ponto de

controle 2 devido ao sismo. (Modelo elastico)
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Figura 4.15 — Desenvolvimento dos deslocamentos horizontais do ponto de

controle 3 devido ao sismo. (Modelo elastico)
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Figura 4.16 — Desenvolvimento dos deslocamentos horizontais do ponto de

controle 4 devido ao sismo. (Modelo elastico)
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Figura 4.17 — Desenvolvimento dos deslocamentos horizontais do ponto de
controle 5 devido ao sismo. (Modelo elastico)
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Figura 4.18 — Desenvolvimento dos deslocamentos horizontais para o equilibrio

estatico, durante o sismo, e depois do sismo. (Modelo elastico plastico de Mohr

Coulomb)
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Figura 4.19 — Desenvolvimento dos deslocamentos horizontais do ponto de

controle 1 devido ao sismo. (Modelo elastico plastico de Mohr Coulomb)
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Figura 4.20 — Desenvolvimento dos deslocamentos horizontais do ponto de

controle 2 devido ao sismo. (Modelo elastico plastico de Mohr Coulomb)
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Figura 4.21 — Desenvolvimento dos deslocamentos horizontais do ponto de

controle 3 devido ao sismo. (Modelo elastico plastico de Mohr Coulomb)
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Figura 4.22 — Desenvolvimento dos deslocamentos horizontais do ponto de

controle 4 devido ao sismo. (Modelo elastico plastico de Mohr Coulomb)
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Figura 4.23 — Desenvolvimento dos deslocamentos horizontais do ponto de

controle 5 devido ao sismo. (Modelo elastico plastico de Mohr Coulomb)
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A andlise depois do sismo foi feita para os deslocamentos permanentes
horizontais e totais gerados devido ao sismo e com o modelo constitutivo elasto-
plastico mediante as trés formulagdes: MPM, MEF, procedimento simplificado de
Makdisi e Seed.

Para o célculo das deformagcBes permanentes, segundo Alva, Infantes
(1999) encontraram que a aceleracdo maxima no topo da barrgem Palo Redondo
€ 1.1280g (Umax), periodo fundamental 0.737 segundos (T,) para o sismo de analise
de magnitude Ms=7.5. De esta forma encontrasse o0s deslocamentos

permanentes.

Tabla 8
Deformaciones Permanentes Calculadas por el Método de Makdisi y Seed

Sismo de Lima — Pert 10/74 componente N82°0

Ms =7.50 imax =1.1280 g To=0.737 seg
Muda Ky, por tanto mudan os

A. Talud Aguas Arriba / deslocamentos permanentes. \

U Deformacion
y/H Ky %"‘“ Kinax K%.:, Kmax-0.TO| | Permanente
e (em)
1/4 0.29 0.85 0.959 0.302 0.140 97.089
1/2 027 0.60 0677 0.399 0.070 34267
34 025 044 0.496 0.504 0.038 13.641
1 023 0.35 0.395 0.583 0.022 6.282

Resultados finais \

Aceleracdo de

Profundidade Y/H Kmax/Umax| kmax ky/kmax | U/(kmax.g.to U (m)
escoamento (Ky)

1/4 0.35 0.85 0.96 0.37 0.090 0.62

12 0.26 0.60 0.68 0.38 0.070 0.34

3/4 0.22 0.44 0.50 0.44 0.043 0.15

1 0.20 0.35 0.39 0.51 0.040 0.11

Figura 4.24 —Deslocamentos permanentes na jusante calculados por Alva e
Infantes da barragem Palo Redondo, 1999 e modificados para este analise.

Finalmente se tem:
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Figura 4.25 —Deslocamentos horizontais permanentes devido unicamente ao

sismo.
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Figura 4.26 —Deslocamentos totais permanentes devido unicamente ao sismo.

Segundo o item 4.1 se fez uma terceira analises com o MPM com 0 sismo

exagerado amplificado 50 vezes os valores do histérico das acelera¢des do sismo

de tem como aceleracdo maxima 0.38 vezes a aceleracdo da gravidade e coesao

reduzida de 15 kPa para 11.5 kPa. De este modo se tem 0s seguintes resultados

dos mesmos pontos de controle.
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Figura 4.27 —Deslocamentos horizontais.

Figura 4.28 — Deslocamentos horizontais.
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5
Conclusoées e sugestoes

Das principais conclusdes desta pesquisa, podem ser citadas:

a. O MEF baseada nas equacdes de conservagdo de quantidade de
movimento fornece um o6timo resultado com relagdo a solugéo
analitica.

b. O MPM presenta uma boa aproximagdo (comparada com o0s
resultados analiticos) contanto que o nimero das particulas totais no
dominio sejam maiores, além de que o At nas iteracdes seja menor.

c. A analise feita na coluna de solo com a codificagédo no linguaje C++
monstra resultados quase exatos em relacdo aos analiticos,
principalmente quando se fez a analise 2.

d. Para a analise antes do sismo (equilibrio estatico por peso préprio),
segundo as comparagdes de MEF com MPM no talude jusante da
barragem mostram muita boa aproximacdo para os deslocamentos
verticais, entretanto para os deslocamentos horizontais eles
mostram a mesma tendéncia mas com diferente valor numérico. Isto
para comportamento elastico e elastoplastico.

e. A terceira analise feita, com o sismo escalado 50 vezes mostra
grandes deslocamentos horizontais e verticais por causa somente do
sismo.

f. O comportamento dindmico das particulas de controle (MPM) e dos
pontos de controle (MEF) durante o sismo ndo se encontram no
mesmo ordem de grandeza devido ao diferente metodologia de
amortecimento utilizado no MPM (energia cinética) e no MEF
(amortecimento de Rayleigh) mas eles mostram a mesma tendéncia
e deslocamentos permanentes ao final do sismo muito proximos.

g. Paraaanalise depois do sismo se conclui que MEF e MPM oferecem
boa aproximacdo dos deslocamentos, entretanto o procedimento
simplificado de Makdisi e Seed (1977) mostra resultados muito
conservadores em comparagcdo com 0s anteriores.

h. O tempo de computacéo gasto com as metodologias de conservagao

de quantidade de movimento e MPM em comparagdo com o tempo
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de computacdo do mesmo problema quando é resolvido por outra
metodologia de elementos finitos é muito maior, portanto MPM néo
€ aconselhavel para resolver problemas simples.

i. O MPM fornece resultados 6timos em problemas geotécnicos
acoplados; isto é, quando as poropressfes se desenvolvem ao
mesmo tempo em que as deformag¢des nos solidos, ao longo do
tempo.

j. Pelo procedimento dindmico de solucdo, robustez, além da
simplicidade do MPM, as condi¢Ges de contorno de aceleracoes e
velocidades podem ser incluidas em qualquer momento do
processo, portanto se pode introduzir todo tipo de cargas dindmicas
em termos de aceleracdo e velocidade, por exemplo, vibracdo de
magquinarias, cravacdo de estacas, sismo, etc., na condi¢ao
acoplada ou nao, obtendo resultados favoraveis.

k. O MPM devido a sua natureza dindmica, precisa de sistemas
amortecedores de qualquer tipo para atingir a solucao.

|. Pela simplicidade do MPM, a implementacdo dos modelos
constitutivos podem ser feitas com étimos resultados.

Como principais sugestdes de futuras pesquisas sédo citadas as seguintes:

a. Considerando o MPM como uma metodologia muito util na
engenheira geotécnica se aconselha a implementacdo dela num
software de tipo comercial onde se encontrem disponivel diferentes
modelos constitutivos.

b. Sugere-se a extensdo da teoria do MPM para condicdes
tridimensionais.

c. Processos de optimizacdo do tempo de computacdo no MPM e
MEF - conservagdo de quantidade de movimento devem ser

analisados com o objetivo de ser minimizados.
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