
 

Lucas Ludeña Gutierrez 

Formulação e algumas aplicações do MPM (Material Point 

Method) em problemas de geotecnia em condições 

estáticas e dinâmicas 

 

Dissertação de Mestrado 

Dissertação apresentada ao Programa de Pós-Graduação 
em Engenharia Civil da PUC-Rio como requisito parcial 
para obtenção do grau de Mestre em Engenharia Civil. 

Orientador: Prof. Euripedes do Amaral Vargas Junior 
Co-Orientador: Dr. André Luis Muller 

Rio de Janeiro 

Outubro de 2016 



 

Lucas Ludeña Gutierrez 

Formulação e algumas aplicações do MPM (Material Point 

Method) em problemas de geotecnia em condições 

estáticas e dinâmicas 

 

 

Dissertação apresentada como requisito parcial para obtenção 
do grau de Mestre pelo Programa de Pós-Graduação em 
Engenharia Civil da PUC-Rio. Aprovada pela Comissão 
Examinadora abaixo assinada. 

Prof. Euripedes do Amaral Vargas Junior 

Orientador 
Departamento de Engenharia Civil ï PUC-Rio 

Dr. André Luis Muller 
Co-Orientador 

Instituto Tecgraf / PUC-Rio 

Prof. Raquel Quadros Velloso 
Departamento de Engenharia Civil ï PUC-Rio 

Prof. Anderson Pereira 
Departamento de Engenharia Mecânica ï PUC-Rio 

Prof. Marcio da Silveira Carvalho 
Cordenador setorial do 

Centro Técnico Científico ï PUC-Rio 

Rio de Janeiro, 24 Outubro de 2016 

 



 Todos os direitos reservados. É proibida a reprodução total 
ou parcial do trabalho sem autorização da universidade, do 
autor e do orientador. 

 Lucas Ludeña Gutierrez 

Graduou-se em Engenharia Civil pela Universidade 
Nacional de Engenharia ï UNI (Lima-Peru) em 2010. 
Principais áreas de interesse: geomecânica 
computacional, dinâmica de solos, obras de terra. 

 

 Ficha Catalográfica 

  
Ludeña Gutierrez, Lucas 
 
Formulação e algumas aplicações do MPM (Material 

Point Method) em problemas de geotecnia em condições 
estáticas e dinâmicas / Lucas Ludeña Gutierrez; 
orientador: Euripedes do Amaral Vargas Junior ï 2016. 

  102 f.: il.(color.); 30 cm 
 
Dissertação (Mestrado em Engenharia Civil)ï

Pontifícia Universidade Católica do Rio de Janeiro, Rio de 
Janeiro, Departamento de Engenharia civil, 2016 

Inclui bibliografia 
 
1. Engenharia civil ï Teses. 2. Modelagem numérica. 

3. Análise sísmica. 4. Barragem de terra. 5. 
Comportamento não linear de geoestruturas. I. Vargas, 
Euripedes. II. Pontifícia Universidade Católica do Rio de 
Janeiro. Departamento de Engenharia Civil. III. Título. 

 

CDD 624 



 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Para todos  



Agradecimentos 

 

 

 

Aos meus pais e à minha família, pelo amor e apoio incondicional em tudo 

o que me aventurei durante toda a minha vida. 

À Pontifícia Universidade Católica de Rio de Janeiro (PUC-Rio) por terem 

me concedido a oportunidade de realizar o programa de mestrado e a agência de 

fomento CAPES que propiciaram condições financeiras, sem as quais não seria 

possível esta dissertação. 

Ao professor Eurípedes Vargas, orientador da presente dissertação, que 

protagonizou seu papel direcionando e guiando minhas ideias, assim como 

auxiliando em momentos de necessidade intelectual durante todo o programa do 

mestrado. Muito obrigado professor.  

Ao André Muller, co-orientador desta dissertação que teve um papel 

importantíssimo no conteúdo inteiro da dissertação. 

Aos meus colegas da PUC-Rio que durante toda a convivência desta época 

foram mais que colegas, se tornaram amigos também. 

Aos Professores e funcionários do Departamento de Engenharia Civil da 

PUC-Rio. 

 

 

 

 
 

 

 

  



Resumo 

Ludeña Gutierrez, Lucas; Vargas Junior, Euripedes do Amaral (Orientador) 

Formulação e algumas aplicações do MPM (Material Point Method) em 

problemas de geotecnia em condições estáticas e dinâmicas. Rio de 

Janeiro, 2016. 102p. Dissertação de Mestrado - Departamento de 

Engenharia Civil, Pontifícia Universidade Católica do Rio de Janeiro. 

         Em problemas geotécnicos podem ocorrer grandes deformações devido a 

chuvas prolongadas, sismos, deslizamentos de encostas, etc. Material point 

method (MPM) é um método de solução baseado no Método dos Elementos 

Finitos (MEF) que oferece vantagens para o cálculo estático e dinâmico que 

envolve deformações desse tipo. O objetivo desta dissertação é utilizar o MPM em 

problemas geotécnicos em condições estáticas e dinâmicas. Esta pesquisa 

mostra o procedimento de analises do MPM para a condição não acoplada (só 

solido sem presença de água) e depois acoplada. Para a revisão matemática de 

MPM se faz antes um resumo da teoria do MEF na metodologia de conservação 

de quantidade de movimento. Nestas duas formas de resolver os problemas 

geotécnicos foram expostos três exemplos simples. O primeiro é uma coluna de 

solo simulado sob os fundamentos da elasticidade, com o objetivo de verificar o 

deslocamento vertical pelo peso próprio. Isto foi resolvido mediante quatro 

diferentes métodos: analítica, MEF por resíduos ponderados, MEF por 

conservação de quantidade de movimento, e MPM. Todos eles consideram 

somente a fase solida. No segundo exemplo, tem-se solo na geometria de 

quadrado de lado 1 metro, onde busca-se obter as poropressões quando atingir a 

condição permanente enquanto os deslocamentos ocorrem ao longo do tempo; 

ou seja, a análise é acoplada e é resolvida pelo método MPM. Para uma aplicação 

mais realista, foi feita a análise (não acoplada) da barragem Palo Redondo, 

pertencente ao projeto Chavimochic, localizada na região de La Libertad, Perú. 

Nesta análise dinâmica considerou-se dois modelos constitutivos:  

Elástico e Mohr Coulomb, além de um sismo. 

 

Palavras ï chave 

MEF conservação da quantidade de movimento; elasticidade e modelos 

constitutivos; análises acoplado e não acoplado; analises dinâmico; MPM.



 

Abstract 

Ludeña Gutierrez, Lucas; Vargas Junior, Euripedes do Amaral (Advisor) 

Formulation and some applications of material point method in 

geotechnical problems in static and dynamic conditions. Rio de Janeiro, 

2016. 102p. M.Sc. Dissertation - Departamento de Engenharia Civil, 

Pontifícia Universidade Católica do Rio de Janeiro. 

        In geotechnical problems can happen large strains because of prolonged 

rains, earthquake, slide slope, etc. Material point method is a solution method 

based on the finite element method (FEM) which offers advantages for static and 

dynamic calculation that involve that kind of strains. The objective in this 

dissertation is to use the MPM in geotechnical problems in statics and dynamics 

conditions. This research shows the analysis procedure of MPM for uncoupled 

condition (only solids, without water) and then coupled. Before the mathematical 

theory of MPM, a review of the theory of FEM in the conservation of quantidade de 

movimento is done. In this two methodology were raised three examples. The first 

one is a soil column that was modeled elastically, in which the main objective in to 

analyze the vertical displacement because of own weight. This was solved by four 

different methods: analytically, FEM weighted residual, FEM conservation of 

momentum, and MPM. All of them consider only the solid phase. The second 

example is a square of soil with side 1 meter, where the objective is to know the 

pore-pressure in the permanent condition and at the same time the vertical 

displacement were generated, it means that the analysis is coupled and were 

solved by MPM. In order to make a more realistic application, Palo Redondo dam 

is analyzed (uncoupled condition), which belongs to the Chavimochic project 

located in La Libertad, region of Perú. This dynamic analysis was done considering 

two constitutive models: Elastic and Mohr Coulomb, additionally seismic forces. 
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1 
Introdu«o 

1.1. 
Objetivo 

O método dos elementos finitos pode ser formulado de diversas formas, por 

exemplo, fazendo considerações de energia, minimizações de equações, etc; 

sendo elas resolvidas geralmente independentes do tempo. Uma dificuldade na 

solução com o MEF é a distorção da malha quando o problema envolve grandes 

deformações, como no caso de sismos, grandes movimentos de solo devido à 

chuvas prolongadas, etc. Dessa forma, foram implementados procedimentos para 

mitigar esse problema, como o método chamado Material Point Method (MPM) 

que foi desenvolvido por Sulsky, Chen and Schreyer no ano 1993. MPM é uma 

extensão do método Particle in Cell Method (PIC) que é usado principalmente para 

análises de movimento em fluidos. 

Muitas análises com MPM foram feitas desde o desenvolvimento desta 

metodologia até a atualidade. Nelas se faz comparações com métodos analíticos, 

com o MEF, e similares, além de análises para grandes deformações em 

problemas geotécnicos reais. Neste contexto, Sulsky e Schreyer (1996) fizeram 

análise axissimétrica em um cilindro submetido a cargas dinâmicas, chamado de 

problema de impacto de Taylor. Mais recentemente Ribeiro et, (2016) usaram o 

MPM para a análise de encostas na china considerando grandes movimentos de 

massa do solo induzidas pelo sismo de Wenchuan. 

O objetivo desta dissertação é realizar aplicações do MPM na geotecnia em 

condições estáticas e dinâmicas. Ressalta-se que muitos conceitos da geotecnia 

e conceitos de análise numérica são envolvidos para as análises desta 

dissertação, como por exemplo, teoria da sismicidade, propagação de ondas, 

modelos constitutivos nos solos, amortecimento nos solos, critérios de 

convergência no MEF e no MPM, erros nos métodos numéricos, processos de 

optimização, etc. Todos eles estão embutidos no texto, mas não são aprofundados 

tecnicamente, pois não são objetivos da dissertação. 
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1.2. 
Estrutura da dissertação 

Este trabalho é formalmente dividido em cinco capítulos, os quais contêm os 

seguintes temas. O capítulo 2 aborda a formulação de MPM para a condição não 

acoplada. Neste capítulo mostra-se uma revisão bibliográfica sobre os conceitos 

mais relevantes de elementos finitos na formulação de conservação de quantidade 

de movimento. Ao final deste capítulo apresenta-se um exemplo de aplicação que 

é resolvido mediante quatro métodos diferentes. No capitulo 3 o MPM é analisado 

em condição acoplada e nele também se presenta um exemplo. No capitulo 4 tem-

se a aplicação de um estudo de caso geotécnico. Considerou-se uma situação 

simplificada partindo do projeto real da barragem Palo Redondo do projeto 

Chavimochic localizado no Perú na região de La Libertad. Esta análise foi feita 

considerando o sismo numa situação não acoplada. Por fim, o capítulo 5 é 

reservado para as conclusões da presente pesquisa e sugestões para outras 

futuras. 
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2 
Material point Method ï N«o acoplado 

Em problemas geotécnicos são comuns eventos onde ocorrem grandes 

deformações devido a diferentes causas naturais como sismos ou induzida pelo 

homem como deslizamentos de solo por explosões. Para a revisão matemática de 

MPM se faz antes um resumo da teoria do MEF na metodologia de conservação 

de quantidade de movimento. A vantagem mais importante do MPM é que ele 

permite realizar as analises para grandes deformações sem perturbar a malha, 

porque ela é fixa. MPM permite o desenvolvimento dinâmico ao longo do tempo 

das variáveis desconhecidas nas partículas no interior da malha: aceleração, 

velocidade, deslocamentos, etc.  

Sulsky, Chen and Schreyer no ano 1993, modificaram as formulações de 

PIC para desenvolver o MPM, e a partir de então fizeram-se muitos estudos de 

validação e comparação com os resultados analíticos ou outros métodos de 

aproximação já validados anos anteriores como o MEF, etc.  

Sulsky e Schreyer (1996) descrevem o MPM como um método que resulta 

como consequência do PIC. Nesta metodologia têm-se duas malhas: a malha 

lagrangiana e a malha euleriana. A malha lagrangiana é a que carrega todas as 

propriedades dos materiais, e a malha euleriana é a malha fixa e espacial que 

define o domínio computacional. A dissipação numérica ocorre principalmente na 

malha euleriana que é fixa, e no caso da malha lagrangiana isto não ocorre porque 

ela é atualizada em cada acréscimo do tempo, permitindo que possam acontecer 

grandes deformações ao longo do tempo, fazendo esta metodologia muito útil em 

problemas geotécnicos. 

Atualmente muitos autores concordam com a principal vantagem do MPM. 

Yerro, Alonso e Pinyol (2013) mostram que o MPM na atualidade foi aplicado para 

muitas situações na geotecnia e foi estendido para situações de problemas 

acoplados, por exemplo, liquefação de solos, falha de encostas com o solo 

saturado causado por chuvas prolongadas, etc. As malhas lagrangiana e euleriana 

são capazes de lidar com problemas que envolvem grandes deformações. 

Além de MPM ser muito utilizado para as analises geotécnicas, também é 

usado para outras aplicações artísticas. Stomakhin, Schroeder, Chai, Teran e 

Selle (2013) fizeram estudos sobre simulação em neve para a companhia Walt 
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Disney Animation. Os autores usaram o MPM, onde eles chamam de método 

hibrido euleriano/lagrangiano MPM, para a implementação do modelo constitutivo 

elasto-plastico que simula a neve. Isto mostra outras das principais vantagens 

desta metodologia. Devido à sua simplicidade, além de ser versátil para grandes 

deformações, o MPM fornece facilidade para a implementação de novos modelos 

constitutivos como neste caso a neve elasto-plastica com considerações especiais 

para a colisão e fratura. 

E assim MPM oferece versatilidade na simulação geotécnica, numérica, 

implementação de modelos constitutivos, aplicações artísticas, etc. Descreve-se 

a seguir as formulações do MPM baseadas nas formulações do MEF do capitulo 

anterior. 

 

2.1. 
Método dos elementos finitos - Conservação de quantidade de 
movimento 

O MEF é usado para resolver aproximadamente equações diferenciais. A 

solução pode ocorrer através de diferentes formas: formulação variacional, por 

resíduos ponderados, conservação do quantidade de movimento, etc. Nesta 

seção resume-se o método de elementos finitos mediante a solução de 

conservação de quantidade de movimento, devido a que ela será utilizada para as 

formulações do MPM. 

É importante mencionar as leis da termodinâmica que devem ser 

satisfeitas para um meio continuo. 

 

Conservação da massa: Não existe fluxo de massa, ou seja, massa 

nenhuma ingressa nem sai do domínio. Essa condição é demonstrada pela 

equação 2.1. 

′ π    2.1 

 

Conservação do quantidade de movimento: A conservação do 

quantidade de movimento corresponde à somatória das forças atuantes no 

domínio (equação 2.2). A conservação do momentum angular implica a simetria 

do tensor de esforços (equação 2.4). 

 

′  ′Ὣ     2.2 
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Onde, 

Ὣ Ὣ    Ὣ      Ὣ      Ͻ    2.3 

Ademais, 

„ „      2.4 

 

Conservação de energia: Considerou-se que não existem ingressos nem 

egressos de nenhum tipo de energia.  

 

′ ‐„      2.5 

 

Onde r é a energia interna por unidade de massa. 

 

2.1.1. 
Equação da quantidade de movimento e forças de superfície 

A equação de conservação de quantidade de movimento corresponde a 

relação fundamental que descreve o comportamento mecânico de um continuo. A 

equação de quantidade de movimento foi multiplicada por uma velocidade virtual 

e integrada no domínio da seguinte maneira: 

 

᷿ ′ὺ Ὠɱ ᷿ ὺ Ὠɱ ᷿  ὺ′ὫὨɱ  2.6

 

ὺ π   ÎÏ  ɱ Ͻ      2.7 

 

O primeiro termo da direita pode ser expresso da seguinte forma: 

 

᷿ ὺ Ὠɱ ᷿ „ὺ Ὠɱ ᷿ „Ὠɱ   2.8 

 

Substituindo a equação 2.8 na equação 2.6, tem-se: 

′ὺ
Ὠὺ

Ὠὸ
Ὠɱ



ὼ
„ὺ Ὠɱ

ὺ

ὼ
„Ὠɱ   ὺ′ὫὨɱ

2.9 
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Usando o teorema de Gauss, também chamado de teorema da divergência 

no primeiro termo da direita tem-se: 

 

᷿ „ὺ Ὠɱ ᷿  ὺὲ„ὨὛ   2.10

 

Os esforços na superfície são unicamente originados pelas forças 

externas, então: 

 

᷿ „ὺ Ὠɱ ᷿  ὺ†ὨὛ   2.11

 

Assim, tem-se a equação de quantidade de movimento: 

 

᷿ ′ὺ Ὠɱ ᷿ ὺ†ὨὛ ᷿ ᷿ ὺ′ὫὨɱ „Ὠɱ  

 2.12 

 

Esta equação será usada para a formulação de elementos finitos. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

2.1.2. 
Discretização no espaço 
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Figura 2.1 Elementos finitos discretizados no domínio. (Al-Kafaji, 2013) 

 

No MEF a forma discreta e obtida mediante as aproximações com as 

funções de forma: 

 

όὼȟὸ ὔὼόὸ     2.13 

ὺὼȟὸ ὔὼὺὸ     2.14 

ὥὼȟὸ ὔὼὥὸ     2.15 

 

Sendo u(t), v(t) e a(t), os deslocamentos, velocidades e as acelerações ao 

longo do tempo. 

Assim a equação 2.12 pode ser escrita da seguinte forma: 

 

ὺ ὔ ′ὔὥ Ὠɱ

ὺ  ὔ † ὨὛ ὺ ὔ ′Ὣ Ὠɱ ὺ ὄ „ Ὠɱ 

  2.16 

 

Onde : 

Dominio continuo Dominio discretizado 

Material Elemento finito ɱ  Nó 
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ὄ ὼ  

ụ
Ụ
Ụ
Ụ
Ụ
Ụ
Ụ
Ụ
Ụ
Ụ
ợ π π

π π

π π

π

π

π Ứ
ủ
ủ
ủ
ủ
ủ
ủ
ủ
ủ
ủ
Ủ

        2.17 

 

B é a derivada das funções de forma em relação a ao domínio, Ű e g são 

vetores que contém as componentes da força de superfície e de gravidade 

respectivamente. O vetor ὺ contém as velocidades virtuais nodais que são 

arbitrárias exceto quando elas são prescritas. Deste modo a equação anterior fica 

escrita de seguinte maneira. 

 

᷿ ὔ ′ὔὥ Ὠɱ    ᷿ ὔ † ὨὛ     ᷿ ὔ ′Ὣ Ὠɱ  ᷿ ὄ „ Ὠɱ  

 2.18 

 

A equação 2.18 e desenvolvida para cada elemento finito, portanto, 

precisa-se fazer a montagem de todos os elementos da malha nesta equação. 

Deste modo a equação fica na forma de: 

 

! ᷿ ὔ ′ὔ Ὠɱ ὥ ὃ ᷿ ὔ † ὨὛ

ὃ ᷿ ὔ ′Ὣ Ὠɱ ὃ  ᷿ ὄ „Ὠɱ      

           2.19 

 

Onde A indica o processo de montagem das matrizes.  

 

Por outro lado a equação 2.19 pode ser escrita da seguinte forma: 

 

ὓ ὥ Ὂ Ὂ Ὂ Ὂ Ὂ    2.20 
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Onde Mc é a matriz consistente de massa, Fext é o vetor das forças externas 

e Fint é o vetor das forças internas. As forças externas são compostas pelas forças 

de superfície e a força de gravidade em todo o domínio; enquanto as forças 

internas são consequência da ação das forças externas. 

 

2.1.3. 
Discretização no tempo ï método dos elementos finitos 

Tem-se a equação 2.20 que pode ser escrita na seguinte forma. 

 

ὓὥ Ὂ     2.21 

 

Onde F e a somatória de forças. Representando o termo da aceleração sob 

a forma de derivada, tem-se. 

 

ὓ Ὂ    2.22 

 

Integrando no intervalo [t , t+æt] tem-se: 

 

᷿ ὓὨὺ᷿ ὊὨὸ    2.23 

 

Obtendo: 

ὓὺ ὺ ‗Ὂ ρ ‗ Ὂ ὸ   2.24 

 

E por fim: 

ὺ ὺ ὓ ‗Ὂ ρ ‗ Ὂ ὸ   2.25 

 

A velocidade é a derivada do deslocamento em relação ao tempo que pode 

ser escrita da seguinte forma. 

᷿ Ὠό ᷿ ὺὨὸ    2.26 

 

Então: 

ό ό ‗ὺ ρ ‗ ὺ ὸ  2.27 

ό ‗ὺ ρ ‗ ὺ ὸ   2.28 
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A razão de deformações nos pontos de Gauss q é calculada da seguinte 

forma: 

‐ ὄὺ     2.29 

 

O incremento das deformações 

 

ɝ‐ ὄ ό     2.30 

 

 

Com o incremento das deformações, o estado de esforços para um tempo t, 

e a relação constitutiva, obtém-se as condições de esforço no tempo t mais o 

incremento de tempo ȹt. 

 

„ȟestado do material  
      rela«o constitutiva     
ựựựựựựựựựựựựựựựựự

Ў‐
  „ȟ estado do material 

 

A seguinte figura resume o procedimento iterativo para o calculo em cada 

acréscimo de tempo. 

 

 

Figura 2.2 Fluxograma do processo dentro de um incremento do tempo. 

 

Este procedimento é explicado da seguinte forma. Com o objetivo de 

conhecer a velocidade no nó i no instante de tempo t+ȹt assume-se um valor para 

Arbitrario 
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esta velocidade. Logo, conhecendo a velocidade no tempo t e a velocidade 

assumida no tempo (t+ȹt) tem-se o incremento no deslocamento no nó i para 

(t+ȹt). 

 

Com o incremento dos deslocamentos para o tempo (t+ȹt) e a matriz B 

obtém-se os incrementos das deformações para cada nó. E com os incrementos 

das deformações, considerando as relações constitutivas calcula-se o incremento 

de esforços para o tempo (t+ȹt). 

 

 

O passo seguinte é fazer a montagem da matriz de forças internas com o 

estado de esforços para o seguinte intervalo de tempo (t+ȹt). Também são 

calculadas as forças externas que de forma geral não são dependentes do tempo, 

pois a única força atuante é a gravidade. 

 

 

Finalmente obtém-se mediante a seguinte formulação a velocidade no 

tempo (t+ȹt). Esta velocidade é comparada com a velocidade assumida no inicio 

do processo a traves de um erro, repetindo o procedimento ou não. 

 

Arbitrario 

‗ὺὺ
ὸ ὸ

ɝ‐Ὥ
ὸ ὸ ὄ όὩȟὭ

ὸ ὸ

„Ὥ
ὸ ὸ „ὸ ɝ„Ὥ

ὸ ὸ

ή ρȟὲὩή

Ὡ ρȟὲὩὰά

Ὂ ȟ ὃ ύὄ„ ὐ

Ὂ Ὂ ȟ Ὂ ȟ

ὺ

ὸέὰȩȩ
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2.2. 
Conceitos básicos do MPM 

O MPM pode ser visto como uma extensão do método dos elementos 

finitos, onde o contínuo é representado por pontos lagrangianos chamados 

partículas. Elas carregam todas as propriedades físicas do continuo como: a 

massa, o momento, parâmetros dos materiais, deformações, esforços, 

propriedades constitutivas e cargas externas, onde os nós da malha fixa não retém 

informação de forma permanente. 

No inicio de cada intervalo de tempo a informação é transferida desde as 

partículas até os nós da malha fixa. A utilidade da malha computacional fixa é 

determinar o incremento da solução em termos de deslocamento, velocidade e 

acelerações, esforços e deformações, em função do tempo. Ao final das análises 

computacionais, a informação obtida da malha é retornada para as partículas com 

um incremento, ocasionando a mudança de sua posição em relação ao intervalo 

de tempo posterior. Isto é descrito na seguinte figura. 

  

Ὥ ‗ὺ Ὥ ρ ‗ὺ ὸ

ὺὭ
ὸ ὸ ὺὸ ὓ ρ‗ὪὊὭ

ὸ ὸ ρ ‗ὪὊ
ὸ ὸὙὩὶὶέ

ὺὭρ
ὸɝὸ ὺὭ

ὸɝὸ

ὺὭρ
ὸɝὸ

ίὩ ὙὩὶὶέὸέὰȩȩ

Ὥ
Ὥ
ρ

ὲÞέ
ίὭά

ὴὶĕὼὭάέ ὭὲὧὶὩάὩὲὸέ
           ὨὩ ὸὩάὴέ
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Figura 2.3 Conceito básico do MPM, partículas movimentando-se entre as 

malhas. (Al-Kafaji, 2013) 

 

2.2.1. 
Discretização  

Nos elementos finitos lagrangianos, tanto os nós da malha como os pontos 

de integração são carregados com propriedades físicas fixas. Contrariamente no 

MPM, os nós da malha fixa só tem propriedades físicas temporais. No MPM as 

partículas levam todas as propriedades físicas quando se movimentam livremente 

no domínio computacional da malha. 

 

2.2.2. 
Inicialização das partículas 

Cada partícula apresenta uma localização dentro de cada elemento da 

malha fixa. As coordenadas locais das partículas obtém-se da seguinte forma: 

 

ὼ‚ В ὔ ‚ ὼ     2.31 

 

Onde nen é o numero total de nós no elemento e ὔ ‐  é a função de forma 

no nó i avaliado para a posição local da partícula p. O volume associado em cada 

partícula é representado mediante a seguinte expressão. 

 

ɱ ᷿ Ὠɱ    2.32 

 

Ao inicio do incremento 

do tempo 

Deformação 

incremental da 

malha 

Atualização  

da malha 

Nó ativo Nó não ativo Partícula 
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Onde    é o domínio (volume) associado à partícula p, nep indica o número 

de partículas no interior do elemento. Descrito de uma forma mais simples, o 

domínio de cada partículas é o domínio do elemento finito dividido entre o numero 

de partículas no interior dele. Assim a massa da partícula é seu domínio (volume) 

multiplicado pela densidade de cada partícula. Portanto a força de gravidade 

associada a cada partícula é a sua massa multiplicada pela gravidade. 

ά  ɱ′      2.33 

Ὢ ά Ὣ     2.34 

 

A força de superfície é calculada mediante seguinte expressão: 

 

Ὂ ὼ ᷿ ὔ ‚†ǿὼὨὛ        2.35 

 

Ou também descrita da seguinte forma. 

 

Ὂ Ὢ    Ὢ    Ὢ    2.36 

Onde: 

†ǿὼ В ὔ ‚ †ǿὼ    2.37 

 

Esta expressão entende-se como a interpolação da força aos nós 

mediante as funções de forma. Onde Ni é a função de forma no nó i avaliado na 

posição local da partícula p. 

 

Ὢ †ǿὼ В ὔ ‚ †ǿὼ   2.38 

 

A equação 2.38 indica a repartição para cada partícula das forças de força 

de superfície proporcionais à superfície entre o número de partículas localizadas 

na superfície. 
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2.3. 
Procedimento de solução 

2.3.1. 
Inicialização da equação de movimento 

O primeiro passo é obter a matriz de massa da seguinte forma: 

 

ὓ ! ὓ      2.39 

 

A matriz da massa no tempo t e a montagem de todas as matrizes de 

massa dos elementos para esse tempo. Onde ὲ  representa o numero de 

elementos finitos ativos nesse momento (os elementos finitos ativos são aqueles 

que contem pelo menos uma partícula, Fig 2.3) e ὓ  e a matriz de massa de um 

elemento finito que e definido da seguinte forma. 

 

ὓ  

ụ
Ụ
Ụ
ợ
ά π

π ά
Ễ π
Ễ π

ể ể
π π

Ệ ể
Ễ ά Ứ

ủ
ủ
Ủ
    2.40 

 

É importante indicar que se usará a matriz condensada no lugar da matriz 

consistente devido ao tempo computacional que demanda. Entretanto a matriz 

condensada está associada a alguma dissipação de energia cinética. 

Onde ά  representa a massa do nó i em as três dimensões.  

 

□░
◄

ά π π

π ά π

π π ά

     Ὡ    π  
π π π
π π π
π π π

   2.41 

ά В ά ὔ ‚    2.42 

 

Por outro lado as velocidades nodais são encontradas a partir das 

velocidades das partículas da seguinte forma: 

 

ὓὺ ὖ    2.43 

 

Onde 
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ὖ ! В ά ὔ ‚ ὺ   2.44 

 

Pt é o mapeamento das partículas para a velocidade. Isto é igual á matriz 

de massa multiplicada pela velocidade nodal (tudo isto no tempo t). Da mesma 

forma para a construção da matriz de forças no contorno tem-se: 

 

Ὂ ȟ ! В ὔ ‚  Ὢ   2.45 

Logo 

Ὂ ȟ Ὂ ȟ  ὸ    2.46 

 

E para as forças gravitacionais tem-se: 

 

Ὂ ȟ ὃ В ὔ ‚ Ὢ    2.47 

 

Portanto a somatória de forças internas é dada por: 

 

Ὂ ȟ ὃ В ὄ ‚ „     2.48 

 

A somatória de forças externas e internas: 

 

ὓὥ Ὂ ȟ Ὂ ȟ Ὂ ȟ Ὂ   2.49 

 

A equação 2.49 é similar à que se obtém mediante o procedimento 

lagrangiano para o método dos elementos finitos, mas a principal diferença é a 

forma como as matrizes são construídas. 

 

2.4. 
Solução da equação de movimento  

A forma de resolver é similar a que se usa nos elementos finitos 

lagrangianos; entretanto por causa de algumas desvantagens este procedimento 

e levemente modificado por Sulsky et al (1993). Estes dois procedimentos são 

chamados: Algoritmo lagrangiano e Algoritmo lagrangiano modificado. 
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2.4.1. 
Algoritmo lagrangiano modificado 

Como uma forma de remediar o problema que origina as massas 

pequenas, introduziu-se o seguinte procedimento de solução. Resolve-se 

mediante a seguinte equação para as acelerações nodais. 

 

ὥ ὓȟ Ὂ     2.50 

 

No seguinte passo, calcula-se as velocidades das partículas diretamente 

das acelerações nodais da seguinte forma: 

ὺ ὺ В ɝὸ ὔ ‚ ὥ    2.51 

 

Algo fundamental deste algoritmo modificado é que as velocidades não 

são calculadas diretamente das acelerações nodais. As velocidades nodais são 

calculadas a partir das velocidades das partículas que são obtidas mediante a 

equação 2.51, e as velocidades nodais mediante a seguinte equação. 

 

ὓὺ ὖ     2.52 

Onde,  

ὖ ὃ В ά ὔ ‚ ὺ     2.53 

 

Por tanto os incrementos nodais são os seguintes. 

 

ό ὸὺ     2.54 

 

Depois de obter os incrementos de deslocamento nodal calcula-se através 

das funções de interpolação os deslocamentos das partículas e as localizações 

finais no tempo t+ȹt. 

 

ό ό В ὔ ‚ ό    2.55 

ὼ ὼ В ὔ ‚ ό    2.56 
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2.4.2. 
Solução geral 

1. O primeiro passo e a montagem da matriz de massa. 

 

ὓ ! ὓ    Ƞ    ὓ В ά ὔ ‚    

ὓ В ά ὔ ‚      2.57 

 

2. Conhecida a velocidade das partículas no tempo t calcula-se o 

mapeamento as velocidades nodais no tempo t. 

 

ὓὺ ! В ά ὔ ‚ ὺȢ   2.58 

 

3. As forças externas são calculadas pela a seguinte expressão: 

 

Ὂ ȟ Ὂ ȟ  ὸ   Ƞ   Ὂ
ὸὶὥὧȟὸ

ὃὩρ
ὲ†ὩὰάВ ὔὝ

ὲὩὦὴ
ὴ ρ ‚ὴ

ὸ
 Ὢ
ὴ

ὸὶὥὧ
   

 2.59 

 

Onde; 

Ὂ ȟ ὃ В ὔ ‚  Ὢ   2.60 

 

4. A força de gravidade e a força interna: 

 

Ὂ ȟ ὃ В ὔ ‚ Ὢ    Ƞ   Ὂ ȟ

ὃ В ὄ ‚ „     2.61 

Ὂ ȟ ὃ В ὄ ‚ „     2.62 

 

5. Nesta etapa o sistema de equações encontra-se completo. 

 

ὓὥ Ὂ ȟ Ὂ ȟ Ὂ ȟ Ὂ Ὂ   2.63 
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6. Então resolve-se o sistema de equações para as acelerações nodais no 

tempo t. 

ὥ ὓȟ Ὂ     2.64 

 

7. Nesta etapa as velocidades das partículas são atualizadas no tempo 

presente com o incremento do tempo (t+ȹt). 

 

ὺ ὺ В ὸὔ ‚ ὥ   2.65 

 

8. As velocidades nodais no tempo (t+ȹt) são calculadas a partir das 

velocidades das partículas. 

 

ὓὺ ὃ В ά ὔ ‚ ὺ    2.66 

 

9. Usam-se as velocidades nodais no intervalo de tempo seguinte para 

encontrar os incrementos de deslocamento. 

 

Ўό Ўὸὺ     2.67 

 

10. Os esforços e as deformações das partículas são calculados. 

 

Ў‐ ὄ‚ Ўό    2.68 

 

„ȟestado do material  
      rela«o constitutiva     
ựựựựựựựựựựựựựựựựự
Ў‐

  „ȟ estado do material 

 

11. O volume associado ao incremento das deformações é calculado pela 

equação 2.69. 

 

ɱ ρ Ў‐ ȟ ɱ   Ƞ   Ў‐  Ў‐ Ў‐ Ў‐    

 2.69 

Ў‐  Ў‐ Ў‐ Ў‐ Ȣ    2.70 
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Como consequência do cambio de volume se modifica também a densidade 

da seguinte forma. 

′
Ў ȟ

    2.71 

 

12. Por tanto obtém-se os deslocamentos e as novas posições das partículas 

como segue: 

 

ό ό В ὔ ‚ Ўό    Ƞ   ὼ ὼ

В ὔ ‚ Ўό    2.72 

ὼ ὼ В ὔ ‚ Ўό    2.73 

 

13. A informação é atualizada nesta etapa, incluindo a detecção de novos 

elementos dos quais as partículas saltaram para eles e os antigos 

elementos dos quais as partículas terem migrado. Como consequência o 

número de partículas por elemento deve ser contabilizado nesta nova 

etapa do cálculo. 

 

2.5. 
Exemplo de aplicação 

Tem-se uma coluna de solo de um metro de comprimento e de secção 

transversal de 0.01m2. Esta será modelado considerando o comportamento 

elástico com dois valores de modulo de Young: 40 kPa (análise 1) e 400 kPa 

(análise 2). A relação de Poisson de 0.3 e peso especifico 20kN/m3. A razão de ter 

dois valores de modulo de elasticidade é porque quer se conhecer como é o 

comportamento para diferente ordem de grandeza da rigidez. 
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2.5.1. 
Solução analítica 

 

 

Figura 2.4 Gráfico da coluna de solo. 

 

As seguintes formulações são conhecidas da teoria da elasticidade linear: 

 

Ὁ‐ „ 

 

Ὁ
ό

ὼ

Ὂρ

ὃ

Ὂς ὴὩίέ ὦὥὶὶὥ ͼὼͼ 

ὃ

ὴὩίέ Ὠὥ ὦὥὶὶὥ ὥὧὭάὥ ͼὒ ὼͼ

ὃ
 

 

Ὁ
ό

ὼ

ὒ ὼὃ

ὃ
 

 

Ὁόὒ ὼὼ 

 

Fazendo a integração: 

ό
ὒ ὼὼ

Ὁ
 

 

ό
ὒ

ςὉ
 

F1=0 

F2=Peso total 

Peso da  

barra de 

comprimento 

ñxò 

x 

L 
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Desta forma quando o modulo de Young é de 40 kPa (análise 1) o 

deslocamento vertical total da barra pelo peso próprio é de 0.25 m, e desta forma, 

quando o modulo é 400 kPa (análise 2) o deslocamento é 0.025 m 

 

2.5.2. 
Solução com MEF ï Método dos resíduos ponderados 

Para resolver com MEF pode-se escolher qualquer das formulações 

disponíveis na literatura, pois o resultado será o mesmo. Nesta secção 

demonstrou-se a formulação de resíduos ponderados. Na figura 2.5 descreve-se 

o modelo e o diferencial de elemento da coluna de solo que será analisado. 

 

Figura 2.5 Esquema da coluna de solo e diferencial de solo. 

 

Pode-se escrever então: 

„ὃ ὖ „
„

ὼ
Ὠὼὃ 

Sabendo que o peso do diferencial de solo, e a relação constitutiva são 

dados por: 

ὖ ὃὨὼ 

„ Ὁ‐ Ὁ
ό

ὼ
 

dx 

F1=0 

F2=Peso 

dx 

ů 

„
„

ὼ
ȢὨὼ 

p 
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Então a expressão fica da seguinte forma 

 

π ὃȢὨὼ ὃȢὉ
ό

ὼ
Ὠὼ 

E finalmente 

π 
ὉὨό

ὼ
 

Reescrevendo a última equação com a função R(x), que corresponde a 

função que deve-se minimizar. 

 

ὉὨό

ὼ
 Ὑ    Ƞ   έὲὨὩ ό ï ό ήόὥὲὨέ Ὑ  ï άὭὲὭάέ 

Então se faz a ponderação do resíduo R(x). 

 

ὙὼὡὨὼ π 

 

Onde ὡ  são as funções de ponderação, que segundo o método de 

Garlekin ὡ ὔ. Por tanto: 

 

᷿ ὙὼὔὨὼ ᷿ Ὁ ὔὨὼ 

᷿ Ὁ ὔὨὼ ᷿ Ὁ ὔὨὼ ᷿ ὔὨὼ 

 

Ŭ: 

 

 ᷿ Ὁ ὔὨὼ ᷿ Ὁ ȢὔὨὼ ᷿ Ὁ Ȣ Ὠὼ 

 

 

 Ὁ
ό

ὼ
Ȣ
ὔ

ὼ
Ὠὼ 

Ŭ ɓ 

Ŭ2 Ŭ1 
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ό

ὼ
ό
ὔ

ὼ
Ƞ            

ὔ

ὼ

ὔ

‚

‚

ὼ

ὔ

‚

ς

Љ
 

 Ὁό
ὔ

‚
Ȣ
ς

Љ
 
ὔ

‚
Ȣ
ς

Љ

Љ

ς
Ὠ‚

ςὉ

Љ
ό
ὔ

‚
Ȣ
ὔ

‚
Ὠ‚ 

Então: 


ςὉ

Љ

ụ
Ụ
Ụ
Ụ
ợ

ὔ

‚

ὔ

‚
Ὠ‚

ὔ

‚

ὔ

‚
Ὠ‚

ὔ

‚

ὔ

‚
Ὠ‚

ὔ

‚

ὔ

‚
Ὠ‚
Ứ
ủ
ủ
ủ
Ủ
ό
ό  

ὔ

‚
πȢυ     Ƞ      

ὔ

‚
πȢυ 

Portanto: 


Ὁ

Љ
ρ ρ
ρ ρ

ό
ό  

Enquanto: 

 Ὁ
ό

ὼ
ȢὔὨὼ 

 Ὁό ὔ  

 

A avaliação no contorno resulta Ŭ2=0. 

 ὔὨὼ
Љ

ς

ụ
Ụ
Ụ
Ụ
ợ ὔὨ‚

ὔὨ‚
Ứ
ủ
ủ
ủ
Ủ
Љ

ς
ρ
ρ

 

Portanto tem-se: 

π    

 

Esta equação é satisfeita para todo o modelo, então a sua montagem é 

dada por: 

 

!  !  



41 
 


τπ
ὑὔ
ά

πȢςά

ụ
Ụ
Ụ
Ụ
Ụ
ợ
ρ ρ π
ρ ς ρ
π ρ ς

π π π
π π π
ρ π π

π   π  ρ
π   π    π
π  π     π

     ς ρ π
    ρ ς ρ
   π ρ ρỨ

ủ
ủ
ủ
ủ
Ủ

     Ƞ     
ςπ
ὑὔ
ά
ὼπȢςά

ς

ụ
Ụ
Ụ
Ụ
Ụ
ợ
ρ
ς
ς
ς
ς
ρỨ
ủ
ủ
ủ
ủ
Ủ

  

ụ
Ụ
Ụ
Ụ
Ụ
ợ
ρ ρ π
ρ ς ρ
π ρ ς

π π π
π π π
ρ π π

π   π  ρ
π   π    π
π  π     π

     ς ρ π
    ρ ς ρ
   π ρ ρỨ

ủ
ủ
ủ
ủ
Ủ

ụ
Ụ
Ụ
Ụ
Ụ
ợ
ό
ό
ό
ό
ό
όỨ
ủ
ủ
ủ
ủ
Ủ

πȢπρά

ụ
Ụ
Ụ
Ụ
Ụ
ợ
ρ
ς
ς
ς
ς
ρỨ
ủ
ủ
ủ
ủ
Ủ

 

Resolvendo o sistema de equações para análise 1 e análise 2 e sabendo 

na condição de contorno o deslocamento no nó seis e zero (u6=0):  

 

Análise 1: 

ό

ụ
Ụ
Ụ
Ụ
Ụ
ợ
ό
ό
ό
ό
ό
όỨ
ủ
ủ
ủ
ủ
Ủ

ụ
Ụ
Ụ
Ụ
Ụ
ợ
πȢςυ
πȢςτ
πȢςρ
πȢρφ
πȢπω
πȢππỨ
ủ
ủ
ủ
ủ
Ủ

 m 

Análise 2: 

ό

ụ
Ụ
Ụ
Ụ
Ụ
ợ
ό
ό
ό
ό
ό
όỨ
ủ
ủ
ủ
ủ
Ủ

ụ
Ụ
Ụ
Ụ
Ụ
ợ
πȢπςυ
πȢπςτ
πȢπςρ
πȢπρφ
πȢππω
πȢπππỨ

ủ
ủ
ủ
ủ
Ủ

m 
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Figura 2.6 Deslocamento final dos nós da malha para análise 1. 

 

Na figura 2.6 mostra-se a distorção da malha de elementos finitos depois 

da aplicação da carga do peso próprio para análise 1. Na análise 2 acontece o 

mesmo. 

 

2.5.3. 
Solução com MEF - Conservação de quantidade de movimento 

Nesta seção foi resolvido o mesmo problema com a abordagem da 

conservação de quantidade de movimento. Para isso aplica-se a equação geral 

de conservação do quantidade de movimento. 

 

 

 

! ὔ᷿ ”ὔὨɱὥ  

! ὔ†ὨὛ! ὔ”ὫὨɱ ! ὄ„Ὠɱ 

 

Neste caso não tem-se forças de superficie, por tanto o primeiro termo da 

direita é zero. 

O procedimento da solução de conservação de quantidade de movimento 

resolve-se no domínio do tempo, sendo, portanto, um problema de natureza 

ʃ 

ʃ ʃᴂ 

1 

2 

3 

4 

5 

6 

0.25m 

0.24m 

0.21m 

0.16m 

0.09m 

1 

2 

3 

4 

5 

6 
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dinâmico. Logo, é preciso implementar um termo adicional, que represente o 

sistema amortecedor. portanto, a matriz de amortecimento é implementado: 

 

—ὥ —ὺ — —ᴂ 

 

Onde ɗ4 e a matriz amortecedora. 

ɗ1 : 

— ὃ — 

— ὔ ”ὔὨɱ 

Ὠɱ ὃὨὼ ὃ
Љ

ς
Ὠ‚ 

—
”ὃЉ

ς

ὔ
ὔ

ὔ ὔ Ὠ‚
”ὃЉ

ς

ὔ ὔὔ

ὔὔ ὔ
Ὠ‚ 

—
”ὃЉ

ς
 

ụ
Ụ
Ụ
Ụ
ợ ὔὨ‚ ὔὔὨ‚

ὔὔὨ‚ ὔὨ‚
Ứ
ủ
ủ
ủ
Ủ

 

—
”ὃЉ

ς
 
ςȾσ ρȾσ
ρȾσ ςȾσ

 

—
ς

ςωτσ
 
ς ρ
ρ ς

Ὧὔ

ά
ί 

 

ɗ2 : 

 

— ! — 

— ”Ὣ ὔ Ὠɱ 

—
”ὫὃЉ

ς
ὔ Ὠʊ

”ὫὃЉ

ς

πȢυ πȢυ‚
πȢυ πȢυ‚

Ὠ‚ 

—
”ὫὃЉ

ς
ρ
ρ

ςπ
ὑὔ

ά
ὼ
ρ

Ὣ
ὼὫὼςὼπȢπρά ὼπȢςάὼ

ρ

ς
ρ
ρ
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—
ρ

υπ
ρ
ρ
Ὧὔ 

 

ɗ4: 

 

Para a definição da matriz amortecedora considera-se o amortecimento de 

Rayleigh, que tem a forma que se mostra na seguinte equação. Onde  e  são 

números que indicam a velocidade como o sistema vai amortecer, chamados 

parâmetros de Rayleigh. 

 

— ὓ ὑ 

 

Para este caso foi escolhido arbitrariamente  πȢφυί  e  ρὼρπί. 

Lembrando que já se tem a matriz de massa: 

 

—
ς

ςωτσ
 
ς ρ
ρ ς

Ὧὔ

ά
ί 

Então se demonstra que a matriz de rigidez é dada por: 

 

ὑ
Ὁὃ

Љ
ρ ρ
ρ ρ

τππȢπρ

πȢς
ρ ρ
ρ ρ

 

 

— ὓ ὑ πȟφυὼ
ρ

ί
ὼ
ς

ςωτσ
ς ρ
ρ ς

ὑὔ

ά
ȢὛ

ρ

ρπππ
ίȢς

ρ ρ
ρ ρ

Ὧὔ

ά
 

—
ςȢψψσυ ρȢυυψσ
ρȢυυψσςȢψψσυ

Ὧὔ

ά
Ȣί 

 

Finalmente obtém-se: 

—ὥ —ὺ — —ᴂ 

 

Nesta última equação, a aceleração a, a velocidade v e a matriz —ᴂ , são 

variantes no tempo. 

Para resolver mediante conservação de quantidade de movimento sabe-

se que a solução é feita com incrementos de tempo. Em cada incremento de 

tempo se faz múltiplas iterações. Para este problema numérico, o incremento de 
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tempo será de 0.005 segundos escolhido arbitrariamente, onde as condições 

iniciais são: 

 

ό   Deslocamentos no tempo zero são nulos 

ὺ   Velocidades no tempo zero são nulos 

„   Esforços no tempo zero são nulos 

Ὂ   Forças no tempo zero são nulos 

 

Além disso, assume-se para o primeiro intervalo do tempo um valor para a 

velocidade nodal, que será modificada conforme a progressão das iterações. Tem-

se a velocidade no primeiro intervalo do tempo (ȹt=0.005 s) e a primeira iteração 

(i=1). 

 

ὺЎ πȢρ

ụ
Ụ
Ụ
Ụ
ợ
πȢρ
πȢρ
πȢρ
πȢρ
πȢρỨ
ủ
ủ
ủ
Ủ
ά

ί
 

Então seguindo o procedimento descrito na secção 2.1.3, e considerando 

‗ πȢυ. 

 

ЎόЎ πȢυὺЎ πȢυὺ Ўὸ 

Segue o cálculo dos incrementos de esforço com os incrementos de 

deslocamento. 

Ў‐Ў ὄ ЎόЎ      Ƞ    ὄ
ὔ

ὼ

ὔ

ὼ

ὼ

‚
    Ƞ    ὔ

πȢυ πȢυ‚
πȢυ πȢυ‚

 

Vale ressaltar que os incrementos de esforço são calculados 

independentemente para cada elemento, por isso neste caso tem-se uma matriz 

coluna de dois elementos. 

„Ў „ Ў„Ў      Ƞ     Ў„Ў Ὁɝ‐Ў  

Com os esforços calculados em cada elemento, calculou-se as forças 

internas em cada elemento, também disposta em uma matriz coluna de dois 

elementos. 

 

Ὂ ȟЎ ! Ὂ ȟ
ȟЎ  
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Ὂ ȟ
ȟЎ ὄ„Ў Ὠɱ 

Onde: 

ὄ
ὔ

‚

‚

ὼ

ὔ

‚

ς

Љ
πȢυ πȢυ

ς

πȢςά
υ υ

ρ

ά
 

Ὠɱ ὃὨὼ ὃ
Љ

ς
Ὠ‚ πȢπρά

πȢςά

ς
Ὠ‚ ρ ρπὨ‚ 

Então: 

Ὂ ȟ
ȟЎ υ

υ
„Ў ὼρὼρπ Ὠ‚ 

Ὂ ȟ
ȟЎ ρὼρπ

ρ
ρ
„Ў  

Conhecidas as forças internas de cada elemento o seguinte passo é fazer 

a montagem delas para que fique uma matriz de 5x1.  

 

Ὂ ȟЎ ! Ὂ ȟ
ȟЎ  

Portanto a somatória de forças é dada por: 

 

ὊЎ — Ὂ ȟЎ —ὺЎ  

Para encontrar a velocidade na segunda iteração, permanecendo no 

mesmo incremento do tempo (considerando ‗ πȢυ): 

 

ὺЎ ὺ — πȢυὊЎ πȢυὊ Ўὸ 

Desta forma, compara-se: 

ὺЎ 
          
ựựự ὺЎ  

Quando esses valores são muito similares, então a velocidade atingiu o 

valor para o primeiro incremento do tempo em n iterações. E, finalmente tem-se: 
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ὺЎ ὺЎ 

όЎ ό ЎόЎ  

„Ў „Ў  

ὊЎ ὊЎ 

Repete-se o mesmo procedimento para o segundo incremento de tempo. 

A solução converge quando o erro entre duas velocidades finais em dois 

incrementos de tempo consecutivos e pequeno. 

Este procedimento iterativo é complexo e demanda mais esforço 

computacional que a metodologia de MEF por resíduos ponderados, ou qualquer 

outro. Devido a isso, esta solução foi feita com auxílio do programa Microsoft 

Excel. A seguir apresenta-se os resultados dos deslocamentos ao final de cada 

iteração para diferentes tempos. 

 

t=0 

ό

ở

ỞỞ
ờ

π
π
π
π
π
πỢ

ỡỡ
Ỡ
ά 

t=0.005 

όȢ

ở

ỞỞ
ờ

φȢρὉ υ
φȢρὉ υ
φȢςὉ υ
υȢχὉ υ
φȢρὉ υ
π Ợ

ỡỡ
Ỡ
ά 

t=6.400 

όȢ

ở

ỞỞ
ờ

πȢςςχυ
πȢςρψυ
πȢρωρυ
πȢρτφτ
πȢπψςχ
π Ợ

ỡỡ
Ỡ
ά 

t=10.955 

ό Ȣ

ở

ỞỞ
ờ

πȢςτφψ
πȢςσφω
πȢςπχτ
πȢρυψρ
πȢπψωπ
π Ợ

ỡỡ
Ỡ
ά 
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t=28.800 

ό Ȣ

ở

ỞỞ
ờ

πȢςτωω
πȢςσωω
πȢςπωω
πȢρυωω
πȢπωππ
π Ợ

ỡỡ
Ỡ
ά 

 

É importante ressaltar que a metodologia de conservação de quantidade 

de movimento é um processo dinâmico, logo, se desenvolve no domínio do tempo. 

Se fez seguimento aos deslocamentos verticais do nó 1 (nó superior) antes de 

atingir o valor final para o problema de análise 1 e análise 2. 
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Figura 2.7 Deslocamento ao longo do tempo do nó superior para análise 1. 

 

 

Figura 2.8 Deslocamento ao longo do tempo do nó superior para análise 2. 

 

Percebe-se que para o tempo de aproximadamente 28.8 (depois de 5760 

incrementos de carga, mesmo antes) os valores de deslocamentos já se situam 

0.250 

0.025 
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muito perto dos resultados analíticos. Portanto, a solução foi atingida 

corretamente. 

 

2.5.4. 
Solução com MPM 

A malha fixa no MPM para este exemplo 1D foi feita com elementos de 

0.1m de comprimento com 11 nós e portanto 10 elementos finitos. Nesta 

implementação do MPM foram dois cenários: com 20 e 200 partículas. O objetivo 

é mostrar a influência do número de partículas na solução. A malha sempre é fixa 

com 11 nós e 10 elementos. 

 

 

Figura 2.9 (a) Configuração inicial com 20 Partículas. (b) Configuração inicial 

com 200 partículas (c) Vista detalhada das primeiras 20 partículas do elemento entre os 

nodos 1 e 2 quando se faz a análise com 200 partículas no tempo zero. 

 

Similarmente à analises feita com MEF pela metodologia de conservação 

de quantidade de movimento se fez o rastreio da partícula P1 (partícula superior) 

da modelagem com 20 partículas e com 200 partículas, para análise 1 e análise . 

MPM é dinâmico, portanto tem desenvolvimento no domínio do tempo. Se 

fez analises com diferentes incrementos do tempo: 0.01s, 0.005s, 0.0005s e 0.00005s 

para as análises 1 e 2. Ver a seguinte figura resumo. 

Condiçao inicial com 20 particulas

Nodo 1
P1

P2
Nodo 2

Nodo 10

Nodo 11

P1=Particula 1

P5

P6

P3

P4

P7

P8

P9

P10

P11

P12

P13

P14

P15

P16

P17

P18

P19

P20

Nodo 3

Nodo 5

Nodo 7

Nodo 9

Nodo 8

Nodo 6

Nodo 4

Condiçao inicial com 200 particulas

Nodo 1

Nodo 2

=Particula

Nodo 10

Nodo 11

Nodo 3

Nodo 5

Nodo 7

Nodo 9

Nodo 8

Nodo 6

Nodo 4

Nodo 1
P1

P2

P3

P4

P5

P6

P7

P8

P9

P10

P11

P12

P13

P14

P15

P16

P17

P18

P19

P20
Nodo 2

Nó 

Nó 

Nó 

Nó 

Nó 

Nó 

Nó 

Nó 

Nó 

Nó 

a) b) c) 

Nó 

Nó 

Nó 

Nó 

Nó 

Nó 

Nó 

Nó 

Nó 

Nó 

Nó 

Nó 

Nó 

Nó 
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Figura 2.10 Esquema de distribuição das análises para a coluna de solo feito 

com MPM. 

 

A partir deste ponto, a solução será detalhada para 20 partículas com 

incremento de tempo de 0.005 segundos. No caso de 200 partículas é o mesmo 

procedimento. 

 

0.01s

0.005s

Análise 1 0.0005s

E=40kPa 0.00005s

20

Partículas

Análise 2 0.01s

E=400kPa 0.005s

0.0005s

0.00005s

MPM

0.01s

0.005s

Análise 1 0.0005s

E=40kPa 0.00005s

200

Partículas

Análise 2 0.01s

E=400kPa 0.005s

0.0005s

0.00005s

ȹt =

ȹt =

ȹt =

ȹt =



52 
 

 

Figura 2.11 Posições iniciais das partículas Pn e Pm em coordenadas locais e 

coordenadas globais. 

 

a. Matriz da massa 

ὓ ! ὓ  

 

Para o tempo zero: 

ὓ ! ὓ  

ά ɱ” ”
ρ

ὲ
Ὠɱ 

ά ”
ρ

ς
Ὠɱ  

”

ς

ὃὰ

ς
Ὠ‚

”ὃὰ

ς

ρ

ωψρ

Ὧὔί

ά
 

 

Então a massa nos nós: 

ά ά ὔ ‚  

Esta equação significa que a massa das partículas no interior da malha 

são definidas temporalmente nos nós da seguinte forma. 

 

ά ά ὔ ‚ Ȣ 

 

Pn 

Pm 

-0.5 

0.5 

-1 

+1 

xi 

xi+1 
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A massa da partícula 1 p1 é multiplicada pela função de forma do nó 1 

avaliada na posição da partícula  1 e esta é somada com a massa da partícula 2 

multiplicada pela função de forma no nó 1 avaliada na posição da partícula 2. 

 

ά ά ὔ ‚ ά ὔ ‚  

Como a massa das partículas é a mesma tem-se: 

 

ά ά ὔ ‚ ὔ ‚  

ά
ρ

ωψρ

ὯὔȢί

ά
πȢυ πȢυ‚ Ȣ πȢυ πȢυ‚ Ȣ  

ά
ρ

ωψρ

ὑὔȢὛ

ά
 

 

Desta mesma forma se faz para todos os demais nós. E para este caso 

tem-se 11 valores de massa nodal. 

 

ά ά ὔ ‚ ὔ ‚  =  
Ȣ

 

ά ά ὔ ‚ ὔ ‚  = 
Ȣ

 

ể 

ά ά ὔ ‚ ὔ ‚  = 
Ȣ

 

Desta forma definiu-se a matriz de massa no tempo zero. 

 

ὓ
ρ

ωψρ

ụ
Ụ
Ụ
Ụ
Ụ
Ụ
ợ
ρ π π
π ς π
π π ς

Ễ π

ể Ệ ể

π Ễ
ς π π
π ς π
π π ρỨ

ủ
ủ
ủ
ủ
ủ
Ủ

ὯὔȢί

ά
 

 

b. Mapeamento de quantidade de movimento das partículas, para os nós 

de acordo com a função de interpolação. 

ὓὺ ! — 
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— ά ὔ ‚ ὺ 

Esta última expressão é feita para cada elemento. 

— ά ὔ ‚ ὺ 

— ά ὔ ‚ ὺ ά ὔ ‚ ὺ  

— ά
πȢυ πȢυ‚
πȢυ πȢυ‚ Ȣ

 π  
πȢυ πȢυ‚
πȢυ πȢυ‚ Ȣ

 π 

—
π
π
Ὧὔί 

Portanto as velocidades nodais para este tempo são calculadas por: 

 

ὺ π
ά

ί
 

 

c. Somatória de forças 

Neste caso não se tem forças de superfície. Aqui vai se descrever as forças 

de gravidade, forças internas e forças amortecedoras.  

 

Em relação às forças de gravidade:  

Ὂ ȟ ! Ὂ
ȟ
 

Ὂ
ȟ

ὔ ‚ Ὢ  

Onde, 

Ὢ ά Ὣ
ρ

ρππ
Ὧὔ 

 

Ὂ
ȟ
ὔ ‚ Ὢ ὔ ‚ Ὢ  

Ὂ
ȟ ρ

ρππ
Ὧὔ

πȢυ πȢυ‚
πȢυ πȢυ‚ Ȣ

 
πȢυ πȢυ‚
πȢυ πȢυ‚ Ȣ
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Ὂ
ȟ ρ

ρππ
ρ
ρ
Ὧὔ 

 

Portanto a matriz geral de forças de gravidade é dada por: 

Ὂ ȟ
ρ

ρππ

ụ
Ụ
Ụ
Ụ
Ụ
ợ
ρ
ς
ς
ể
ς
ς
ρỨ
ủ
ủ
ủ
ủ
Ủ

Ὧὔ 

Para as forças internas: 

Ὂ ȟ ! Ὂ ȟ 

Ὂ ȟ ὄ ‚ „ɱ  

Ὂ ȟ ὄ ‚ „ɱ  

Ὂ ȟ ὄ ‚ ʎ ɱ ὄ ‚ ʎ ɱ  

ὄ
ὔ

ὼ

ὔ

‚

‚

ὼ

ὔ

‚

ς

Љ
ᴼὄ

ρπ
ρπ

ρ

ά
 

ʎ π
Ὧὔ

ά
 

 

Então: 

 

Ὂ ȟ

ụ
Ụ
Ụ
ợ
π
π
ể
π
πỨ
ủ
ủ
Ủ

Ὧὔ 

 

Sendo conhecidas as forças externas e as forças internas, precisa-se 

desenvolver também as forças amortecedoras.  

 

Ὂ ȟ ὓ ὑ ὺ 

ὑ ὄ ὅ ὄὨɱ     Ƞ     ὑ ! Ὧ  
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Ὧ ὄ ‚ Ὁὄ‚ ɱ  

ὑ ὄ ‚ ὉȢὄ‚
ά

”
ὄ ‚ ὉȢὄ‚

ά

”
 

ὑ ς
ρπ
ρπ

ρπρπ
τπ

ωψρ

ωȢψρ

ςπ

Ὧὔ

ά
 

ὑ τ
ρ ρ
ρ ρ

Ὧὔ

ά
 

 

Portanto fazendo a montagem: 

 

ὑ τ

ụ
Ụ
Ụ
Ụ
Ụ
Ụ
ợ
ρ ρ π
ρ ς ρ
π ρ ς

Ễ π

ể Ệ ể

π Ễ
ς ρ π
ρ ς ρ
π ρ ρỨ

ủ
ủ
ủ
ủ
ủ
Ủ

Ὧὔ

ά
 

 

E lembrando a matriz de massa: 

 

ὓ
ρ

ωψρ

ụ
Ụ
Ụ
Ụ
Ụ
Ụ
ợ
ρ π π
π ς π
π π ς

Ễ π

ể Ệ ể

π Ễ
ς π π
π ς π
π π ρỨ

ủ
ủ
ủ
ủ
ủ
Ủ

ὯὔȢί

ά
 

 

Ὂ ȟ ὓ ὑ ὺ 

 πȢφυί  e  ρὼρπί. 

 

Ὂ ȟ ὓ ὑ ὺ 

Como a velocidade nodal no tempo inicial é zero, então a força 

amortecedora nesse passo de tempo é nula também. 
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Ὂ ȟ

ụ
Ụ
Ụ
ợ
π
π
ể
π
πỨ
ủ
ủ
Ủ

Ὧὔ 

 

d. Equação para o cálculo das acelerações nodais no tempo t 

ὓὥ Ὂ ȟ Ὂ ȟ Ὂ ȟ Ὂ ȟ 

 

 

ὓὥ Ὂ ȟ 

 

ρ

ωψρ

ụ
Ụ
Ụ
Ụ
Ụ
Ụ
ợ
ρ π π
π ς π
π π ς

Ễ π

ể Ệ ể

π Ễ
ς π π
π ς π
π π ρỨ

ủ
ủ
ủ
ủ
ủ
Ủ

ὯὔȢί

ά

ụ
Ụ
Ụ
Ụ
Ụ
ợ
ὥ
ὥ
ὥ
ể
ὥ
ὥ
ὥ Ứ
ủ
ủ
ủ
ủ
Ủ

Ὂ ȟ
ρ

ρππ

ụ
Ụ
Ụ
Ụ
Ụ
ợ
ρ
ς
ς
ể
ς
ς
ρỨ
ủ
ủ
ủ
ủ
Ủ

Ὧὔ 

 

ὥ

ụ
Ụ
Ụ
Ụ
Ụ
ợ
ὥ
ὥ
ὥ
ể
ὥ
ὥ
ὥ Ứ
ủ
ủ
ủ
ủ
Ủ

ωȢψρ

ụ
Ụ
Ụ
Ụ
Ụ
ợ
ρ
ρ
ρ
ể
ρ
ρ
πỨ
ủ
ủ
ủ
ủ
Ủ

ά

ί
 

 

Pode-se ver que a aceleração no nó 11 e zero pois é uma condição de 

contorno, portanto a velocidade e deslocamento nesse nó são zero também. 

 

e. Cálculo das velocidades das partículas no seguinte intervalo de tempo 

a partir das acelerações nodais no tempo t. 

 

ὺ ό ὸὔ ‚ ὥ 

ὺȟ π ɝὸὔ ‚ ὥ 

Portanto existem 20 partículas, e assim, 20 valores de velocidade 

no tempo (t+ȹt). 

 

zero 
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ὺȟ πȢππυ ὔ ‚ ὥ ὔ ‚ ὥ  

ὺȟ πȢππυ πȢυ πȢυ‚ Ȣὼ ωȢψρ πȢυ πȢυ‚ Ȣ  ωȢψρ πȢπτωπυ
ά

ί
 

ὺȟ πȢππυ πȢυ πȢυ‚ Ȣὼ ωȢψρ πȢυ πȢυ‚ Ȣ  ωȢψρ πȢπτωπυ
ά

ί
 

ὺȟ πȢππυ πȢυ πȢυ‚ Ȣὼ ωȢψρ πȢυ πȢυ‚ Ȣ  ωȢψρ πȢπτωπυ
ά

ί
 

ể 

ể 

 

ὺȟ πȢππυ πȢυ πȢυ‚ Ȣὼ ωȢψρ πȢυ πȢυ‚ Ȣ  π πȢπσφψπ
ά

ί
 

ὺȟ πȢππυ πȢυ πȢυ‚ Ȣὼ ωȢψρ πȢυ πȢυ‚ Ȣ  π πȢπρςσπ
ά

ί
 

Por tanto: 

 

ὺȢ

ụ
Ụ
Ụ
Ụ
Ụ
Ụ
ợ
πȢπτωπυ
πȢπτωπυ
πȢπτωπυ
πȢπτωπυ
ể

πȢπσφψπ
πȢπρςσπỨ

ủ
ủ
ủ
ủ
ủ
Ủ

ά
ίϳ 

 

f. Cálculo das velocidades nodais. Con as velocidades das partículas no 

tempo (t+ȹt), novamente interpola-se para obter as velocidades dos nós 

no tempo (t+ȹt). 

 

ὓὺ Ў ! — 

 

— ά ὔ ‚ ὺ Ў 

— ά ὔ ‚ ὺȢ ά ὔ ‚ ὺȢ  

— ά
πȢυ πȢυ‚
πȢυ πȢυ‚

Ȣ

 πȢπτωπυ 
πȢυ πȢυ‚
πȢυ πȢυ‚

Ȣ

 πȢπτωπυυ ρπ
ρ
ρ
Ὧὔί 

— ά
πȢυ πȢυ‚
πȢυ πȢυ‚

Ȣ

 πȢπτωπυ 
πȢυ πȢυ‚
πȢυ πȢυ‚

Ȣ

 πȢπτωπυ υ ρπ
ρ
ρ
Ὧὔί 
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— ά
πȢυ πȢυ‚
πȢυ πȢυ‚

Ȣ

 πȢπτωπυ 
πȢυ πȢυ‚
πȢυ πȢυ‚

Ȣ

 πȢπτωπυυ ρπ
ρ
ρ
Ὧὔί 

ể 

— ά
πȢυ πȢυ‚
πȢυ πȢυ‚

Ȣ

 πȢπσφψ 
πȢυ πȢυ‚
πȢυ πȢυ‚

Ȣ

 πȢπρςσρ ρπ
σȢρςχτ
ρȢψχψχ

Ὧὔί 

 

Realizando a montagem dela e resolvendo obtém-se as velocidades nodais. 

ὺȢ

ụ
Ụ
Ụ
Ụ
Ụ
ợ
πȢπτωρ
πȢπτωρ
πȢπτωρ
ể

πȢπσωω
πȢππππỨ

ủ
ủ
ủ
ủ
Ủ

ά

ί
 

 

g. Cálculo de deslocamento. Usando as velocidades nodais no tempo (t+ȹt) 

são obtidos os deslocamentos nodais. 

 

Ўό Ўὸὺ  

 

ЎόȢ ρ ρπ

ụ
Ụ
Ụ
Ụ
Ụ
ợ
πȢςτυσ
πȢςτυσ
πȢςτυσ
ể

πȢρωωσ
πȢππππỨ

ủ
ủ
ủ
ủ
Ủ

ά 

 

h. Cálculo de deformações. Com o incremento de deslocamentos são 

calculados o aumento das deformações. Este cálculo é feito 

separadamente para cada elemento. 

 

Ў‐ ὄ‚ Ўό  

 

Ў‐ ρπρπ
ρ

ά
πȢςτυσ
πȢςτυσ

ρπά π 

Ў‐ ρπρπ
ρ

ά
πȢςτυσ
πȢςτυσ

ρπά π 

ể 

Ў‐ ρπρπ
ρ

ά
πȢςτυσ
πȢςτυσ

ρπά π 

Ў‐ ρπρπ
ρ

ά
πȢςτυσ
πȢρωωσ

ρπά τȢφ ρπ  
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Ў‐ ρπρπ
ρ

ά
πȢςτυσ
πȢρωωσ

ρπά τȢφ ρπ  

Ў‐ ρπρπ
ρ

ά
πȢρωωσ
πȢπππ

ρπά ρωȢωσρπ  

Ў‐ ρπρπ
ρ

ά
πȢρωωσ
πȢπππ

ρπά ρωȢωσρπ  

 

Ў‐ǶȢ

ụ
Ụ
Ụ
Ụ
Ụ
ợ
π
ể
π
τȢφ
τȢφ
ρωȢωσ
ρωȢωσỨ

ủ
ủ
ủ
ủ
Ủ

ρπάίϳ     Ƞ     Ὁ τπ
Ὧὔ

ά
 

Ў„Ȣ

ụ
Ụ
Ụ
Ụ
Ụ
ợ
π
ể
π
πȢπρψτ
πȢπρψτ
πȢπχωρ
πȢπχωρỨ

ủ
ủ
ủ
ủ
Ủ

Ὧὔ

ά
    Ƞ     „

ụ
Ụ
Ụ
Ụ
Ụ
ợ
π
ể
π
π
π
π
πỨ
ủ
ủ
ủ
ủ
Ủ

Ὧὔ

ά
   

„Ȣ

ụ
Ụ
Ụ
Ụ
Ụ
ợ
π
ể
π
πȢπρψτ
πȢπρψτ
πȢπχωρ
πȢπχωρỨ

ủ
ủ
ủ
ủ
Ủ

Ὧὔ

ά
     

 

i. Volume e densidade. No MPM a massa das partículas não muda com o 

tempo, entretanto o volume muda e a densidade também. 

 

ɱ ρ Ў‐ ȟ ɱ  

E segundo a teoria da elasticidade: 

Ў‐  Ў‐ Ў‐ Ў‐      Ƞ     Ў‐ Ў‐ ‡ Ў‐  

Ў‐ ȟ
Ȣ Ў‐ ρ ς‡

ụ
Ụ
Ụ
Ụ
Ụ
ợ
π
ể
π
ρȢψτ
ρȢψτ
χȢωχ
χȢωχỨ
ủ
ủ
ủ
ủ
Ủ

ρπ  

Por outro lado: 

ɱ
ά

”
 

ɱ
ρ
ωψρ

ςπ
ωȢψρ

  O   ɱ υ ρπά   O   ɱ υ ρπ  
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Sabendo as deformações em cada partícula no tempo (t+ȹt) tem-se: 

 

ɱȢ ρ Ў‐ ȟ
Ȣ ɱ  

 

ɱȢ

ụ
Ụ
Ụ
Ụ
Ụ
Ụ
ợ
υȢππππ
ể

υȢππππ
τȢωωωρ
τȢωωωρ
τȢωωφπ
τȢωωφπỨ

ủ
ủ
ủ
ủ
ủ
Ủ

ρπά  

 

Devido à mudança de volume, também é alterada a densidade que é 

verificada pela equação: 

”
”

ρ Ў‐ ȟ

 

 

”Ȣ
”

ρ Ў‐ ȟ
Ȣ

 

 

”Ȣ

ụ
Ụ
Ụ
Ụ
Ụ
ợ
ςȢπσψχ
ể

ςȢπσψχ
ςȢπσωρ
ςȢπσωρ
ςȢπτπσ
ςȢπτπσỨ

ủ
ủ
ủ
ủ
Ủ

Ὧὔί

ά
 

 

j. As novas posições das partículas são atualizadas: 

 

ό ό ὔ ‚ Ўό  

ὼ ὼ ὔ ‚ Ўό  

όȟ ό  ὔ ‚ ɝόȢ ὔ ‚ ɝόȢ  

όȟ πȢυ πȢυ‚ Ȣ πȢςτυσπȢυ πȢυ‚ Ȣ πȢςτυσȢρπ ςȢτυσρπά 

όȟ πȢυ πȢυ‚ Ȣ πȢςτυσπȢυ πȢυ‚ Ȣ πȢςτυσȢρπ ςȢτυσρπά 

ể 
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όȟ πȢυ πȢυ‚ Ȣ πȢςτυσπȢυ πȢυ‚ Ȣ πȢρωωσȢρπ ςȢσσψρπά 

όȟ πȢυ πȢυ‚ Ȣ πȢςτυσπȢυ πȢυ‚ Ȣ πȢρωωσȢρπ ςȢρπψρπά 

όȟ πȢυ πȢυ‚ Ȣ πȢρωωσπȢυ πȢυ‚ Ȣ πȢρπ ρȢτωυρπά 

όȟ πȢυ πȢυ‚ Ȣ πȢρωωσπȢυ πȢυ‚ Ȣ πȢρπ πȢτωψσρπά 

όȢ

ụ
Ụ
Ụ
Ụ
Ụ
Ụ
ợ
ςȢτυσ
ể

ςȢτυσ
ςȢσσψ
ςȢρπψ
ρȢτωυ
πȢτωψỨ

ủ
ủ
ủ
ủ
ủ
Ủ

ρπ  

 

ὼ

ụ
Ụ
Ụ
Ụ
Ụ
Ụ
Ụ
Ụ
Ụ
Ụ
Ụ
Ụ
Ụ
Ụ
Ụ
Ụ
Ụ
Ụ
ợ
πȢπςυ
πȢπχυ
πȢρςυ
πȢρχυ
πȢςςυ
πȢςχυ
πȢσςυ
πȢσχυ
πȢτςυ
πȢτχυ
πȢυςυ
πȢυχυ
πȢφςυ
πȢφχυ
πȢχςυ
πȢχχυ
πȢψςυ
πȢψχυ
πȢωςυ
πȢωχυỨ

ủ
ủ
ủ
ủ
ủ
ủ
ủ
ủ
ủ
ủ
ủ
ủ
ủ
ủ
ủ
ủ
ủ
Ủ

ά    ᵼ      ὼȢ

ụ
Ụ
Ụ
Ụ
Ụ
Ụ
Ụ
Ụ
Ụ
Ụ
Ụ
Ụ
Ụ
Ụ
Ụ
Ụ
Ụ
Ụ
ợ
πȢπςυςτυσ
πȢπχυςτυσ
πȢρςυςτυσ
πȢρχυςτυσ
πȢςςυςτυσ
πȢςχυςτυσ
πȢσςυςτυσ
πȢσχυςτυσ
πȢτςυςτυσ
πȢτχυςτυσ
πȢυςυςτυσ
πȢυχυςτυσ
πȢφςυςτυσ
πȢφχυςτυσ
πȢχςυςτυσ
πȢχχυςτυσ
πȢψςυςσσψ
πȢψχυςρπψ
πȢωςυρτωυ
πȢωχυπτωψỨ

ủ
ủ
ủ
ủ
ủ
ủ
ủ
ủ
ủ
ủ
ủ
ủ
ủ
ủ
ủ
ủ
ủ
Ủ

ά     

 

Finalmente, o processo se repete até que os resultados dos 

deslocamentos não apresentem variação. Como foi mencionado anteriormente, 

as análises foram feitas com 20 e 200 partículas, através de um código criado no 

programa MATLAB. 

Do seguimento dos deslocamentos ao longo do tempo da partícula P1 

(superior) da modelagem com 20 partículas e com 200 partículas, para os dois 

tipos de análises tem-se o seguinte. 

 

Modelagem com 20 partículas: 

Nas seguintes figuras pode-se ver o desenvolvimento dos deslocamentos 

verticais da partícula P1 ao longo do tempo até atingir o valor final da análise. 
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Nelas mostram-se os resultados das analises feitas com diferentes incrementos 

de tempo. 

Na Figura 2.12 corresponde à análise 1 onde o resultado mais aproximado 

ao analítico corresponde ao incremento de tempo de 0.00005 segundos. Nesta 

análise o resultado mediante o MPM foi 0.408 m por tanto o erro em relação ao 

resultado analítico (0.25 m) foi 63%. Na Figura 2.13 para análise 2 o resultado 

mediante o MPM foi de 0.059 m, sendo o erro em relação ao resultado analítico 

(0.025 m) de 136%. 

 

 

Figura 2.12 Análises com 20 partículas (análise 1) para diferentes intervalos de 

tempo na solução. 

 

0.250m 

0.408m 

0.426m 

0.474m 

0.622m 



64 
 

 

Figura 2.13 Análises com 20 partículas (análise 2) para diferentes intervalos de 

tempo na solução. 

 

Modelagem com 200 partículas: 

Similarmente que as figuras geradas da analise com 20 partículas pode-

se ver o desenvolvimento dos deslocamentos verticais da partícula P1 ao longo 

do tempo até atingir o valor final da análise. 

A Figura 2.14 corresponde à análise 1 onde o resultado mais aproximado 

ao analítico corresponde ao incremento de tempo de 0.00005 segundos. Para esta 

mesma análise o resultado mediante o MPM foi de 0.272 m por tanto o erro em 

relação ao resultado analítico (0.25 m) foi 8.8%. No análise 2 (Figura 2.15) o 

resultado mediante o MPM foi de 0.029 m, sendo o erro em relação ao resultado 

analítico (0.025 m) de 16%. 

 

0.025m 

0.059m 0.060m 

0.061m 

0.061m 



65 
 

 
Figura 2.14 Análises com 200 partículas (análise 1) para diferentes intervalos de 

tempo na solução. 

 

 

Figura 2.15 Análises com 200 partículas (análise 2) para diferentes intervalos de 

tempo na solução. 

0.250m 

0.278m 

0.025m 

0.029m 

0.272m 

0.333m 

0.433m 

0.029m 0.030m 0.031m 
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Para as duas analises de MPM (20 e 200 partículas) se fez a comparação 

dos resultados mais próximos ao analítico (incremento de tempo de 0.00005 

segundos para cada um deles) com o resultado de MEF nos casos das análises 1 

e 2. 

 

 

Figura 2.16 Comparação de MEF com MPM (análise 1). 

 

 

Figura 2.17 Comparação de MEF com MPM (análise 2). 

 

0.250m 

0.272m = 109% 

0.408m = 163% 

0.025m 

0.029m = 116% 

0.059m = 236% 
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Adicionalmente, a modelagem é feita com a programação no C++ baseado nas 

formulações matemáticas descrevidos detalhadamente neste capítulo. Esta 

codificação foi feita por Muller e Vargas (2014). A coluna (1D) de solo foi feita 

simplificadamente na implementação de Muller em 2D. As dimensões do modelo 

foram 1m na direção vertical é 0.1m na direção horizontal. Com o objetivo de 

simular este problema 1D na codificação em 2D considerou-se relação de Poisson 

perto do cero, por tanto as deformações nas laterais são quase zero. O número 

de partículas no modelo são 10x100 (horizontalxvertical). O resultado é o seguinte: 

 

          

Figura 2.18 Resultado dos deslocamentos verticais em metros para (a) análise 1 e (b) 

análise 2. 

 

 

 

 

 

  

a) b) 
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3 
Material point Method - Acoplado 

Não é incomum encontrar problemas geotécnicos que envolvam 

problemas sólidos e fluidos de forma acoplada. O objetivo deste capítulo é 

entender o conhecimento de MPM para problemas acoplados, onde a velocidade 

dos fluidos e dos sólidos são as principais variáveis. 

 

3.1. 
Conceitos preliminares 

3.1.1. 
Esforço efetivo 

De acordo com os conceitos de esforço efetivo para solos saturados, o 

esforço total ůij  é decomposto em esforços efetivos, ůôij e pressão de poros através 

da seguinte expressão. 

 

„ „ᴂ ὴ      3.1 

 

3.2. 
Modelo hidromecânico para solos saturados 

Para solos em condição saturada são apresentados as equações 

governantes: conservação de massa, conservação de quantidade de movimento, 

e a relação constitutiva. 

 

3.2.1. 
Conservação de massa 

A equação de conservação de massa na fase sólida e líquida pode ser 

escrita da seguinte forma. 

 

ρ ὲ′ ρ ὲ′ὺ π   3.2 
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ὲ′ ὲ′ύ π    3.3 

ὲ é a porosidade. 

 

Considerando o grão solido incompressível desenvolve-se as equações 

mencionadas anteriormente 

 

ρ ὲ π    3.4 

ὲ ′ ὲ′ π   3.5 

 

Substituindo a equação 3.4 na equação 3.5 para eliminar a variação da 

porosidade no tempo tem-se: 

 

ὲ ′ ρ ὲ ὲ′ π  3.6 

 

A água é considerada linearmente compressível. Por causa disso a 

densidade e linearmente variável com a poropressão conforme o módulo 

volumétrico da água. 

     3.7 

 

Substituindo a equação 3.7 na equação 3.6 tem-se: 

 

 ρ ὲ ὲ     3.8 

 

3.2.2. 
Conservação de quantidade de movimento 

A conservação de quantidade de movimento na fase sólida pode ser 

expressa da seguinte forma:      
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ρ ὲ′
Ὠὺ

Ὠὸ

„

ὼ
ρ ὲ

ὴ

ὼ
ρ ὲ′Ὣ

ὲ′Ὣ

Ὧ
ύ ὺ

π 

  3.9 

Onde K é a permeabilidade hidráulica que pode ser expressa em termos 

de permeabilidade de Darcy. 

ὑ Ὧ     3.10 

 

A conservação de quantidade de movimento da fase liquida: 

 

ὲ′ ὲ  ὲ′Ὣ ύ ὺ π  3.11 

 

Adicionando a equação de conservação de movimento de sólidos 

(equação 3.9) à equação de conservação de movimento de líquidos 

(equação 3.11) se tem a equação de conservação de movimento do solosaturado: 

 

ρ ὲ′ ὲ′ ′Ὣ   3.12 

 

3.2.3. 
Relação constitutiva  

As relações constitutivas são as mesmas que para a fase sólida, entretanto 

estas são expressas em termos de esforços efetivos. 

 

3.3. 
Revisão numérica de problemas em duas fases 

Existem diferentes formulações que representam o comportamento nas 

duas fases (solida e liquida): 

 

Formulação  v ï p  velocidade de sólidos ï poropressão  

Formulacão  v ï w velocidade de sólidos ï velocidade dos líquidos 

 

Estas formulações representam adequadamente a propagação das ondas 

nos meios; entretanto v-p não mostra a resposta adequada frente a cargas 
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dinâmicas, e por isso utiliza-se a formulação v-w no MPM. Esta formulação 

apresenta quatro variáveis desconhecidas que são: a velocidade na fase dos 

sólidos vi, na fase liquida wi, poropressão p, e o esforço efetivo ůôij. 

As velocidades são calculadas nos nós, enquanto que a poropressão e os 

esforços são calculados mediante os pontos de gauss (MEF) e nas partículas 

(MPM). A sequência de solução das variáveis desconhecidas começa com o 

cálculo da velocidade na fase liquida a partir de a sua equação de conservação 

de quantidade de movimento. 

 

′  ′Ὣ ύ ὺ    3.13 

 

Conhecida a velocidade na fase liquida, tem-se a velocidade na fase solida 

com a equação de conservação de quantidade de movimento nas duas fases. 

 

ρ ὲ′ ὲ′ ′ Ὣ   3.14 

 

A equação de conservação da massa e usado para o cálculo do poro 

pressão. 

 ρ ὲ ὲ    3.15 

 

Enfim a relação constitutiva e usada para o cálculo dos esforços efetivos. 

 

3.4. 
Elementos finitos para a formulação v - w 

Desde a perspectiva lagrangiana aqui considera-se os algoritmos para 

resolver. 

 

3.4.1. 
Condições de contorno e condições iniciais 

Com relação ao domínio se deve cumprir a seguinte condição. 

 

ɱ ɱ ᷾ɱ ɱ ᷾ɱ     3.16 
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Onde o domínio de subscrito w é a velocidade prescrita na fase líquida. O 

subscrito p é a pressão prescrita na mesma fase. O subscrito u é a velocidade 

prescrita na fase solida, em tanto que o subscrito † é o esforço aplicado no 

contorno. As seguintes condições deveriam ser satisfeitas. 

 

ɱ ᷾ɱ  ɲ  Ὡ   ɱ ᷾ɱ  ɲ    3.17 

 

As condições de contorno de velocidade para as duas fases pode ser 

escrita da seguinte forma: 

 

ὺὼȟὸ ὠὸ  ὲέ  ɱ ὸ    3.18 

ύ ὼȟὸ ὡ ὸ  ὲέ  ɱ ὸ    3.19 

 

En relação ao esforço no contorno e poropressão. 

 

„ ὼȟὸὲ †ὼȟὸ   ὲέ  ɱ ὸ    3.20 

ὴὼȟὸὲ ὴӶὼȟὸ   ὲέ  ɱ ὸ    3.21 

 

As condições de velocidade para as duas fases: 

 

ὺὼȟὸ ὠ ȟ    ύ ὼȟὸ ὡ    3.22 

 

As condições iniciais de esforço total e poropressão para as duas fases: 

 

„ ὼȟὸ „   Ὡ  ὴὼȟὸ ὴ    3.23 

 

3.4.2. 
Formulação geral 

Escrevendo-se de forma geral a equação de conservação de quantidade 

de movimento par as duas fases. 

 

ὸǶ′
ύ

Ὠὸ
Ὠɱ ὸǶ

ὴ

ὼ
Ὠɱ ὸǶ ′ὫὨɱ  

᷿ ὸǶ ύ ὺ Ὠɱ  



73 
 

3.24 

 

᷿ ὸǶρ ὲ′ Ὠɱ ᷿ ὸǶὲ′ Ὠɱ ᷿ ὸǶ Ὠɱ

᷿ ὸǶ ὲ′ ὫὨɱ   

3.25 

 

Aplicando o teorema divergente e depois considerando as forcas de 

superfície nas duas equações anteriores tem-se. 

 

ὸǶ′
Ὠύ

Ὠὸ
Ὠɱ ὸǶὴӶὨὛ

ὸǶ

ὼ
ὴὨɱ ὸǶ ′ὫὨɱ 

᷿ ὸǶ ύ ὺ Ὠɱ  

3.26 

 

ὸǶρ ὲ′
Ὠὺ

Ὠὸ
Ὠɱ ὸǶὲ′

Ὠύ

Ὠὸ
Ὠɱ ὸǶ†ὨὛ 

᷿ „Ὠɱ ᷿ ὸǶ ′ ὫὨɱ  

3.27 

 

3.4.3. 
Discretização no espaço 

O procedimento para a discretização no espaço é o mesmo que se utiliza 

para elementos finitos, com o mesmo critério das funções de forma. 

 

ὺὼȟὸ ὔὼὺὸ    3.28 

ύὼȟὸ ὔὼύὸ    3.29 

ὸǶὼȟὸ ὔὼ◄ὸ       3.30 

 

Fazendo a substituição de isto nas equações anteriores tem-se: 
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᷿ ὔ′ὔὥὨɱ ᷿ ὔὴӶὨὛ ᷿ ὄὨɱ ᷿ ὔ′ὫὨɱ

᷿ ὔ ὔύ ὺὨɱ  3.31 

 

᷿ ὔ ρ ὲ′ὔὥὨ  ᷿ ὔὲ′ὔὥὨɱ ᷿ ὔ†Ὠ3

᷿ ὄ„Ὠɱ ᷿ ὔ′ ὫὨɱ  3.32 

 

O vetor aw contém as acelerações nodais da fase do agua, ὴӶ e a vetor da 

poropressão prescrita, e  é definido da seguinte forma. 

 

 ρ ρ ρ π π π    3.33 

 

Das formulações anteriores se conclui as equações de conservação de 

quantidade de movimento para fase solida e liquida, expressadas da seguinte 

maneira. 

 

ὃ ᷿ ὔ ′ ὔ Ὠɱ ὥ ὃ ᷿ ὔ ὴӶ Ὠ3

ὃ ᷿ ὔ ′Ὣ Ὠɱ ὃ ᷿ ὄ ὴὨɱ

 ὃ ᷿ ὔ ὔὨɱ ύ ὺ           3.34 

 

ὃ ᷿ ὔ ρ ὲ′ ὔ Ὠɱ ὥ

ὃ ᷿ ὔ ὲ′ὔὨɱ ὥ ὃ ᷿ ὔ † ὨὛ

ὃ ᷿ ὔ ′ ὫὨɱ ὃ ᷿ ὄ„Ὠɱ         3.35 

 

Pode-se escrever da forma seguinte. 

 

ὓ ὥ Ὂ Ὂ  Ὂ  Ὂ    3.36 

ὓὥ ὓ ὥ Ὂ Ὂ  Ὂ    3.37 

Onde: 

Ὂ ὗύ ὺ     3.38 
























































