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Resumo

Ludefa Gutierrez, Lucas; Vargas Junior, Euripedes do Amaral (Orientador)
Formulacédo e algumas aplicacées do MPM (Material Point Method) em
problemas de geotechia em condi¢cdes estaticas e dindmicas. Rio de
Janeiro, 2016. 102p. Dissertacdo de Mestrado - Departamento de
Engenharia Civil, Pontificia Universidade Catolica do Rio de Janeiro.

Em problemas geotécnicos podem ocorrer grandes deformac8es devido a
chuvas prolongadas, sismos, deslizamentos de encostas, etc. Material point
method (MPM) é um método de solucdo baseado no Método dos Elementos
Finitos (MEF) que oferece vantagens para o calculo estatico e dindmico que
envolve deformacdes desse tipo. O objetivo desta dissertacao € utilizar o MPM em
problemas geotécnicos em condicbes estaticas e dinamicas. Esta pesquisa
mostra o procedimento de analises do MPM para a condi¢cdo ndo acoplada (s6
solido sem presenca de agua) e depois acoplada. Para a revisdo matematica de
MPM se faz antes um resumo da teoria do MEF na metodologia de conservagao
de quantidade de movimento. Nestas duas formas de resolver os problemas
geotécnicos foram expostos trés exemplos simples. O primeiro € uma coluna de
solo simulado sob os fundamentos da elasticidade, com o objetivo de verificar o
deslocamento vertical pelo peso proprio. Isto foi resolvido mediante quatro
diferentes métodos: analitica, MEF por residuos ponderados, MEF por
conservagcdo de quantidade de movimento, e MPM. Todos eles consideram
somente a fase solida. No segundo exemplo, tem-se solo na geometria de
guadrado de lado 1 metro, onde busca-se obter as poropressdes quando atingir a
condicdo permanente enquanto os deslocamentos ocorrem ao longo do tempo;
ou seja, a analise é acoplada e é resolvida pelo método MPM. Para uma aplicacao
mais realista, foi feita a analise (ndo acoplada) da barragem Palo Redondo,
pertencente ao projeto Chavimochic, localizada na regido de La Libertad, Peru.
Nesta analise dinamica considerou-se dois modelos constitutivos:

Elastico e Mohr Coulomb, além de um sismo.

Palavras i chave
MEF conservagéo da quantidade de movimento; elasticidade e modelos

constitutivos; analises acoplado e nédo acoplado; analises dinamico; MPM.



Abstract

Ludefia Gutierrez, Lucas; Vargas Junior, Euripedes do Amaral (Advisor)
Formulation and some applications of material point method in
geotechnical problems in static and dynamic conditions. Rio de Janeiro,
2016. 102p. M.Sc. Dissertation - Departamento de Engenharia Civil,
Pontificia Universidade Catolica do Rio de Janeiro.

In geotechnical problems can happen large strains because of prolonged
rains, earthquake, slide slope, etc. Material point method is a solution method
based on the finite element method (FEM) which offers advantages for static and
dynamic calculation that involve that kind of strains. The objective in this
dissertation is to use the MPM in geotechnical problems in statics and dynamics
conditions. This research shows the analysis procedure of MPM for uncoupled
condition (only solids, without water) and then coupled. Before the mathematical
theory of MPM, a review of the theory of FEM in the conservation of quantidade de
movimento is done. In this two methodology were raised three examples. The first
one is a soil column that was modeled elastically, in which the main objective in to
analyze the vertical displacement because of own weight. This was solved by four
different methods: analytically, FEM weighted residual, FEM conservation of
momentum, and MPM. All of them consider only the solid phase. The second
example is a square of soil with side 1 meter, where the objective is to know the
pore-pressure in the permanent condition and at the same time the vertical
displacement were generated, it means that the analysis is coupled and were
solved by MPM. In order to make a more realistic application, Palo Redondo dam
is analyzed (uncoupled condition), which belongs to the Chavimochic project
located in La Libertad, region of Peru. This dynamic analysis was done considering

two constitutive models: Elastic and Mohr Coulomb, additionally seismic forces.

Keywords
FEM conservation of momentum; elasticity and constitutive model; coupled

and uncoupled analysis; dynamic analysis; MPM.
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1

| ntrodu- «o
1.1.

Objetivo

O método dos elementos finitos pode ser formulado de diversas formas, por
exemplo, fazendo consideracdes de energia, minimizagbes de equacdes, etc;
sendo elas resolvidas geralmente independentes do tempo. Uma dificuldade na
solucdo com o MEF é a distorcdo da malha quando o problema envolve grandes
deformag6es, como no caso de sismos, grandes movimentos de solo devido a
chuvas prolongadas, etc. Dessa forma, foram implementados procedimentos para
mitigar esse problema, como o método chamado Material Point Method (MPM)
que foi desenvolvido por Sulsky, Chen and Schreyer no ano 1993. MPM € uma
extensdo do método Particle in Cell Method (PIC) que é usado principalmente para
andlises de movimento em fluidos.

Muitas andalises com MPM foram feitas desde o desenvolvimento desta
metodologia até a atualidade. Nelas se faz compara¢cdes com métodos analiticos,
com o MEF, e similares, além de analises para grandes deformacdes em
problemas geotécnicos reais. Neste contexto, Sulsky e Schreyer (1996) fizeram
analise axissimétrica em um cilindro submetido a cargas dindmicas, chamado de
problema de impacto de Taylor. Mais recentemente Ribeiro et, (2016) usaram o
MPM para a analise de encostas na china considerando grandes movimentos de
massa do solo induzidas pelo sismo de Wenchuan.

O objetivo desta dissertacao é realizar aplicacdes do MPM na geotecnia em
condi¢Bes estaticas e dinamicas. Ressalta-se que muitos conceitos da geotecnia
e conceitos de andlise numérica sdo envolvidos para as andlises desta
dissertacdo, como por exemplo, teoria da sismicidade, propagacdo de ondas,
modelos constitutivos nos solos, amortecimento nos solos, critérios de
convergéncia no MEF e no MPM, erros nos métodos numéricos, processos de
optimizacédo, etc. Todos eles estdo embutidos no texto, mas néo sao aprofundados

tecnicamente, pois ndo sao objetivos da dissertacéo.
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1.2.
Estrutura da dissertacao

Este trabalho é formalmente dividido em cinco capitulos, os quais contém os
seguintes temas. O capitulo 2 aborda a formulacdo de MPM para a condi¢do néo
acoplada. Neste capitulo mostra-se uma reviséo bibliogréfica sobre os conceitos
mais relevantes de elementos finitos na formulacdo de conservacao de quantidade
de movimento. Ao final deste capitulo apresenta-se um exemplo de aplicagdo que
é resolvido mediante quatro métodos diferentes. No capitulo 3 0 MPM é analisado
em condi¢do acoplada e nele também se presenta um exemplo. No capitulo 4 tem-
se a aplicacdo de um estudo de caso geotécnico. Considerou-se uma situagcéo
simplificada partindo do projeto real da barragem Palo Redondo do projeto
Chavimochic localizado no Per( na regido de La Libertad. Esta andlise foi feita
considerando o sismo numa situagdo ndo acoplada. Por fim, o capitulo 5 é
reservado para as conclusfes da presente pesquisa e sugestdes para outras

futuras.
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Mat eri al p oii Nto Mectohpad da d o

Em problemas geotécnicos sdo comuns eventos onde ocorrem grandes
deformacdes devido a diferentes causas naturais como sismos ou induzida pelo
homem como deslizamentos de solo por explosdes. Para a revisdo matemética de
MPM se faz antes um resumo da teoria do MEF na metodologia de conservacdo
de quantidade de movimento. A vantagem mais importante do MPM é que ele
permite realizar as analises para grandes deformagfes sem perturbar a malha,
porque ela é fixa. MPM permite o desenvolvimento dindmico ao longo do tempo
das variaveis desconhecidas nas particulas no interior da malha: aceleracao,
velocidade, deslocamentos, etc.

Sulsky, Chen and Schreyer no ano 1993, modificaram as formulacdes de
PIC para desenvolver o MPM, e a partir de entdo fizeram-se muitos estudos de
validagdo e comparagdo com os resultados analiticos ou outros métodos de
aproximacdao ja validados anos anteriores como o MEF, etc.

Sulsky e Schreyer (1996) descrevem o MPM como um método que resulta
como consequéncia do PIC. Nesta metodologia tém-se duas malhas: a malha
lagrangiana e a malha euleriana. A malha lagrangiana é a que carrega todas as
propriedades dos materiais, e a malha euleriana é a malha fixa e espacial que
define o dominio computacional. A dissipacdo numérica ocorre principalmente na
malha euleriana que é fixa, e no caso da malha lagrangiana isto ndo ocorre porque
ela é atualizada em cada acréscimo do tempo, permitindo que possam acontecer
grandes deformacdes ao longo do tempo, fazendo esta metodologia muito util em
problemas geotécnicos.

Atualmente muitos autores concordam com a principal vantagem do MPM.
Yerro, Alonso e Pinyol (2013) mostram que o MPM na atualidade foi aplicado para
muitas situacbes na geotecnia e foi estendido para situacbes de problemas
acoplados, por exemplo, liquefacdo de solos, falha de encostas com o solo
saturado causado por chuvas prolongadas, etc. As malhas lagrangiana e euleriana
sao capazes de lidar com problemas que envolvem grandes deformacdes.

Além de MPM ser muito utilizado para as analises geotécnicas, também é
usado para outras aplicagBes artisticas. Stomakhin, Schroeder, Chai, Teran e

Selle (2013) fizeram estudos sobre simulacdo em neve para a companhia Walt
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Disney Animation. Os autores usaram o MPM, onde eles chamam de método
hibrido euleriano/lagrangiano MPM, para a implementacédo do modelo constitutivo
elasto-plastico que simula a neve. Isto mostra outras das principais vantagens
desta metodologia. Devido a sua simplicidade, além de ser versatil para grandes
deformacdes, o MPM fornece facilidade para a implementacdo de novos modelos
constitutivos como neste caso a neve elasto-plastica com consideragfes especiais
para a colisdo e fratura.

E assim MPM oferece versatilidade na simulacdo geotécnica, numérica,
implementac@o de modelos constitutivos, aplicagfes artisticas, etc. Descreve-se
a seguir as formulacdes do MPM baseadas nas formula¢gdes do MEF do capitulo

anterior.

2.1.
Método dos elementos finitos - Conservacao de quantidade de
movimento

O MEF é usado para resolver aproximadamente equacdes diferenciais. A
solugdo pode ocorrer através de diferentes formas: formulacdo variacional, por
residuos ponderados, conservacdo do quantidade de movimento, etc. Nesta
secdo resume-se o0 método de elementos finitos mediante a solugdo de
conservacgao de quantidade de movimento, devido a que ela sera utilizada para as
formulactes do MPM.

E importante mencionar as leis da termodinamica que devem ser

satisfeitas para um meio continuo.

Conservagdo da massa: Nao existe fluxo de massa, ou seja, massa
nenhuma ingressa nem sai do dominio. Essa condicdo € demonstrada pela

equacgéao 2.1.

Conservacdo do quantidade de movimento: A conservacdo do
guantidade de movimento corresponde a somatoria das forcas atuantes no
dominio (equagéo 2.2). A conservacao do momentum angular implica a simetria

do tensor de esforgos (equacéo 2.4).
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Onde,
M "Q Q 0] 2.3

Ademais,

Conservacao de energia: Considerou-se que ndo existem ingressos nem

egressos de nenhum tipo de energia.

Onde r € a energia interna por unidade de massa.

2.1.1.
Equacédo da quantidade de movimento e forcas de superficie

A equacédo de conservacdo de quantidade de movimento corresponde a
relagdo fundamental que descreve o comportamento mecanico de um continuo. A
equacao de quantidade de movimento foi multiplicada por uma velocidade virtual

e integrada no dominio da seguinte maneira:
10" —Qm 70 —0Qn _ 70'"QQm 2.6
10 miitmy 2.7
O primeiro termo da direita pode ser expresso da seguinte forma:
. Jo—C0m . —I10, Qm . —, Qn 2.8

Substituindo a equacéo 2.8 na equacéo 2.6, tem-se:

1‘,@.
' —
Qo0

! \ : r1o
mjunm

. Gm 7000

29
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Usando o teorema de Gauss, também chamado de teorema da divergéncia

no primeiro termo da direita tem-se:

v - (-I b ” 'Qn v (-I 0 ‘8 ” ’Q “Y 2.10

Os esfor¢os na superficie sdo unicamente originados pelas forcas

externas, entao:

. —10, QG _ 10tQ%Y 2.11

Assim, tem-se a equacao de quantidade de movimento:

70" —0m . 101tQTY_ j0'QQm . ——, Qm

2.12

Esta equacéo sera usada para a formulacdo de elementos finitos.

2.1.2.
Discretizacdo no espago
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Nelm
2=
e=1
Dominio continuo Dominio discretizado
Material [] Elemento finito m = NO

Figura 2.1 Elementos finitos discretizados no dominio. (Al-Kafaji, 2013)

No MEF a forma discreta e obtida mediante as aproximacbes com as

fungbes de forma:

ochd 0 woo 2.13
Do 0 @O o 2.14
had 0 0do 2.15

Sendo u(t), v(t) e a(t), os deslocamentos, velocidades e as aceleragbes ao
longo do tempo.

Assim a equacéo 2.12 pode ser escrita da seguinte forma:

10 0 '0WOM

10 O TQY7TU O " "@m 10 6 , Qm
2.16

Onde :
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g— T T ()
L1 1l
(W - L1
L1 1l
. 1 Tt —
0O W 1 A 2.17
[ L1
L1 1l
1Tt - T n
Ll Il
i T

B ¢é a derivada das funcées de forma em relacdo a ao dominio, Ue g s&o
vetores que contém as componentes da forca de superficie e de gravidade
respectivamente. O vetor | Ucontém as velocidades virtuais nodais que sao
arbitrarias exceto quando elas sdo prescritas. Deste modo a equacao anterior fica

escrita de seguinte maneira.
o0 '0wm . 0 fQY 0 " @y . 6 ,Qm
2.18
A equacdo 2.18 e desenvolvida para cada elemento finito, portanto,

precisa-se fazer a montagem de todos os elementos da malha nesta equagéo.

Deste modo a equacéo fica na forma de:

! b " 0mw o o T QY

v

0 .0 " Qm o . 0, Qm

2.19

Onde Aindica o processo de montagem das matrizes.
Por outro lado a equacéo 2.19 pode ser escrita da seguinte forma:

0 @ O O O O O 2.20
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Onde M°® é a matriz consistente de massa, F®'é o vetor das forcas externas
e F™ é o vetor das forcas internas. As forcas externas sdo compostas pelas forcas
de superficie e a forca de gravidade em todo o dominio; enquanto as forgas
internas sdo consequéncia da a¢do das forcas externas.

2.1.3.
Discretizacdo no tempo i método dos elementos finitos

Tem-se a equacado 2.20 que pode ser escrita na seguinte forma.
0w O 2.21

Onde F e a somatéria de forcas. Representando o termo da aceleragéo sob
a forma de derivada, tem-se.

0o— O 2.22
Integrando nointervalo[ t , terh-sezet |
0Qu | "0Q 0 2.23
Obtendo:
00 0 _0 p _ O o 2.24
E por fim:
0 v 0O _O p _ O o 2.25

A velocidade é a derivada do deslocamento em relacdo ao tempo que pode
ser escrita da seguinte forma.

Q6 . 0 Qo 2.26

Entao:
o] 0 _0 p 0 0 2.27

0 _0L p _ 0 0 2.28
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A razdo de deformacdes nos pontos de Gauss g € calculada da seguinte

forma:

- 00 2.29
O incremento das deformacbes

3- 6 o 2.30

Com o incremento das deformagdes, o estado de esforgos para um tempo t,
e a relacdo constitutiva, obtém-se as condicbes de esforco no tempo t mais o

incremento de tempo @t

rel acomstitutiva

,Jjestado do WHEWISEELE] Rstado do materi al
y_

A seguinte figura resume o procedimento iterativo para o calculo em cada
acréscimo de tempo.

Arbitrario vitAt P e=1ney T

i

o auftA A vttt (1 - 2 )vt] At

e,i ‘
- i oAt = gt 4 AgttAt | < i
+ ) w
Il
~ Negq
S int,t+at n
Fi ) eril{n § WqBTo.it+At|]|
nao -
q=1

sim

5€ Roprro < tol??

int,t+At
Fit'+At' — Fext,t+At _ Fi

||v_t+At _ UF+AL‘”
Rerro = R S — tHAt ot 4 1), FETAL 1—2.)Ft
[ v R vt MTAFT + (1= Ap)F] At

préximo incremento
de tempo

Figura 2.2 Fluxograma do processo dentro de um incremento do tempo.
Este procedimento € explicado da seguinte forma. Com o objetivo de

conhecer a velocidade no nd i no instante de tempo t+gtassume-se um valor para
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esta velocidade. Logo, conhecendo a velocidade no tempo t e a velocidade

assumida no tempo ( t + rh-3e o incremento no deslocamento no né i para
(t +opt)

Arbitrario vitht

o AUttt R v (L - 20t At

Com o incremento dos deslocamentos para o tempo ( t + epa dnatriz B
obtém-se os incrementos das deformacgdes para cada nd. E com os incrementos
das deformacdes, considerando as relacdes constitutivas calcula-se o incremento

de esforcos paraotempo ( t + ot )

Tt Q plEqyg""" i
1 1
1 1
1 o 1
A N pheqggy ------ o
1 ey
! ” S ~ !
MR S i
1 [
Y — |
1 O O

: i "% ° HO 3“1;’(2 i i
1 1
1

O passo seguinte é fazer a montagem da matriz de for¢as internas com o
estado de esforgos para o0 seguinte intervalo de tempo ( t + gpambéem sao
calculadas as forcas externas que de forma geral ndo sdo dependentes do tempo,

pois a Unica forca atuante é a gravidade.

0 o o f

Finalmente obtém-se mediante a seguinte formulacdo a velocidade no
tempo ( t + &xta)velocidade é comparada com a velocidade assumida no inicio

do processo a traves de um erro, repetindo o procedimento ou néo.
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QN Qp

€ b€
&
i Wai ¢0 @

. lo%g© o%° 4 —— — ‘
Yoi i ¢ B3] 0% ¢ 0 b PlLgd ° (p dd o
A |
i 8 0QadHI QaQs oé
QO Q4N E

2.2.
Conceitos basicos do MPM

O MPM pode ser visto como uma extensdo do método dos elementos
finitos, onde o continuo é representado por pontos lagrangianos chamados
particulas. Elas carregam todas as propriedades fisicas do continuo como: a
massa, 0 momento, parédmetros dos materiais, deformacdes, esforcos,
propriedades constitutivas e cargas externas, onde 0s nés da malha fixa ndo retém
informacé&o de forma permanente.

No inicio de cada intervalo de tempo a informacao é transferida desde as
particulas até os nés da malha fixa. A utilidade da malha computacional fixa €
determinar o incremento da solu¢cdo em termos de deslocamento, velocidade e
aceleracoes, esforcos e deformacdes, em funcéo do tempo. Ao final das analises
computacionais, a informacao obtida da malha é retornada para as particulas com
um incremento, ocasionando a mudanca de sua posicdo em relagédo ao intervalo

de tempo posterior. Isto é descrito na seguinte figura.
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(g) Ao inicio do incremento (b) Deformagdo (c) Atualizagdo
do tempo incremental da da malha
malha
NG ativo ® N6 n&o ativo Particula

Figura 2.3 Conceito basico do MPM, particulas movimentando-se entre as
malhas. (Al-Kafaji, 2013)

2.2.1.
Discretizagcéo

Nos elementos finitos lagrangianos, tanto os nés da malha como os pontos
de integracéo sao carregados com propriedades fisicas fixas. Contrariamente no
MPM, os n6s da malha fixa s6 tem propriedades fisicas temporais. No MPM as
particulas levam todas as propriedades fisicas quando se movimentam livremente

no dominio computacional da malha.

2.2.2.
Inicializacdo das particulas

Cada particula apresenta uma localizacdo dentro de cada elemento da

malha fixa. As coordenadas locais das particulas obtém-se da seguinte forma:

W, B 0 , 2.31

Onde nen€ 0 numero total de nés no elementoe 0 - é afuncdo de forma
no nod i avaliado para a posicao local da particula p. O volume associado em cada

particula é representado mediante a seguinte expressao.

m —. Qu 2.32
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Onde  é o dominio (volume) associado a particula p, nepindica o nUmero

de particulas no interior do elemento. Descrito de uma forma mais simples, o
dominio de cada particulas € o dominio do elemento finito dividido entre 0 numero
de particulas no interior dele. Assim a massa da particula € seu dominio (volume)
multiplicado pela densidade de cada particula. Portanto a forca de gravidade
associada a cada particula € a sua massa multiplicada pela gravidade.

a m' 2.33

Q a Q 2.34

A forca de superficie é calculada mediante seguinte expressao:

0 @ . 0, ey 2.35

Ou também descrita da seguinte forma.

O Q Q Q 2.36
Onde:

9 @ B 0 , W 2.37

Esta expressdo entende-se como a interpolagdo da forgca aos noés
mediante as funcdes de forma. Onde N; é a funcéo de forma no né i avaliado na

posicéao local da particula p.

Q oo — —B 0 , Yo 2.38

A equacao 2.38 indica a reparticao para cada particula das for¢cas de forca
de superficie proporcionais a superficie entre 0 nimero de particulas localizadas

na superficie.
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2.3.
Procedimento de solucéao

2.3.1.
Inicializacdo da equacdo de movimento

O primeiro passo € obter a matriz de massa da seguinte forma:

2.39

c:
~
c:

A matriz da massa no tempo t e a montagem de todas as matrizes de
massa dos elementos para esse tempo. Onde ¢ representa o numero de
elementos finitos ativos nesse momento (0s elementos finitos ativos sédo aqueles
gue contem pelo menos uma particula, Fig 2.3) e 0 e a matriz de massa de um

elemento finito que e definido da seguinte forma.

AT EBEomp

0 ”T[., Gv ,\E 11: Il 2.40
1Heg é E én
um n E & U

E importante indicar que se usara a matriz condensada no lugar da matriz
consistente devido ao tempo computacional que demanda. Entretanto a matriz
condensada esté associada a alguma dissipacao de energia cinética.

Onde & representa a massa do no i em as trés dimensodes.

a T T T T
oY ma m Qn mnm 2.41

T T a T T TU

a B & 0 , 2.42

Por outro lado as velocidades nodais sédo encontradas a partir das

velocidades das particulas da seguinte forma:

00 U 2.43

Onde
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o / B a0 , 0 2.44

P' é 0 mapeamento das particulas para a velocidade. Isto é igual & matriz
de massa multiplicada pela velocidade nodal (tudo isto no tempo t). Da mesma

forma para a constru¢cdo da matriz de for¢cas no contorno tem-se:

o oy B 0O , Q 2.45

Logo
o M o h o 2.46

O " 5 B 0O , Q 2.47

NO TN B &6 , |, 2.48

b6 o h o "M oh O 2.49

A equacgdo 2.49 é similar & que se obtém mediante o procedimento
lagrangiano para o método dos elementos finitos, mas a principal diferenca é a

forma como as matrizes sao construidas.

2.4.
Solucéo da equacao de movimento

A forma de resolver é similar a que se usa nos elementos finitos
lagrangianos; entretanto por causa de algumas desvantagens este procedimento
e levemente modificado por Sulsky et al (1993). Estes dois procedimentos séo

chamados: Algoritmo lagrangiano e Algoritmo lagrangiano modificado.
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2.4.1.
Algoritmo lagrangiano modificado

Como uma forma de remediar o problema que origina as massas
pequenas, introduziu-se o seguinte procedimento de solugdo. Resolve-se

mediante a seguinte equacéo para as aceleracdes nodais.

o 0ho 2.50

No seguinte passo, calcula-se as velocidades das particulas diretamente
das aceleracfes nodais da seguinte forma:

0 v B 300 , ® 2.51

Algo fundamental deste algoritmo modificado é que as velocidades néo
sao calculadas diretamente das aceleracdes nodais. As velocidades nodais séo
calculadas a partir das velocidades das particulas que sé@o obtidas mediante a
equacdo 2.51, e as velocidades nodais mediante a seguinte equacao.

00 0 2.52
Onde,

0 0 B a0 , 0 2.53

Por tanto os incrementos nodais sao 0s seguintes.

0 (o)) 2.54

Depois de obter os incrementos de deslocamento nodal calcula-se através

das funcdes de interpolagédo os deslocamentos das particulas e as localizagdes

finais notempot + t

0 6 B 0 , 0 2.55

[ w B 0, 0 2.56
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2.4.2.
Solucéo geral

1. O primeiro passo e a montagem da matriz de massa.

2.57

2. Conhecida a velocidade das particulas no tempo t calcula-se o

mapeamento as velocidades nodais no tempo t.

oo / B a0 , 08 2.58
3. As forgas externas sao calculadas pela a seguinte expressao:
o F oo F o on (Sl b & a%f%dBi.Qg)GvY ’?] (21 & G
2.59
Onde;
oh s B 0O, Q 2.60
4. Aforca de gravidade e a forga interna:
o " 8 B 6, Q noh
0 B o , , 2.61
oh 6 B &6 , , 2.62
5. Nesta etapa o sistema de equacdes encontra-se completo.
h 2.63

h O h "O h O "O
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Entdo resolve-se o sistema de equacdes para as aceleracdes nodais no
tempo t.
& 0ho 2.64
Nesta etapa as velocidades das particulas sdo atualizadas no tempo
presente com o incremento dotempo ( t + ¢t ) .
0 v B o , ® 2.65
As velocidades nodais no tempo ( t + g#o )calculadas a partir das
velocidades das particulas.
VIV 0 B &0 , v 2.66
Usam-se as velocidades nodais no intervalo de tempo seguinte para
encontrar os incrementos de deslocamento.
N Yoo 2.67
Os esforcos e as deformacdes das particulas sdo calculados.
y- 6, Yo 2.68
. relac«)mstitutiva
festado do WW“WLH“I ,hestado do mat
O volume associado ao incremento das deformacgbes é calculado pela
equacéao 2.69.
m p Y- s m NV- y- vy ¥

2.69

Y- Y- Y- y- 8 2.70

er

al



36

Como consequéncia do cambio de volume se modifica também a densidade

da seguinte forma.

2.71

12. Por tanto obtém-se os deslocamentos e as novas posi¢des das particulas

como segue:

o) o) B 0 , Yo
B 0O , Yo
) © B 0 , Yo

2.72

2.73

13. A informagéo é atualizada nesta etapa, incluindo a deteccdo de novos

elementos dos quais as particulas saltaram para eles e os antigos

elementos dos quais as particulas terem migrado. Como consequéncia o

namero de particulas por elemento deve ser contabilizado nesta nova

etapa do célculo.

2.5.
Exemplo de aplicacéo

Tem-se uma coluna de solo de um metro de comprimento e de secgéo

transversal de 0.01m2. Esta serAd modelado considerando o comportamento

elastico com dois valores de modulo de Young: 40kPa (andlise 1) e 400kPa

(andlise 2). A relagdo de Poisson de 0.3 e peso especifico 20kN/m3A razéo de ter

dois valores de modulo de elasticidade é porque quer se conhecer como é o

comportamento para diferente ordem de grandeza da rigidez.
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2.5.1.
Solucéao analitica

F1=0

| <—

Pesoda $
barra de X
comprimento

fi X O

? F2=Peso totaﬁ

Figura 2.4 Grafico da coluna de solo.

As seguintes formula¢des sdo conhecidas da teoria da elasticidade linear:

o- .

'oT 6 @ @ N QIO wEd N QINEM O D G@QEE we
5 .

T 0 0

Fazendo a integracéo:
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Desta forma quando o modulo de Young é de 40 kPa (analise 1) o
deslocamento vertical total da barra pelo peso préprio é de 0.25 m, e desta forma,
guando o modulo é 400 kPa (andlise 2) o deslocamento € 0.025 m

2.5.2.
Solucdo com MEF i Método dos residuos ponderados

Para resolver com MEF pode-se escolher qualquer das formulagbes
disponiveis na literatura, pois o resultado serd& o mesmo. Nesta seccdo
demonstrou-se a formulacao de residuos ponderados. Na figura 2.5 descreve-se

o modelo e o diferencial de elemento da coluna de solo que ser& analisado.

F1=0 $

Co

F2=Peso T
Figura 2.5 Esquema da coluna de solo e diferencial de solo.

Pode-se escrever entéo:

Sabendo que o peso do diferencial de solo, e a relagdo constitutiva séo
dados por:

0 0Qd
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Entdo a expressao fica da seguinte forma

o}
m 0w 6fx)T—"Qd)
Tw

E finalmente

Reescrevendo a ultima equac¢do com a fungcéo R(x), que corresponde a

funcdo que deve-se minimizar.
—— Y Né&¢gd®aonodEY 1aQe Qaé
Entdo se faz a ponderagéo do residuo R(x).

Yoo Qo m

Onde w sdo as funcdes de ponderacdo, que segundo o método de

Garlekinw 0 . Por tanto:
YoiQo, O0— | 0Qw

O— [ 6Qd, O0— (Qd, 6Q

0—0 Qe , 0—&Q6w, 0—8—0Q



6 b T0 16T, T
T ) w 1, Tt /b
.10 ¢T0 ¢/b ¢coO 10 10,
0 —8—8-0 = §-—
e S
Entao:
~ TLTL' TLTL' Il
con T, T, 7 T a6
/b, 1010 TOT0
v T2 T T B
To 10
— m N — ™
T, T,
Portanto:
Op po
b p p O
Enquanto:
1o .,
| O0—a Qw
T w
| ‘C —0
A avalia¢do no contorno resulta (p=0.
~G 'QI:I
i 1O Q60 (e MEL
11 6 -Ql’l c p
u ¥

Portanto tem-se:

40

Esta equacéo € satisfeita para todo o modelo, entdo a sua montagem é

dada por:
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) ,,rvp p n n nn 11 2 rva’I
VU, P G p m 1T o, L. NS
T/oom p ¢ P Ay G Tg— wd Qo
T[&d LTt Tt p c p TT ™ C |¢|”|
. m n p C p ¢
Unm n  m n p pV pU

nzp p M n mnn Ilr-g Il rvpl’l

nPoC P T G

11TT P G P TU TT /caY o L 1@

1ITT Tt P C P Tt -’-I? A T o g™

IIT[ T Tt p c pl”ll(]’) X |¢|’|

Umm 1 Tt p pUo U pU

Resolvendo o sistema de equacdes para andlise 1 e analise 2 e sabendo
na condicao de contorno o deslocamento no no seis e zero (Us=0):

Andlise 1:
rg 'l NT[& l|‘1|
I&) ] IT[& -ur’u
S 19 TR p
o 19 - 1 TID me
10 " Ig 6
W U ug ¥
Andlise 2:
0 'l NTBICHI)
.'g.,. BTG
14 I' ) |T[8[ CI’
0 |Q ) |T[8I pl’g‘l
10 |”| 1 hat T[l”w
W U ugr il
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11
0.25m
2 L |
v o - —1
0.24m
3 - s
- 0.21m
4 [e — 13
0.16m
— 4
5
10.09m
/A
6

Figura 2.6 Deslocamento final dos n6s da malha para analise 1.

Na figura 2.6 mostra-se a distorcdo da malha de elementos finitos depois
da aplicacdo da carga do peso proprio para andlise 1. Na andlise 2 acontece o

mesmo.

2.5.3.
Solucédo com MEF - Conservacédo de quantidade de movimento

Nesta secdo foi resolvido o mesmo problema com a abordagem da
conservacao de quantidade de movimento. Para isso aplica-se a equagéo geral

de conservagao do quantidade de movimento.

[
1

[ \

! 6T same

! 6 toyl 6" oa | 5, am

\ ]\ J

Neste caso ndo tem-se forcas de superficie, por tanto o primeiro termo da
direita é zero.
O procedimento da solucdo de conservacdo de quantidade de movimento

resolve-se no dominio do tempo, sendo, portanto, um problema de natureza
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dindmico. Logo, € preciso implementar um termo adicional, que represente o

sistema amortecedor. portanto, a matriz de amortecimento é implementado:

Onde d; e a matriz amortecedora.

dli
— b _
_ U ” G'QT]
Qy 0Qw 0O EQ,
” Oj-b U ' ” 6]‘b U U U
—_ _ §) §) -
G v 9 G VU 0 4
~ nom ey 1
o v Q, UUQ,I,I
i i |
"5 0 Q, oQ,"
u
" 0/bgTo pio
¢ pfo cko
_ S ¢ plo
CwTPE ¢ a
dz:
_ | _
— ""Q 0 Qm
" MIb " "Qdb
— PP 0 @ T
q G ™ T,
" "Qf'fbp 00
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d4:

Para a definicdo da matriz amortecedora considera-se o amortecimento de
Rayleigh, que tem a forma que se mostra na seguinte equacdo. Onde| el séo
nameros que indicam a velocidade como o sistema vai amortecer, chamados

parametros de Rayleigh.
— |D TUO

Para este caso foi escolhido arbitrariamente | ™0 el popTri.

Lembrando que ja se tem a matriz de massa:

S ¢
Cwt P

Y EU(
¢ a
Entdo se demonstra que a matriz de rigidez € dada por:

/b p p ] P P
s o meele S ¢ pYl. P p pQD
v T Tmpmi_wc—mmcc'st pn&% p p @

cwou pd v yBY
PB L Y oc Yo w

Finalmente obtém-se:

Nesta Ultima equacao, a aceleracdo a, a velocidade v e a matriz —ag sao
variantes no tempo.

Para resolver mediante conservacdo de quantidade de movimento sabe-
se que a solucao é feita com incrementos de tempo. Em cada incremento de

tempo se faz multiplas iteragBes. Para este problema numérico, o incremento de
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tempo sera de 0.005 segundos escolhido arbitrariamente, onde as condicbes

iniciais sdo:
0 Deslocamentos no tempo zero séo nulos
V] Velocidades no tempo zero sédo nulos
” Esforgos no tempo zero sao nulos
O Forcas no tempo zero sdo nulos

Além disso, assume-se para o primeiro intervalo do tempo um valor para a
velocidade nodal, que sera modificada conforme a progresséao das iteracdes. Tem-

se a velocidade no primeiro intervalo do tempo (gpt = 0 s) @ 8 fimeira iteracéo

(i=1).

)

>
~ [

TP~

CA
<

LTI o
|"‘[@|"|l
UV
Entdo seguindo o procedimento descrito na secgéo 2.1.3, e considerando
.
yo”’ ™o’ @0 Yo

Segue o0 calculo dos incrementos de esforco com 0s incrementos de
deslocamento.

v ¥ . ey , 1010 0, m™ m,
-y 8 ¥ NnNé — —— N°o
T o ! O, ™ T,

Vale ressaltar que os incrementos de esforco sdo calculados
independentemente para cada elemento, por iSso neste caso tem-se uma matriz
coluna de dois elementos.

y y Y N y Y -Q}_?

Com os esforgos calculados em cada elemento, calculou-se as forgas
internas em cada elemento, também disposta em uma matriz coluna de dois

elementos.

O
¢

o
0« Q(
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o? 5.,
Onde:
161, 10¢ G P
el b ™ ™ Vg
a
Qn 0Qw 060-Q, T8t @ %’Q, p pmQ,
Entao
of . epipm 0
of opwpmn pp,.y

Conhecidas as forgas internas de cada elemento o seguinte passo é fazer

a montagem delas para que figue uma matriz de 5x1.

3¢ QE

o | "0
Portanto a somatoria de forgas é dada por:
d — 0

Para encontrar a velocidade na segunda iteragdo, permanecendo no

mesmo incremento do tempo (considerando _  T®):
v o — md m@o Yo

Desta forma, compara-se:

Uy N Y

Quando esses valores sao muito similares, entdo a velocidade atingiu o

valor para o primeiro incremento do tempo em n itera¢gdes. E, finalmente tem-se:
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Repete-se 0 mesmo procedimento para o segundo incremento de tempo.
A solugdo converge quando o erro entre duas velocidades finais em dois
incrementos de tempo consecutivos e pequeno.

Este procedimento iterativo € complexo e demanda mais esforco
computacional que a metodologia de MEF por residuos ponderados, ou qualquer
outro. Devido a isso, esta solucéo foi feita com auxilio do programa Microsoft
Excel. A seguir apresenta-se os resultados dos deslocamentos ao final de cada
iteracd@o para diferentes tempos.

t=0

t=0.005

t=6.400

t=10.955
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t=28.800

E importante ressaltar que a metodologia de conservacdo de quantidade
de movimento € um processo dindmico, logo, se desenvolve no dominio do tempo.
Se fez seguimento aos deslocamentos verticais do né 1 (né superior) antes de

atingir o valor final para o problema de andlise 1 e analise 2.
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0.50

0.45

0.40

0.35
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Deslocamento [m]

0.15

0.05

0.00

Grafica para anélise 1 (E=40kPa)

—

s
HU 0.250

I

5 10 15 20 2 30
Tempo [s]

—Deslocamento vertical no no6 1

Figura 2.7 Deslocamento ao longo do tempo do né superior para anélise 1.

0.06

0.05

Deslocamento [m]
o o
3 R

=4
o
N

Grafica para analise 2 (E=400kPa)

0.01

0.025 ||

15 20 2 30
Tempo [s]

—Deslocamento vertical no n6 1

Figura 2.8 Deslocamento ao longo do tempo do né superior para analise 2.

Percebe-se que para o tempo de aproximadamente 28.8 (depois de 5760

incrementos de carga, mesmo antes) os valores de deslocamentos ja se situam




50

muito perto dos resultados analiticos. Portanto, a solucdo foi atingida

corretamente.

2.5.4.
Solugdo com MPM

A malha fixa no MPM para este exemplo 1D foi feita com elementos de
0.1m de comprimento com 11 nés e portanto 10 elementos finitos. Nesta
implementacdo do MPM foram dois cenarios: com 20 e 200 particulas. O objetivo
€ mostrar a influéncia do nimero de particulas na solugdo. A malha sempre é fixa

com 11 nés e 10 elementos.

Condicao inicial com 20 particulas  Condigao inicial com 200 particulas

: N6 1
. P1=Particula 1 .
. = X
a) NGO 1 - b) NG 1 X{=Particula C) Pl
P2
. x P2
N6 2 NG 2 #P3
1P %P4
, x P4
No 3 o5 N6 3 %P5
%P6
) * P6
N6 4 NO 4 %P7
x P7
P8
. x P8
N6 oo N6 5 %P9
% P10
x P10
N6 6 N6 6 P11
x P11
P12
. x P12 .
N6 7 NoO 7 ®P13
x P13
®P14
x P14 .
N6 8 N6 8 P15
x P15
P16
x P16 ,
N6 9 N6 9 ®P17
x P17
¥ P18
x P18 p
N6 10 Né 10 *P19
x P19
P20
3 * P20 3 N6 2
NO 11 NO 111

Figura 2.9 (a) Configurag&o inicial com 20 Particulas. (b) Configuragéo inicial
com 200 particulas (c) Vista detalhada das primeiras 20 particulas do elemento entre os

nodos 1 e 2 quando se faz a analise com 200 particulas no tempo zero.

Similarmente a analises feita com MEF pela metodologia de conservacao
de quantidade de movimento se fez o rastreio da particula P1 (particula superior)
da modelagem com 20 particulas e com 200 particulas, para andlise 1 e andlise .

MPM é dinamico, portanto tem desenvolvimento no dominio do tempo. Se
fez analises com diferentes incrementos do tempo: 0.01s 0.005s 0.0005% 0.00005s

para as andlises 1 e 2. Ver a seguinte figura resumo.



20
Particulas

MPM

200
Particulas

0.01s

ot 0.005s

Analise 1 0.0005s
E=40kPa 0.00005%
Analise 2 0.01s
E=400kPa ot 0.005s
0.000%

0.00005%

0.01s

ot 0.005s

Analise 1 0.0005s
E=40kPa 0.00005%
Analise 2 0.01s
E=400kPa ot 0.005s
0.000%s

0.00005%
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Figura 2.10 Esquema de distribuicdo das andlises para a coluna de solo feito

com MPM.

A partir deste ponto, a solugdo serd detalhada para 20 particulas com

incremento de tempo de 0.005 segundos. No caso de 200 particulas € o mesmo

procedimento.



X
1)
L/
Pn
-0.5
0.5
Pm
+1 /;\\ Xi+1
N

Figura 2.11 Posic0es iniciais das particulas Pn e Pm em coordenadas locais e

coordenadas globais.

a. Matriz da massa

) ' U
Para o tempo zero:
) ' )
” ” p L/
a m ; am
3
" 60 "o Koli]
6 P gy o 0% Tdae
q ¢ Q q wypa
Entdo a massa nos nos:
a a 0

Esta equacdo significa que a massa das particulas no interior da malha
sdo definidas temporalmente nos nés da seguinte forma.

52
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A massa da particula 1 pl é multiplicada pela funcédo de forma do né 1
avaliada na posicdo da particula 1 e esta é somada com a massa da particula 2
multiplicada pela fungéo de forma no n6 1 avaliada na posi¢éo da particula 2.

a a v o ,
) pTQL'ﬂ ™ T 1@
wYpd b8 b8
, p L UBY
a —_— T
wyPpa

Desta mesma forma se faz para todos os demais nos. E para este caso
tem-se 11 valores de massa nodal.

a a o 0o = —_—
. : 8
a a 0o o = e
5
. 8
a a v , v , = - _°

Desta forma definiu-se a matriz de massa no tempo zero.

rvp L. 1l
Ut ¢ m E LIS
p T Q| L. aQE
— 11 e E e i 7
wyR ¢ m o Y
oo E m¢g m
u m n pYU

b. Mapeamento de quantidade de movimento das particulas, para os nos

de acordo com a funcéo de interpolagéo.

/

oo —
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— ao , U
— & 0 , U a 0 , 0
4 ™ 1, - ™ 1, -
T T[& T[EB), 8 T[& T[&! 8
— '
s

Portanto as velocidades nodais para este tempo sdo calculadas por:

a
|

c. Somatoria de forgas
Neste caso ndo se tem forgcas de superficie. Aqui vai se descrever as for¢as

de gravidade, forcas internas e forcas amortecedoras.

Em relag&o as forcas de gravidade:

o f | 0
o " 6 0
Onde,
Q a o 2 a5
pTIT
R .
o) 0 , Q o , Q



O h i P ';'lej
pTmtm

Portanto a matriz geral de forcas de gravidade é dada por:

P.-

r&l,l
Id:ll

“O h p 1 éﬂ 'Ql’j

p TUITA
l,il’l

pU
Para as forcas internas:
of | of
oM o , ,m
oM o, . m

16 101, 106, pmP
Tw!,Tw!, /b p L&
Q0
A Tt -—
a
Entao:
T,
B
"o h |5.:. 00
!
U
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Sendo conhecidas as forcas externas e as forgcas internas, precisa-se

desenvolver também as forcas amortecedoras.
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Q 6 , 006, m
V) o , Cﬁj s — O , (03] , w
ot PTPT Sug na
T‘Q I
V) T P P —U
p p a
Portanto fazendo a montagem:
rvp pomT 'l
nP G p E T
1Tt p < B QU
L T e E e X
. ) C o T a
11 TT E p C pl’l
u Tt p p v

rvp L Il

U ¢ m E LIS
pm TG R olr:!
— 11 e E e '
wyn ¢ T TE

I 1 E nmc¢m

u n nn pY

o " |0 100

Como a velocidade nodal no tempo inicial é zero, entdo a forca

amortecedora nesse passo de tempo é nula também.
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qQ::I

v
W

Qo0

L,

g

d. Equacéo para o calculo das aceleragfes nodais no tempo t

0 & 'yﬁ o " of o M

Y
Zero

ST i & Ul Ori
¢ mE L ,”8 ,‘E
) 100 S Qi s y a
ll . 8 E 8 N - | I"é’ |,| "O h LI EI’I Q0
wyn ¢ M T o L 1N P TUITLIN
I 1 E mc¢m Iy 1 1z
u T 7T pU’ w U LpU’
@
oy Ul rgfl
Iy 1 |bl,l ,
) 1 Ié’ 1l (.lfﬂJ d@’l G_
Iy N Ilbl’l i
gy 1 Ibrl
wy U U

Pode-se ver que a aceleragdo no no 11 e zero pois € uma condicdo de

contorno, portanto a velocidade e deslocamento nesse né sdo zero também.

e. Calculo das velocidades das particulas no seguinte intervalo de tempo

a partir das acelera¢des nodais no tempo t.

Portanto existem 20 particulas, e assim, 20 valores de velocidade

no tempo (t +)xpt
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0 mionw , ® 0 , ®
. a
on W MU T, g WP ™ T, o GHp TBIT WFEU
. a
on W MU T, g0 WP T T, e WWp TBIT WU
. a
on W MU T, g WP ™ T, o GHp TBIT WFU
é
é
- a
on I MU T, g WP T T, e T TBIO QT
- a
on I MU T, g0 WP ™ T, e T TBIpCOT
Por tanto:
Nnatr WL
8L T witv
BT WAL
VI BT watv 9
11 é Y]
H8to ey
Udtp ¢¥ it

Calculo das velocidades nodais. Con as velocidades das particulas no
tempo (t + xptovamente interpola-se para obter as velocidades dos nés

notempo ( t + ot )

oo v I —
— ao , 07
— &4 o, 0& &4 0, v°®
™ ™, T, P v
— Qa — ] T3 T WU o - . TBIT WIMWw pPTI pQUl
, ™ T, ™ T, P A
— «a _— ) . T8t 1 ORI o, ] TITm U pPTI pQUl
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™ ™ ™ T® p
— «a ® T ] n&rwnum ® ] TBIT WIMWw pPTI QU i
é
) ™ T, ™ T o C
— W, . T|BI0(quTIiej ® \ TMipgop P o X %Ul

Realizando a montagem dela e resolvendo obtém-se as velocidades nodais.

T[8IT ®P
T8t o.)p .
8 8T T @p a
g o~ i
1810 W w
Ut 1 ¥

g. Calculo dedeslocamento. Usando as velocidades nodaisnotempo ( t + pt )

sdo obtidos os deslocamentos nodais.

N Yoo
J& T B0
T8 T 3,0
Y 1 TWwo .
yo 8 P pnIT[&e !
TP weo
Ut 1 T

h. Célculo de deformagdes. Com o0 incremento de deslocamentos séo
calculados o aumento das deformagBes. Este calculo € feito

separadamente para cada elemento.

v v

Y- 0, Yo
y- pnpnB TTLVO, gy o
a T TUGC
o P mMtuo
Y p TP T T[&Tucpna m
é
v P mtvuo .
Y pnpnd T[&Tuopna T
o P mMtTuo .
Y pnpnd T@wwopna ®» pTm
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v P mMtvuo .
Y pnpnd T@wwcpna ® pm
v P ™ wwo .
Y pnpnd T&nnpna p&oc prTt
v P ™ wwo .
Y pnpnd T&nnpna p&oc prTt
v T
] S[ 1 N
V/ L1 ] ai. y Qu
y-H ) pmtY% i N O 1A
] Ta)ll a
Up @&
11 S T,
o o 1l vl |
S L S oYy
y 8 Ilnatplg-[ = n, 25
U rgrp g1 a T
Umgtx & p U
u gt x &'p S
Y
] f[ ] 00
”Tla'[pl.UT a
Urgix dp
u 8t x &p

i. Volume e densidade. No MPM a massa das particulas ndo muda com o

tempo, entretanto o volume muda e a densidade também.

m p Y im
E segundo a teoria da elasticidade:
y- y- ¥ ¥ n V- y- T V-
Y
} ] Te[ |
-8 V- p ¢t Yoayt pm
low ¢
X& X!
U xgo ¥
Por outro lado:
a
m

P
m CT(*)LIJ_pOm v pT[d Om §) p T

o) p



Sabendo as deformagBes em cada particula no tempo ( t + tgm-9e:
m® pY-%:m

Y8BT T
11 é ]
W8 T TR T

m?e TBwaeap pma
T WRP
1180 00 @ T
U so w ¢

Devido a mudanca de volume, também é alterada a densidade que é

verificada pela equacéo:

gto Keoltt
"8 éﬁogé 20
ligroggp O
l¢grt to
k81 "o

j-  As novas posicdes das particulas séo atualizadas:

0 ) 0 , Yo

) ) o , Yo

6N ) 6 , 368 O , 308

o ™ T, g TR TULUOT® T®, g T TUPTMT cguvaopma
o ™ T, g TR TUOT® T, g TRTUPT c8uopmda
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oh ™ T, s TRTUGCT® M, s T OWPT CHOoYpTA
oh ™ T, s TRTUOT® T, s T OWPT  CHTYP T A
6h ™ T, g T WWOTD T, g MP T p& wupma
oh ™ T, g T OWOT T, g MHPT ™MW PP
58 V.9
, 68 Lo
o8 & ool pTT
"¢ Y
b8 wu
U oW
rvnarclii) ”TBTCUCITIUO
lTﬂIxﬁU lFstUCIIIUO-
| CL lﬂ%quqlruo
l Xl’lb ] XUC“UO'
Q.U CugIlIuvOo
e vt uo
GV ugIlIuvo
:gx',b :gxuc&'uc
ljg ¢b lﬁacuc'l‘uo
o WXL, ge MErvciuo
& c'b cuctuo
& x'L Y@ xvctuvo
@ b ®cuctuo
t@ x'b T X uQ'b
:fgc',b :gCUC*}'UG
X'b Xucgtuo
:hhgc',b T cucisoy
XL hepx v ¢P Y
Lo q'L lhdoq v p WU
Urdo x W Usox v T wY

Finalmente, o processo se repete até que o0s resultados dos
deslocamentos ndo apresentem variacdo. Como foi mencionado anteriormente,
as analises foram feitas com 20 e 200 particulas, através de um cédigo criado no
programa MATLAB.

Do seguimento dos deslocamentos ao longo do tempo da particula P1
(superior) da modelagem com 20 particulas e com 200 particulas, para os dois

tipos de analises tem-se o seguinte.

Modelagem com 20 particulas:
Nas seguintes figuras pode-se ver o desenvolvimento dos deslocamentos

verticais da particula P1 ao longo do tempo até atingir o valor final da analise.
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Nelas mostram-se os resultados das analises feitas com diferentes incrementos
de tempo.

Na Figura 2.12 corresponde a analise 1 onde o resultado mais aproximado
ao analitico corresponde ao incremento de tempo de 0.00005 segundos. Nesta
andlise o resultado mediante o MPM foi 0.408 m por tanto o erro em relagéo ao
resultado analitico (0.25 m) foi 63%. Na Figura 2.13 para analise 2 o resultado
mediante o MPM foi de 0.059 m, sendo o erro em relacdo ao resultado analitico
(0.025 m) de 136%.

Analise 20 particulas

0.7

0.622n

AN

|

0.4

0.426n

i
!

03 |

NnN52°%
0.2 025

Deslocamento vertical da particula superior [m]

0.1

0 5 10 15 20 25
Tempo [s]

——Delta =0.01 Delta t=0.005 ~———Deltat=0.0005 ~=——Delta t=0.00005

30

Figura 2.12 Andlises com 20 particulas (andalise 1) para diferentes intervalos de

tempo na solugéo.
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Analise 20 particulas

0.09

0.06In

0.06In

0.05%n 0.060n

Deslocamento vertical da particula superior [m]

faWalsl—%8
U ozZ/m
0.02
0 5 10 15 20 25 30
Tempo [s]
—Delta t=0.01 Deltat=0.005 ——Delta =0.0005 ———Delta {=0.00005

Figura 2.13 Andlises com 20 particulas (analise 2) para diferentes intervalos de

tempo na solugéo.

Modelagem com 200 particulas:

Similarmente que as figuras geradas da analise com 20 particulas pode-
se ver o desenvolvimento dos deslocamentos verticais da particula P1 ao longo
do tempo até atingir o valor final da analise.

A Figura 2.14 corresponde a analise 1 onde o resultado mais aproximado
ao analitico corresponde ao incremento de tempo de 0.00005 segundos. Para esta
mesma analise o resultado mediante o MPM foi de 0.272 m por tanto o erro em
relacdo ao resultado analitico (0.25 m) foi 8.8%. No analise 2 (Figura 2.15) o
resultado mediante o MPM foi de 0.029 m, sendo o erro em relacdo ao resultado
analitico (0.025 m) de 16%.
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Andlise 200 particulas

0.6

et
wn

<
o~

<
[N

Deslocamento vertical da particula superior [m]
o
w

0.1

0 5 10 15 20 25
Tempo [s]
=——Delta =0.01 Deltat=0.005 =———Deltat=0.0005 =———0Delta t=0.0005

30

Figura 2.14 Analises com 200 particulas (analise 1) para diferentes intervalos de

tempo na solugéo.

0.06

Andlise 200 particulas

e
o
]

e
=]
=y

0.03in

0.030n

e
=]
]

Deslocamento vertical da particula superior [m]
(=]
o
w

0.01 ¥

= Delta t=0.01

Delta t=0.005

15

Tempo [s]

= Delta t=0.0005

20

= Delta t=0.0005

25

30

Figura 2.15 Andlises com 200 particulas (analise 2) para diferentes intervalos de

tempo na solugéo.
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Para as duas analises de MPM (20 e 200 particulas) se fez a comparacao

dos resultados mais préximos ao analitico (incremento de tempo de 0.00005

segundos para cada um deles) com o resultado de MEF nos casos das analises 1

e 2.

Deslocamento vertical da particula superior [m]

MEF vs MPM
0.6
0.5
0.4081=|163%

0.4 -
0 0.272n=|109%
0.2 0.250n
0.1

0

0 5 10 15 20 25

Tempo [s]

= MEF Conservacao de momentum = MPM 20 particulas Delta t=0.00005

= MPM 200 particulas Delta t=0.00005

30

Figura 2.16 Comparacdo de MEF com MPM (analise 1).

Deslocamento vertical da particula superior [m]

MEF vs MPM

0.08
0.07 IR

0.05n=236%
0.06 N
0.05
004 0.02n=116%
0.03 v
002 0.025n
0.01 g

o
0 5 10 15 20 25
Tempo [s]

——MEF Conservacao de momentum  ——MPM 20 particulas Delta t=0.00005

———MPM 200 particulas Delta t=0.00005

30

Figura 2.17 Comparacgao de MEF com MPM (analise 2).
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Adicionalmente, a modelagem ¢é feita com a programacao no C++ baseado nas
formulagbes matematicas descrevidos detalhadamente neste capitulo. Esta
codificacéo foi feita por Muller e Vargas (2014). A coluna (1D) de solo foi feita
simplificadamente na implementacéo de Muller em 2D. As dimensdes do modelo
foram 1m na direcdo vertical € 0.1m na dire¢do horizontal. Com o objetivo de
simular este problema 1D na codificagdo em 2D considerou-se relagdo de Poisson
perto do cero, por tanto as deformacgfes nas laterais sdo quase zero. O nimero
de particulas no modelo sdo 10,100 (horizontalkvertical). O resultado € o seguinte:

a)

0.000E+000 0.000E+000
-2.609E-002 -2.77BE-003
-5.218E-002 -5.556E-003
-7.827E-002 -8.333E-003
-1.044E-001 -1.111E-002
-1.305E-001 -1.389E-002
-1.565E-001 -1.667E-002
-1.826E-001 -1.944E-002
'""”"' -2.087E-001 -2.222E-002
-2.34BE-001 -2.500E-002

Figura 2.18 Resultado dos deslocamentos verticais em metros para (a) analise 1 e (b)

analise 2.
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Mat eri al po-iAno p Mad b od

Nao € incomum encontrar problemas geotécnicos que envolvam
problemas solidos e fluidos de forma acoplada. O objetivo deste capitulo é
entender o conhecimento de MPM para problemas acoplados, onde a velocidade
dos fluidos e dos sélidos s&o as principais variaveis.

3.1.
Conceitos preliminares

3.1.1.
Esforco efetivo

De acordo com os conceitos de esforgo efetivo para solos saturados, o
esforco total U; € decomposto em esforcos efetivos, U i0e presséo de poros através

da seguinte expressao.

3.2.
Modelo hidromecanico para solos saturados

Para solos em condicdo saturada sdo apresentados as equacdes
governantes: conservagdo de massa, conservacao de quantidade de movimento,

e a relacdo constitutiva.

3.2.1.
Conservacao de massa

A equacdo de conservacdo de massa na fase sélida e liquida pode ser

escrita da seguinte forma.
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— &' — ¢&" 0 T 3.3

¢ é a porosidade.

Considerando o grao solido incompressivel desenvolve-se as equacdes

mencionadas anteriormente

E— ' — & — ™ 3.5

Substituindo a equacgéo 3.4 na equacao 3.5 para eliminar a variagdo da

porosidade no tempo tem-se:

A é&gua é considerada linearmente compressivel. Por causa disso a
densidade e linearmente variavel com a poropressao conforme o maddulo

volumétrico da agua.

Substituindo a equacao 3.7 na equacéo 3.6 tem-se:

3.2.2.
Conservacéao de quantidade de movimento

A conservacdo de quantidade de movimento na fase soélida pode ser

expressa da seguinte forma:
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é'gT_" éT_r‘] & e Q.
Y 90 : Y o Y

3.9
Onde K é a permeabilidade hidraulica que pode ser expressa em termos
de permeabilidade de Darcy.

~

o Q— 3.10

A conservacao de quantidade de movimento da fase liquida:

£ — £— & Q 0 0 T 3.11

Adicionando a equacdo de conservagdo de movimento de solidos
(equacdo 3.9) a equagdo de conservacdo de movimento de liquidos

(equacéo 3.11) se tem a equacgédo de conservagdo de movimento do solosaturado:

p ¢ — &' — — ' "Q 3.12
3.2.3.
Relacao constitutiva

As relacdes constitutivas sdo as mesmas que para a fase sdlida, entretanto

estas sdo expressas em termos de esfor¢os efetivos.

3.3.
Revisdo numérica de problemas em duas fases

Existem diferentes formulagbes que representam o comportamento nas

duas fases (solida e liquida):

Formulacdo vi p velocidade de séliddsporopressao

Formulacdo vi w velocidade de séliddsvelocidade dos liquidos

Estas formulacdes representam adequadamente a propagacéo das ondas

nos meios; entretanto v-p ndo mostra a resposta adequada frente a cargas
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dinmicas, e por isso utiliza-se a formulacdo v-w no MPM. Esta formulacéo
apresenta quatro variaveis desconhecidas que sdo: a velocidade na fase dos
sélidos vi, na fase liquida wi, poropresséo p, e o esforco efetivo U 0

As velocidades sdo calculadas nos nds, enquanto que a poropressao e 0s
esforcos sdo calculados mediante os pontos de gauss (MEF) e nas particulas
(MPM). A sequéncia de solucdo das variaveis desconhecidas comeca com o
calculo da velocidade na fase liquida a partir de a sua equacéo de conservacao

de quantidade de movimento.

'— — " Q — 0 3.13

Conhecida a velocidade na fase liquida, tem-se a velocidade na fase solida
com a equagdo de conservacao de quantidade de movimento nas duas fases.

Q 3.14

o
m;
('Y)A

A equacao de conservacdo da massa e usado para o célculo do poro
presséo.

— — p &€ — £— 3.15

Enfim a relag&o constitutiva e usada para o céalculo dos esforgos efetivos.

3.4.
Elementos finitos para a formulacdo v - w

Desde a perspectiva lagrangiana aqui considera-se os algoritmos para

resolver.

3.4.1.
Condigdes de contorno e condigdes iniciais

Com relagdo ao dominio se deve cumprir a seguinte condigéo.

Tm Tm " Tm Tm " 1m 3.16
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Onde o dominio de subscrito w é a velocidade prescrita na fase liquida. O
subscrito p € a pressao prescrita na mesma fase. O subscrito u é a velocidade
prescrita na fase solida, em tanto que o subscrito T € o esforgo aplicado no
contorno. As seguintes condicdes deveriam ser satisfeitas.

Tm"tTm »Q'm " Tm 1 3.17

As condi¢cbes de contorno de velocidade para as duas fases pode ser

escrita da seguinte forma:

D ad wo & mo 3.18

0 ahd w O & m o 3.19
En relagdo ao esforgo no contorno e poropressao.

, e Tt od &8 mo 3.20

Naddé Alfafd €4 m o 3.21
As condic¢des de velocidade para as duas fases:

0 oo ® h U oo W 3.22
As condig6es iniciais de esforgo total e poropressao para as duas fases:

, oo , Qpdo 3.23

3.4.2.
Formulacao geral

Escrevendo-se de forma geral a equacdo de conservacdo de quantidade

de movimento par as duas fases.

U TQiofm #Hllam  8u “oam
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3.24

Lo & —an | gy —ay | du—am

3.25

v

Aplicando o teorema divergente e depois considerando as forcas de

superficie nas duas equacdes anteriores tem-se.

o %OQT] omrQ "y %_lrJ] (3] oU "QQm
L — 0 0 O
3.26
dp £ %OQT] oy %0 QY
3.27

3.4.3.
Discretizacdo no espago

O procedimento para a discretizagdo no espaco € o mesmo que se utiliza

para elementos finitos, com o mesmo critério das fun¢bes de forma.

Do 0 ®L O 3.28
Oad 0 ®O o 3.29
o 0 o <€© 3.30

Fazendo a substituicdo de isto nas equagdes anteriores tem-se:
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. 0 —0 0 ULy 3.31
.0 p &' 0wQ o0 ¢ 0o 0 0 TR
L0, 0" Qi 3.32

O vetor a, contém as aceleracfes nodais da fase do agua, r[e a vetor da

poropressao prescrita, e] ¢é definido da seguinte forma.

1 P p P TTT 3.33

Das formulagfes anteriores se conclui as equagdes de conservacao de
guantidade de movimento para fase solida e liquida, expressadas da seguinte

maneira.

0 V' 0OGnw © 0 AFB

v

0 0 —0®™ 0 U 3.34

>v

0 0 €' 0w 0 o T QY

>v >v

0 0 ' Q@ o 6 , Om 3.35

0w O O O O 3.36
0 @ b w O O O 3.37

Onde:
O VU U 3.38




















































































