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Resumo

Pereira, Guilherme Armando de Almeida; Veiga Filho, Alvaro de Lima.
Modelos de cépulas para simulagao de cenarios hidrolégicos.
Rio de Janeiro, 2017. 131p. Tese de Doutorado — Departamento de
Engenharia Elétrica, Pontificia Universidade Catoélica do Rio de Janeiro.

Muitos dos modelos de simulagao de cenarios de vazoes, necessarios para
o planejamento e operacao de setores elétricos, sao construidos sob hipote-
ses rigidas. Isto pode restringir sua capacidade de representar dependéncias
nao-lineares e\ou distribui¢des nao usuais. Cépulas superam estas limitagoes.
Elas possibilitam que o comportamento marginal das variaveis seja modelado
separadamente da estrutura de dependéncia do vetor aleatorio. Além do mais,
podem representar os mais diversos tipos de associagoes. Isto posto, esta tese
apresenta 3 artigos onde modelos de copulas sao desenvolvidos visando a si-
mulagdo de cenarios de vazoes. No primeiro artigo, propomos um modelo pe-
riddico de cépulas vine espaciais para simulagdo multivariada. As principais
contribuigoes sao a extensao para o caso periddico dos modelos de copulas
vine espaciais; a dréastica reducdo do nimero de parametros; o desenvolvi-
mento de um modelo nao linear multivariado para simulagao de cenarios de
vazoes que incorpora a dependéncia temporal, a dependéncia espacial, a vari-
agao sazonal e o elevado niimero de usinas (alta dimensao). No segundo artigo,
realizamos algumas modificagbes no modelo peridédico espacial proposto que
resultam em uma menor complexidade sem perda de performance. No terceiro
artigo, propomos uma metodologia baseada em copulas vine para modelar a
dependéncia temporal de séries peridédicas univariadas de vazodes. Dentre as
contribuigoes destaca-se a construcao de uma versao nao-linear dos modelos
periddicos autorregressivos (PAR(p)) onde a dependéncia temporal de qual-
quer ordem pode ser considerada; a possibilidade da incorporacao de efeitos
lineares e nao-lineares; um modelo que nao simula cendrios com valores nega-

tivos; a flexibilidade para se modelar as distribuigdes marginais mensais.

Palavras-chave
Modelos nao lineares; Copulas; Cépulas vine; Simulacao de

cenarios; Modelos em alta dimensao.
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Abstract

Pereira, Guilherme Armando de Almeida; Veiga Filho, Alvaro
de Lima (Advisor). Copula models for streamflow scenario
simulation. Rio de Janeiro, 2017. 131p. PhD Thesis — Departamento de
Engenharia Elétrica, Pontificia Universidade Catdlica do Rio de Janeiro.

Many streamflow scenario simulation models, which are needed for the
planning and operation of energy systems, are built on rigid assumptions.
This may limit their ability to represent nonlinear dependencies and/or
nonstandard distribution functions. Copulas overcome these drawbacks and
represent a flexible tool for modeling multivariate distributions. They
enable the modeling of the marginal behavior of variables separately from
the dependence structure of a random vector. Moreover, they can represent
any type of association. This thesis is composed of three working papers,
wherein copula-based models are proposed, objectifying the simulation of
streamflow scenarios. In the first working paper, a periodic spatial copula
model is proposed to simulate multivariate streamflow scenarios. The main
contributions include periodic extension of the spatial vine copulas;
a distinct reduction in the number of parameters; and the development
of a multivariate nonlinear model for streamflow scenario generation that
incorporates time dependence, spatial dependence, and seasonal variation, and
accounts for the dimensionality of the problem (high number of hydroelectric
power plants). In the second working paper, some modifications are made
to the periodic spatial model, resulting in lower complexity without the loss
of performance. In the third working paper, a methodology based on the vine
copula is proposed to model the temporal dependence structures in a univariate
periodic streamflow time series. Among the contributions, the construction of a
nonlinear version of the periodic autoregressive model (PAR(p)) is highlighted.
The possibility of modeling linear and nonlinear effects and the flexibility
of modeling the monthly marginal distributions are highlighted as well. This

model does not simulate negative values.

Keywords
Non-linear models; Copula; Vine copula; Scenario simulation; High

dimensional dependence models.
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1
Introducao

No Brasil, grande parte da energia gerada provém de usinas hidrelétricas.
Esta carateristica peculiar torna o setor elétrico fortemente dependente dos
regimes hidrologicos e de chuvas.

Devido ao elevado grau de incerteza associado a tais regimes, o planeja-
mento e a operagao do sistema é uma tarefa bastante complexa. Sua solugao
¢ obtida via modelos de otimizagdo baseados em programagcao estocastica.
Grande parte destes, sao alimentados por cendrios de vazoes que, de certa
forma, representam a incerteza associada as fontes intermitentes. Deste modo,
é clara a importancia dos modelos de simulacao de cenarios para o setor elé-
trico.

A acuracia de um modelo de simulacao de cenarios pode ser aferida
através de sua habilidade em gerar dados sintéticos de vazbdes preservando
determinadas caracteristicas histéricas observadas.

Em sua maioria, tais modelos de simulacao sao baseados nos modelos
autorregressivos de Box e Jenkins [1]. Como exemplo, podemos citar as re-
feréncias [2-7]. Tais modelos sdo construidos sob hipéteses rigidas no que
diz respeito ao tipo de dependéncia temporal entre vazoes adjacentes ou a
forma das distribuigdes marginais ou das distribuigbes conjuntas, [8]. Sharma
& O’Neill [8] e Zachariah & Reddy [9] elencam algumas desvantagens dessa
classe de modelos, tais como: (i) Dados de vazoes geralmente nao seguem uma
distribuicao normal. Isto sugere que a distribuicao Gaussiana, usualmente im-
plicita na estrutura desses modelos, pode nao ser adequada; (ii) A hip6tese de
normalidade limita a capacidade do modelo em representar formas nao usuais
de distribuigoes de probabilidade; (iii) Estas formulagdes podem nao modelar
apropriadamente estruturas de dependéncia nao lineares; (iv) Existe a possibi-
lidade de geragao de cendrios que apresentem valores negativos (nao vélidos),
uma vez que a distribui¢do Gaussiana é definida no intervalo (—oo, 00). Algu-
mas transformagoes nas séries originais podem ser aplicadas para garantir que
os cenarios sejam positivos. Entretanto, estas podem incorporar algum tipo de
viés, [10,11].

Sabe-se que com o uso de copulas, todas as desvantagens supracitadas

podem ser contornadas. Desde o trabalho pioneiro de Sklar [12], onde foi de-
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monstrado que uma funcao de distribuicao multivariada pode ser decomposta
em uma copula C' e um conjunto de distribui¢des univariadas, o uso das copu-
las se popularizou. Dentre as inimeras razoes, destaca-se a possibilidade de se
modelar o comportamento marginal das variaveis separadamente da estrutura
de dependéncia. Além do mais, as copulas podem representar diversos tipos
de associagao, tais como assimetria, dependéncia de cauda, etc.

O desenvolvimento das cépulas ocorreu principalmente no ambito bidi-
mensional. Existe uma vasta colecao de cépulas bivariadas o que resulta em
grande flexibilidade no que diz respeito as estruturas de dependéncia. Por ou-
tro lado, no caso d-dimensional (d > 2), o nimero de cépulas é reduzido. Além
disso, as poucas copulas existentes possuem restrigoes em suas formulagoes
que limitam sua capacidade de modelar diferentes estruturas de dependéncia
presentes dentro de um conjunto de dados.

A construgao pair-cépula (pair copula construction - PCC; [13]) é uma
alternativa para a construgao de copulas d-dimensionais que incorpora toda
a flexibilidade das copulas bivariadas. Esta consiste em decompor uma den-
sidade multivariada em um conjunto de cépulas bivariadas incondicionais e
condicionais e densidades marginais univariadas. Esta construcao, que pode
ser organizada em um modelo grafico proposto por Bedford & Cooke [14, 15],
também ¢é conhecida na literatura como copulas vine ou vines regulares (R-
vines).

Modelos de simulacao de cenarios de vazoes podem ser classificados em
duas categorias, multi-site simulation e single-site simulation. Na primeira,
varias séries sao modeladas levando-se em consideragao tanto a dependéncia
temporal quanto a interdependéncia entre as usinas. No segundo caso, apenas
a dependéncia temporal é considerada. Existem alguns trabalhos empregando
copulas para a simulagido de cenarios de vazoes, [9, 11, 16-22]. Todavia, seu
potencial ainda nao foi completamente explorado. Assim, o objetivo geral desta
tese é propor modelos/metodologias baseadas em cépulas para a simulagao de
cenarios de vazoes em ambas categorias.

Em termos de simulacdo multivariada (multi-site simulation), Hao &
Sing [19] propuseram um método baseado na teoria de entropia para obtengao
da copula entre diferentes usinas. Os autores avaliaram a metodologia proposta
em um conjunto de 3 usinas. Os resultados indicaram que o modelo é capaz de
capturar adequadamente a dependéncia entre usinas de diferentes localidades.
Chen et al. [22] também propuseram uma metodologia para simulagdo de
vazoes entre diversas localidades. Sua metodologia é baseada na construgao de
coOpulas tridimensionais para modelar a dependéncia temporal e espacial entre

as vazoes de duas localidades. Sua abordagem modela pares de localidades
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a cada iteracao, o que pode resultar em uma nao captura adequada da
dependéncia espacial caso o nimero de regides seja elevado. Os autores
avaliaram esta metodologia na vazao mensal de 3 localidades e nas vazoes
diarias de 6 localidades. Os resultados indicaram que a metodologia proposta
foi capaz simular cenarios respeitando caracteristicas observadas nas séries
originais.

Isto posto, no Capitulo 4 desenvolvemos um modelo multivariado nao
linear baseado nas copulas vine para geracao simultanea de cenarios mensais
para diversas usinas hidrelétricas. Especialmente no caso do SEB onde o
numero de usinas é elevado, o modelo proposto deve ser capaz de lidar com o
elevado ntimero de usinas.

Embora bastante flexiveis para a construcao de copulas em altas dimen-
soes, o nimero de pardametros de uma cépula vine cresce quadraticamente com
o nimero de varidveis. Como alternativa, Erhardt et al. [23] introduziram os
modelos de copulas vine espaciais. Estes exploram informagcoes geogréaficas com
o intuito de reduzir o niimero de parametros a serem estimados. Assim é pos-
sivel construir um modelo com muitas variaveis estimando-se uma quantidade
reduzida de parametros. Ademais, é possivel aumentar o nimero de variaveis
sem a necessidade de se elevar a quantidade de parametros.

Desta forma, no Capitulo 4 propomos um modelo de cépulas vine
espaciais para simulacao de cendarios de vazoes mensais para diversas usinas
hidrelétricas. Tal modelo considera a dependéncia temporal, a dependéncia
espacial entre as usinas e a forte variacao sazonal. Para acomodar esta variacao
periddica, propomos uma extensao do modelo original de Erhardt et al. [23].

Dentre as contribuigoes deste capitulo, destaca-se a extensao das copulas
vine espaciais para o caso periédico. O modelo resultante pode ser entendido
como um modelo de copulas vine espaciais com parametros variando periodi-
camente. Além disso, apresentamos um conjunto de varidveis que descrevem
razoavelmente a dependéncia espacial entre as usinas: (i) distdncia entre usi-
nas; (ii) grau de associacdo entre séries de precipitagdes; (iii) topografia dos
rios. A reparametrizacao com estas variaveis reduz consideravelmente o niimero
de parametros a serem estimados. Além disso, o modelo proposto incorpora a
dependéncia temporal, a dependéncia espacial, o forte componente peridédico
e o elevado nimero de usinas. Os resultados apontam que o modelo estimado
captura as principais associacgoes existentes no historico. Com isso, a variacao
sazonal entre usinas ¢ razoavelmente aproximada. Por fim, a andlise dos cena-
rios simulados indica que as séries sintéticas geradas respeitam caracteristicas
histéricas presentes nas séries originais.

No Capitulo 5 a simulagao de cenérios de vazoes univariadas (single-site
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stmulation) é abordada. E de conhecimento comum que cépulas também po-
dem ser empregadas para modelar a dependéncia temporal dentro de uma série
temporal. Como exemplos, pode-se citar as representacoes através de copulas
dos modelos AR(p), MA(q) e ARMA(p,q) apresentadas em Joe [24]. Mendes
& Afube [25] modelaram o primeiro e segundo momento de séries financeiras.
Este modelo pode ser entendido como uma alternativa ao AR(1)-ARCH(1).
Mendes & Accioly [26] propuseram uma estimacdo robusta para C-vines e
as utilizaram para previsao de séries de volatilidade realizada. Brechmann &
Czado [27] propuseram o COPAR (Copula autoregressive model), o que pode
ser visto como uma alternativa ao VAR.

Em se tratando de modelos de copulas para geracao univariada de
cenérios de vazoes, Lee & Salas [17] foram os pioneiros. Estes utilizaram cépulas
bivariadas e a copula Gaussiana trivariada para simulagdo e analise da série
anual do Rio Nilo. Hao & Singh [18] propuseram uma metodologia utilizando
o principio de entropia para obtencao das distribuicbes marginais e cépulas
bivariadas para modelar a distribui¢do conjunta entre dois meses adjacentes.
Nesta dire¢ao, Zachariah & Reddy [9] utilizaram a cépula Gumbel bivariada
para a simulagdo de cenarios de vazdes mensais na barragem de Hirakud,
India. Kong et al. [21] também empregaram a cépula Gumbel bivariada em
conjunto com o método da maxima entropia para simulagao da vazao do Rio
Xiangxi, China. Li et al. [11] estimaram a distribui¢do conjunta entre dois
meses consecutivos condicionadas a outras variaveis. Jeong & Lee [20] aliaram
a abordagem proposta por Lee & Salas [17] ao modelo PDAR (periodic discrete
autoregressive model) para a simula¢ao de vazoes mensais de rios intermitentes.

Como observado, os trabalhos para simulagdo univariada de cenarios
hidrologicos se preocuparam apenas com a dependéncia temporal de lag 1.
Muitos destes, podem ser entendidos como uma versao nao linear do tradicional
modelo periédico autorregressivo Gaussiano de ordem 1, PAR(1).

Dessa forma, no Capitulo 5 propomos uma metodologia baseada em
copulas vine para tratar a dependéncia temporal de ordens superiores a 1
em séries hidrolégicas periddicas. O modelo resultante é uma alternativa ao
tradicional modelo periédico autorregressivos de ordem p (PAR(p), [5]) e pode
ser visto como uma versao nao linear do mesmo. Além do mais, a abordagem
proposta contorna algumas limitagdoes dos modelos lineares Gaussianos. Ela
nao simula cendrios negativos, ¢ flexivel o suficiente para modelar efeitos nao-
lineares e pode modelar qualquer comportamento das distribui¢oes marginais.
A anédlise dos cenéarios simulados indica que o modelo é capaz de captar
estruturas de dependéncia de ordem superior a 1. Por fim, testes estatisticos

realizados demonstram que esta metodologia é capaz de simular cendrios com
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as mesmas caracteristicas observadas no histérico.

Em suma, esta tese estd organizada da seguinte maneira. O Capitulo 2
apresenta todos os conceitos necessarios para o desenvolvimento deste trabalho.
O Capitulo 3 introduz as cépulas vine que serao amplamente exploradas ao
longo deste texto. No Capitulo 4, propomos um modelo de cépulas para a
simulagao multivariada de cenarios de vazodes para diversas usinas. Por fim,
no Capitulo 5 propomos uma metodologia para simulagao univariada de série

hidrologicas.
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2

Algumas ferramentas matematicas e c6pulas

Este capitulo introduz as cépulas e alguns conceitos pertinentes. Adicio-
nalmente, também sao incluidas algumas ferramentas matematicas e modelos

utilizados ao longo dessa tese.

2.1
Coépula

2.1.1
Definicao

Iniciaremos esta exposicao definindo a transformagao integral da proba-
bilidade (probability integral transform). Se a variavel aleatéria X; tem fungao

de distribui¢do acumulada continua (f.d.a) Fj, entao

Por outro lado, denotando F; ' como a funcdo inversa (funcio quantil)

da f.d.a F}, temos que
X, =FYU) ~ F. (2-2)

Esta transformacao possui papel central na teoria de cépulas, uma vez
que copulas sdo distribui¢cdes multivariadas com marginais uniformes.

Cépula é uma ferramenta extremamente 1til na analise de dependéncia.
De forma geral, toda distribuicdo multivariada carrega informacoes acerca
do comportamento individual de cada variavel (distribuigoes marginais) e da
estrutura de dependéncia que rege a relacao entre as mesmas. A abordagem
via copula viabiliza a analise separada destes componentes, permitindo assim,
o estudo mais detalhado das estruturas de dependéncia que governam um
vetor aleatorio. Uma cépula d-dimensional C' é uma funcao de distribuigao
acumulada multivariada definida em [0, 1], C': [0,1]¢ — [0, 1], com marginais
uniformemente distribuidas.

O teorema de Sklar [12] desempenha papel fundamental na teoria de
copulas. Seja X = (X7, ..., Xy) um vetor aleatério com fungao de distribuigao
conjunta F' e distribuicoes marginais Fi,..., Fy. Entao existe uma copula
C :[0,1] — [0, 1] de forma que para (xy, ..., z4) € R,
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F(z) = F(x1,...,xq) = C(F1(x1), ..., Fa(zq)), r e R (2-3)

Se as distribuigoes marginais sao continuas, entao a cépula C' é tunica.
Esta carrega toda a estrutura de dependéncia de um vetor aleatério e pode ser
entendida como uma fun¢ao que conecta distribui¢goes marginais para formar
uma distribuicao multivariada.

Por outro lado, é possivel representar a copula C' em termos da distri-

buicao conjunta F' e das distribuicoes marginais inversas,

Cuy,...,uq) = F(FT Hw), ..., Fyt(ug)). (2-4)

Em termos de densidades, a fungdo f(z1,...,x4) correspondente a F

pode ser escrita em termos de densidade copula ao se calcular a derivada
parcial de 2-3. Dessa forma, temos

d

f@) =ci. a(Fi(z1),. .., Fa(za)). ] fi(:), (2-5)

i=1
onde ¢;, 4(-) é a densidade copula d-dimensional definida como
B 00 (uy, . .., ug)
 Ouy...0uy

Por fim, a densidade ¢;,__4(-) pode ser expressa em termos da funcao de

c(ug, ..., ug) (2-6)

densidade f(z1,...,x4) e das respectivas marginais como

f(Flil(u1)7 C Fcfl(ud>>
AET () - fa(Fy (ua)

Cl,...,d(ub <. ,Ud) = (2_7>

Segue abaixo trés copulas famosas por suas propriedades. Estas sdo as
copulas de Frechét (dependéncia perfeita positiva/negativa) e a copula de

independéncia (copula produto). Os exemplos sao dados para o caso bivariado.

Cépula de independéncia (produto)

No caso de duas variaveis aleatorias independentes X; e X5, a distribuicao
conjunta é igual ao produto das distribui¢bes marginais, ou seja, F'(z1,xq) =
Fi(z1)Fy(z) = C(Fi(x1)Fy(xs)). Com isso, podemos dizer que a cépula

produto, usualmente representada por C'|, é

CL(Ul, Ug) = U1 * Ug. (2—8)

Coépulas de Fréchet - Cy e C,

As copulas de Fréchet sdo dadas por
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Cr(uy,us) = max(uy + ug — 1,0), (2-9)

Cu(uy, ug) = min(uy, ug). (2-10)
Estas cépulas descrevem dependéncia perfeita negativa e positiva, res-

pectivamente. Para qualquer cépula C, temos que
CpL <C<Cyp. (2-11)

Por este motivo, as copulas Cy e ', também sao conhecidas como limites
de Fréchet (Frécht bounds). [28]. Mais detalhes sobre limites de Fréchet podem

sem encontradas nas referéncias [29,30].

2.1.2
Construcao pair-cépula

Segundo Aas et al. [13], construir c6pulas em alta dimensao (niimero ele-
vado de variaveis) é uma tarefa dificil. Embora as cépulas permitam uma repre-
sentacao flexivel das diferentes estruturas de dependéncia, seu desenvolvimento
ocorreu principalmente no a&mbito das copulas bidimensionais. O nimero de
copulas bivariadas é elevado, entretanto, o niimero de cépulas d-dimensionais
é limitado. Além disso, as copulas d-dimensionais existentes impoem algum
tipo de restricao tornando-as menos atrativas. Por exemplo, algumas cépulas
Arquimedianas multivariadas possuem apenas um ou dois parametros respon-
saveis por governar a estrutura de dependéncia entre todos os pares de variaveis
(veja [31]). A cépula t d-dimensional possui um tnico pardmetro (graus de li-
berdade - v) que determina a dependéncia de cauda para todos os pares de
variaveis.

A construgao pair-cépula (pair-copula construction - PCC) é um método
para a construcao de copulas em altas dimensodes que supera as desvantagens
supracitadas pois utiliza toda a flexibilidade das cépulas bivariadas. De modo
geral, consiste em reescrever uma densidade multivariada em um conjunto de
cépulas bivariadas denominadas pair-copulas. Esta abordagem foi inicialmente
proposta por Joe [32] e posteriormente desenvolvida em Bedford & Cooke
[14,15]. Entretanto, somente quando aspectos inferenciais foram abordados por
Aas et al. [13] é que pesquisadores deram a devida atengdo a esta poderosa
ferramenta. Esta se¢do segue o trabalho de Aas et al. [13].

Para introduzirmos formalmente a PCC, considere d variaveis aleatérias
X = (Xy,...,Xy) com arespectiva fun¢ao de densidade conjunta f(x1,...,xq).

Esta tltima, pode ser decomposta como
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flzy,. . 2q) = fl(xl)fm(x2|x1)f3|1,2($3|$1,$2) . fd|1,...,d—1($d|$17 e Tao1).
(2-12)
Mantida essa estrutura, outras possiveis decomposicoes podem ser obti-

das simplesmente ao se renomear as variaveis.
Inicialmente iremos considerar, sem perda de generalidade, o caso com 4
variaveis e, posteriormente apresentaremos o caso geral d-dimensional. Desta

forma, a equagdo (2-12) passa a ser escrita como

f($1,$2, xs, $4) = f(xl)f2|1($2|1U1)f3\1,2($3|$1, $2)f4|1,2,3(154|$1, T2, 1’3). (2-13)

A ideia principal da construgao pair-cépula é expressar cada distribuicao
condicional presente na equagao (2-13) através de cépulas bivariadas (con-
dicionais e incondicionais) e fungoes de densidade univariadas (distribuigoes

marginais). Assim sendo, fo1(z2|z1) pode ser reescrita como

f2\1($2|x1) = M

fl(ﬂfl)
012(F1($1), F2(232

= c(Fi(z1), Fo(x2)) fo(2) (2-14)
onde fio(z1,x2) = c12(Fi(x1), Fo(xe)) fi(z1) fa(x2) surge da definigao estabele-
cida na equacao (2-5).

O termo f3 2(ws|@1, 22) pode ser decomposto em

f1,2,3($1,$275173)
f1,2($1, $2)
faon (s, walz1)  fi(21)
f1,2(l’1, 332)
f3,2|1(1’37332‘$1) 1
fop(@2|z1)
c3 o (F3(w3]71), Fopr (v2]71)) fap (23] 21) fon (w2]71) 1

f3|1,2($3|$1,$2) =

fopi (z2]x1)
= C3,2|1(F3(333|$1), F2|1($2‘5U1))f3|1($3‘371) (2-15)

De maneira similar a 2-14, temos que

fan(w3]m1) = 31 (F(w3), Fi(z1)) fa(zs). (2-16)

Inserindo 2-16 em 2-15 temos entao que

f3|1,2($3|$1, 1’2) = 03,2\1(F3(5U3|$1), F2|1(932|$1))031(F3($3), F1(5B1))f3(9€3)-
(2-17)
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Neste momento, vale destacar que existem outras possiveis decomposi-
coes validas para o termo fs); 2(x3|21,22). Embora esta conclusao seja ébvia,
ela nos indica que a construcao de uma fun¢ao de densidade multivariada atra-
vés de pair-copulas nao ¢é tnica. De fato, o nimero de possiveis combinagoes
aumenta conforme o aumento do nimero de varidveis. Por exemplo, quando
d = 3, existem 3 possiveis decomposi¢oes. Quando d = 4, existem 24 decom-
posicoes. Este nimero cresce rapidamente para 23040 possiveis combinagoes
quando o nimero de varidveis é de apenas 6, [33].

De volta a equagdo (2-13), ainda precisamos decompor o termo
faj1,2,3(@4]@1, 22, 23) para obtermos uma construcao pair-copula completa. As-
sim sendo, temos que

f1,2,3,4($1,$2,$37$4)
Ta|Ty, Lo, T3) =
f4|1,2,3( 4’ 17 27 3) f1’2,3<x1,x27x3)

- f3,4|1,2(373, $4|$1, l‘z)fl,z(ﬂh,l“z)

B f1,273($1, $2,$3)

o f3,4|1,2($3, I4|$1, $2)f1,2($17$2)

B f3|1,2($3’1’17$2)f1,2(96’1,9€2)

. f3,4|1,2(1’3, 954’331, 562)

B f3|1,2($3’961,$2)

2034\1,2(F3\1,2(I3|$1,$2), F4\1,2(l‘4|$1,$2))f4|12($4|901,$2)-

(2-18)

O termo fa12(x4]21, 22) pode ser manipulado como nas equagoes (2-15),
(2-16) e (2-17). Desta forma, obtemos:

f4|1,2,3($4|$1;I2,$3)2034\1,2(F3|1,2($3|$17$2),F4\1,2(154|$1;$2))
- coapt (Fop (wa|@r), Fap (w4wy))
- ca(Fi (1), Fa(wa)) fa(za) (2-19)

Por fim, reunindo as equagoes (2-14), (2-17) e (2-19), a densidade

f(z1, 9, x3,24) ¢ finalmente reescrita como

f(l‘hxz, I3, 954) = f1($1) : f2(I2) ) f3(l’3) ) f4($4)
- cr(Fi(z), Fa(2)) - cia(Fi(21), F3(23)) - cra(Fi(z1), Fa(a))
- a1 (F3(xs|21), Fop(w2|w1)) - coapn (Fopr (w2|21), Fapn(24]21))

: 034\1,2(F3|1,2($3|~’B1,932),F4|1,2($4|171,$2))- (2‘20)

O exemplo acima demonstra que cada termo da equacdo (2-13) pode

ser reescrito através de um produto de cdpulas bivariadas (incondicionais
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e condicionais) e densidades univariadas. Vale ressaltar que esta construgao
assume que a densidade coéopula depende da variavel condicionante apenas
através de seus argumentos, e.g., no caso da copula czo;, assumimos que
caop1 (F3(z3|1), Fop(@a|z1)|z1) = csop (Fs(xs]z1), Fop(22]z1)). Esta hipotese é
conhecida na literatura como simplifying assumption. Alguns poucos trabalhos
investigaram esta hipétese, dentre eles citamos as referéncias [34-36].

A construcao apresentada sugere um procedimento iterativo para a
construcao pair-copula. De fato, cada termo em 2-12 pode ser obtido através

da seguinte relacao (veja [13]):
F@lv) = couiv_y (F(z[vy), Flvs|vy)) - fz]v-j), (2-21)

para um vetor d-dimensional v. Neste caso, v; ¢ o j—ésimo componente de v
enquanto que v_; é um vetor igual a v excluido o j—ésimo componente.

Com relagao as fungoes de distribui¢oes condicionais, Joe [32] demonstrou

que aC. F(z|v_;), F(v;|v_;
vy (F(2]v_z), F(v;]v_;))
F(z|v) = ) (2-22)
OF (vj|v)
onde Cjj, ¢ a funcao de distribuicao de uma cépula bivariada. Quando v é
escalar
’ 0C, (Fy(x), Fy(v))
F = : 2-2
en S (2:23)

Quando x e v sdo uniformes, a equagao (2-23) é conhecida na literatura

como h-function. Desta maneira, a seguinte notacao é usualmente empregada:

h(z;v,0) = F(zlv) = W

Nesta func¢ao, o segundo argumento representa a variavel condicionante

. (2-24)

enquanto que O representa o conjunto de parametros da cépula bivariada C, ,,.

2.2
Medidas de dependéncia

A estrutura de dependéncia que governa uma funcao de distribuicao mul-
tivariada é representada por uma copula. Desta forma medidas de associa¢ao
baseadas em copulas sao de extrema importancia.

Aqui serao introduzidas algumas medidas de dependéncia. Discutiremos
brevemente a correlagao de Pearson e duas outras medidas recorrentes na
literatura de copulas; o 7 de Kendall’s e a dependéncia de cauda. As principais

referéncias para esta segao sao os trabalhos de Kurowicka & Cooke [28], McNeil

et al. [29] e Czado [37].

2.2.1


DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 1121533/CA


PUC-RIo - Certificacdo Digital N° 1121533/CA

Capitulo 2. Algumas ferramentas matematicas e copulas 23

Correlacao linear

A correlacdo de Pearson, ou simplesmente, coeficiente de correlagao p

entre duas varidveis aleatérias X; e X, com valores esperados E(X;) e E(X»)
oA . . 2 2 7
e variancias finitas o, e o, ¢ dado por

p(X17X2) _ E(Xng) — E(Xl)E(XQ) _ OOU(Xl,XQ). (2_25>

O-Xlo-XQ O-Xlo-XQ

Dado N pares de observagoes (z1;,22;) do vetor aleatério (X7, Xs), a

correlacao amostral p pode ser calculada como
Zﬁil (l‘li - Y1) (x2i - 72)

\/val (5511‘ —X1>2\/ZZN1 (fﬂm - E)Q

onde Yl = % Ei\il T € YQ = % sz\il To;. [28]

p(X1, X)) = (2-26)

A correlagdo linear é uma medida de dependéncia bastante popular
devido a sua facil estimagao e interpretagao. Ela resume num um tnico valor
toda a informacao sobre o grau de associacio entre duas varidveis. E importante
notar que esta medida apenas faz sentido no contexto da distribui¢do normal
multivariada, ou de forma mais genérica, distribuicoes elipticas (veja [29]), pois
descreve (parametriza) toda a estrutura de dependéncia entre as varidveis.
Por outro lado em contextos nao Gaussianos, esta perde completamente
seu significado, uma vez que nao parametriza distribui¢cdes nao elipticas. O
simples conhecimento das distribui¢des marginais e das correlagoes de um vetor
aleatério nao é suficiente para determinar a respectiva distribuicao conjunta,
[29]. McNeil et al. [29] e Kurowicka & Cooke [28] citam algumas desvantagens

da correlacao linear, dentre as quais destacamos:

(i) A correlagao nao ¢é invariante a transformagcoes nao lineares estritamente

crescentes. No caso de duas variaveis aleatérias, temos em geral que

p(T(X1), T(X2)) # p (X1, Xa).

(ii) A correlacao sé existe quando as variancias de X; e X3 sao finitas. Como

exemplo, a distribui¢ao de Cauchy nao possui segundo momento definido.

(iii) A correlagdo sofre influéncia das distribuigoes marginais de X; e Xo.

Uma discussao mais aprofundada sobre os riscos do uso indevido da
correlacao linear na construgao de modelos multivariados pode ser encontrada
em [29].

Isto posto, medidas de dependéncia com propriedades matematicas mais
atrativas sao necessarias quando estamos em um contexto mais amplo de de-

pendéncia. Além disso, muitas vezes desejamos construir modelos a partir das
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distribui¢goes marginais e como ja mencionado, o conhecimento das marginais e
da correlagdo nao é suficiente para determinar a distribuicao conjunta. Assim
sendo, medidas de dependéncia baseadas em copulas sdo de extrema impor-

tancia.

2.2.2
Tau de Kendall

Correlagoes de rank (rank correlations) sao medidas de dependéncia com
propriedades mais atrativas do que a correlacao linear. Exemplos de rank
correlations sao o 7 de Kendall e o p de Spearman. Do ponto de vista tedrico,
essas medidas de dependéncia sao independentes das distribui¢bes marginais,
invariantes a transformagoes nao lineares estritamente crescentes e sempre
estardo definidas. Elas assumem valores no intervalo [—1,1] e, além disso,
podem ser expressas em termos da copula.

Do ponto de vista empirico, estimadores de rank correlations podem
ser calculados através dos ranks de um conjunto de dados. Precisa-se apenas
conhecer a ordem das observacoes na amostra, sendo seus valores irrelevantes.

Estes estimadores utilizam o conceito de pares concordantes e pares dis-
cordantes. A Figura 2.1 exemplifica estes dois conceitos. Nesta, apresenta-
mos observagoes (14, T2;), ¢ = 1,...,4, oriundas do par de varidveis aleatérias
(X1, X3). Os pontos (0.75,0.75) e (0.45,0.55) sado ditos pares concordantes pois
T1; > T1j € Ty > Taj. Por outro lado, os pontos (0.1,0.45) e (0.25,0.1) sdo
denominados pares discordantes pois z1; < x1; € Tg; > T2;. De maneira in-
tuitiva podemos afirmar que dois pares sao concordantes se a ordem das duas
observagoes da variavel X; é a mesma que a ordem de duas observagoes da

variavel Xs. Caso a ordem seja inversa, temos um par discordante.

1.0

0.8
1

.
(0.75,0.75)

0.6

.
(0.45,0.55)

Xz

.
<4 (01,045)

0.4

0.2

.
(0.25,0.1)

0.0

T T T T T T
0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

Xy

Figura 2.1: Exemplo de pares concordantes e discordantes.
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O 7 de Kendall é definido como a probabilidade de pares concordantes
menos a probabilidade de pares discordantes. Formalmente, seja (X171, X21)
e (Xi2, Xo9) dois vetores aleatdrios independentes oriundos da mesma dis-
tribuicdo conjunta Fio(Xy, X5). Dois pares sao ditos concordantes se (Xq; —
Xi2)(X21 — Xa2) > 0 e discordantes se (X117 — X12)(Xo1 — X99) < 0. O 7 de
Kendall é dado por

7 =P[(X11 — X12)(Xa1 — Xa2) > 0] — P[(X11 — X12)(Xo1 — Xop) < 0]. (2-27)

Para estimar o 7 de Kendall a partir de um conjunto com N pares de
observagoes (14, T9;),i = 1,...,n, devemos considerar todos os N(N — 1)/2

pares diferentes (x1;, x9;) € (21, 22;), ¢ < j e classifica-los como:

— pares concordantes: se T1; < T1j € To; < Tgj OU Ty > Ty € Tg; > Toj,

pares discordantes: se x1; < T1j € Tg; > Toj OU T1; > Tyj € To; < Tay,
— pares extra-z;: se Ty; = 21,

— pares extra-To: Se Tg; = Ty;.

Definindo N,,, como nimero de pares concordantes, Ny;; como nimero
de pares discordantes, N, como nimero de pares extra-z e N, como o nimero

de pares extra-y, o estimador amostral do 7 de Kendall de acordo com [28] é

dado por: N _ N,
S con dis . (2—28)
\/Ncon + Ndis + Ny\/Ncon + Ndis + Nx

Como dito anteriormente, o 7 de Kendall pode ser expresso em funcao

da cépula. A equacdo (2-27), pode ser reescrita como (veja [29,37]):

T:P[(Xn — X12)(X21 — X22) > 0] — P[(Xn — Xlz)(le — X22) < 0]
I2P[<X11 — Xlz)(Xgl — X22) > 0] -1
—4P XH < X12,X21 < X22] —1

_4// (ur, us)dC (s, us) — (2-29)

A equacdo (2-29) estabelece uma relagao entre o 7 de Kendall e o pa-
rametro da copula. Para as principais copulas bivariadas esta relagdo ¢ uma
funcao conhecida. Assim, pode-se utiliza-la como um estimador para os para-
metros das cépulas. Esta correspondéncia também possui papel fundamental

nos modelos de copulas vine espaciais que serao abordados no Capitulo 4.
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2.2.3
Dependéncia de cauda

A dependéncia de cauda (coefficients of tail dependence) fornece informa-
¢oes acerca da dependéncia nos extremos de uma distribuigao bivariada. [29].

A dependéncia de cauda superior mede a probabilidade da variavel X,
exceder determinado quantil ¢ dado que a varidvel X; ja excedeu seu g-ésimo
quantil. Formalmente, se X; e X, sdo variaveis aleatérias com distribuigoes
marginais continuas dadas por Fj e Fy, o indice de cauda superior (\,) é

1-2¢+C
A= lim P (X > F (@)X > Fr'(g)) = lim —— (0.4.)

q—1- q—1— 1 —(q

., (2-30)

se o limite A\, € [0,1] existir. Se A, € (0,1], dizemos que X; e X, possuem
dependéncia de cauda superior. A auséncia de dependéncia de cauda é carac-
terizada por A\, = 0.

De maneira analoga, a dependéncia de cauda inferior é dada por

. _ _ . Clq,
A= (X, Xo) = qli%p(XQ < Fy ()X < Fy ' (g)) = lim (q q)j

q—0t q
(2-31)

se o limite A, € [0, 1] existir. [31,37]

2.3
Algumas copulas bivariadas

O objetivo das proximas duas subsecoes é ilustrar as principais proprie-
dades das copulas bivariadas empregadas ao longo desta tese. Como principais
referéncias utilizou-se os textos de Aas et al. [13] e Joe [24]. Uma extensa lista
de copulas e suas propriedades sao elencadas em Joe [24]. Além disso, equa-
coes para as copulas condicionais (w = Caj1(uz|u)) e as respectivas fungoes
inversas (uy = C’Q_lll(w|u1)) estdo presentes neste livro. Aas et al. [13] listam

algumas copulas bivariadas e derivam as respectivas cépulas condicionais.

Copula Gaussiana

A copula Gaussiana ou cépula normal pode ser definida como

C(ur,ug; p) = Po (‘I)fl(ul%qu(uz);ﬂ) ;o 0<wug,up <1
p€[-1,1] (2-32)

onde ®5(-, -, p) é a funcdo de distribuicao acumulada de uma normal padrao
bivariada e ®~! ¢ a funcdo de distribuicdo acumulada inversa de uma normal

padrao. A densidade da copula Gaussiana é dada por
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1 p* (23 — 23) — 2pxi 29

c(ug, ug; p) = ﬁ exXp | — ) (2-33)

2(1 = p?)
onde x1 = @1 (uy), e 19 = P (uy).

A distribuicao condicional é:
D! (ug) — p@~H(w)
Vi=7

A relagdo entre o parametro da copula e o 7 de Kendall, obtida ao se

Copi (uz|un; p) = @ (2-34)

resolver a equagao (2-29), é
2 .
T=— arcsin(p). (2-35)
A Figura 2.2 apresenta as curvas de niveis da copula Gaussiana com
diferentes graus de associacao. Quando 7 = 1, a coépula Gaussiana apresenta
dependéncia positiva perfeita. Se 7 = —1 a mesma apresenta dependéncia
negativa perfeita. A cépula Gaussiana nao apresenta dependéncia de cauda,

ou seja, Ay = A, = 0.

1=-0.6 1=0.2 1=0.8

3 XU MRy SR CRC I . s
G RN A . . DEANIHUPPI IRt SO Y
A PR R N L ¥ 5 A
4 e a3 e AR ICIY XA JRr S ) e oy &, o 3
D ©%0d . P LI g LT, o
. p 3 . o e ® . N o e 0 .."gt" oo
™ . v e P
o o LofRil o

Figura 2.2: Grafico de pontos e contorno: cépula Gaussiana.
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Copula t

A copula t de Student com pardmetros p € (—1,1) e v > 2 pode ser

definida como:
C(ur,ug; p,v) = T, (T, (wy), Ty N ug)), 0 <upup <1, (2-36)

onde T,, ¢ funcao de distribuicao acumulada t de Student bivariada com
v > 2 graus de liberdade e correlagao igual a p. T, é a funcao de distribuicao
acumulada univariada t de Student e T, ! é a respectiva func¢ao inversa.

Sua densidade é dada por

v v x2+a:2—2px1x2 —(v+2)/2
Lreghre) () :
=7 ICEF (1) "0 () @7

c(ur, ug; p,v) = 2-37)
onde xy = T, (uy) e o = T, M (uy).

A cépula condicional é dada por:

T—l _ T—l
() = T, () ) (2-38)
VA=A + [T w))/ (v + 1)

O 7 de Kendall expresso em termos do parametro p é dado por

2

T = — arcsin(p). (2-39)
m

02\1(U2|U1;07 V) =T,41 (

A dependéncia de cauda superior e inferior é dada por

N o= Ao = 2T (—\/1/ 1 ¢_Vig) . (2-40)

Assim como a cépula Gaussiana, a dependéncia negativa perfeita e a

dependéncia positiva perfeita sdo obtidas quando 7 = —1 e 7 = 1. A cépula
Gaussiana pode ser entendida como um caso extremo da cépula t quando
v — oo. Na Figura 2.3 é possivel visualizar as curvas de nivel para cépulas t

com diferentes parametros.
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1T=-06&v=6 1T=08&v=06

o>

1=02&Vv=6
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o e e o
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Figura 2.3: Grafico de pontos e contorno: cépula t.

Copula Clayton

A cépula Clayton bivariada com pardmetro 0 € [0, 00) é dada por
C(ur,u9;6) = (uy® + uy® — 1)_%, 0 <wup,uy <1, (2-41)
enquanto sua densidade é definida como
c(us, ur; 8) = (1 + 8)(wrug) 0 (up® +uy? —1)7572, (2-42)
A cépula condicional é:
Cop (uzfur; ) = [1 4wy (uy® = 1))717° (2-43)

O 7 de Kendall expresso em termos do parametro da cépula é:

0
6+ 2
Esta copula possui somente dependéncia de cauda inferior, \; = 2~

T (2-44)
/5

Diferentemente das copulas Gaussiana e t, apenas associa¢oes positivas podem
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ser modeladas. Quando § — 0% a copula Clayton se aproxima da copula
de independéncia. Por outro lado, quando § — oo esta copula apresenta
dependéncia positiva perfeita. Na Figura 2.4 é possivel observar o formato

da coépula Clayton com diferentes graus de associacao.

1=0.1

1=0.1 1=04

DRI A RERREN :;" BRI A ‘s..!:.’-‘ Do
R L N A A P G M . $0 ol MRyl
AR LA B Wt v LR . Joa 8

R R T A R MR ¥

© geee T C qg gelt Jpeet [ . * S
R DA SR I LYY . MR
LR I O T e N o o
D L S T TP Y Syt e e e g T ERE T
. K P N e e , o ® ol o e
ooy RSN $em 00 uto w8 Led3
s . . . . oo . d .
ERTY I SRR ¢ PR A R ., H '."~:-‘}o'|' ’....}'1,:.
°, o . e, . ° ° o0 . .
3. 2 [ SRy W DS %l g -

SV TR e LR o e e RE N
ccle® @e o0 oo o ve 3 o A 0%

LD ,.-f'. . %, m Lot Sesird L Speadets

S Folone oV o e ¥ . H g8 o .l
300es e Tt e T LRI o Telae gT%ea g, Swotetacm o, T
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Figura 2.4: Grafico de pontos e contorno: cépula Clayton.

Coépula Gumbel

A c6épula Gumbel com o pardmetro ¢ € [1,00) é igual a
C(uy, ug; ) = exp{—[(—logui)® + (—logug)‘s]%}, 0 <upup <1 (2-45)

A func¢ao densidade copula é expressa por

c(uy, uz; ) =Cuy, uz; ) (urug) ~H((—loguy)’ + (— loguy )®) 22/
x  (loguy loguy)®~!

< {1+ (6 = D((—logu)’ + (—loguz)’) "%} (2-46)

enquanto que a distribui¢ao condicional é dada por
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Cop (us|ur; ) = up ! exp{—[~loguj —log Ug]l/é}[l + (—logua/ —log U1)6]l/5_1'

A funcao que estabelece a relagdo entre o parametro da copula e< 274523
Kendall é 5—1

T=s (2-48)

A cépula Gumbel possui apenas dependéncia de cauda superior (A, =

2 — 21/5). Além do mais, apenas associagoes positivas entre varidaveis sao

passiveis de serem modeladas. A independéncia é obtida quando § = 1. Por

outro lado, § — oo implica em dependéncia perfeita. A Figura 2.5 apresenta a

coépula Gumbel para diferentes valores do 7 de Kendall.
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Figura 2.5: Grafico de pontos e contorno: cépula Gumbel.

Coépula Frank
A copula Frank é definida como

I—et—(1—e (1 —e)

1—676 ) 0§u17u2§1

(2-49)

Clur,us; 8) = —6 ' log

onde —o0 < § < 0.
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Sua densidade é

§(1 — e70)eduatus)
[1—e 0 —(1—e0u)l —e0uz)]2’

c(uy,ug;d) =

(2-50)
A distribuicao condicional da copula Frank é dada por
Con(urlug; 6) = e " [(1 =) (1 —e ™)t = (1—e ™)t (2-51)

O 7 de Kendall pode ser expresso em termos do parametro da copula

Frank como
T=1+46[D(5) — 1] (2-52)

onde D(x) =z~ [y t(e! — 1)~ dt.

A cépula Frank pode representar tanto associagOes negativas quanto
positivas. A dependéncia negativa perfeita ocorre quando § — —oo. Por outro
lado, § — oo implica em dependéncia positiva perfeita. A independéncia é
obtida quando 0 — 0%. A Figura 2.6 ilustra a cépula Frank para diferentes

valores do 7 de Kendall.

1=0.2 1=0.8

0.05

0.01

Figura 2.6: Gréfico de pontos e contorno: cépula Frank.


DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 1121533/CA


PUC-RIo - Certificacdo Digital N° 1121533/CA

Capitulo 2. Algumas ferramentas matematicas e copulas 33

Copulas e suas versoes rotacionadas

Anteriormente foi apresentado algumas familias que acomodam apenas
associacao positiva entre variaveis. Num primeiro momento, pode parecer
que isto as tornem menos atrativas. Porém, é possivel ampliar a gama de
dependéncia que estas podem abranger simplesmente rotacionando-as.

Para estender estas familias e permitir que descrevam formas mais gerais
de dependéncia devemos rotacionar a densidade cépula no sentido anti-horario
em 90°, 180° ou 270°. Matematicamente, estas rotacdes podem ser definidas

como:
— 907 cggo (U, us) := c(1 — uy, us)
— 180°: c1500 (ug, ug) :=c(1 —uy, 1 — uy)
— 270°: corgo(uy, ug) := c(uy, 1 — us)
Na Figura 2.7 é possivel observar as curvas de nivel das versoes rotaci-

onadas das cépulas Clayton e Gumbel em 90°, 180° e 270°. Vale lembrar que

estas rotacoes também alteram a dependéncia de cauda.

180&1=0.7 2710&1=-0.7

Clayton

Gumbel

Figura 2.7: Versoes rotacionadas das cépulas Clayton e Gumbel.
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2.4
Transformada de Fisher

A transformada de Fisher ( [38]) serve para transformar variaveis restritas
no intervalo (—1,1) em varidveis definidas no intervalo (—oo, c0). Matemati-

camente é dada por

1 1+7r
L(r)==1 , -1,1 2-53
0.0 =5l (). re(-L (2:53)
enquanto que sua inversa ¢é definida como
2z
= , e R. 2-54
= 2 (2:54)

Estas duas relacoes desempenham um papel fundamental no modelo de

copulas vine espacias e serao retomadas no Capitulo 4.

2.5
Modelo de séries temporais - PAR (p)

No Capitulo 4, propomos um sofisticado modelo para simulacao simul-
tanea de cendrios de vazoes para diversas usinas. Tal formulagdo modela ini-
cialmente a dependéncia temporal e posteriormente, a relacdo entre usinas
através de copulas. Neste sentido, um dos componentes do modelo proposto
é um modelo de séries temporais que represente adequadamente a estrutura
temporal de cada série de vazao. Para tal tarefa, o modelo PAR(p) - periddico
autorregressivo ¢ empregado.

De acordo com Hipel & McLeod [39], algumas séries hidrologicas exibem
estruturas de autocorrelagao que nao dependem somente do lag entre as
observagoes, mas também do periodo onde estas se encontram. Além disso,
Salas et al. [5] argumentam que estruturas probabilisticas de tais séries,
e.g. média e variancia, variam de acordo com o periodo do ano. Nestes
casos, o emprego de modelos periddicos é recomendado, sendo um dos mais
proeminentes o modelo PAR(p). No &mbito do Setor Elétrico Brasileiro (SEB),
este modelo ¢ amplamente utilizado. Dentre alguns trabalhos, mencionamos as
referéncias [4,40,41].

Antes de apresentarmos o modelo, definiremos a notagao utilizada no
modelo PAR(p). Considere y;, t = 1,...,T, observagoes consecutivas de uma
série temporal mensal com s periodos (s = 12). Sem perda de generalidade,
vamos considerar que 7'/s = n é um numero inteiro, ou seja, existem n anos
completos de observacoes disponiveis no histérico. No caso de séries mensais,
o indice temporal ¢ pode ser reescrito em func¢ao dos anos e dos meses. Dessa
forma, temos que t = t(r,m) = (r—1)s+m,onder =1,....nem=1,...,12.

Neste caso especifico, r representa os anos e m simboliza os meses. [42].
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O modelo PAR(p) admite que seus pardmetros mudem de acordo com
o periodo (meses, no caso de séries mensais). De maneira geral, para cada
més um modelo autorregressivo é ajustado onde tanto a ordem do modelo
quanto os parametros variam a cada més. Mais detalhes podem ser encontrados

nas referéncias [5, 39]. Matematicamente, o modelo PAR(p) de ordem p

(p = [p1, .-, p12]) é dado por

(Mn) _ pi o™ (w—_’%—) te (2-55)

Om i=1 Om—i

onde m é o periodo (m = 1,...,s; s = 12, no caso de séries mensais), f,, é
4di ] , d . dra 1 (m) . .o ~

a média mensal, o, é o desvio padrao mensal, ¢, 7, é o i-ésimo parametro

autorregressivo do periodo m, p,, é a ordem do periodo m e &; é uma série de

ruidos independentes com média zero e varidncia igual & o2, .

2.5.1
Identificacao das ordens p,, e estimacao dos parametros autorregressivos

A estimacao dos parametros autorregressivos para determinado periodo
m pode ser conduzida através da versao periddica do sistema de equagoes
Yule-Walker.

Para isto, defina a autocorrelacao peridédica de lag k para o periodo m

CcOomo

o = [(yt - “m> <yt"“ _“m"‘f)] L k=12, . (2-56)

Om Om—k

A funcao de autocorrelagao peridédica tedrica para determinado periodo

Yt—k—Hm—k

) e calcularmos
Om—k

m é obtida ao multiplicarmos a equagao (2-55) por (

o valor esperado, ou seja,

B [(yt - ,um) <yt—k - Mm—k>‘| - B [sz qbgm) (yt—i - Mm—z) (yt—k - Mm—k)]
Om Om—k i=1 Om—i Om—k

+E [gt <yt"“_“’”"“>] . (2-57)

Om—k
Para determinado periodo m e considerando k = 1,...,p,,, a represen-
tacao do sistema periddico de equacoes de Yule-Walker ¢ R ) = p(m),

onde
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(m—1) (m—1) (m—1) (m)

1 P1 P2 Pl 1
m—1 m—2 m—2 m
AP (m
m m—1 m—2 m—3 m m
R(™ — pg ) pg ) 1 pém 3) 7q)( ) — g) ,
m—1 m—2 m—3 m
Pg(am—1) P;m—z) Pém—?,) T 1 ¢(m)
P
P
rm = o | (2-58)
P’

Se substituirmos na equacao (2-58) as autocorrelagoes teéricas pelas
respectivas autocorrelagoes amostrais, as estimativas dos parametros podem

ser obtidas ao se resolver
oM = ROM ™ pm, (2-59)

A autocorrecao periddica amostral de lag k para o periodo m é dada por

~(m)
P = (2-60)
OmOm—k

onde 1.
E Z Ys(j—1)+m — Mm)(ys(j*1)+m*k - :um*k) (2_61)

=1

A estimativa para a variancia do periodo m ¢
’3/5 6- Z Ys(j—1)+ /:Lm)zy (2—62)
]:1

enquanto que a média periddica é
1 n
== Ys(-1)4m (2-63)
n i

2

A variancia dos residuos o7, ¢ estimada pela seguinte equagao:

Pm

62 =1=2 0", (2-64)
i=1
Mais detalhes sobre estimacao de modelos periddicos podem ser encontradas
na referéncias [5,40].
Com relagao a identificacao das ordens (p = [p1, ..., p12]), esta pode ser
realizada através de critérios de selecao automaéticos tais como o BIC (Bayesian

Information Criteria). O BIC para o modelo PAR(p) ¢ dado por
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BIC = Y. BIC,, (2-65)
m=1
onde
BIC,, = nlogé?,, + log(n)pm, (2-66)

sendo s o niimero de periodos e n o nimero de anos. [42].

2.5.2
Simulacao de cenarios

A existéncia de modelos de tempo se justifica nao s6 pela anélise e
previsao de séries temporais como também pela possibilidade de simulagao
de cenarios.

Dado um modelo de séries temporais ajustado, é possivel gerar outras
séries temporais diferentes uma das outras porém equiprovaveis do ponto de
vista probabilistico. No Capitulo 4 utilizaremos esta ideia para a simulacao de
cenarios multivariados de vazoes.

Novamente, a equacao do modelo PAR(p) (eq. 2-55) é

Pm
Yt — Um m Yi—i — Hm—i
( = Yo (Uit
Jm Zil Um—i
O termo € pode ser reescrito como o, €, onde €, segue uma distribuicao
normal com média zero e varidncia unitaria.

Dessa forma a equagao (2-55) pode ser reescrita como

Pm Yii — [m—i
Yt = Hm + Om [Z o™ (’”)] + OO emés. (2-67)

Ai [0 ]
i=1 m—i

A equagao acima é extremamente util no contexto de simulacao, pois
permite que novas realizagoes da série possam ser gerados. Para tal, basta
substituir os parametros pelas suas respectivas estimativas, realizar sorteios
aleatorios de uma distribuicao normal padrao e injetar sequencialmente estes

novos residuos na equagao (2-67).

2.6
Conceitos basicos sobre teoria dos grafos

Alguns conceitos béasicos acerca da teoria dos grafos sao introduzidos
neste momento. Estes sao fundamentais para o entendimento de copulas vine.
Os conceitos aqui expostos seguem os apresentados em [37,43,44].

Seja N um conjunto arbitrario e £ é um subconjunto bidimensional

composto pelas combinacoes dos elementos de NV,

E C {{n1,n2} |n1,ny € N}. (2-68)
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Um grafo é um par G = (N, E) onde os elementos de N sao denominados
vértices enquanto que os elementos do conjunto £ sao conhecidos como arestas.
A Figura 2.8 ilustra um grafo G’ = (N’, E’) onde
- N'={1,...,6} e
- ' ={{1,2},{2,3},{3,4},{4,6},{5,6},{3,5}}.

Nesta Figura, os circulos representam os vértices (N) e as linhas que
os conectam sao as arestas (E). Dois vértices n; e n; sdo conectados se
{ni, nj} e b.

® ® ® :

5 6

Figura 2.8: Exemplo de grafo com 6 vértices e 6 arestas.

Com o auxilio da Figura 2.8, podemos ilustrar o conceito de caminho
(path).

De maneira intuitiva, um caminho nada mais é do que o percurso entre
dois vértices. Formalmente, este é definido como um grafo G* = (N*, E*) onde
N* ={ng,n1,...,nx} e E* = {{no,n1}, {n1,n2}, ..., {nk_1,n%}}. O primeiro
vértice é denominado vértice inicial enquanto que o tultimo é conhecido como
vértice final.

Por exemplo, entre os vértices 1 e 4 existem dois caminhos possiveis.
Estessao1—2—3—4e1—-2—-3—5—6. Um caso particular surge quando os
vértices iniciais e finais sao iguais, ou seja, ng = ny. Esta situagao é conhecida
como ciclo. Observe que na Figura 2.8, se iniciarmos a caminhada pelo vértice
3, € possivel retornar ao mesmo através do caminho 3 -4 — 6 — 5 — 3.

Outro conceito importante ¢ o conceito de grafos conexos. Dizemos que
dois vértices a,b € N,a # b estdao conectados se existe um caminho entre a e
b. Um grafo G = (N, E) é dito conexo se a partir de qualquer vértice, todos
os outros vértices sao alcancaveis. Em outras palavras, dizemos que um grafo
é conexo se para dois vértices quaisquer sempre existe um caminho que os
liguem.

A Figura 2.8 ilustra esse conceito. Observe que para dois vértices quais-
quer, sempre existe um caminho ligando-os. Um contraexemplo, é apresentado

na Figura 2.9 onde o vértice 7 nao possui nenhuma conexao com os demais.


DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 1121533/CA


PUC-RIo - Certificacdo Digital N° 1121533/CA

Capitulo 2. Algumas ferramentas matematicas e copulas 39

® ® ® ;

@ ) 6

Figura 2.9: Exemplo de grafo com vértice isolado.

Alguns casos particulares de cépulas vines sao identificados pelo grau de
seus vértices. Este conceito pode ser entendido como o niimero de arestas que
estao conectadas a determinado vértice. Matematicamente, se n € N, entao o
grau do vértice n é definido com grau(n) = #{e € E|n € e}. Na Figura 2.9,
grau(7) =0, grau(4) =2 e grau(l) = 1.

Finalmente, estamos aptos a definir o conceito de arvore. Como ficara
claro adiante, toda a representacao gréafica de cépulas vine é construida
utilizando este conceito.

Uma arvore é definida como um grafo conexo e aciclico. Para o grafo

T = (N, E), as seguintes propriedades sao validas:
(i) T é uma arvore.
(ii) Existe apenas um caminho entre dois vértices quaisquer.
(iii) T é um grafo conexo e possui N — 1 arestas.

A Figura 2.10 ilustra uma arvore com 9 vértices e 8 arestas. Nesta Figura,

as propriedades supracitadas podem ser facilmente verificadas.

@ © @) 4 Q)

Figura 2.10: Exemplo de uma arvore com 9 vértices 8 arestas.
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Vines regulares

Este capitulo apresenta as cépulas vine regulares (regular vine copula -
R-vine). Estes modelos foram desenvolvidos a partir do trabalho de Joe [32].
Posteriormente, Bedford & Cooke [14,15] propuseram um método grafico (vine
models) para organizar a construgao pair-copula. Todavia, somente apds Aas
et al. [13] abordarem aspectos inferenciais é que tais modelos comecaram a ser
amplamente utilizados.

Uma vine com d varidveis é um conjunto de arvores onde as arestas da
arvore ¢ (1;) sdo os vértices das arvores £+ 1. Uma vine regular (R-vine) é um
caso especial de vine onde duas arestas de T estao conetadas em 7,1 somente
se estas arestas possuem um vértice em comum na 7y. [28].

O grande atrativo das vines regulares ¢é a possibilidade de organizar e re-
presentar a construgao pair-cépula (PCC). Com esta representacao, é possivel
verificar se determinada construcao é véalida ou nao, por exemplo. A juncao
das PCCs as vines regulares dao origem aos modelos de copula vine regular.
De maneira intuitiva, o que se faz é associar distribuiges (incondicionais e
condicionais) e copulas bivariadas (incondicionais e condicionais) oriundas da
decomposigao apresentada na secao 2.1.2 aos vértices e arestas de um conjunto
de arvores.

A apresentacdo a seguir resume alguns resultados apresentados por
Kurowicka & Cooke [28]. Adicionalmente, utilizamos também as referéncias

[37,43,44] para a elaboragao desse capitulo.

3.1
Distribuicao Rvine

Para que seja possivel representar uma construcao pair-cépula grafica-
mente, é necessario que facamos algumas defini¢oes. Iniciaremos com o conceito

de vine regular.

Definigao 3.1.1 (Vine Regular) V = (11, 15,...,T4_1) € uma vine regular

d-dimensional se

i. Ty € uma drvore conexa com o conjunto de vértices Ny = {1,...,d} e

conjunto de arestas E.
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1. para =2,...,d—1, T, é uma drvore cujo o conjunto de vértices é dado

por Ny = Ey_1 e o de arestas por Ejy.

iti. para £ =2,...,d—1, e {a,b} € E; onde a = {a1,as} e b = {by, b}, a

condi¢io #(a Nb) =1 deve ser satisfeita (condi¢io de prozimidade).

A condicao de proximidade diz que se dois vértices estao conectados por
uma aresta em Ty, £ > 2, as correspondentes arestas em T, ; devem possuir
um vértice em comum. Vale lembrar que arestas em T} serao vértices em Ty .
Esta condicao é fundamental pois estabelece a diferenca entre vines e vines
regulares. Os dois primeiros pontos da defini¢do acima definem uma vine. Uma
vine regular é obtida ao se adicionar a terceira condi¢ao supracitada.

A Figura 3.1 ilustra um exemplo de vine regular em 4 dimensoes (d = 4).
Como pode ser observado, esta é composta por 3 arvores (1, ¢ = 1,2, 3), onde
cada arvore (Tj) possui d — ¢ + 1 vértices e d — ¢ arestas. Os conjuntos de

vértices e arestas que compoem esse exemplo sao

Ny ={1,2,3,4},
Ny = By = {{1,2},{2,4},{2,3}},
Ny = Ey = {{{1,2},{2,4}}, {{2,4}, {2,3}}},
Ny = Es = {{{{1,2},{2,4}}, {{2,4},{2,3}}}}. (3-1)
A condicao de proximidade é melhor entendida ao se observar a Figura
3.1. Note, por exemplo, que na arvore Ty, a aresta {{1,2},{2,4}} conecta os

vértices {1,2} e {2,4} e que estes, possuem o vértice {2} em comum na arvore
Ti.

T, . @ {1,2} @ {2,3} @

1,2},{2,4 2,3},{2,4
T () S By S LU R By

23 02,43}, {{2,4),{2,3
T - L2, (2.4)] {H{1,2},{2,4}}, {{2,4},{2,3}}} 24 2.3])

Figura 3.1: Vine regular com 4 dimensoes.
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As C-vines e D-vines sdo dois casos particulares de vines regulares. Uma
C-Vine ocorre quando cada arvore (Tp,¢ = 1,...,d— 1) possui um vértice com
grau d — £. Por outro lado, uma D-Vine existe quando o grau de cada vértice
da arvore T} é no maximo 2. Na Figura 3.2 sao apresentadas as formas gréaficas

de uma C-Vine e uma D-Vine.

o

@
132 /TN 243 @
12 23 34

24|1 @ Q \/

@ G @ ()

: C-vine : D-vine

Figura 3.2: Exemplos de C-vine e D-vine.

Vale a pena destacar que até este momento, nenhuma informacao sobre
copulas ou varidveis aleatorias foi mencionada. Os conceitos apresentados
compoem simplesmente um modelo grafico. Para organizar a construgao pair-
copula (PCC) utilizando as vines regulares, é necessario que facamos algumas
defini¢oes adicionais. Estas definigdes estabelecem uma notagao particular para
as R-vines e tornam o link entre as R-vines e a PCC intuitivo.

Os conceitos de unidao completa (complete union), conjunto condicionante
(conditioning set) e conjunto condicionado (conditioned set) sao associados
a cada aresta e = {a,b} da vine. De maneira intuitiva, a unido completa
de uma aresta e é formada pelos vértices em N; ’alcancaveis’ a partir da
aresta e. Se dois vértices a e b sao conectadas por um aresta e, a intersecao
da unidao completa de a com a unidao completa de b formam o conjunto
condicionante da aresta e, enquanto que a diferenca simétrica determina o

conjunto condicionado. [45].
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Definicao 3.1.2 (Unido completa, conjuntos condicionante, condi-

cionado e restrigdo)

Para uma aresta arbitrdiria e = {a,b} € E,, £ =1...,d — 1, temos as

sequintes definigoes:
(i) A unido completa da aresta e é definida por

U, ={jeN|TFes €Ey,...,es 1 EE;1:jEe1 €E...€E e €Ee}.

(3-2)
(ii) O conjunto condicionante da aresta e = {a,b} ¢é
D, = U, N Uy, (3-3)
(iii) O conjunto condicionado é dado por
Ce :=Cequ UCep (3-4)
onde
Cow=U\D. ¢ Copi=l\D,. (3-5)
Por fim, o conjunto restricao de uma R-vine V é
CR(V) := {{Ce;Cep|D.} : e = {a,b} € By, =1,...,d —1}. (3-6)

Para ilustrar os conjuntos estabelecidos na defini¢ao 3.1.2, utilizaremos
novamente a Figura 3.1 com os vértices e arestas ja apresentados na equacao
(3-1). Como exemplo, utilizaremos a tnica aresta presente em T3; e = {a, b},
onde a = {{1,2},{2,4}} e b = {{2,4},{2,3}}. A unido completa de a e b sao

U, ={1,2,4} e U, ={2,3,4}. (3-7)
O conjunto condicionante da aresta e é

D, =U,NUy = {1,2,4} N {2,3,4)} = {2,4}. (3-8)
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Por fim, o conjunto condicionado para a aresta selecionada é

Ce=CeqUCcp (3-9)
onde
Ceo =UN\D. = {1,2,4}\{2,4} = {1} (3-10)
e
Cep = Up\D. = {2,3,4}\{2,4} = {3}. (3-11)
Logo,
Ce=CeaUCcp ={1,3}. (3-12)

A partir deste momento, adotaremos a notacao usual utilizada para no-
mear os vértices e arestas das R-vines. Desta forma os conjuntos condicionados
e condicionantes serao representados nas arvores como Ce 4, Ce p|De. Por exem-

plo, utilizando a mesma aresta e do exemplo anterior, temos:

13)24.

condicionado condicionante

A titulo de ilustragao, renomeamos a Figura 3.1 utilizando a notacao

usualmente adotada na literatura. A Figura 3.3 ilustra essa nomenclatura.

T : @ 12 /2\ 23 @

24

142 34)2
13[24

Figura 3.3: R-vine quadridimensional utilizando C, 4, Ce p|De.
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A vine regular (R-vine) apresentada nada mais é do que um conjunto
de arvores cujos vértices e arestas possuem uma nomenclatura particular. Até
este momento, nao existe nenhuma relacdo entre a construcao pair-copula e
as vines regulares. Entretanto, ¢ intuitivo observar que a nomenclatura dos
vértices e arestas se assemelha bastante aos indices das copulas bivariadas da
PCC. De fato, o componente estocastico é introduzido ao associarmos a cada
umas das arestas copulas bivariadas (pair-copula). Dessa forma, apresentamos
agora o link entre um conjunto de varidveis aleatérias X = (X7,..., Xy) e um

R-vine.

Defini¢ao 3.1.3 (Especificagao cépula R-vine. [45].) (F,V,B) ¢é uma

especificacao de copula R-vine se:

(i) Distribui¢bes marginais: F = (Fy,..., Fy) é um vetor de d fungoes de dis-
tribuicdo marginais univariadas continuas e invertiveis correspondentes

0 (X1, ., Xa).
(i) Vine regular: V ¢é uma R-vine d-dimensional.

(iii) Copulas bivariadas: B = {B.|¢ = 1,...,d — 1;e € E;} é um conjunto
de copulas. B, ¢ uma copula bivariada e¢ F,, ¢ = 1,...,d — 1 sdo os

conjuntos de arestas da R-vine V.

A distribuigdo conjunta F de um vetor aleatério X = (Xi,...,Xy) é
uma realizacdo de uma especificacdo copula R-vine se para cada e € FEj,
¢t =1,...,d -1, e = {a,b}, B, é a cépula bivariada de X¢,, e X¢,, dado
Xp, = {Xk|k € D.}. Esta distribui¢do é denominada distribui¢do R-vine. [45].

Por exemplo, para a aresta e = {{2,4},{2,3}} (Figura 3.1) temos que
Ceo = {3}, Cep = {4} e D, = {2}. Se assumirmos que B, é uma cépula Gumbel
bivariada, entao a dependéncia entre as varidaveis X3 e X, condicionadas a
X5 = x9 é representada pela referida copula Gumbel. Isso implica dizer que a

distribuigao condicional de (X3, X4|Xs = x5) é dada por
F(x3, 24]|72) = Be(F(x3|xs), F(x4]22)). (3-13)

Uma vez estabelecida a relagao entre as copulas bivariadas e os compo-
nentes das arvores, a literatura comumente denota a cépula B, correspondente
a aresta e por Ce, , .0, ,|D. € Cc....C.,D. (densidade cépula). [37,46].

Por fim, é interessante que expressemos a distribuicao R-vine em termos

de sua densidade.

Teorema 3.1.1 Assuma que (F,V,B) satisfaca uma especifica¢io copula R-

vine de d elementos. Entao existe uma unica distribuicio R-vine F com
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densidade dada por

d d—1
f(wl? e ':Cd) = H fk('rk) H H Cce,ayce,b|De (Fce,alpe ('rce,a‘xpe)7 Fce,b|De ('rce,b|$De>>7
k=1 I=1 e€E,
(3-14)
onde e = {a,b}, xp, = {x|i € D.} e fr sio as densidades marginais
univariadas de Fy,, k=1,...,d.

Para avaliar esta densidade (equacao (3-14)), é necessario que calculemos
as distribui¢oes condicionais Fe, ,p,(7c, ,|Tp,) € Fe_,p.(Tc, ,|Tp,) (varidveis
transformadas). Para tal, considere Ey > e = {a,b}, a = {a1,az2}, b = {b1, b2}
como sendo a aresta que conecta C., com C.; dado as varidveis D.. Dessa

forma, as varidveis transformadas podem ser calculadas como

OCe, 1Dy (FCy 0y 1D (TCo o, [TD,)s F Oy 110 (T 0, [TD,))
aFCa,CLQ ‘Du. (Ica,aQ |xDa)
=h(Fe, ., p.(T0, . |TD,), Feoaypa (P00, |TD,))  (3-15)

Fe. .ip. (e, . |TD,) =

onde Fg,, p,(7c, ., [Tp,) € Fe,.,p.(Tc, ., [Tp,) devem ser obtidas recursiva-
mente. [45]. A equagdo 3-15 corresponde a equagao (2-22) reescrita utilizando

a nova notacao. Fe_,ip,(wc, ,|Tp,) é obtida de maneira similar. [45].

3.2
Matrizes vine regular

O modelo grafico proposto por Bedford & Cooke [14,15] facilita consi-
deravelmente a representagdo da construgao pair-copula. Por outro lado, em
termos computacionais, esta representacao pode nao ser a mais eficiente. Uma
representagao das R-vines em forma matricial foi sugerida por Diimann [43].
Esta representacao é conhecida na literatura como matrizes de R-vine ( Regular
Vine Matrices). Nesta segdo resumimos alguns resultados de Difmann [43].

A ideia é que a estrutura das arvores (conjuntos condicionais e condici-
onantes - {{Ce,a,Cecp|Dc}} € 0 conjunto restricio CR(V)) sejam armazenados
em uma matriz. Isto permite a elaboracao de métodos computacionalmente
eficientes para inferéncia, estimacao e simulacao das R-vines.

Iniciaremos esta exposi¢do afirmando que M € {1,...,d}¥?¢ ¢ uma
matriz triangular inferior. Cada elemento dessa matriz pode receber um
numero inteiro entre 1 e d. Para facilitar o entendimento, utilizaremos como

exemplo a seguinte matriz M*:
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(3-16)

<
>*
I
N =~ W Ot =

W N =~ Ot

N W
N W

Como dito anteriormente, uma distribuicdo R-vine é caracterizada pelos
conjuntos restri¢ao, condicionado e condicionante. Dessa maneira, sua versao
matricial também deve ser capaz de armazenar tais informagoes. Diffimann [43]
define as propriedades que uma matriz deve possuir para ser uma matriz de
vine regular. Além disso, define as respectivas representa¢oes matriciais desses
conjuntos e prova que existe uma matriz de vine regular para toda vine regular
e vice versa. Por fim, o autor estabelece algoritmos para transformar R-vines

em matrizes R-vine.

Definigao 3.2.1 (Conjunto restrigdo - matriz R-vine) Seja M €
{1,...,}"% wma matriz triangular inferior cujo elementos sao myj,j < i.

Dessa forma o j-ésimo conjunto restri¢io de M é
Cu(j) ={({mjj,mu;}, D)k =7+1,....,d,D ={myq1,,...,ma;}} (3-17)

para j =1,...,d —1. Quando k = d, temos D = {}. O conjunto restri¢io da

matriz M é a unido de todos os Cp(j), ou seja,

CM=Cy(1)UuCy(2)U---UCpy(d—1). (3-18)
Para os elementos do conjunto restri¢do {{m;;, my;}, D}, j=1,...,d—
1, k =j+1,...,d, o conjunto condicionado é {m,;;,my;} enquanto que o

conjunto condicionante é D.
A Tabela 3.1 apresenta o conjunto restricdo para a matriz apresentada
em 3-16.

Cu(1) Cu(2) Cu(3) Cu(4)
({1.51.{3.4,2}) | ({5.4}.{2,3}) | ({4.31.{2}) | ({3.2+{})
{1.344{4.2}) | ({5,243} | ({4.21{})
({1.4}.{2}) ({5.3}.{})
({1.2}.{})

Tabela 3.1: Conjunto restricao da matriz M*.
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Além do conjunto restricao, antes de definirmos formalmente uma matriz
R-vine, é necessario definirmos alguns conjuntos adicionais. Desta forma, seja

M e {1,...,}¥4 uma matriz triangular inferior. Para j = 1,...,d — 1, temos

BM(j) = {(mj7j,D)|D = {mkyj, . ,de};k’ = ] + 1, . ,d} (3—19)

BM(j) = {(ka,DMD = {ij}U{mkH,j, e ,md7j}; k= j—|—1, Ce ,d} (3-20)

As Tabelas 3.2 e 3.3 ilustram os conjuntos Bas(j) e B ().

Bun(1)

Bu(2)

Bun(3)

B (4)

(1,{5,2,3,4})
(1,{3,2,4})
(1,{4,2})
(1,{2})

B (1)

(5,{4,2,3})
(5,{2,3})
(5.{3})

Bu(2)

(4,{3,2})
(4.{2})

B(3)

(3.{2})

Tabela 3.2: Elementos de By(j) utilizando como exemplo M*.

By(4)

(5,{1,2,3,4})
(3,{1,2,4})
(4,{1,2})

(4,{5,2,3})
(2,{5,3})
(3.{5})

(3,{4,2})
(2,{4})

(2,{3})

(2,{1})

Tabela 3.3: Elementos de By, (j) utilizando como exemplo M*.

Isto posto, apresentamos agora a matriz R-vine.

Definicao 3.2.2 (Matrizes de Rvine - R-vine matrices) Seja M €
{1,..., Y9 uma matriz triangular inferior. M é uma matriz R-vine se para
i=1,...,d=2eparatodok =i+1,...,d—1 existeum j € {i+1,...,d—1}

de modo que

Moy {Mi1s - - maz}) € Bu(d) ou  (mys {Miyesriy - - - mai}) € Bu(j).
(3-21)

A defini¢ao 3.2.2 implica algumas propriedades interessantes. A primeira diz
que todos os elementos de determinada coluna estarao presentes em todas as

colunas a sua esquerda, ou seja,

{mii,....ma;} C{m;;,...,mq;} para 1<j<i<d. (3-22)
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Além disso, a diagonal principal sempre possui um elemento novo em

relagao as colunas de maiores indices, ou seja,

{mii} & {misri415 - Maipy para i=1,...,d—1 (3-23)

Estas propriedades podem ser verificadas na matriz M* (3-16). Além
disso, podemos afirmar que M* é uma matriz R-vine pois satisfaz todas as
condigoes presentes na definicdo 3.2.2. A Tabela 3.4 apresenta os elementos
(muis {14y mai}), parai=1,...,3 ek =i+ 1,...,4, obtidos a partir
da matriz M*. Com o auxilio das Tabelas 3.2 e 3.3, podemos perceber que
(5,12,3,4}) € Bu(2), (3,{2,4}) € Bu(3), (4.{2}) € Bu(3), (4,{2,3}) €
Bun(3), (2.{3}) € Bu(4) e (3,{2}) € Bu(4).

i=1 i=2 | i=3
k=21 (5{234})
k=3 3{24}) | (4{23})
k=4 (4{2) | (243D | (B3{2})

Tabela 3.4: Elementos (mg;, {mxs14, ..., ma;}) da M*.

A representacao matricial das R-vines apresentada carrega informacoes
acerca das estrutura da cépula vine. Além do mais, é necessario que armaze-
nemos informagoes sobre as familias das cépulas bivariadas e seus respectivos
parametros. De maneira similar, tais informagoes podem ser organizadas em
um conjunto de matrizes adicionais. Na proxima se¢ao apresentaremos como

todas estas informacoes sao de fato organizadas e como estas podem ser lidas.

3.3
Familias de coépulas e seus parametros em forma matricial

Retomemos a matriz M* apresentada anteriormente,

M*

I
N =~ W ot =

W N = Ot

N W
N W

Esta matriz representa a seguinte estrutura:
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24
35

14|2 342 25(3
n: (@@ —®
13|24 45|23
Quy———Cu)———(1)
15(234

Figura 3.4: Vine regular com 5 variaveis.

A leitura da matriz M* é bem simples. Cada linha em conjunto com os
elementos da diagonal principal carregam informagdes sobre as arvores. Esta
matriz deve ser interpretada de baixo para cima, de modo que a ultima linha
corresponde a primeira arvore, a pentltima linha corresponde a segunda arvore
e assim por diante.

Para determinada coluna, a combinacao do elemento da linha com o
da diagonal principal formam o conjunto condicionado. Os elementos abaixo
dessa linha especifica compoem o conjunto condicionante. Por exemplo, con-
siderando a linha 5 de M”*, podemos concluir que as céopulas que compdem
a T sao (g, Cs5, Coy, Cy3. Comparando com a Figura 3.4, estas cépulas sao
precisamente as modeladas na primeira arvore. Vale lembrar que o conjunto
condicionante é vazio neste caso.

Considere agora a linha 3. Esta possui informagoes sobre T5. Deste modo,
temos as copulas C 324 € Cys5)23, rigorosamente como na Figura 3.4. Tendo
em vista a copula Cysja3, a varidvel X5 é o elemento da diagonal principal
da coluna 2 e a varidvel X, é o elemento da linha 3 coluna 2. Os elementos
que pertencem a coluna 2 e que estao abaixo da linha 3 formam o conjunto
condicionante e sao as variaveis X, e Xs.

Embora a partir da matriz M* conhecemos a estrutura das arvores, e
consequentemente sua construcao, ainda carecemos de informagoes acerca das
copulas bivariadas e seus parametros. De modo similar, tais informacoes sao

armazenadas em matrizes adicionais.
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Com relagao as familias das copulas bivariadas, estas podem ser organi-
zadas em uma matriz triangular inferior Z = (2; ;); j=1,..4. A titulo ilustrativo,

apresentamos a matriz Z*,

I1
Z*=|11 F , (3-24)
G N C
t t C N
onde: [[ — copula de independéncia.
N — copula Gaussiana (normal).
t — copula t-Student.
C — cbpula Clayton.
G — copula Gumbel.

Neste exemplo, a cépula bivariada entre as varidaveis X; e X5 seria uma
copula t-Student. A cépula Coy seria uma copula Clayton, enquanto que a Clyp
seria uma copula Gumbel.

Os respectivos parametros sao organizados em outras matrizes. O nimero
de matrizes necessarias depende do ntmero de parametros que as copulas
possuem. Assim sendo, temos P = (p@‘jj)i,jzlwd, 1 <w < W, onde W é
o numero maximo de parametros existente em determinada copula bivariada.
Caso somente copulas com um tnico parametro sejam utilizadas, as matrizes
M, Z e P! especificam todo o modelo.

Continuando com o exemplo, as familias presentes na matriz Z* possuem
apenas um ou dois parametros (cépula t-Student). Isto torna necessario o uso
de duas matrizes P! e P? para armazenar todos os parametros. Utilizando as

matrizes P1* e P%* como exemplo, temos:

Pr=|0 -31 PP =10 0 (3-25)
48 04 15 0 0 0
08 05 20 07 45 67 0 0

Como ja mencionado, todas estas matrizes definem a cépula vine. Desta
forma, podemos dizer que a copula entre as variaveis X; e Xy é uma copula
t-Student com p = 0.8 e v = 4.5. A copula Cyy é uma copula Clayton com

parametro igual a 2. A cépula Cys3 ¢ uma Gaussiana com correlacio igual a
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0.4.
Por fim, vale destacar que é possivel expressar a densidade de uma
distribuicao R-vine em termos de uma matriz R-vine. Considerando as matrizes

M, Z,PY a seguinte expressao corresponde a densidade de uma distribuicao

R-vine:
d—1 d
_ ~ S oml w
f(xla ) 33d) - H f(xk) H Cmj jmi Mgt g, (Uj,j> Wij3 Pigs s Pigo Zi,]')
k=1 j=1i=j+1
(3-26)
onde fi, k —1,...,d representam as distribui¢des marginais de F,
Uj5 = ij,j‘mﬂrl,jy--wmd,j ($mj,j |xmi+l,j7 XS] md,j) €
Ui = Fmi,jlmi+l,j7---7md,j (Im” |xmi+1,j7 ey md,j)'
3.4
Simulacao

Em muitas situagoes é interessante simular novas observagoes a partir de
uma copula vine ajustada. Nos Capitulos 4 e 5, a simulagao constituira etapa
fundamental para a geragao de cenarios vazoes.

A simulagao a partir de uma copula vine nao é uma das tarefas mais
dificeis. Esta é realizada através de um procedimento iterativo baseado em
uma sequéncia de distribui¢oes condicionais.

Inicialmente apresentaremos como este procedimento é utilizado para
simular observagoes de uma distribuicao multivariada e, em seguida, como
este é adaptado para o caso das copulas. Por fim, ilustraremos o caso das
coOpulas vine, onde as copulas condicionais sao escritas em termos de copulas
bivariadas.

Esta secdo expoe a logica que rege o algoritmo geral de simulagao. O
objetivo é ilustrar e esclarecer como este funciona. Consideraremos, sem perda
de generalidade, distribui¢bes com poucas variaveis. Obviamente, em casos d-
dimensionais tal procedimento precisa ser estabelecido na forma de algoritmos
programdveis. Aas et al. [13] estabeleceram algoritmos computacionais para
as C-vines e D-vines. Diffimann [43] e Dimann [45] foram os primeiros a
estabelecer tais algoritmos para o caso mais geral de R-vines.

Nesta tese, os algoritmos apresentados em Mai & Scherer [46] foram
empregados. Estes s@o versdes mais eficientes do que os supracitados onde
calculos redundantes foram eliminados.

Para esta secao, vamos considerar uma distribuicio multivariada
Fy _a(z1,...,24) com marginais iguais a F(z;), ¢ = 1,...,d. Neste caso,
Fop(clz), Fyoa(-lze, 1) 5 - oy Fgat,.1(-|za-1, ..., x1) s@o as distribui¢oes con-

dicionais e F2_|11(-|:171), F372171(-|x2,x1) y e Jj-1,...,1("93d—1a ...,T1) SA0 as res-
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pectivas fungbes inversas.
Para amostrarmos observagoes provenientes da distribuigao F} 4, deve-

mos iterar as distribui¢des condicionais inversas da seguinte maneira:

12 passo: Amostrar d observagoes independentes de uma distri-
bui¢ao uniforme padrao, i.e., w; tid Uo,1),1=1,...,d.
22 passo: Iterar as distribui¢oes inversas.
L1 = Wy,
T2 = FQ_\ll(w2|xl)a

T3 = Fg_\z},1(w3|$27$1),

Ta = Fyg_y, 1 (WalTa-r, . 71).

As observagoes resultantes (xq,...,24) seguem a distribuigdo multivari-
ada F . 4.

Este procedimento é trivialmente adaptavel para o caso das cépulas.
Assim, considere uma distribui¢ao cépula multivariada Cy 4 de um vetor
aleatério U = (Uy, ..., Uy) € [0,1]¢ com Uy, ..., Uy ~ U(0,1). Para obtermos
uma amostra (uy, ..., uq) proveniente da cépula Cy 4, devemos proceder de

maneira similar ao caso anterior.

12 passo: Amostrar d observagoes independentes de uma distri-
buic¢ao uniforme padrao, i.e., w; A U ,1),i=1,...,d.
22 passo: Iterar as copulas condicionais inversas.
Uy = W1
uy = Cypy (weluy),

ug = Cypp 1 (wslua, ur),

s = Cagy_ (Walua-y, - ur).

Existem alguns outros métodos para simulagao de cépulas (veja [24]).
Entretanto, através desse procedimento, a simulagao cépulas vine é muito
simples, uma vez que as copulas condicionais podem ser escritas em termos de
copulas bivariadas. Para isto, basta empregarmos recursivamente a equagao
(2-22) em conjunto com a defini¢do de h-functions (equagao (2-24)). Uma
vez conhecida as cépulas condicionais Cgjg—1,..,1, podemos entao obter as
respectivas fungoes inversas em termos das fungoes inversas das h-functions
(h).

[lustraremos agora este procedimento para o caso tridimensional. Para
esta tarefa seremos auxiliados pelo gréfico de uma R-vine (Figura 3.5) de modo
a esclarecer como as distribui¢oes condicionais sao obtidas através da aplicagao

sequencial das h-functions.
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Neste exemplo, consideraremos a distribuicao multivariada F} 23 de um
vetor aleatorio X = (X7, Xo, X3) € R3, com distribuigdes marginais dadas por
Fy, F», F3. Nosso objetivo é simular observagoes (x1, o, x3) a partir da cépula
(2,3 correspondente a F o 3.

A Figura 3.5 ilustra essa distribuicdo. Os vértices na arvore T repre-
sentam as variaveis transformadas correspondentes a z1,xs e x3. Nas arestas,
explicitamos quais variaveis sao modeladas pelas pair-copulas em cada mo-
mento. Na arvore T existem as copulas Cio e Css calculadas a partir das
varidveis transformadas Fy(z1) e Fo(xq); Fy(z2) e F3(x3), respectivamente.

Para a cépula seguinte, C3)2, precisamos calcular Cyjp e Cs)p. Estas sao
obtidas através das h-functions. Nesta se¢ao, optamos por numerar os indices
e explicitar os parametros das cépulas bivariadas onde as h-functions foram
calculadas. Por exemplo, hgpa(us|ug; ©23) indica a cépula condicional de ug dado
uy obtida a partir da copula Css parametrizada pelo conjunto de parametros
@23.

Da tltima arvore podemos obter a copula Cy2; ao derivarmos a copula

0173|2(C’1|2, Cs)2) com relagao a Cjp. Em termos de h-functions, temos
C'3|2,1 = h3|2,1[h3\2(u3|u2; ®23)|h1‘2(u1|u2; 912); @13|2}- (3-27)

A cépula condicional inversa 65211 pode ser encontrada a partir da

equagdo (3-27) e das fungoes inversas das h-functions (h™1), ou seja,

si21 = hap a1 (wslhaja (i [uz; ©1); Ors)2) [uz; O3 (3-28)
@ Cra(F1 (1), Fo(xz)) /é\ Ca3(F3(x2), F3(x3)) 3
@ ©
Gy - EEaRE G, L st b
= hy2(u1]uz; ©12) = hajz(us|uz; O23)

Q C1312(Chj2(u1|ug), C3)a(uslusz))

C o 303\2,1(F1\2(371|$2)7F3|2(m3\$2))
32,1 aFl|2(551|3172)

= hgj2,1[h3)2(uslug; ©23)|hyj2(u1|ug; O12)]

Figura 3.5: R-vine com 3 variaveis e h-functions.

Em termos de h-functions, o procedimento de simulagao é:
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12 passo: Simule w; B U,1),:i=1,2,3.
2¢ passo: Faca:

Uy = Wy,

Uy = hg_ﬁ(wﬂul; O12),

uz = hi%[hi;l(w{%mlp(uﬂuﬁ O12); O13)2)|u2; Og3).

Vale destacar que as observagoes (uy, us, ug) sdo dados copulas (U(0,1)).
Para transforma-los para a escala original basta utilizar as fungoes quantis
(inversas) das correspondentes distribuicdes marginais, i.e., ;1 = F; '(uy),

Ty = F2_1(u2) e T3 = Fg_l(U3).


DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 1121533/CA


PUC-RIo - Certificacdo Digital N° 1121533/CA

4
R-vine espacias para simulacao de cenarios hidrolégicos

4.1
Motivacao

Além da dependéncia temporal presente nas séries de vazoes dos reserva-
térios, existe também uma dependéncia espacial entre as diversas usinas que
compoem o Sistema Elétrico Brasileiro (SEB). Deste modo, um modelo de
simulacao deve ser capaz de modelar ambos os tipos de dependéncia. Parti-
cularmente no SEB onde o niimero de usinas é elevado, tais modelos também
devem ser capazes de incorporar a alta dimensionalidade do problema.

Neste contexto, modelos multivariados para séries temporais podem ser
utilizados. [2,5]. Estes sdo normalmente baseados nos modelos autorregressivos
médias méveis (ARMA), cujas desvantagens foram elencadas na introdugao.

Hao & Singh [19] citam alguns métodos alternativos tais como o mé-
todo de desagregacao. Inicialmente simula-se séries agregadas (séries anuais,
por exemplo) e, posteriormente, decompdem-se em escalas menores (mensais
ou semanais, por exemplo). Sharma & O’Neil [8] listam algumas das desvan-
tagens inerentes a ambos os métodos. Dentre elas destaca-se a limitacdo em
representar dependéncias nao lineares e distribui¢oes de probabilidade com
formas nao usuais. Alguns métodos nao paramétricos sao utilizados para si-
mulacao de cenarios multivariados de vazoes e, de certa forma, nao possuem
as desvantagens supracitadas. Contudo, tais métodos sao ineficientes em altas
dimensoes, [22].

Recentemente, as copulas comecaram a ser empregadas para a simulacao
de cenarios hidrologicos. No ambito da simulagao de cenarios univariados onde
se considera somente a dependéncia temporal, pode-se citar as referéncias
[9,11,16-18,21].

No ambito de modelos para geragao simultanea de cenarios de vazoes,
onde adicionalmente a dependéncia temporal, a dependéncia espacial é incor-
porada ao modelo, pode-se citar o trabalho de Hao & Sing [19]. Neste, os
autores propuseram uma metodologia utilizando entropia para obtencao da
copula (mazimum entropy copula method) entre diferentes usinas. Tanto a de-

pendéncia temporal quanto a relacao entres as usinas foram modeladas via
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cépula. O modelo proposto foi avaliado num conjunto de apenas 3 usinas. A
analise dos cenarios indicou a adequagao do modelo proposto.

Chen et al. [22] desenvolveram um método utilizando cépulas para
simulacao de vazbes de rios. A metodologia considera apenas duas usinas
simultaneamente. Ela utiliza a abordagem sugerido por Lee & Salas [17] para
a simulagao de cendrios em uma tnica localidade (regido inicial) e condiciona
os valores simulados de outro rio (regido de interesse) a estes. Dessa forma,
a simulagdo para qualquer localidade (regido de interesse) é realizada através
de uma distribuicao multivariada composta pelos valores atuais e passados
da mesma e os valores presentes da regiao inicial. Dois conjuntos de rios
foram analisados. O primeiro era composto pela vazao mensal de 3 localidades
enquanto que o segundo era composto por 6 vazoes diarias observadas em
diferentes rios. Os resultados indicam que o modelo proposto foi capaz de
replicar as caracteristicas observadas nas séries de vazoes originais.

Isto posto, o objetivo deste capitulo é a constru¢ao de um modelo de
copulas para a simulagdo de cendarios hidrologicos multivariados. O Capitulo 2
apresentou a copula vine como uma alternativa bastante eficiente para a cons-
trucao de modelos em alta dimensao. Embora estes sejam capazes de modelar
as mais diversas estruturas de dependéncia, o nimero de pardmetros cresce
quadraticamente com a dimensdo. Assim, uma reducao em sua complexidade
¢ desejada. Neste contexto, inserem-se os modelos de copulas vine espaciais
(Spatial R-vine models) introduzidos por Erhardt et al. [23]. A principal ideia
é utilizar varidveis exégenas (informagoes geograficas) para reparametrizar a
coOpula vine de modo a reduzir o nimero de parametros.

O modelo desenvolvido neste capitulo utiliza a distancia entre as usinas,
as informagoes sobre precipitagoes proximas as usinas e a estrutura das bacias
para reparametrizar a copula vine. Ademais, devido a forte sazonalidade
presente nas séries de vazoes mensais, propomos uma extensao do modelo
original para acomodar variagoes peridédicas da dependéncia entre as usinas.

A contribuicdo deste capitulo ocorre de diversas formas. O modelo pro-
posto ¢ uma versao aumentada do modelo original( [23]) para o caso onde a
dependéncia espacial ndo é constante. Assim, este pode ser interpretado como
um modelo de copulas vine espaciais com parametros variando periodicamente.
O modelo estimado é flexivel ao ponto de incorporar intimeras estruturas de
dependéncia. Sinalizamos um conjunto de varidaveis que podem ser aplicadas
para aproximar a dependéncia espacial entre diversas usinas. A reparametri-
zacdo realizada foi capaz de reduzir em até 96% o ntmero de parametros
estimados na arvore T7. Por fim, salienta-se a aptidao do modelo em simular

cenarios para um elevado niimero de usinas. A anéalise dos cenarios indicou que
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o modelo é capaz de simular cenarios preservando caracteristicas historicas.

4.2
Copulas vine espaciais

O modelo de cépula vine espacial (Spatial R-Vine model) é uma extensao
dos modelos de cépulas vine desenvolvidos com o propésito de modelar a
dependéncia espacial. Esta classe foi inicialmente proposta por Erhardt et
al. [23] e, consiste em explorar a relagdo entre varidveis espaciais (varidveis
exdgenas/geogrificas) e os pardmetros das cépulas bivariadas. Esta relacao,
se corretamente estabelecida, permite uma drastica redugao no nimero de
parametros.

Antes de expormos esta sofisticada classe de modelos, algumas observa-
¢oes acerca da notagao empregada neste capitulo sao elucidadas. Uma aresta
arbitraria e serd denotada como i(e), j(e); D., onde C. = {i(e),j(e)} é o con-
junto condicionado e D, é o conjunto condicionante. Estes conjuntos foram
definidos no Capitulo 3. A cépula associada a esta aresta é Cje) j(e); D, , CUjOS pa-
rametros sao ;) j(e);:p. (pPrimeiro parametro da cépula) e V) je);n. (segundo
pardmetro da cépula, quando existente).! O correspondente 7 de Kendall é
Ti(e).j(e),D.- Caso este esteja associado a alguma aresta da arvore Tp, onde o
conjunto condicionante ¢ vazio, temos ;) j(e). Oportunamente, adicionaremos
o indice ¢ para explicitar a qual arvore Ty, ¢ = 1,...,d — 1 estaremos nos
referindo.

O 7 de Kendall pode ser expresso em termos de copulas. Assim, existe
uma funcdo que conecta os parametros 6;() je).p. (dado uma familia paramé-

trica bivariada - i) je);p.) a0 7 de Kendall tal que

Tie)g(e)iDe = 9r(Bice) j(e)iDe; bice),j(ey:ne)- (4-1)
Esta relagao é obtida ao se resolver a equagao (2-29) e, é conhecida para
as principais coépulas bivariadas. A Secao 2.3 lista algumas dessas fungoes.
Introduziremos o modelo de vines espaciais através da ilustracao de
um caso hipotético. O propésito é facilitar seu entendimento através de um
exemplo utdpico.
Considere dados de d = 40 séries de temperatura média mensal e
que cada série possua T observagoes. Assuma ainda que, estes dados foram
devidamente tratados e transformados em dados copulas, resultando em dados

ul, ... ulf Yoouf® = (ui0 .. ud®)T. Estas séries de

com u' = (u},... uk
temperatura foram mensuradas em estacoes meteorolégicas dispersas ao longo

de determinada drea (regiao, pais, etc.). E razodvel supor que a associagao entre

!Consideraremos somente cépulas bivariadas com um ou dois pardmetros.
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elas seja inversamente proporcional a distancia. Quanto maior a distancia,
menor é a associacao entre as temperaturas. Considere ainda que a distancia
dij, 1 < i < j <40, entre todos os pares de estagdes possa ser calculada. A
principal ideia dos modelos de cépulas espaciais é exatamente explorar essa
relagdo entre a distdncia (ou qualquer outra varidvel) e a associagdo entre
pares de localidades (representada pelo 7 de Kendall) para reduzir o nimero
de parametros.

Um simples grafico, como apresentado na Figura 4.1, ajuda a elucidar a
relacao do 7 de Kendall 7; ; com a distancia d; ;, 1 <@ < j < 40. Neste exemplo
hipotético, existe uma relagao linear negativa entre o logaritmo da distancia
e a transformada de Fisher do 7 de Kendall (g.(7;;)) estimado a partir dos
dados.

1.3

9.(Ty)
0.7
1
S0
8 oBmooe
oo s °

0.4

0.1

%

T T T T T

4 5 6 7 8
In dij

Figura 4.1: Exemplo de associagao entre In(d;;) e ¢,(7;;).

Dessa forma, pode-se considerar uma relagao linear entre a distancia e o

7 de Kendall , como

9:(7ij) = ao + a1 In(d;;). (4-2)

Em outras palavras, dado uma distancia entre duas estagoes é possivel inferir-
mos o grau de associagao entra ambas. Obviamente, esta relagao é aproximada.
Denotando ¢;' como a funcdo inversa da equagao (4-1) e utilizando

a transformada inversa de Fisher ¢! introduzida na Segdo 2.4, podemos
agora expressar o parametro da copula Cj)jce):p. em funcao de Indj) je):n.

(distancia entre estas localidades) como

Oicersern. =07 (92 {0 + a1 ndice) o) }; bicey oo, ) - (4-3)
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Esta relagdo (equagao (4-3)) desempenha papel crucial no modelo espa-
cial, uma vez que estabelece o link entre as varidveis espaciais (no exemplo, dis-
tancia) e o parametro das cépulas bivariadas. Neste exemplo, estamos conside-
rando que a distancia descreve razoavelmente tanto Ti() ) quanto 7). j),n. -
Dessa forma, cada parametro de cada aresta passa a ser reescrito em termos
de uma equagao em comum.

A Figura 4.2 ilustra este fato na arvore Tj. Cada vértice corresponde a

uma esta¢do meteoroldgica/série temporal.

Oiterie) = 971 (9 H{ao + a1 In(dj(e)j(e)))

61 2 023 ) 039,40
Série 1 @ @ LI

017

Figura 4.2: Exemplo de reparametrizacao para a arvore 77.

A equagao (4-3) serd intitulada equagao espacial. Ela rege toda a estru-
tura de dependéncia entre as variaveis e, ao mesmo tempo, reduz o nimero de
parametros.

Em Erhardt et al. [23], os autores estabeleceram uma equacao espacial
para cada arvore Ty, { = 1,..., L. Formalmente, a reparametrizagao é

definida por

O i, = 97" (97 {uelB) s bicosenn, ) (4-4)

onde a funcao hy(e|B;) controla a insercao das equagoes espaciais no modelo.
Desta maneira, cada arvore T, da cépula vine possui sua prépria reparametri-
zagao. [23].

Considerando observagoes de V varidveis espaciais e que estas sao
capazes de descrever tanto a dependéncia condicional quanto a dependéncia

incondicional, a funcao h;(e|B;) assume a seguinte forma:

%
h@(@‘ﬂe) = /BE,O + Z 65,11(:[;;)(6)]'(6))7 e 6 E@, f = 1’ “ .. ’Lmaz (4_5)
v=1

onde B¢ = (Bro, - -, Bev) " € RV* Todos os parametros referentes ao primeiro
parametro cépula podem ser organizados como B5F = (B1', ..., BLmes ') €

RVADLmaz onde L,,,, denota o nimero de drvores consideradas.
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A reparametrizacao apresentada até este momento é valida apenas para
o primeiro parametro das cépulas bivariadas. No caso especifico da copula
t, onde adicionalmente existe um segundo parametro, Erhardt et al. [23]
identificaram uma tendéncia quadratica ao longo das arvores e propuseram

a seguinte reparametrizacao:

Vs, = exp{B + BY -+ By - 7}, (4-6)

Desta forma, os parametros que governam os graus de liberdade das
copulas t bivariadas sdo resumidos a B := (5§, 5y, BY).

No trabalho original, Erhardt et al. [23] modelaram a dependéncia es-
pacial entre séries temporais de temperatura na Alemanha entre os anos de
2010 e 2012. A abordagem adotada acompanhou a tradicional para o caso
onde os dados possuem dependéncia serial. Inicialmente aplicou-se modelos de
séries temporais para cada série individualmente e, posteriormente, estimou-
se a dependéncia entre as séries através de cépulas. Como varidveis espaciais,
empregaram a distancia e a diferenca de altitude entre as estagoes meteorolo-
gicas. Ademais, os autores conseguiram designar equagoes espaciais para todas

as arvores de sua copula vine espacial.

4.2.1
Estimacao do modelo de cépula vine espacial

A estimacao do modelo de cépula vine espacial pode ser realizada
através da maximizacao da funcao de verossimilhanca. Esta é obtida ao se
inserir as reparametrizagoes definidas nas equagoes (4-4) e (4-6) na fungao de
verossimilhanga apresentada no Capitulo 3. Dessa maneira, tém-se

T Lmaz

‘c( ;sp,ﬂ:sp’u H H H Ci(e),j(e);D (~ ) ut( )79f(e),j(e) iDed Yi(e),j(e); De)>
t=1 (=1 ccE,
. . . (4-7)
onde ﬂt( ) = C’i(e)me(ut( )\u?e) e ai( ) = ](e)‘De(ut |ut °) com uy* = {u} :
s € D }. Além disto, u = (u!, ..., u?) com u® = (uf,...,u$)", s =1,...,d. [44].

Assim como no caso das cépulas vine, a estimacao dos pardmetros
pode ser realizada através da maximizacao por inteira da verosimilhanga (full
mazimum likelihood estimation) - onde todos os pardmetros sdo estimados
simultaneamente - ou através da estimagao sequencial (sequencial estimation)
- onde cada pair-copula é estimada individualmente.

Ambas abordagens podem ser empregadas nas copulas vine espacias. En-
tretanto, diferentemente do caso classico, a estimacao sequencial é realizada
ao longo das arvores. Em outras palavras, para cada arvore, uma otimizagao

é realizada independentemente do nimero de varidveis. Comparando os dois
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modelos, uma copula vine com 50 variaveis, por exemplo, teria 49 procedimen-
tos de estimagdo (um para cada copula bivariada ) somente na T}, enquanto

que no modelo espacial, apenas uma otimizagao seria realizada.

4.3
Modelo periédico de cépula vine espacial

A extensao proposta ao modelo de cépula vine espacial é expressa neste
momento. Esta é entendida como uma versdo do modelo original de [23]
adaptado para os casos onde existe uma dependéncia espacial periddica entre
as variaveis.

Na extensao proposta, diferentemente do apresentado na segdo 4.2,
consideraremos que o parametro 0€ )i(e):De das copulas bivariadas variam de
acordo com periodo. No caso espe(nﬁco desta tese, o parametro 61(6 )i(e):D, I8
ser uma fungao do més. Desta forma, o primeiro parametro da copula passa a
ser «91 (e)i(e):p.» onde m = [jan, ..., dez].

Para acomodar esta variagao periodica, adicionou-se 11 varidveis dummy
Sgms P =1,...,11 que assume 1 se ¢ = m ou 0 caso ¢ # m. Desta maneira, a

equacao (4-4) no modelo periddico assume a seguinte forma:

e =07 (97 {alelB) Y50 sorem, ) (4-8)

onde a funcao hy(e|B,) é expressa por

oim

11
he(elBe) = Beo + Z Beo (@ yj000.) + 2 BearvSam, € €ee, =1, L.
B (1-9)

Uma vez definida a reparametrizacdo para o primeiro pardmetro da
copula, abordaremos agora o segundo parametro (graus de liberdade) da cépula
t. Erhardt et al. [23] identificaram uma tendéncia ao longo das arvores e
aproximaram os graus de liberdade através de uma funcao quadratica.

De maneira diferente, a reparametrizacao sugerida no presente trabalho
ocorre dentro das arvores. Reduziremos todos os parametros relativos ao grau
de liberdade (1) ;).p,) de cada arvore & apenas 12 pardmetros, ou seja, um
parametro v para cada meés. Por exemplo caso a arvore 17 possua 30 copulas
t em cada més, equivalente a 30 x 12 = 360 parametros v, de acordo com
a parametrizacao proposta, estes seriam reduzidos a apenas 12. Em outras
palavras, cada més de determinada arvore possui apenas um parametro relativo

aos graus de liberdade, ou seja,
lm . 4m
Vileyj(eyp. =V (4-10)

E de conhecimento comum que a copula t tende para uma copula Gaus-
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siana conforme os graus de liberdade aumentam. Apenas graus de liberdade
relativamente baixos geram dependéncia de caudas relevantes. Com esta re-
parametrizacdo, espera-se que os novos parametros sejam capazes de estimar
baixos graus de liberdade. Obvio que neste caso, estamos assumindo a exis-
téncia desta caracteristica no conjunto de dados analisados. Caso contrario, a

copula Gaussiana é preferivel a coépula t pois possui apenas um parametro.

4.4
Modelo periédico de cépulas vine aplicados a séries de vazao

A extensao proposta foi aplicada a um subconjunto de 39 usinas hidrelé-
tricas que compoem o SEB. As séries mensais de vazoes naturais foram obtidas
junto ao Operador Nacional do Sistema Elétrico (ONS) e estao disponiveis em
seu site. [47]. Estas séries tem inicio em janeiro de 1931 e término em dezem-
bro de 2012 totalizando 984 observagoes. Iremos denotar yf (t = 1,...,984)
como a vazao média mensal observada na usina hidrelétrica s, (s = 1,...,39)
no instante de tempo t.

O termo vazao natural é definido como a vazao que ocorreria em deter-
minada secao do rio caso nao existissem agoes antropicas, isto é, efeitos da
operacao de usinas a montante, evaporagoes em reservatérios e usos consun-
tivos tais como irrigagao, abastecimento etc. As séries de vazdes naturais sao
reconstituidas através das vazoes observadas nos locais e informacoes relativas
as agoes antrépicas. [47].

Adicionalmente, um conjunto de 39 séries temporais de precipitacao de
janeiro de 2010 até dezembro de 2013 fornecidas pelo Instituto Nacional de
Meteorologia, [48], e pela Agéncia Nacional de Aguas, [49], foram utilizadas

para construir uma variavel espacial.

44.1
Transformando variaveis originais em uniformes

Antes de transformarmos as variaveis originais em uniformes, é necessario
filtrar toda a estrutura de dependéncia existente nas séries temporais. Para esta
tarefa empregamos o modelo PAR (p) apresentado na Segao 2.5. A formulagao
apresentada supoe a distribuicao Gaussiana padrao para os residuos padroni-
zados. Todavia, ap6s uma analise dos residuos observou-se que grande parte
dos mesmos possuiam assimetria e excesso de curtose. Neste caso, decidimos
adotar a distribuicao skew-t como distribuicao para os residuos padronizados,
ou seja, € ~ skew — t(£%,w*®, (*, v°). Sua fungao densidade de probabilidade é

dada por
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v+ 12

Fskew—t(z|&, w, (V) = itl,(j)TVH {Cf ( v+1 >2} (4-11)

onde Z := (x — {)/w, t, denota a densidade de uma t-Student univariada com
v graus de liberdade e T,,; é funcdo de distribuicdo acumulada de uma t-
Student com v+ 1 graus de liberdade. Na equagao (4-11), £ € R é o pardmetro
de posicao, w > 0 é o parametro de escala, ( € R é o parametro que controla
a assimetria e ¥ > 0 denota os graus de liberdade.

Para a estimacao dos modelos marginais, um procedimento em dois
estagios foi adotado. Inicialmente, estimou-se os pardmetros do modelo PAR
(p) e posteriormente, os pardmetros das distribuigoes skew-t.

Logo apos, calculando
up = Fupewy (§1€°,0°,6%9°), t=1,...,984,s=1,...,39,  (4-12)

obtemos os dados cépula a partir dos residuos do modelo PAR (p). Neste
caso, Fypew_¢ € a funcao de distribuicao acumulada skew-t.

Apos esta transformacao, é necessario verificar se as variaveis trans-
formadas (dados cépula) sdo realmente uniformes ou nao. Para esta tarefa,
empregou-se o teste de Anderson-Darling (teste A-D). [50,51]. A hip6tese nula
diz que os dados transformados seguem uma distribui¢ao uniforme padrao. Na
Figura 4.3, cada barra representa o p-valor do teste para cada usina hidrelé-
trica. A linha preta continua representa o nivel de significAncia de 5%.

Como pode ser observado, nao é possivel rejeitar a hipotese nula a um
nivel de significancia de 0,05. Desta maneira, pode-se assumir que os dados

transformados seguem uma distribuicdo uniforme padrao.

1.0

0.6
|

P-valor

0.2

0.0

Usinas

Figura 4.3: Teste de Anderson-Darling para cada uma das 39 usinas.
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4.4.2
Definicao da estrutura e selecao das pair-copulas

Para mensurar a variagao sazonal entre as usinas hidrelétricas, reorgani-
zamos o conjunto de dados cépula. As observagoes u® = (uf, ..., usg,) de cada

localidade s sao ordenadas de acordo com os meses. Assim, estas sdo reorgani-

s —

s _ s s T s
: 7udez) onde ujan - (ul,ij ce 7u82,jan) oy Uge, =
s
jan

- S
zadas como u® = (U, - -

(U5 gess - - - > Uy gez) | - Por exemplo, us,, contém todas as observagoes de janeiro
da usina s, u},, contém todas as observacoes de fevereiro e assim sucessiva-
mente. Ademais, uj ;,,, é 0 primeiro janeiro observado (correspondente a janeiro
de 1931), uj ;,,, expressa janeiro do segundo ano histérico (janeiro de 1932) en-
quanto que ug, ;,, corresponde a observagao de janeiro do ltimo ano (janeiro

de 2012). Isto posto, podemos calcular o 7 de Kendall (7‘{}%0) que representa
a associacao entre as usinas ¢ € j no més m.

A fim de melhor entender a estrutura de dependéncia, neste primeiro
momento, estimamos 12 cépulas vine (uma para cada més) por meio do
algoritmo proposto por Diffimann et al. [45]. Como peso para as arestas,
utilizou-se o 7 de Kendall. Este algoritmo esta disponivel em [52]. As cépulas
bivariadas foram selecionadas via BIC. O conjunto de cépulas disponiveis
era composto pela copulas Gaussianas, t-Student, Frank, Gumbel, Clayton
e versoes rotacionadas destas tltimas duas.

Com este modelo inicial, por meio da Figura 4.4 é possivel realizar uma
analise exploratoria do 7 de Kendall ao longo das arvores. Vale lembrar que,
nesta figura, os coeficientes de Kendall da arvore 77 sao estimados diretamente
dos dados enquanto que os das arvores subsequentes sao estimados através dos
pseudo-dados transformados.

Como pode ser observado, as maiores associagdes ocorrem na arvore 77.
Logo a partir da arvore T5, o niimero de associagoes relevantes diminui sendo
em sua grande maioria residual e proximo de zero. Isto sugere a utilizacao de
copulas de independéncia em alguns pares de variaveis.

Para determinar em quais pares a coépula de independéncia deve ser
utilizada, estimamos novamente as copulas vine em conjunto com o teste de
independéncia para cépulas bivariadas (veja [53]) a um nivel de significAncia
de 0,05.

A Tabela 4.1 apresenta o numero de copulas bivariadas selecionadas e
a log-verossimilhanga por arvore até a Tjg, considerando as 12 cépulas vines
estimadas. Como pode ser observado, existe uma predominancia da copula
de independéncia. A partir da Tg, estas representam quase 90% das copulas.
Por estas razoes, truncou-se o modelo na arvore Ts. O conceito de copulas

truncadas foi introduzido por Brechmann et al. [54] e consiste em utilizar
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copulas de independéncia para todas as arestas a partir de determinada arvore
Ty.

0.5

0.2

Tau de Kendall

o1 —-§-——F---4F--1+--41-—-+-1+--—

oad b

-0.2

-0.5 o

Arvores: T,

Figura 4.4: 7 de Kendall por arvore (Ty).

Esta andlise indica que as maiores dependéncias sao captadas nas pri-
meiras arvores. Destaque para a T} que corresponde & uma grande parcela da
log-verossimilhanca. A cépula Gumbel aparece com maior frequéncia nesta ar-
vore, seguida pela copula Gaussiana e copula t. Por sua vez, a copula t aparece
quase que exclusivamente na arvore T;. Vale destacar também o niimero de co-
pula Arquimedianas cuja presenca é um forte indicio de estruturas assimétricas

de dependéncia entre os pares de usinas.

Tabela 4.1: Familias de copulas selecionadas para Ty, £ =1,...,10.

Gaus. cop. t Clayton Gumbel Frank Indep. % Indep. LogLik

Ty 83 116 32 159 6 60 13% 40808
T 24 4 30 45 6 335 75% 603
15 24 0 15 21 4 368 85% 293
T 15 0 15 14 3 373 88% 197
15 13 2 12 17 6 358 87% 222
T 13 1 16 11 4 351 88% 188
15 19 1 12 7 4 341 88% 144
Ty 11 2 6 5 2 346 93% 83
Ty 11 0 10 7 4 328 91% 120
T 11 0 8 8 ) 316 90% 107

Com relagao a copula t a Figura 4.5 apresenta os graus de liberdade por
més somente das copulas t presentes na T;. Em geral, os graus de liberdade
estimados apresentam valores baixos, o que implica em uma alta dependéncia

de cauda entre os respectivos pares de usinas.
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Figura 4.5: Graus de liberdade das copulas t contidas na T7.

Por fim, apresentamos a estrutura da arvore selecionada para a arvore
T;. Os nomes das respectivas usinas estdo listados no Apéndice A. Figuras
complementares que ilustram o curso d’agua dos correspondentes rios podem

ser observadas no Apéndice B.

() Usinas hidrelétricas

Figura 4.6: Representacao da T} sobre o mapa brasileiro.
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Esta andlise preliminar teve como objetivo determinar a estrutura das
arvores e as copulas bivariadas (pair-cépulas) associadas a cada aresta. Desta
forma, o modelo espacial proposto empregara a estrutura obtida através do
algoritmo de Difimann et al. [45] e as familias de cépulas apresentadas na
Tabela 4.1 até a Ty. Em vista do carater periédico do modelo proposto,
ressalta-se entretanto, que a estrutura das arvores é constante ao longo dos
meses enquanto que as familias de copulas bivariadas variam de acordo com o
periodo.

Uma vez realizada essa analise preliminar, o proximo passo é determinar
quais as varidveis exdgenas/espaciais que serao empregadas para a estimagao

do modelo.

4.4.3
Componentes espaciais

Esta secao apresenta as variaveis espacias e como elas estao relacionadas
com os parametros das pair-cépulas. Empregamos a distancia entre as usinas
hidrelétricas, a associagao entre as séries de chuvas medidas préximas as usinas
e uma variavel que representa a estrutura dos rios. Além dessas trés , inserimos

dummies sazonais para representar a variagao peridédica entre as vazoes.

4431
Distancia
O objetivo é explorar a relacao existente entre distancia das usinas e o
7 de Kendall Tlf;-ff,f . A principio, espera-se que usinas préximas uma da outras
possuam um grau de associacdo maior do que usinas que estao muito afastadas.
Na Figura 4.7 é possivel observar o grafico de dispersao do logaritmo
natural da distancia contra a transformada de Fisher do 7 de Kendall. Como
esperado, existe uma associagdo negativa entre as variaveis, ou seja, de acordo
com o aumento da distancia entre as usinas, o grau de associagdo entre

as mesmas diminui. Para este grafico, considerou-se todos os d(d — 1)/2 =
39 % 38/2 = 741 pares de usinas.
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Figura 4.7: Associacao entre log(Dist) e o g, (7/19r).

ij,m

4.4.3.2
Precipitacao

A ideia é representar a dependéncia entre as vazoes das usinas através
da dependéncia entre os regimes de chuvas, uma vez que as vazodes sao ex-
tremamente dependentes dos regimes de chuva. Em termos praticos, deseja-se
utilizar as séries de precipitacoes para explicar a dependéncia entre as vazoes.
Infelizmente, os postos de medi¢oes das séries de precipitagoes (estagoes me-
teorolégicas) nao estao localizados exatamente nos reservatérios das usinas,
entretanto, procurou-se utilizar os mais préximos possiveis. Além disso, al-
gumas séries possuem um niumero baixo de dados incompletos. Estes foram
substituidos pelas médias dos respectivos meses.

Desta maneira, para cada usina hidrelétrica uma série de precipitacao foi
associada. O objetivo é utilizar a dependéncia entre estas séries como uma prozy
para as condi¢oes meteorolégicas das regidoes onde as usinas estao localizadas.
A Figura 4.8 apresenta as 39 usinas hidrelétricas e as respectivas estagoes

meteorolégicas.
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A\ Usinas hidrelétricas
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Figura 4.8: Usinas hidrelétricas e estacoes meteorolédgicas.

Para cada par de localidade (usina/estacdo meteoroldgica), o 7 de Ken-
dall (7***) foi calculado. Previamente um modelo SARMA (seasonal autore-
gressive moving average) foi estimado para cada série e seus residuos transfor-
mados em dados copula.

A Figura 4.9 apresenta a relacao entre a transformada de Fisher do r{;fg; ©
versus a transformada de Fisher do Tfjh“”a para determinado més. E possivel
observar uma associac¢ao positiva entre estas variaveis. Novamente, esta analise

preliminar foi realizada considerando todos 741 pares de usinas.
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Figura 4.9: Associagao entre g, (7/4%°) e o g (")
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4.4.3.3
Topografia dos rios

Algumas usinas hidrelétricas estdao dispostas em um sistema de cascata.
Isso significa que as vazoes utilizadas para produzir energia em determinada
planta serao reutilizadas para produzir energia em outras usinas a jusante.
Uma simples inspecao nos dados indicou que as maiores dependéncias ocorrem
nestes pares de usinas.

Assim sendo, uma varidavel dummy ¢é inserida no modelo com o intuito
de fornecer a equagao espacial informacoes acerca da disposi¢ao das usinas ao

longo do rio. Esta variavel é definida da seguinte maneira:

1,se as usinas ¢ e j estao localizadas
no mesmo rio sem outra usina k
Di; = . (4-13)
entre ¢ e J.

0, caso contrario.

4.4.4
Definindo equacao espacial para a 7T}

As Figuras 4.10 e 4.11, apresentam as variaveis distancia e precipitacao
para os 38 pares de usinas que compdem a arvore T; definida na secao 4.4.2.
Como pode ser observado, a associacao entre as variaveis é mais clara do que
as apresentadas nas Figuras 4.7 e 4.9. Isto corrobora a selecao das mesmas

para o modelo proposto.
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- janeiro
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ahydro

Transformada de Fisher de T;
20

1.0 15

0.5

0.0
1

T T T T T T
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Figura 4.10: Log(Dist) e g.(7]47%) para os pares de usinas da drvore T1.
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Figura 4.11: G.(7)%%) e g.(7]"**) para os pares de usinas da drvore Tj.
Assim sendo, a fun¢do hy(e|By) que controla a insercdo das equagoes

espacias no modelo assume o seguinte formato:

11
hi(elB1) = Pro+Fia ln(DiSti(e)j(e))"’61,292(%52;;(6))+61,3Di(e)j(e)+Z B1,4+35gm
q=1
(4-14)
onde B = (Bro,---, Pr1a) " € RY.

Uma vez definida a equacdo que reparametriza a primeira arvore, o
proximo passo é definir o conjunto de equagoes para as arvores subsequentes.
Erhardt et al. [23] criaram novas varidveis com base nas varidveis espaciais
originais. Assim, seguindo Erhardt et al. [23], para todas as arestas e € ¢, das

arvores Ty, £ > 2, temos

- 1 . — 1 :
Disti(e)p, = - > distieyy, Distie)p, == v > distie)x
kED. k€De
(4-15)
_ 1 prec Do 1 prec
PTGCz‘(e),De = m kg Ti(e),k’ PTGCj(e),De = F 1 kGXD: Tj(e)7k

que podem ser utilizados como preditores adicionais as variaveis originais
apresentadas anteriormente.

Infelizmente, nao foi possivel identificar qualquer variavel explicativa para
as arvores subsequentes. Testamos as varidveis definidas na equagao (4-15) e
as selecionadas para a Tj. As Figuras 4.12, 4.13 e 4.14 apresentam graficos de
dispersao de algumas variaveis testadas até Tj.

As conclusoes obtidas ao se analisar tais figuras podem ser generalizadas

para todas as varidveis e meses considerados nesta tese. Nao é possivel
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identificar qualquer tipo de dependéncia entre as varidveis analisadas. Além
disso, destaca-se a baixa magnitude dos 7 de Kendall presentes a partir da
T,. Estes resultados indicam que uma reparametrizacao para todas as arvores
pode nao ser adequada.
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Figura 4.12: Analise das variaveis espaciais para T5.
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Figura 4.13: Analise das varidveis espaciais para T3.
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Figura 4.14: Analise das varidveis espaciais para Tj.
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4.4.5
Modelo proposto

Apresentamos agora o modelo estimado para as 39 usinas hidrelétricas.
Com relagdo a arvore T, a reparametrizagdo proposta na equacao (4-10)
para os graus de liberdade (quando existentes) resulta em um vetor vy =
(V1 jans - - - 5 1/17dez)T, ou seja, um parametro para cada més. A equacao espacial

desenvolvida na se¢ao 4.4.4,
11
hl(elﬂl) 61 O+ﬂllln<D25t (e)j( e))—i_ﬂl 29z<Aprec )+61 SD 3)+Z ﬁl,p+35pm
p=1

possui o conjunto de pardmetros B = (Bi0,...,5114)" € R®. Com estas
duas reparametrizacoes, a T possuira independentemente do niimero de usinas
apenas 27 parametros.

Com relacao as arvores subsequentes, como ja mencionado, nao foi
possivel identificar qualquer tipo de associacao entre as variaveis analisadas
e o 7 de Kendall (condicional). Consequentemente, nao foi possivel estabelecer
equagoes espacias para as mesmas. Dessa forma, para tais arvores optou-
se pela abordagem tradicional de cépulas vine. Os pardmetros das pair-
copulas presentes a partir da arvore T,, podem ser organizadas nos conjuntos
Bas = {050 yp, 1€ € Bl =2, ,6;m =1,....12} e vag = {V} ;0yip,
e€c By, 0=2,....66m=1,...,12}.

Os parametros sao estimados através da maximizacao da funcao de
verossimilhanga utilizando as reparametrizagdes propostas na equagoes (4-10)
e (4-14). Assim,

L (B, Bas, 1, vaslu!, ..., u¥) =

12 i(e) ~4( ‘m
H H H H Ci(e),j(e);De (utm7 tm76@(e j(e); De 7Vi(7@)7j(e);De))7 (4_16>

m=1t=1/=1e€cE)

onde a;,(s"z = z(e)\De(utm|ut m) ﬂg(ren Om )| De (ui(;z |U ) € ’u’t[,)?% = {uil;m k€

D.}. Como ja mencionado, os parametros e as cépulas bivariadas variam de
acordo com o periodo enquanto que a estrutura das arvores é constante. Para
a maximizacao da funcao expressa em 4-16, adotamos a estimagao sequencial
proposta no contexto de cépulas espacias por Erhardt et al. [23] para a T} e a
estimagao sequencial tradicional proposta por Aas et al. [13] para as &rvores
restantes.

Com relagao aos valores inicias para T; estimamos uma regressao linear
equivalente a equagdo espacial e fornecemos estes parametros como valores
inicias, como sugerido por Erhardt et al. [23]. Tendo em vista os graus de

liberdade, os valores iniciais para os mesmos sao as médias mensais obtidas na
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andlise preliminar, ou seja, a média para cada més da Figura 4.5. Os valores

inicias e finais podem ser observados na Tabela 4.2.

Através da Tabela 4.2, é possivel notar que os valores finais sdo relati-

vamente proximos aos valores inicias. No caso dos graus de liberdade, todos

convergiram para a restrigio imposta (v™ > 2.5). Estes pardmetros estao bem

proximos das médias mensais estimadas na analise preliminar e, além disso, se

observarmos novamente a Figura 4.5, é possivel notar uma maior concentracao

de pontos proximo a 2.

Tabela 4.2: Valores iniciais e finais do modelo estimado.

parametro val. inicial val. final | pardmetro val. inicial val. final

B0 2.2415  1.9357 pian 2.6898 2.5
Bia -0.3118  -0.2892 plev 2.2872 2.5
B2 -0.1257  0.2168 ymer 2.2994 2.5
B3 0.7419  0.5666 pabr 2.3421 2.5
Bia 0.0825  0.0467 ymal 2.2135 2.5
Bi,5 0.0318  0.1535 piun 2.5853 2.5
Bi6 0.0269  0.1351 piul 2.6656 2.5
P,z -0.0359  0.0119 90 2.1588 2.5
P18 -0.1719  -0.1669 et 2.3215 2.5
B9 -0.3192  -0.2023 pout 2.3760 2.5
110 -0.3846  -0.3717 oY 2.4294 2.5
Bra1 -0.3351  -0.3592 pdez 2.4117 2.5
B2 -0.1653  -0.0763

B1,13 -0.0596  0.0351

P14 -0.0516  -0.0131

A Tabela 4.3 apresenta os valores da log-verossimilhanca obtida por

arvore.

Tabela 4.3: Log-verossimilhanga por arvore.

Log-veros.
Ty 29072.95
T 760.10
T 439.13
T, 282.05
T; 182.82
T 229.97

Na proxima secao, analisaremos mais afundo o modelo estimado.
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4.5
Resultados

A andlise do modelo proposto ocorre em dois momentos distintos. No
primeiro, investigamos se o modelo de cépulas estimado ¢é capaz de representar
a dependéncia espacial entre as usinas. Ademais, esta andlise visa verificar
ainda se a varicao periddica existente nos dados foi devidamente incorporada
ao modelo. No segundo, examinamos os cenarios de vazoes simulados. Neste,
verificamos se os cenarios gerados replicam caracteristicas observadas nas séries

histéricas.

4.5.1
Analise da dependéncia espacial

Esta primeira andlise, destina-se a avaliar se o modelo proposto é capaz
de replicar as estruturas de dependéncia existentes entre as usinas. Para tal
objetivo, realizamos simulacoes a partir da cépula estimada e comparamos a
dependéncia espacial simulada com a dependéncia espacial empirica (calculada
com base nos dados historicos).

A partir dos dados cépula histéricos u', ..., u*, para cada més m ¢é
possivel estimar o 7 de Kendall para todos os pares de usinas i e 7. Estes podem
ser organizados em uma matriz quadrada simétrica de ordem 39, denominada
7omP - Em outras palavras, 757'F representa a matriz de dependéncia entre todos
os pares de usinas no meés m.

Tendo em vista as simulac¢oes, para cada més m, simulamos N=5.000
novas matrizes de dimensao 100x39. Cada matriz possui 100 observacoes
(dados copula) para cada uma das 39 usinas.

Para cada més m e para cada uma das 5000 simulacoes, estimamos o 7 de
Kendall 7;;,, para todos pares de usinas ¢ e j. Em seguida, calculamos o valor
médio das simulagdes e os organizamos em uma matriz 757 cujos elementos
sao 7_—ij,m = % Z}ivzl 72’;77”

™ representando a

No total, temos 12 matrizes 7™ e 12 matrizes 75!
associacao entre todos os pares de usinas, implicada pelo modelo ou empirica,
para determinado més.

As Figuras 4.15, 4.16, 4.17, 4.18 e 4.19 ilustram as matrizes 79" e 75/m
através de cores. A transicdo entre cores ocorre do azul ao vermelho. Tons
escuros de azul indicam alta associagao positiva entre pares de usinas. Tons
escuros de vermelho indicam alta associacdo negativa. Cores entre azul claro e
amarelo claro indicam uma baixa associagao ou auséncia da mesma.

Como é possivel observar, o modelo estimado captura as associagoes

mais significativas (maiores valores do 7 de Kendall). Estes pares de usinas
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foram modeladas nas primeiras arvores, indicando que a reparametrizacao
proposta ¢ capaz de aproximar razoavelmente a associagdo entre os pares de
usinas mais importantes. E possivel observar também que grande parte dos
valores simulados estao préoximos de zero. Isto decorre diretamente do nivel
de truncamento adotado (7§). Os correspondentes pares foram modelados em
arvores mais baixas e como mencionado, optamos por utilizar a cépula de
independéncia em tais arvores.

Em problemas de alta dimensao, a maior parte das dependéncias entre
variaveis possui um papel secundario. Geralmente opta-se por capturar apenas

as relagoes mais importantes, deixando as restantes nao especificadas. [28].

Empirico Simulado

Janeiro

Fevereiro
[ [ [ ]]

Figura 4.15: Matrizes 727 e 75/™: janeiro e fevereiro.
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Empirico Simulado
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Figura 4.16: Matrizes 7™ e 75/™: margo, abril e maio.
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Empirico Simulado
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Figura 4.17: Matrizes 7¢™ e 75%™: junho, julho e agosto.
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Empirico Simulado
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Figura 4.18: Matrizes 75™P e 75™: setembro, outubro e novembro.
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Empirico Simulado

Dezembro

Figura 4.19: Matrizes 75 e 75/™: dezembro.

No intuito de quantificar a analise realizada, a Figura 4.20 ilustra o ab-
soluto da diferenca entre as matrizes 7577 e 75 (|Femp — 75im| iy =1, 12).
Além disso, a Tabela 4.4 apresenta os percentuais acima de determinados li-

miares. Isto é, o percentual de diferencas maiores do que 0,05, 0,10, 0,15 e

0,20.
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Figura 4.20: Absoluto da diferenga entre ¢ e 75 para todos os meses.

Tabela 4.4: Absoluto da diferenga entre 7™ ¢ 75,

jan. fev. mar. abr. mai. jun. jul. ago. set. out. nov. dez.
% > 0,05 0,76 065 0,75 0,70 0,60 0,64 0,63 065 0,77 0,76 0,71 0,76
% >0,10 0,56 0,36 0,50 0,49 0,32 0,36 0,37 0,38 0,53 0,50 0,49 0,52
% >0,15 044 0,23 0,26 0,33 0,16 0,17 0,21 024 031 0,31 0,26 0,32
% >0,20 0,31 0,12 0,15 0,20 0,06 0,06 0,12 0,15 0,19 0,17 0,13 0,22
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Para analisar melhor a reparametrizacao proposta, realizamos a mesma
analise da Tabela 4.4 e da Figura 4.20 somente para os pares de variaveis que

compoem a arvore Tj. Os resultados sdao apresentados na Figura 4.21 e na
Tabela 4.5.
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Figura 4.21: Absoluto da diferenga (|7¢™ — 75|): pares presentes na 7.

Tabela 4.5: Absoluto da diferenga (|797P — 75™|): pares presentes na 7.

jan. fev. mar. abr. mai. jun. jul. ago. set. out. nov. dez.
% > 0,05 0,78 0,64 0,67 0,70 0,72 0,70 0,67 0,75 0,62 0,64 0,78 0,81
% >0,10 0,43 040 043 0,40 048 048 0,59 054 0,32 0,32 0,59 0,54
% >0,15 0,32 024 021 0,29 0,29 024 040 043 0,29 0,29 0,32 0,24
% >0,20 0,18 0,16 0,10 0,21 0,24 0,18 0,29 024 0,16 0,16 0,24 0,18

Por fim, as Figuras 4.22 e 4.23 apresentam comparagoes entre a variacao
sazonal empirica e a simulada para alguns pares de usinas presentes na 77.

A estrutura do modelo estabelecida pelas variaveis dummy periédicas cri-
aram um comportamento em forma de U. Conforme o meio do ano se aproxima,
o grau de associacao entre usinas diminui. Este padrao também é observado
empiricamente em boa parte dos pares de usinas presentes na primeira arvore.
Dessa forma, a reparametrizagao proposta aproxima razoavelmente a variagao
sazonal presente nos dados. Por outro lado, nos casos onde esse padrao nao

existe, os valores simulados comecam a destoar dos valores reais.
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Figura 4.22: Variacao sazonal espacial para alguns pares de usinas - 1.
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Figura 4.23: Variagao sazonal espacial para alguns pares de usinas - II.

4.5.2
Analise dos cenarios simulados

Esta secdo dedica-se a analise dos cenarios de vazoes gerados. Estes sao
obtidos ao injetar-se novos residuos na equacao do modelo de séries temporais

(eq. (2-67)). Vale lembrar que estes residuos sao obtidos ao se aplicar a devida
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funcao quantilica as observagoes sorteadas a partir da cépula vine espacial.
Como valores iniciais para geragdo, empregamos o ultimo ano do historico
disponivel.

No total, para cada série de vazao, foram gerados 200 cenarios com 120
instantes de tempo (meses), ou seja, 10 anos de cendrios. Com esta abordagem,
nao é possivel garantir que todos os cenarios sejam estritamente positivos uma
vez que os erros sorteados assumem qualquer valor entre (—o0, 00).

A Figura 4.24 indica o percentual de cenarios validos do total de 200
cenarios simulados para cada uma das 39 usinas. Cada barra representa uma
usina hidrelétrica. Como pode ser observado a simulacdo de cenarios com

valores negativos ¢é recorrente.

Percentual de cenarios validos.

Usina

Figura 4.24: Percentual de cenarios validos.

Nas analises seguintes, utilizou-se apenas cenarios com valores nao nega-
tivos (cendrios validos). A partir deste instante, o niimero de séries simuladas
validas para cada usina é igual a 200.

E desejavel que os cendrios preservem as principais caracteristicas das
séries historicas. Isto significa que a qualidade do modelo de simulagao pode
ser auferida ao se verificar se tais carateristicas estao presentes nos cenarios
simulados.

As Figuras 4.25 e 4.26 apresentam uma analise visual dos cenarios de
vazoes simulados para algumas usinas. A linha pontilhada preta representa a
média mensal historica enquanto que a linha vermelha representa a média men-
sal dos cenarios gerados. Estas linhas praticamente se sobrepdem, indicando
que o modelo de simulacao é capaz de replicar o forte componente periddico

existente nas séries de vazoes.
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as usinas 1, 2, 5, 9, 12 e 16.
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as usinas 20, 24, 28, 30, 34 e 39.
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De maneira mais formal, realizou-se um conjunto de testes sobre os cené-
rios para averiguar se estes possuiam determinadas propriedades estatisticas
observadas historicamente. O primeiro teste empregado foi o teste t para mé-
dias. Este tem o objetivo de inferir se as médias mensais dos cenarios simulados
sao estatisticamente iguais as médias mensais histéricas. A hipdtese nula e al-
ternativa sao

Hy: M(m) — ’u(m,ano)
hist cen
Hy iy # ml™,

onde m = 1,...,12 (representam os meses) e ano = 1,...,10.
Por exemplo, testa-se se a média de janeiro do primeiro ano simulado

(m=1)

(plm=tano=1)) ¢ jonal & média histérica de janeiro (uy5; ). Em seguida, testa-

cen

(m=2,ano=1)

se se a média de fevereiro do primeiro ano simulado (p{" ) ¢ igual a

média histérica de fevereiro (u%zz)). Estes sao realizados sucessivamente para
cada um dos 120 periodos simulados. A nao rejeicdo da hipétese nula indica
que as médias mensais historicas sao estatisticamente iguais as médias mensais
dos cenarios simulados.

Este teste ¢é realizado individualmente para cada usina, ou seja, tém-se
120 testes por usina. Considerando todas as 39 usinas, no total foram realizados
4680 testes. A um nivel de significancia de 0.05, o percentual de nao rejei¢ao
da hipétese nula foi de aproximadamente 96%. As Figuras 4.27 e 4.28 ilustram
o teste t para 8 diferentes usinas. A linha pontilhada representa um nivel de

significancia de 0.05.
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Figura 4.27: Teste t: usinas 1 e 5.
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Figura 4.28: Teste t: usinas 9, 16, 20, 28, 34 e 39.
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O segundo teste realizado foi o teste de Levene. Seu propoésito é verificar
a igualdade das varidncias. Deseja-se saber se a variancia de cada periodo
simulado ¢ estatisticamente igual a respectiva variancia no historico. A hipdtese

nula e alternativa sido

Hy: Oi(m) — 0_2(m,ano)’ (4_17)

ist cen
Hy:ofl%) # o2ene).

Do total de 4680 testes realizados, aproximadamente 98% indicam que a
hipétese nula nao pode ser rejeita a um nivel de significAncia de 5%. As Figuras
4.29 e 4.30 apresentam os p-valores para os 120 periodos simulados de algumas
usinas selecionadas. A linha pontilhada representa um nivel de significancia de
0.05.
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Figura 4.29: Levene: usinas 1 e 5.
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Figura 4.30: Levene: usinas 9, 16, 20, 28, 34 e 39.
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Por fim, o ultimo teste empregado foi o teste de Kolmogorov-Smirnov
(K-S). A finalidade desde é verificar se duas amostras sao originarias de uma
mesma distribuicao de probabilidade. Neste sentido, o objetivo é averiguar
se, para determinado periodo, o historico e os cenarios seguem a mesma
distribuigao. Sendo F, éj;?() e Flmano)(.) a5 distribuicdes de probabilidade do

histérico e dos cenarios respectivamente, as hipoteses nula e alternativa sao

Hy: Fy) = Fimano), (4-18)

cen

Hl . E(m) 7é F(m,ano).

st cen

Nesta andlise, em aproximadamente 92% dos casos a hipdtese nula nao
foi rejeitada. As Figuras 4.31 e 4.32 apresentam os resultados dos testes de 8

usinas hidrelétricas selecionadas.
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Figura 4.31: K-S: usinas 1 e 5.
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A Tabela 4.6 resume os resultados dos trés testes para todas as usinas.

Como pode ser observado, o percentual de aprovagao é relativamente alto.

Tabela 4.6: Andlise dos cenarios: Teste t, Levene e Kolmogorov-Smirnov.

Taxa de aprovagao Taxa de aprovagao

t Levene K-S t Levene K-S
Usina 1 84% 95%  85% Usina 21 100%  100%  95%
Usina 2 100% 9%  99% Usina 22 100% 100%  99%
Usina 3 98% 99%  96% Usina 23 100%  100%  93%
Usina 4  98% 95%  96% Usina 24 100%  100% 100
Usina b 96%  100%  98% Usina 25  93% 99% 90%
Usina 6  96%  100%  99% Usina 26 100%  95% 83%
Usina 7 99%  100%  98% Usina 27  62%  88%  40%
Usina 8  99%  100%  98% Usina 28 100%  100%  64%
Usina 9  99%  100%  98% Usina 29 100%  97% 95%
Usina 10 94% 9%  95% Usina 30  97%  100%  85%
Usina 11 94%  95%  95% Usina 31  99%  99% 9%
Usina 12 98% 98%  98% Usina 32 100%  99% 93%
Usina 13 96% 9%5%  98% Usina 33 100%  100%  100%
Usina 14  92% 9%  91% Usina 34 100%  100%  100%
Usina 15 100%  99%  95% Usina 35 100%  100%  99%
Usina 16  100%  99%  93% Usina 36 87% 98% ™%
Usina 17 92% 97%  90% Usina 37 100%  99% 99%
Usina 18 100%  100%  89% Usina 38  98%  100% 9%
Usina 19 100%  100%  88% Usina 39  98%  100%  95%

Usina 20 100%  100% 91%

4.6
Algumas alternativas para o modelo desenvolvido.

Algumas configuragoes diferentes para o modelo anteriormente estimado
sao testadas nesta sec@ao. As principais modificagoes estao relacionadas a dis-
tribuicao dos erros do modelo de séries temporais e as variaveis espaciais. Estas
configuragoes foram implementadas e os principais resultados sdao discutidos

neste instante.

Modelos marginais

Como ja& mencionado, a abordagem adotada nao garante que todos

os cendrios simulados sejam vélidos (positivos). Tal desvantagem pode ser


DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 1121533/CA


PUC-RIo - Certificacdo Digital N° 1121533/CA

Capitulo 4. R-vine espacias para simulacdo de cenarios hidrolégicos 97

facilmente contornada ao se aplicar a transformagao logaritmica as séries de
vazoes originais.

Apés essa transformagao, estimou-se o modelo PAR(p) e verificamos que
os residuos padronizados, em sua grande maioria, seguiam uma distribuicao
Gaussiana padrao. Desta forma, a funcao de distribuicdo acumulada normal
padrao foi utilizada para transformar os residuos do modelo em dados cépula.
Na secao anterior, vale lembrar, empregamos a distribuicao skew — t. Em
termos praticos, tal substituicao torna o modelo computacionalmente menos
custoso uma vez que nao é necessario estimar os 4 parametros da distribuicao
skew — t. Além de ser mais facil avaliar as fun¢oes acumuladas e quantilicas

da distribuicao normal.

Variaveis espaciais

Uma regressio linear miltipla entre g,(77¢7°), 1 < i < j < 39,
m=1,...,12 e as 14 varidveis exdgenas (3 varidveis espaciais e as 11 varidveis
dummies) discutidas na Subsecao 4.4.3 foi estimada. A Tabela 4.7 apresenta
os parametros estimados e os respectivos p-valores entre parénteses. Nesta

regressao o R? ajustado foi de 0,76.
Tabela 4.7: Regressao estimada com as variaveis espaciais.

val. estimado val. estimado

const. 2,02 (0,001) Mai. -0,21 (0,021)
log(Dist) -0,27 0,001) | Jun.  -0,32 (0,001)
log(7¢fuva) 0,05 (0,730) Jul. -0,39 (0,001)

v

D 0,80 (0,001) Ago.  -0,36 (0,001)
Jan. 0,05 (0,521) Set. -0,20 (0,002)
Fev. -0,01 (0,947) | Out.  -0,06 (0,453)
Mar. 0,01 (0,878) Nov.  -0,07 (0,405)
Abr. -0,05 (0,567)

Isto posto, decidimos estimar o modelo espacial levando-se em considera-
¢do apenas as variaveis estatisticamente significantes. O nivel de significancia

considerado foi de 0,05. Desta forma, a equacao espacial para T} passou a ser

9
hi(e|Br) = Bro+ B ln (Disti(e)j(e)) + Br2Dieyjce) + O Prg—25gm.  (4-19)

q=>5
Outra modificacao em relacdo ao modelo estimado na Secdo 4.4 diz

respeito aos graus de liberdade da copula t presentes na arvore Tj. Diferente
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do caso anterior onde estes foram estimadas periodicamente, optamos neste
instante por utilizar a média mensal obtida na analise preliminar. Deste
modo, a maximizagao da verossimilhanca ocorre apenas em termos do primeiro
parametro das copulas.

Os procedimentos para definicdo das arvores e selecdo das pair-copulas
foram mantidos. Optamos neste caso por truncar o modelo em T}. Os parame-
tros da equacao espacial estimados sao apresentados na Tabela 4.8, enquanto

que a Tabela 4.9 exibe a log-verossimilhanca por arvore.
Tabela 4.8: Parametros da equacao espacial estimada.

const. log(Dist) D  Mai. Jun. Jul. Ago. Set.
a 1,93 -0,28 0,64 -0,20 -0,24 -0,36 -0,35 -0,12

Tabela 4.9: Modelo alternativo: log-verossimilhanga por arvore.

Log-veros.
Ty 29018,21
T 684,52
T 408,18
T, 170,37

Resultados da simulacao

As principais analises realizadas na Secao 4.5 foram repetidas. A Figura
4.33 compara as matrizes mensais do 7 de Kendall obtidas via simulagao (75™)
e empiricamente (75?). Uma inspecao visual permite afirmar que o modelo é
capaz de aproximar as maiores associacoes espacias entre usinas. Comparando
as duas configuragoes, aparentemente nao é possivel identificar consideraveis

diferengas entre as abordagens.
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(iii): Empirico - junho. (iv): Simulado - junho.

Figura 4.33: Modelo alternativo: matrizes 7™ e 757 para janeiro e junho.

As Tabelas 4.11 e 4.10 exibem os percentuais de pares de usinas cujo
absoluto da diferenca ultrapassam determinados limiares. Novamente, nao é

possivel destacar diferencas consideraveis entre as duas abordagens.

Tabela 4.10: Modelo alternativo: |F¢™ — 75| para os pares de usinas da 7.

jan. fev. mar. abr. mai. jun. jul. ago. set. out. nov. dez.
% >0,05 0,78 0,78 081 0,70 0,78 0,78 0,78 0,70 0,70 0,75 0,78 0,75
%>0,10 045 0,37 043 048 062 051 054 045 054 0,51 054 0,37
%>0,15 035 027 027 029 035 021 040 0,29 0,21 0,29 0,32 0,24
%>0,20 021 0,24 0,18 0,18 0,29 0,16 0,35 0,29 0,18 0,16 0,27 0,16
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Tabela 4.11: Modelo alternativo: absoluto da diferenga entre 77 e 75,

jan. fev. mar. abr. mai. jun. jul. ago. set. out. nov. dez.
% > 0,05 0,75 0,74 0,75 0,76 0,66 064 0,66 0,68 080 0,79 0,72 0,75
% >0,10 0,58 049 0.52 0,52 042 040 040 042 0,56 0,52 0,46 0,52
%>0,15 046 0,32 033 037 022 017 0,25 0,20 0,33 0,32 0,27 0,35
% >0,20 0,36 0,21 0,19 0,22 0,11 0,07 0,17 0,10 0,19 0,19 0,14 0,21

De forma similar na subsecdo 4.5.1, a Figura 4.34 ilustra a variacao

sazonal espacial entre alguns pares de usinas.

t
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(viii): Usinas 10 e 13.

(ix): Usinas 31 e 39.

Figura 4.34: Modelo alternativo: variacao sazonal espacial.

Por fim, simulamos 200 cendrios de tamanho 120 (10 anos) para cada
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uma das 39 usinas. Vale lembrar que neste caso, nenhum dos cenarios possui
valores negativos. Os testes de média, de varidncia e de Kolmogorov-Smirnov
foram empregados novamente. Os respectivos percentuais de aprovagao foram
de aproximadamente 95%, 95% e 92%.

A Figura 4.35 apresenta os cendrios simulados de algumas usinas seleci-

onadas enquanto que a Tabela 4.12 resume o resultado dos testes para cada

usina.
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(iii): Usina 22. (iv): Usina 25.

Figura 4.35: Modelo alternativo: cenarios para as usinas 1, 11, 22 e 25.
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Tabela 4.12: Modelo alternativo: andlise dos cenérios.

Taxa de aprovagao Taxa de aprovagao
t Levene K-S t Levene K-S
Usinal 81%  91%  99% Usina 21  100%  99%  100%
Usina 2 100%  97% 89% Usina 22 100%  100%  100%
Usina3  99% 9%  92% Usina 23 100%  100%  98%
Usina 4  100% 100%  97% Usina 24 100%  100%  100%
Usina b 99%  100%  98% Usina 25  92%  100%  91%
Usina 6 99%  100%  100% Usina 26 100%  99%  98%
Usina 7 99% 100% 9% Usina 27  49% 7% 28%
Usina 8 9%  100%  98% Usina 28 100%  71% 59%
Usina9  99%  100%  99% Usina 29 100%  99%  100%
Usina 10 92% 96% 91% Usina 30  97% 81% 88%
Usina 11 92% 96% 93% Usina 31  98% 99% 98%
Usina 12 93% 96% 94% Usina 32 99% 84% 90%
Usina 13 93% 94% 90% Usina 33 100%  100%  100%
Usina 14  93% 94% 92% Usina 34 100%  95% 100%
Usina 15 99%  100%  97% Usina 35 9%  99%  95%
Usina 16  99% 100%  96% Usina 36  91% 100%  95%
Usina 17 93% 95% 92% Usina 37 100%  99% 99%
Usina 18 100%  99%  100% Usina 38  93% 96% 93%
Usina 19 100%  99% 100% Usina 39  93% 96% 94%

Usina 20 100%  99%  100%

4.7
Conclusoes do capitulo

A simulacdo multivariada de cenérios hidrolégicos foi abordada neste
capitulo. Neste contexto, tanto a dependéncia temporal quanto a dependéncia
espacial devem ser representadas pelo modelo. Adiciona-se a isto, no caso de
séries periddicas, uma possivel variacao sazonal das estruturas probabilisticas.
Particularmente no caso do SEB, tais modelos ainda devem ser capazes de
lidar com o elevado niimero de usinas existentes.

Para esta tarefa, propusemos um modelo periddico de copula vine es-
pacial que incorporou todas as caracteristicas supracitadas. Seguimos a abor-
dagem padrao para os casos onde os dados apresentam dependéncia serial.
Inicialmente estimou-se o modelo de séries temporais PAR(p) para as vazoes

e posteriormente, a dependéncia entre usinas através de copulas.
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Optamos por utilizar uma cépula vine para lidar com a alta dimensio-
nalidade do problema e ao mesmo tempo, mantermos toda a flexibilidade das
cépulas bivariadas. A abordagem espacial permitiu ainda que informacoes geo-
graficas fossem exploradas de modo a reparametrizar e assim reduzir o nimero
de pardmetros do modelo. Como varidveis espaciais empregamos a distancia
entre usinas, séries de precipitagoes e informagoes acerca da topografia dos
rios. Por fim, para tratar adequadamente a variagdo sazonal de dependéncia
espacial, propusemos uma extensao ao modelo original de Erhardt et al. [23].
O modelo resultante pode ser entendido como um modelo de copulas vine
espacias cujos parametros variam periodicamente.

A analise do modelo proposto ocorreu em duas oportunidades distintas.
Na primeira, através de simulacoes de Monte Carlo, comparamos a dependéncia
espacial implicada pelo modelo com a dependéncia espacial histérica. Os
resultados indicaram que a reparametrizagao sugerida foi capaz de aproximar a
dependéncia entre usinas. Ademais, a extensao proposta para o caso periédico
se mostrou razoavel.

Na segunda parte, analisou-se os cendrios de vazoes simulados. Uma
inspecao visual indicou que o modelo é capaz de replicar as médias historicas
e reproduzir apropriadamente o forte padrao periédico das séries de vazoes
histéricas. Por fim, testes estatisticos indicaram que o modelo proposto é
capaz de simular cendarios que preservam caracteristicas observadas nas vazoes
originais.

Finalizando, testamos algumas configuracoes diferentes para o modelo.
No geral, tais modificagoes visavam uma reducao da complexidade do modelo.
Aplicamos a transformacao logaritmica nas séries de vazoes originais, utiliza-
mos a distribui¢do Gaussiana para os residuos do modelo PAR(p) e reduzimos
o numero de variaveis espaciais. Quando comparado ao modelo inicial, os re-

sultados nao indicaram quaisquer diferencas relevantes entre as abordagens.
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5
Copulas perioddicas para simulacao de cenarios hidrolégicos
univariados

Propde-se neste capitulo uma metodologia baseada nos modelos de
cOpulas vine para simulagao estocastica de séries univariadas de vazoes.

O modelo resultante, pode ser entendido como um modelo autorregressivo
periédico (ndo-)linear de ordem p e, é uma alternativa ao modelo PAR(p).
Os trabalhos realizados no ambito da simulagao hidrolégica univariada, (
[9,11,16-18,21]), consideraram apenas a dependéncia temporal de lag 1. Assim,
propomos uma metodologia, baseada em copulas vine, capaz de modelar séries
de vazdes que possuem auto-dependéncia maiores do que um. Além do mais,
a abordagem periddica adotada permite que a persisténcia temporal varie de
acordo com o periodo. Isto faz com que o forte componente sazonal comumente

presente em tais séries seja modelado adequadamente.

5.1
Motivacao

Em se tratando de modelos univariados para simulagao estocastica de
séries hidrolégicas, os modelos lineares pertencentes a familia de Box & Jenkins
sdo extensivamente empregados. [3-5,39).

Geralmente tais modelos assumem a hipotese de normalidade, muitas
das vezes nao é observada empiricamente. [9,11]. Ademais, para a simulacao de
cenarios via Monte Carlo, a normalidade dos residuos produz valores simulados
entre (—o00,00), 0 que nao garante que todos os cendrios sejam estritamente
positivos. Uma alternativa seria a utilizacao de transformacoes na série original.
Entretanto, de acordo com Hao & Sing [10] e Li et al. [11], estas podem
incorporar algum tipo de viés nos cenarios. Por fim, salienta-se que tais modelos
nao sao capazes de capturar associagdes nao lineares presentes em séries de
vazoes.

Recentemente, com o advento das copulas, uma nova via para simulacao
estocastica de cenarios de vazbes surgiu. O niimero de pesquisas que utilizam
copulas para simulagao de cenarios vem crescendo ao longo dos anos, entre-

tanto, seu potencial ainda nao foi completamente investigado.
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E de conhecimento comum que cépulas podem modelar a dependéncia
temporal de uma série univariada. [24,55-57].

Aspectos tedricos a respeito do uso de cépulas para dependéncia serial
foram abordados em [56-61]. Em finangas, Mendes & Afube [25] empregaram
coOpulas para modelar o primeiro e o segundo momento de séries univariadas
de retornos. Mendes & Accioly [26] utilizaram pair-copulas para a previsao
de séries de volatilidade realizada do mercado brasileiro. No caso de séries
temporais multivariadas, Smith [62] propds o uso de cépulas para capturar
a dependéncia serial e a interdependéncia entre séries temporais. Brechmann
& Czado [27] propuseram o modelo COPAR (Copula autoregressive model),
0 que é uma alternativa ao modelo VAR (Vetor autorregressivo). Smith et
al. [63] expressaram a distribuigdo conjunta de uma série temporal em termos
de pair-cépulas. Além disso, os autores propuseram um método Bayesiano para
a estimacao de cépulas para dados longitudinais.

Joe [24] representa alguns modelos de séries temporais estaciondrios
através de copulas. Estas formulagoes estendem intimeros modelos Gaussianos
autorregressivos, tais como AR(p), MA(q) e ARMA(p,q). Em particular,
uma série temporal Markoviana de ordem p representada via cépulal pode
ser entendida como um processo autorregressivo nao-linear. A forma geral
de uma série temporal Markoviana de ordem 1 é y; = g¢g(e4;y,-1), onde
{e;} é uma sequéncia de choques aleatérios independentes e identicamente
distribuidos e {y;} é uma sequéncia de uma varidvel aleatéria observada. Neste
caso, {e;} é independente de y; para j < i. Para p > 2, a forma geral é
Yt = 9(&¢;Yt—p, - - -, Y1—1). Isso significa que y; depende do passado através das
ultimas p observagoes.

Se Y; é uma variavel aleatéria continua cuja a funcao de distribuicao
acumulada é Fy, pode-se assumir que u; = Fy(y;) com u; ~ U(0,1). Quando
p = 1, tém-se a copula entre U;_; e U;. Caso p seja igual a 2, tém-se a
copula Cy_o 41 ¢(ut—o,ur—1,us), onde as copulas marginais C;_o, 1 devem ser
idénticas a Cj_;,;. Para defasagens maiores do que 2 (p > 2), a cépula é
Cip,..t(Ut—p, ..., ut), onde as copulas marginais correspondentes ao mesmo
lag temporal devem ser iguais. Tais restricdes sao trivialmente satisfeitas por
uma D-vine. [24].

Em uma D-vine, cada vértice na 77 possui grau menor ou igual a 2. Na
Figura 5.1, é possivel observar uma D-vine com 4 variaveis representando um

processo Markoviano de ordem 3.

!Neste caso a céopula nio é uma cépula Gaussiana. Caso as distribuicdes marginais sejam
normais e a cépula seja Gaussiana, o modelo resultante é o modelo linear AR(p). [56,63].
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Ct—3,t\t—2,t—1
Ut—Saut—1|Ut—2 Ut—2aut|ut—1

Figura 5.1: Exemplo de uma D-vine com 4 variaveis.

Um exemplo de como uma série temporal Markoviana de ordem p = 2

¢ decomposta em termos de copulas bivariadas é apresentado. Para isto,

considere a série temporal univariada Y = {Y;, ..., Yr}. A fungdo de densidade
conjunta de Y é f(yr,...,y1) e, pode ser decomposta como
T
f(yTa s 7'3/1) = fl(yl) ’ H f(yt|yt—17 o 7y1)' (5_1)
t=2

Assumindo um processo Markoviano de ordem 2, esta densidade passa a ser

reescrita como
T

e, om) = fln) - TT el yi—2). (5-2)

t=2

De maneira similar a decomposicao apresentada na Subsecao 2.1.2, temos

f(yt|3/t—1, Z/t—z) = Ct,t—2|t—1(ut|t—17 Ut—2|t—1) : Ct,tfl(uty Ut71) : ft(yt), (5-3)

onde Utjt—1 = Ft|t—1(yt|yt—1) € Ut2jt—1 = Ft—2|t—1(yt—2|yt—1). Inserindo a
equagao (5-3) na equagao (5-2), obtém-se

T
f(yT, e 7?/1) = h (y1>H Ct,t72|t71(ut|t71a ut72|t71)'ct,t—1(uta ut—l)'ft(yt)- (5-4)

t=2

Por exemplo, se as distribuicoes marginais sao Gaussianas e todas as
pair-copulas sdo Gaussianas bivariadas, entdo a equagao (5-4) representa um
processo estaciondrio Gaussiano autorregressivo - AR(2). [63].

O uso de copulas para a simulacdo de cenarios de vazoes univariadas
foi inicialmente estudado por Lee & Salas [17]. Eles citam alguns modelos
comumente empregados em hidrologia e suas limitacoes. Segundo os autores, a
caracteristica de que as copulas acomodam qualquer estrutura de dependéncia
é a razao pela qual estas devem ser estudadas a fundo para simulagao
hidrologica. Em seu trabalho, foram analisadas apenas cépulas bivariadas

(Gumbel, Gaussiana, Clayton e Frank). Um estudo de Monte Carlo foi feito
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para verificar as caracteristicas de cada cépula em termos de simulagao. Por
fim, foi realizado um estudo de caso considerando a série anual de vazao do rio
Nilo.

Hao & Sing [18] propuseram um método utilizando cépulas e entropia
para a simulacao de cenarios de vazoes mensais. A estimagao das distribuicoes
marginais foi realizada através do método de entropia enquanto que as distri-
buigdes conjuntas foram representadas por copulas. Em termos de estrutura de
dependéncia temporal, os autores se concentraram no caso bivariado, ou seja,
modelaram apenas a dependéncia entre os meses t e t — 1. Para tal, utilizaram
cépulas bivariadas onde para cada més, uma copula foi estimada. Uma versao
do modelo inserindo uma variavel exégena (variavel agregada - soma dos 1lti-
mos 12 instantes de tempo) foi proposta. Neste caso, copulas tridimensionais
foram empregadas.

Zachariah & Reddy [9] estimaram um modelo utilizando os principios de
copula e entropia para a simulacdo de cenarios de vazoes mensais da barragem
de Hirakud, India. As distribuicdes marginais foram obtidas via entropia
enquanto que a dependéncia entre dois meses subsequentes foi representada
pela cépula Gumbel-Hougaard bivariada. De maneira similar, Kong et al. [21]
estimaram um modelo baseado em copulas e entropia para a simulacao de
cenarios mensais do rio Xiangxi na China.

Li et al. [11] estimaram a distribui¢do conjunta entre dois meses subse-
quentes condicionadas a outras variaveis tais como variaveis agregadas, varia-
veis climéaticas, etc. A estrutura de dependéncia entre os meses foi capturada
por cépulas bivariadas. Para a estimacao do modelo, os parametros da fun-
¢ao de densidade conjunta foram aproximados por redes neurais. Os autores
concluem que o modelo proposto é capaz de reproduzir nos cendrios as esta-
tisticas observadas no historico e a auto-dependéncia de lag 1. Entretanto, os
autores destacam a limitagdo do modelo em reproduzir adequadamente auto-
dependéncia de ordens superiores.

Jeong & Lee [20] utilizaram a mesma abordagem proposta por Lee &
Salas [17] em conjunto com o modelo PDAR (periodic discrete autoregressive).
Em seu artigo, os autores utilizaram copulas para modelar a estrutura de
dependéncia temporal de séries de vazoes mensais. Para lidar com a forte
sazonalidade, eles adotaram um procedimento periédico onde para cada més,
uma copula foi estimada. Novamente, os autores se limitaram a analisar apenas
coOpulas bivariadas.

Como pode ser observado, ao nosso conhecimento, os trabalhos de
simulacao de séries hidrologicas univariadas ficaram restritos ao caso das

coOpulas bivariadas, ou seja, se preocuparam exclusivamente com a auto-
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dependéncia de lag 1. Em alguns casos, houve uma extensao para o caso
tridimensional, entretanto, a terceira variavel acrescentada sempre era uma
variavel exégena. Com isto em mente, o objetivo principal desse capitulo é
propor uma metodologia baseada em cépulas vine para a simulacao de séries
hidrologicas considerando estruturas de dependéncia superiores a 1 e o forte

componente peridédico.

5.2
Modelo periédico de copula vine para séries de vazoes

A metodologia proposta para simulacao de cendarios hidrolégicos perio-
dicos univariados é apresentada nesta secao. Considere v, t = 1,...,T como
uma série temporal de vazao mensal com s periodos (nimero de intervalos den-
tro de um ano). Aqui, n representa o nimero de anos, ou seja, T'/s = n. Isto
posto, pode-se reescrever o indice temporal ¢ como t = t(r,m) = (r — 1)s + m,
onder =1,....nem = 1,...,s. Neste caso especifico de séries mensais, r
denota os anos enquanto que m representa os meses.

Além do mais, wrm)y = F™(Yirm)) € Wirmy—i = F™ " (Yu(rm)—i). Desta

forma, a distribuicao multivariada do periodo m com dimensao d é dada por

£ (yt(r,m)—d+17 <o Yi(rm) -1, yt(ﬂm)) =Cc" (ut(r,m)—d+17 o Wi(r,m)—15 ut(r,m))
(5-5)
A ideia principal da metodologia proposta é utilizar para cada periodo

m uma cépula d-dimensional (cépula vine), permitindo que tanto a dimensao
quanto as copulas variem de acordo com o periodo. O modelo resultante possui
estrita conexao com o modelo PAR(p) e, pode ser entendido como uma versao

(nao-)linear do mesmo.

5.2.1
Simulacao de cenarios

Como discutido na Secao 3.4, a simulacao de novas observagoes a partir
de uma funcao de distribuicao d-dimensional F pode ser realizada por meio
do procedimento de transformagao inversa (inverse transformation procedure).
De maneira geral, inicialmente amostra-se w; ~ U[0,1],i = 1,...,d e pos-
teriormente itera-se u; = wy, up = 2’|11(w2|u1), ug = 3’|1172(w3]u1,u2) até
Ug = cﬁf,_..,d_1(wd|ud—1> ...,u1). Vale a pena lembrar que qualquer fungao
de distribui¢ao condicional pode ser expressa em termos de suas copulas. As-
sim sendo, u; = wq, Uy = C;lll(wglul), Uz = 037‘1172(11)3|u1,u2),...,ud =

d_|11,...,d—1(wd|u1a o UG—1).

Observe, entretanto, que no caso da simulagao de cenarios de vazoes

(séries temporais), a tnica varidvel na qual estamos realmente interessados é
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a simulagao de u; condicionada as d — 1 observacoes passadas. Assumindo que

t pertence a um determinado periodo m, tém-se

U 1= ti\tlfl,t72,...,tfd+l (wt|ut717 Ut—2, - - - 7utfd+1)‘ (5_6>

A cépula condicional inversa (CtTtlfl,tfl...,tf 411 - equacao (5-6)), pode ser
escrita em termos de h-functions e suas respectivas fungoes inversas (inverse of
h-functions, h='). Vale lembrar que a varidvel simulada estd na escala uniforme;
uy ~ U(0,1). Assim, esta deve ser transformada para a escala original (m?/s)
empregando a distribuicao marginal adequada. Mais detalhes sobre simulagao

de cépulas podem ser encontrados nas referéncias [13,28,46].

5.3
Estudo de caso

A metodologia proposta foi testada na série de vazdo mensal (m?/s)
da usina hidrelétrica de Manso®. Os dados foram obtidos junto ao Operador
Nacional do Sistema (ONS) com inicio em janeiro de 1931 e término em
dezembro de 2012 totalizando 82 anos completos.

A Figura 5.2 apresenta a série de vazao do rio Manso (esquerda). Do lado
direito, pode-se observar a mesma série organizada de acordo com os periodos.
Como pode ser observado, é nitido o forte componente sazonal nesta série.
Durante os meses préximos ao verao (periodo chuvoso), tanto a média quanto

a varidncia sao superiores aos meses de inverno (periodo seco).

727
]
727
]

m®/s
m®/s

291
I
291
I

146
I
146
I

0 197 394 591 788 984 1 2 4 6 8 10 12
Tempo Meses

(1): Vazao do rio Manso (ii): Periodicidade

Figura 5.2: Série de vazao do rio Manso.

2Esta série temporal também foi empregada no estudo de caso do Capitulo 4.
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Antes da estimacao do modelo, vale a pena ressaltar que o primeiro passo
é transformar as varidveis originais (série temporal, nesse caso especifico) em
dados cépula (dados que sejam uniformemente distribuidos).

Para esta transformacio, apés uma andlise inicial, utilizou-se a distribui-
¢ao gama como distribuicao marginal. Para cada més uma distribuicao gama
foi estimada. Sua funcao densidade de probabilidade é dada por

ko ) = gy (5-7)
onde y > 0, @ > 0 é o parametro de forma e § > 0 é o parametro de escala.

Os dados copula sao obtidos através da transformada integral de proba-

bilidade, R
Up(rmy = F™ (Ye(rmy| @™, B™) (5-8)

onde F™ é a funcao de distribuicdo acumulada gama no periodo m. Vale
destacar a versatilidade para se modelar as distribuicbes marginais. Embora
tenhamos optado por uma distribuicdo gama para cada més, poderiamos ter
empregado diferentes familias para cada més. Em outras palavras, ndo existe
a obrigatoriedade de que as distribui¢oes marginais mensais sejam as mesmas.

Apo6s a transformacao, é crucial verificar se os dados cépula seguem uma
uniforme padrao. Esta analise pode ser realizada observando-se os histogramas
das varidveis ou através de um teste estatistico (teste de Anderson-Darling, por
exemplo.). Ambos foram realizados e os resultados indicam que a distribuigao
gama é uma escolha razoavel para as distribuigbes marginais mensais. A Figura
5.3 apresenta os p-valores para cada um dos 12 testes realizados. A linha preta

representa o nivel de significAncia de 5%.

0.8 1.0
Il

p-valor
0.6

0.4

0.2

0.0

T T T T T T
Jan. Mar. Mai. Jul. Set. Nov.

Figura 5.3: Teste de Anderson-Darling para cada um dos 12 meses.

Realizada a estimacao das distribuicoes marginais, o préximo passo é
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estimar as copulas vine mensais. Neste momento surge um questionamento
sobre como determinar a dimensao mais adequada para cada més. Nesta tese
permitiu-se que a copula vine periédica assuma dimensoes entre 2 e 4, ou seja,
d =2,d =3 oud = 4. Isto significa que modelos (nao-)lineares autorregressivos
com ordem iguais a 1, 2 ou 3 serdo empregados.

Para definir as dimensoes, sugerimos um procedimento iterativo em
conjunto com o teste de independéncia assintético para cépulas bivariadas.
Para mais detalhes sobre o teste, veja [53]. Para cada periodo, inicia-se com
uma copula bivariada. Na sequéncia, estima-se uma copula tri-dimensional e
verifica-se se a copula condicional C;_5 ;1 € uma cépula produto utilizando o
teste de independéncia. Caso isto seja verdadeiro, utiliza-se a dimensao igual
a 2. Caso contrario, aumenta-se a dimensao para 4. Novamente, testa-se se
a coépula condicional de C;_3—1,—2 ¢ uma cépula de independéncia ou nao.
Se existirem evidéncias de que C;_3;—1,—2 nao ¢ uma cépula produto, elege-
se a dimensao igual a 4. Por outro lado, se Cy_3;;-1,—2 ¢ uma cépula de
independéncia, reduzimos a dimensao para 3.

A ideia por tras dessa abordagem é verificar a tltima arvore da copula
vine. Isto equivale a testar se a copula condicional Cy_gi1,4/¢—1,.. t—a+2 ¢ UmMa
copula de independéncia ou nao. Em outras palavras, estamos analisando se a
associacao entre u;_q11 € ug, excluido todos os efeitos intermediarios é relevante
ou nao. Entao, se u;_411 nao possui associacao com wu;, consideramos que a
dimensao t—d+1 nao traz informacao adicional para representar a dependéncia
serial.

Com relagdo as copulas bivariadas, empregou-se um conjunto formado
pela cépulas de independéncia (I), Gaussiana (N), t-Student (S-t), Gumbel
(G), Clayton (C) e Frank (F).

A selegao das copulas bivariadas foi realizada via BIC (Bayesian Infor-
mation Criterion). A Tabela 5.1 apresenta as cépulas bivariadas selecionadas.
Como pode ser observado, a copula Clayton, que possui dependéncia de cauda
inferior, ocorre com maior frequéncia. Em termos praticos, isto indica que va-
z0Oes baixas sao seguidas por vazoes baixas. Existe um baixo niimero de cépulas
Gaussiana e t-Student. O elevado niimero de cépulas Arquimedianas indica a
presenca de estruturas assimétricas de dependéncia.

A Tabela 5.2 apresenta as ordens selecionadas para os meses. As copulas
bivariadas sao predominantes. Entretanto, destaca-se que as maiores dimensoes
ocorrem entre maio e agosto, o que coincide com o periodo do inverno (periodo

de seca) no Brasil.
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Tabela 5.1: Numero de cépulas selecionadas.

I N St C G F
2 3 2 7 3 2

Tabela 5.2: Dimensoes selecionadas para cada més.

Jan. Fev. Mar. Abr. Mai. Jun. Jul. Ago. Set. Out. Nov. Dez.
Dim. 2 2 3 2 4 4 2 3 2 2 2 2

5.3.1
Analise do modelo estimado

Antes das simulagoes dos cenarios, é interessante que se averigue algumas
caracteristicas do modelo estimado em termos de ajuste.

A Figura 5.4 apresenta o comparativo entre a série real e a série ajustada
pelo modelo (previsao um passo a frente). Visualmente, pode-se perceber que a

série ajustada (linha vermelha) acompanha o comportamento da série historica.

MW Real B Previsto

727
|

582
|

437
|

m®/s

146
|

Figura 5.4: Vazao do rio Manso e vazao ajustada pelo modelo.

Vale lembrar que a série ajustada nao é obtida analiticamente como
no caso do modelo autorregressivo Gaussiano. Tal série deve ser obtida via

simulagao. No total, para cada previsao um passo a frente, foram simuladas
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5000 observagoes condicionadas ao valores histéricos da série original. A
previsao é obtida ao se calcular a média dessas simulagbes. O MAPE (Mean
absolute percentage error) obtido foi igual a 18.24%. A titulo de comparagao,
estimamos um modelo PAR(p) cujo MAPE foi de 18,76%.

Por fim, apresentamos a funcao de auto-dependéncia dos residuos com
base no 7 de Kendall. Como pode ser observado na Figura 5.5, o modelo
proposto foi capaz de capturar toda a estrutura de dependéncia existente
na série analisada. As linhas pontilhadas foram obtidas a partir do teste
de independéncia baseado no 7 de Kendall. Sob a hipdtese nula de que o
7 de Kendall é igual a zero, a estatistica de teste segue uma distribuicao
normal com média zero e varidncia 2(2n +5)/9n(n — 1) onde n é o nimero de
pares. Considerando um nivel de significancia de 5%, os intervalos podem ser
aproximados por j:1.96(\/2(2n +5)/9n(n — 1)). Para mais detalhes, veja [53].

@
o
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|
|
1
o

Lag

Figura 5.5: Auto-dependéncia dos residuos.

Adicionalmente, a Figura 5.6 apresenta as auto-dependéncias dos resi-
duos para cada um dos 12 meses (modelos) estimados. Como pode ser obser-

vado, os residuos mensais nao apresentam dependéncia temporal.


DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 1121533/CA


Copulas periddicas para simulacdo de cenarios hidrolégicos

Capitulo 5.

114

univariados

T T
' ' re
| |
. .

, ,
h h
= Fo
: :
h h
! !
: :
P L
! !
h h
. .
, ,
h h Lo
| |
I I
i i
: :
h h
' ' N
! !
h h
i i
! !
I b
80 90 ¥0 20 00 ZO0- vO-
Ifepua ap neL.
T T
' |. re
| h
. .
, ,
h h
: | Fo
: :
h h
! !
: :
o4 L
! !
h h
. .
, ,
h h Le
| |
I I
i i
: :
h h
' ' o
! !
h h
i i
! !
] Fe
80 90 Y0 20 00 ZO0- vO-
Ilepuay| ap nej
T T
' - ' re
| |
. .
, ,
h h
— Fo
: :
h h
! !
: :
— L
: !
h h
. .
, ,
[ Lo
| |
I I
i i
: :
h h
' = ' e
! !
h h
i i
! !
=] b
T T T T T T
80 90 ¥0 20 00 Z0- YO0-

Ifepusyl ap neL

Lag

Lag

Lag

(ii): Fevereiro (iii): Margo

(i): Janeiro

. .
l = l e
1 1
1 1
. .
| 1
—t Lo
: :

1 1
. .
, ,
N L<
. .
1 1
i i
: :
1 1
l l re
: :
1 1
. .
1 1
1 1 e
. .
1 1
. .
: :
R S Lo
80 90 ) 0 00 20- vOo-
[repuay ap nej
7 7
l - l re
1 1
1 1
. .
| 1
—t Lo
: :
1 1
. .
, ,
N l<
. .
1 1
i i
: :
N Lo
. .
: :
1 1
. .
1 1
1 r 1 e
. .
1 1
. .
: :
S L
80 90 0 20 00 20~ vOo-
Irepuayl ap neL
7 7
l l re
1 1
1 1
. .
1 1
— Lo
: :
1 1
. .
, ,
1 1 Lo
. .
1 1
i i
: :
1 1 Lo
. .
: :
1 1
. .
1 1
1 9 1 e
. .
1 1
. .
: :
| H Lo
80 90 144 4 00 20- VOo-

Ifepuay| ap neL

Lag

Lag

Lag

(v): Maio (vi): Junho

(iv): Abril

T T
[ ' re
' '

' '
' '
' '
' = Fw
' '
' '
' '
' '
[ ' L
' '
' '
' '
' '
' '
[ ' re
' '
' '
' '
' '
= ' ro
' '
' '
' '
' '
o ' b
T T T T T T
80 90 14 20 00 20- ¥O0-
llepuay| ap ney
T T
' o re
' '
' '
' '
' '
[ ' [e)
' '
' '
' '
' '
' — La
' '
' '
' '
' '
[ ' Leo
' '
' '
' '
' '
' '
— ' ro
' '
' '
' '
' '
— ' b
T T T T T T
80 90 ¥0 20 00 2O~ ¥0-
[repuay ap nep
T T
[ ' re
' '
' '
' '
' '
o ' Fo
' '
' '
' '
' '
[ ' L
' '
' '
' '
' '
' ' Leo
' '
' '
' '
' '
' '
' r o ro
' '
' '
' '
' '
o= ' ]
T T T T T T
80 90 ¥0 20 00 <20~ t0-

Ifepuayl ap neL

Lag

Lag

Lag

(viii): Agosto (ix): Setembro

(vii): Julho

VO/EESTZTT oN [enbig ogdeouad - or4-dNd

T T
[ ' re
' '

' '
' '
' '
' o Fuo
' '
' '
' '
' '
' Lo Le
' '
' '
' '
' '
' '
O ' re
' '
' '
' '
' '
' = ' e
' '
' '
' '
' '
' — b
T T T T T T
80 90 14 20 00 ¢0- vo-
|lepuay| 8p neL
T T
' = ' re
' '
' '
' '
' '
T ' Lo
' '
' '
' '
' '
' = Le
' '
' '
' '
' '
' L Le
' '
' '
' '
' '
' '
' | — o
' '
' '
' '
' '
T ' b
T T T T T T
80 90 14Y 4 00 ¢0- Vvo-
[lepuay ap neL
T T
' ' re
' '
' '
' '
' '
T ' Fw
' '
' '
' '
' '
' ' Le
' '
' '
' '
' '
T ' Lo
' '
' '
' '
' '
' '
' T ' e
' '
' '
' '
' '
' — b
T T T T T T
80 90 0 o 00 2¢0- Vvo-

Ilepuay ap neL

Lag

Lag

Lag

(xi): Novembro (xii): Dezembro

(x): Outubro

Figura 5.6: Auto-dependéncia dos residuos de cada més.

5.3.2
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Simulacdo dos cenarios

Os cenérios simulados obtidos através do modelo desenvolvido sao apre-
sentados a seguir. No total, simulou-se 200 cenarios contendo 60 meses, totali-
zando 5 anos de séries sintéticas. Para inicializar o procedimento, utilizou-se o
ultimo ano disponivel da série histérica. Todos os codigos foram implementados
em R com auxilio do pacote VineCopula [52].

A Figura 5.7 apresenta todos os 200 cendrios simulados (linhas cinza)
assim como suas médias periddicas (linha azul) e a média mensal histérica
(linha vermelha). Através de uma anélise visual, a metodologia proposta con-
segue representar a forte periodicidade que existe na série do rio Manso. Além
disso, podemos observar claramente que a média dos cenarios praticamente se

sobrepoe a média histoérica.
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Figura 5.7: Cenarios simulados.

Para analisar os cenarios simulados, alguns testes estatisticos foram em-
pregados. As varidveis de interesse foram as médias mensais, as variancias
mensais e a distribuicdo de cada periodo. Em cada um dos 60 meses simula-
dos, verificamos se estas eram estatisticamente iguais ao correspondente més
histoérico. Por exemplo, testamos se a média, a variancia e a distribuigao do pri-
meiro meés simulado era igual a média, a variancia e a distribuicao de janeiro.

Esta andlise é repetida para cada um dos 60 meses simulados.


DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 1121533/CA


PUC-RIo - Certificacdo Digital N° 1121533/CA

Capitulo 5. Cépulas periédicas para simulacdo de cenarios hidrolégicos
univariados 116

Para tais andlises, o teste t, o teste de Levene e o de Kolmogorov—Smirnov
foram utilizados. Com relacao ao ultimo, este é um teste nao-paramétrico que
compara se duas amostras sao oriundas da mesma distribui¢ao ou nao.

A Figura 5.8 resume os trés testes estatisticos. As barras representam
os p-valores de cada teste para cada um dos 60 meses simulados. A linha
preta ilustra o nivel de significAncia de 5%. P-valores maiores indicam que
a hipdtese nula nao pode ser rejeitada. Em termos praticos, estes resultados
indicam que a metodologia proposta é capaz de simular cenarios que replicam
as caracteristicas originais observadas na série temporal. As taxas de aprovacao
foram 99%, 99% e 94% para o teste-t, o teste de Levene e o teste K-S

respectivamente.
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Figura 5.8: Andlise dos cenarios simulados.

Por fim, realizamos uma anélise da estrutura de dependéncia dos cenarios
simulados. O objetivo ¢é averiguar se estes preservam a dependéncia serial
observada na série historica. Simulamos SC'E = 200 cenarios com 100 anos
cada. Para cada cendrio sce = 1,...,SCFE, calculamos os lags de cada
modelo mensal e os armazenamos. Por fim, computamos os lags médios dessas
simulagoes. As Figuras 5.9, 5.10 e a Tabela 5.3 trazem os resultados dessa
analise.

A Figura 5.9 apresenta o lags 1, 2, 3, 4 e 5 (real e simulado) para cada
um dos 12 modelos mensais. Como pode ser observado, para praticamente
todos os meses e lags, a média simulada ¢ proxima dos valores histéricos. Isto

é corroborado pelos respectivos valores apresentados na Tabela 5.3.
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Figura 5.9: Comparacao da auto-dependéncia de lags 1, 2, 3, 4 e 5.
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Tabela 5.3: Auto-dependéncia mensal: valores histéricos e simulados.

Lagl Lag2 Lag3 Lag4 Lagb)

Jan. Historico 0,2746 0,1385 0,2056 0,2055 0,1335
Simulado 0,2805 0,1092 0,0390 0,0248 0,0238

Fev. Histérico 0,2219 0,0916 0,0677 0,0892 0,1121
Simulado 0,2516 0,0992 0,0319 0,0107 0,0072
Mar. Historico 0,1871 0,2227 0,1349 0,1596 0,0018
Simulado 0,2095 0,1955 0,0896 0,0385 0,0131

Abr. Historico 0,3847 0,1432 0,1898 0,1407 0,2052
Simulado 0,3631 0,1114 0,1197 0,0546 0,0223

Mai. Historico 0,5350 0,2791 0,1935 0,2277 0,2388
Simulado 0,4694 0,2593 0,1799 0,1273 0,0563

Jun. Histérico 0,7055 0,5085 0,3180 0,1966 0,2654
Simulado 0,6726 0,4522 0,3105 0,1721 0,1329

Jul.  Histérico 0,7683 0,6315 0,4702 0,3204 0,2257
Simulado 0,7369 0,5846 0,3984 0,2778 0,1577
Ago. Historico 0,7116 0,7018 0,5358 0,3861 0,3059
Simulado 0,6805 0,7194 0,5643 0,3893 0,2700

Set.  Histérico 0,6162 0,6015 0,5418 0,4398 0,3025
Simulado 0,5888 0,4811 0,5000 0,4177 0,2968

Out. Histérico 0,3234 0,3629 0,3463 0,2842 0,2487
Simulado 0,2953 0,2132 0,1826 0,1884 0,1627
Nov. Histérico 0,2659 0,0079 0,1014 0,1406 0,1185
Simulado 0,3182 0,1360 0,0954 0,0796 0,0842

Dez. Histérico 0,2607 0,1998 0,1301 0,0965 0,1243
Simulado 0,2797 0.1259 0,0557 0,0414 0,0360

A Figura 5.10 apresenta diversos boz-plots onde é possivel obtermos uma

ideia a respeito da variabilidade dos valores simulados. No geral, a maioria

dos valores historicos estao dentro das caixas o que indica que o modelo é

capaz de simular cendrios que respeitam as estruturas de dependéncia temporal

observadas na série histérica.
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Conclusoes do capitulo

Neste capitulo foi proposto uma nova metodologia para simulacao de
cenarios univariados de vazoes. Ao nosso conhecimento, os trabalhos com
coOpulas para vazoes existentes se concentraram unicamente em capturar apenas
a auto-dependéncia de lag um. Neste sentido, a principal contribuicao deste
capitulo é propor uma metodologia que incorpora aos cenarios estruturas de
dependéncia temporal com ordens superiores a um.

A metodologia proposta utiliza copulas vine para lidar com a dependéncia
serial entre os meses. O modelo resultante pode ser entendido como uma
versao (nao-)linear do tradicional modelo PAR(p). Além de ser mais flexivel
em termos da estrutura temporal, esta metodologia permite que carateristicas
tradicionalmente observadas em dados hidrolégicos como assimetria e curtose
possam ser adequadamente modeladas. Ressalta-se ainda o fato de que os
cenarios gerados serao sempre positivos. Para isto basta que as distribuigcoes
marginais possuam suporte positivo.

Os resultados da analise dentro da amostra e da simulacao de Monte
Carlo, indicaram que esta metodologia modela adequadamente a dependéncia
serial. Além do mais, a andlise dos cenarios simulados demonstra que o
modelo é capaz de simular cenérios preservando determinadas caracteristicas

observadas na série histérica.
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A
Lista das usinas hidrelétricas utilizadas.

A classificacao segue a nomenclatura dos shapefiles das bacias hidrogra-
ficas fornecidos pela ANA [64].

e Bacia 6 - Rio Parana: e Bacia 1 - Rio Amazonas:
01. Jauru, 25. Rondon 2,
02. Ponte de Pedra, 26. Dardanelos,
03. Itiquira, 27. Guaporé,
04. Manso, 28. Samuel,
05. Salto, 29. Santo Antodnio,
06. Salto Verdinho, 30. Balbina,
07. Cacu, 31. Santo Antonio do Jari,
08. Barra dos Coqueiros, 32. Salto Apiacas,
09. Foz do Rio Claro. 33. SINOP,
e Bacia 5 - Atlantico, Trecho Leste: 34. Teles Pires,
10. Guilman Amorim, 35. Colider,
11. S& Carvalho, 36. Curua-Una,
12. Candonga, 37. Belo Monte.
13. Baguari, eBacia 3 - Atlantico, T. Norte/Nordeste:
14. Mascarenhas, 38. Cachoeira Caldeirao,
15. Salto Grande, 39. Ferreira Gomes.

16. Porto Estrela,
17. Aimorés.
e Bacia 2 - Rio Tocantins:
18. Serra da Mesa,
19. Cana Brava,
20. Sao Salvador,
21. Peixe Angical,
22. Lajeado,
23. Estreito Tocantins,

24. Tucuruli.
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B
Figuras suplementares: arvore 77 estimada no Capitulo 4.

As figuras B.1, B.2, B.3, B.4, B.5 e B.6 foram elaboradas com base nos
shapefiles das bacias hidrograficas brasileiras fornecidos pela ANA [64] e no
diagrama esquematico da usinas hidroelétricas do SIN disponibilizado pela
ONS [66]. As latitudes e longitudes das respectivas usinas foram obtidas junto

ao Sistema de Informagoes Georreferenciadas do Setor Elétrico da ANEEL [65].

Legenda
@ Usinas

— Rios

[ Bacia 8 (Atlantico, Trecho Sudeste)

[ Bacia 7 (Rio Uruguai)

[ Bacia 6 (Rio Parané)

[ Bacia 5 (Atlantico, Trecho Leste)

[ Bacia 4 (Rio S&o Francisco)

[ Bacia 3 (Atlantico, Trecho Norte/Nordeste)
[ Bacia 2 (Rio Tocantins)
[ Bacia 1 (Rio Amazonas)

Figura B.1: A arvore T} sobre o mapa brasileiro.
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Legenda

—- Arestas

@ Usinas

— Rios

[ Bacia 1 (Rio Amazonas)

Figura B.2: Ilustracdo da arvore 7T} sobre a Bacia 1 (Rio Amazonas).

Legenda

—- Arestas

@ Usinas

= Rio

I Bacia 2 (Rio Tocantins)

Figura B.3: Parte da arvore T} sobre a Bacia 2 (Rio Tocantins).
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Legenda

—- Arestas

= Ri0

@ Usina

I Bacia 3 (Atlantico, Trecho Norte/Nordeste)

Figura B.4: Parte de T} sobre a Bacia 3 (Atlantico, Norte/Nordeste).

Legenda

—- Arestas

€ RI_ES

= Ri0S

[ Bacia 5 (Atlantico, Trecho Leste)

Figura B.5: Parte de T} sobre a Bacia 5 (Atlantico, Leste).
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Legenda
—= Arestas
‘ Usinas

= Ri0S
[T Bacia 6 (Rio Parana)

Figura B.6: Parte da arvore T} sobre a Bacia 6 (Rio Parana).
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