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3
Modelagem Aproximada de Cascas Cilindricas Laminadas

Como discutido no primeiro capitulo, o objetivo do presente trabalho é
propor um método para simular a dinamica de cascas cilindrica laminadas
em altas freqiiencias onde o perfil de deslocamento usualmente apresenta
uma rapida variacao espacial ao longo da espessura do laminado. Esta
particularidade do campo de deslocamento faz com que as teorias classicas
de cascas (Classical Theory of Shells-CST) sejam inadequadas na faixa
de altas freqiiéncias ou quando se trabalha com cascas grossas, ja que
o efeito da inércia rotacional e o efeito das deformacoes transversais nao
sao considerados nestas teorias. Para superar este inconveniente empregou-
se, neste trabalho, uma formulagao baseada na teoria discreta de Reddy
para compositos laminados (Reddy’s discrete layerwise theory [8]). Esta
teoria, formulada para placas e vigas, ¢ uma generalizagao das teorias com
consideracoes cinematicas simplificadas como as de Bernoulli e Timoshenko
para vigas e Kircchoff e Mindlin para placas. Assim, o método consiste
em dividir a espessura da casca em laminas delgadas na direcao radial,
impondo condigoes cinematicas para cada uma delas. Desta forma, um
estado tridimensional de tensoes é assumido para cada lamina.

Neste capitulo sao apresentados todos os passos para a obtencao da
equacao de estado que governa o comportamento dinamico de uma casca

cilindrica laminada.

3.1
Teoria Discreta de Reddy

Neste trabalho empregou-se a teoria discreta de Reddy para repre-
sentar o campo de deslocamento da casca cilindrica, como o mostrado na

Figura 3.1, da seguinte forma:
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Figura 3.1: Geometria da Casca Cilindrica Laminada

N
up(r,0,2,t) = Z E¥(r)ux(0, z,t)
a=1

M
up(r,0,2,t) = > _P(r)uy(0, z,t) (3-1)
B=1
P
us(r,0,2,6) = > 07 (r)ul(6, 2, 1)
y=1

Onde u, ug e u] sao os deslocamentos na diregao radial, tangencial e axial

na interface de cada camada, e £*¢° e 17 sdo as funcdes de interpolacio
que serao empregadas.

Na teoria de Reddy, a ordem e o niimero de fungoes de interpolacao sao
arbitrarias; no entanto, neste trabalho empregou-se somente fungoes lineares
de interpolagao de Lagrange. Considerou-se também o mesmo nimero de
fungoes de interpolagao para o campo de deslocamento (N = M = P).
Neste caso, « = f =~ = 1,2,..,ny + 1, onde ny é o nimero de laminas

empregado. Isto pode ser observado na Figura 3.2. Nesta teoria, o niimero
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Figura 3.2: Distribuicao de deslocamentos ao longo da espessura da casca

de laminas n; nao tem necessariamente que coincidir com o ntumero de
camadas homogéneas. Uma camada homogénea pode ser dividida em duas
ou mais subcamadas do mesmo material, aumentando, desta maneira, o
nimero de fungoes de interpolacao.

As funcoes de interpolacao sao definidas da seguinte forma:

(

e i e <r <,
) =v(r) =n"(r) = § Jemn, i rg <7 <7Tan (3-2)
0, otherwise

\

3.2

Formulacao Variacional

O principio variacional aplicado a uma casca cilindrica laminada,

considerando um estado tridimensional de tensoes, pode ser escrito da


DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 0115591/CB


PUC-Rio - Certificacéo Digital N° 0115591/CB

Modelagem do comportamento em altas freqiiéncias de cascas cilindricas laminadas 30

seguinte forma:

/(T1 051+ 1505, + 15655+ T4 0S4+ 15055 + T 65) dV
\%

0%u, 0%uy 0%u,

onde

Uy, Ug € U,- componentes do vetor deslocamento
T7 - componentes do tensor tensao

Sy - componentes do tensor deformagao

fr - carregamento radial por unidade de area

p - densidade

O tensor deformagao em funcao dos deslocamentos, em coordenadas

cilindricas, foi definido da seguinte forma:

~ Ou, U, 10ug ~ Ou, _ Oup  10u,
Sl_ar 2_r+r00 53_82 S4_8z+rc99 (3-4)
_ Ou, | Ou, ~ 10u,  Oug uy

= T T T

Neste caso, a equacgao constitutiva para uma lamina de material

ortotropico tem a seguinte forma:

T 11 Ci2 Ci3 0 0 S
T Cl2 Ca2 (23 0 0 S
T 0 0 S
3 _ C13 C23 Cs3 3 (3_5)
T4 O 0 Cy4 0 0 54
Ts 0 O 0 ¢s5 O Ss
_Tﬁ_ i 0 0 0 0 066_ _S@ |
Onde para o caso particular de um material isotrépico:
Cl1 = Cy2 = C33 = A+ 2/ Clg = C13 = C3 = A Ci4 = Cs55 = Co6 = U

sendo A, u as constantes de Lamé.
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3.3
Equacoes de Balanco

Para determinar as equacoes de Balango definiu-se os seguintes es-

forgos generalizados:

Tat+l «
Ta+1
T‘Q,ra+1
Mf“—/ T:&%(r)rdr i=3,45 (3-8)

Onde r, e 1,41 sao os raios interno e externo da a — th camada da casca
como mostrado na Figura 3.2.

Também sera introduzida a seguinte notacao:

wee = [Tegmemrdr B0 = [ e
Tat1 oy Tat1 By
CP(c) = / 056(7")—ag (r) dr D () = / cgrﬁfa(r) dr

or
(3-9)
Ta+1 3 « Ta+1 «
E%(c) = / c 35{9;7“) 858157‘) rdr  FP%(c) = / cfﬂ% rdr

Onde c representa uma constante elastica do material.
Substituindo os termos que foram definidos nas equagoes (3-6-3-9) no

principio variacional (Equagao (3-3)) obtém-se:

Mg Tg Py T3
5, B,
oo | ME| oo T = B | T
Mg T pe 0
N | AP (p) 0 0 5?2 ) —frg®
+) 1 0 A 0 o w0 (3-10)
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Onde ¢* =b0(ro — rny41), 0(r) ¢ a fungao Delta de Dirac e b =1,,41 ¢ 0

raio externo da casca cilindrica.

Considerou-se, daqui em diante, que todos os campos dependem harmoni-

camente do tempo, assumindo a forma:

F(r,0,z,t) = F,(r, z)e™— (3-11)

Utilizando a equac@o anterior pode-se reescrever as equagoes (3-6-3-8) da

seguinte forma:

Py = pf(z) e (3-12)
f]via _ t?(Z) ei(n@—wt) (3_13)
M = m2(z) e =1 (3-14)

A partir da equacao (3-10) e utilizando as defini¢oes dadas em (3-11-3-14)

pode-se encontrar as equacoes de balanco:

5 |™s 6 Py )
92 mg | +wm |t5| = |pg| + |—t&
mg tg 23 0
N [APp) 0 0 ) —frq”
—> 0 A 0 ud | + | 0 (3-15)
p=1 0 0 A%(p)| [u? 0
\ ~~ s N, e’
Uo FO
3.4

Equacao de Estado

As expressoes dos esforgos generalizados (Equagoes (3-12-3-14))

podem ser obtidas em funcao dos deslocamentos usando a equagao consti-
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tutiva(Equacao (3-5)):

mg 0 0 Fob(ess) | [uf?
m§| = 0 0 B (cyy) | |uf
mg FoP(c13) + BP¥(co3)  inB%(cy3) 0 | u? |
Uy
AP (cs5) 0 0 5 [0 ]
+ 0 AP (cyy) 0 5 ud | (3-16)
0 0 AP (c33) | u? |
N > .
e in D% (cgp) C¥P(cgs) — D% (ce) 0 u?
9| = |C¥P(cra) + DO (cyy) inDP (cgy) 0 ul
g 0 0 inDP(cyy) | |u?
- _
0 0 0 o [
+ [0 0 BP(cy3) 5 ug | (3-17)
0 BP%(cy) 0 u?
N ~- .
%3 EP(e1r) + CP(cya) inC”(cy2) 0 uf?
Pl = inC?*(ces) EP(cgs) — CP*(cgp) 0 uy
pe 0 0 £00(css) ] |u?
N ~ _
0 0 F»(c13) 5 uf?
+ 0o 0 0 52 |w | (3-18)
FPe(css) 0 0 uf?
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tg Ca’ﬁ(clg) + Dﬁ’a(622> inDﬁ’o‘(CQQ) 0 U,?
—tg - —Z'TZDB’(X(Cﬁﬁ) Dﬁ’a(CG(}) - CQ’B(CGG) 0 Ug
0 0 0 0| |u?
U,
0 0 BB’Q(C%) 9 uf
+10 0 0 5 ug | (3-19)
0 0 u?
Vi

Substituindo as equagoes (3-16-3-19) nas equagoes de balango (3-15) obte-

1mos:

du d
(in'Va — Vg —V4)d—;1 + d—r: — (U + Uy — inUs — w?Ug)u — Fy (3-20)

De acordo com a equagao (3-16) o vetor m tem a forma:

du
m = U1u+V1% (3—21)

Apés algumas manipulagoes com as equagoes (3-20) e (3-21) chega-se a

equacao de estado:

d¢
—=AC+F (3-22)

Onde F ¢é o vetor de forcas distribuidas definido da seguinte forma:

F—
Fo

’ ] (3-23)

O vetor de estado ¢ e a matriz de estado A sao definidos como:

u Air Age
C:[ ] A= [Azl Azz] (3-24)
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com
U, msy
u= |uy m= [my (3-25)
Uy mg
€
A =-Vi'U; Ap =V
A21 = N2 —l— N]_V]__lUl A22 - —N]_\/]__1 (3-26)

Nestas equacoes u,,uy,u, sao vetores de dimensoes ny + 1 agrupando,
respectivamente, as varidveis u/, ug ,u?. As forcas generalizadas ms, my, mg,
definidas na equagao (3-14), sdo também de dimensoes ny, + 1.

As matrizes Ny e Ng sao definidas da seguinte forma:

N1 :ZTLV2 —V3—V4 N2 :U3—|—U4—inU2 —w2U0 (3-27)

A forma das matrizes N1 e N3, assim como a forma das matrizes auxiliares

Alc),...,F(c) podem ser consultadas no apéndice A.

A equagao de Estado, definida na equagao (3-22), é uma equacao
matricial diferencial linear de primeira ordem que descreve a resposta
harmonica de uma casca cilindrica laminada. Além disso, deve-se indicar
que a matriz de estado A ¢é de dimensao 6 (ng + 1) X 6 (ny + 1) e depende
do parametro circunferencial n, da freqiiéncia w e do nimero de laminas

empregado (np,).

Finalmente, indicam-se algumas propriedades das matrizes auxiliares da
matriz de estado. Estas propriedades, que sao de vital importancia para a

solucao da equacao de estado, serao utilizadas no proximo capitulo:
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Ny = N7 (3-28)
N, = -U,” (3-29)

Onde H indica a transposta de Hermite. Além disso, a matriz Vi é sempre

real e simétrica, porém: Vi 7 =V,
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