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2
Propagacao de ondas elasticas em cilindros

2.1
Elastodinamica Linear

As equagoes que governam o movimento de um corpo solido, elastico

e isotropico sao:

Tiji + pfi = p i (2-1)
Tij = A Epk 5@‘ +2u €ij (2—2)

1
€ij = 5 (wij +uj ;) (2-3)

Onde (2-1) é a equacao de movimento, (2-2) é a equagao constitutiva para
um material isotrépico em fungao das constantes de Lamé e (2-3) é o tensor
deformagao.

Substituindo as expressoes para as deformagoes e tensoes na primeira

equagao, obtemos a equacao de Navier para um meio isotrépico.

(A p) wjji + pag g5 + pfi = pi (2-4)

Reescrevendo esta equacgao usando notagao vetorial e sem considerar a forca

de corpo, temos:

A+ p)VV.u+ pVia = pii (2-5)

Em notacao indicial, esta equacao representa trés equacgoes. Para obter
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um conjunto de equacoes mais simples serd utilizada a decomposicao de
Helmholtz (Graff[14]).

U=Vp+Vxtp Vap=0 (2-6)

A equagao V.¢p = 0 é chamada ”Gauge Condition”e fornece a tltima

condicao que é necessaria para determinar o campo de deslocamento u

(Graff [14)).

Substituindo a equagdo de Helmholtz na equacdo (2-5) encontra-se
duas novas equagoes em funcao do potencial escalar ¢ e do potencial
vetorial 1), respectivamente. Estas equagoes representam duas ondas se
propagando. A primeira representa uma onda com o vetor deslocamento
paralelo ao sentido de propagagao (onda longitudinal) e a segunda re-
presenta uma onda com o vetor deslocamento transversal ao sentido de

propagagao (onda transversal).

2

i 9.
Vi 2 ot? (2-7)

1 0%
2

-7 92

VY cZ o2 (2-8)
Onde
A2 1

CZ — C2 = — 2—9
L p r= (2-9)

cr, e cr sao as velocidades de propagacgao de onda longitudinal e transversal,

respectivamente.

Em coordenadas cilindricas V2p e V) sao representados da seguinte forma:
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\
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Figura 2.1: Cilindro infinito

Po  10p 1Py Py

2 L -
Vie= or? * ror r2002 022 (2-10)
wr 2 a¢0 ¢0 2 81/}7'
Ve (V%r 2 map ) Vi — 2 T2 ey + V*1).e,

onde e;, ey e e, sao os vetores unitarios na direcao radial, circunferencial e

axial, respectivamente.

A partir das equagoes (2-8) e (2-11) pode-se resumir as equagoes para as

componentes do potencial vetorial ¥
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2 - - — 7 = _
Ve 2 r2 90 & ot? (2-12)
2, ~ Y0 200 _ 1 0U5 :
Vs r2+r2 00 & o (2-13)
2, _ L 0% i
Vi, = Z o1 (2-14)

Sendo V e V? definidos em coordenadas cilindricas como :

V— 24_ 124_ g
n erﬁr egr@é’ ezaz

V2_8_2+12+i8_2+8_2
o2 rdr r20602 922

Em coordenadas cilindricas, o campo de deslocamentos de acordo com a

equagao (2-6) pode ser escrito da seguinte forma:

_ 8_90 1 awz 3%

R R T P (2-15)
_10p Oy, O,

=190 T 92 T or (2-16)

u, = 20 100e) 100, (2-17)

9z r or r 00

Para resolver estas equacgoes considera-se um cilindro infinito como o
mostrado na Figura 2.1, com raios interno e externo a e b, respectivamente.
Se o cilindro é livre de tensoes nas superficies interna e externa, entao as

condicoes de contorno sao:

Trr = Trg = Trz = 0 r = a7b (2_18)
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2.2
Ondas Harmonicas

Considera-se a propagacao de ondas harmoénicas num cilindro, porém

© e 1 assumirao a seguinte forma:

p = f(r)©:(g)e’ = (2-19)
Wy = hy(r)©, ()¢ =) (2-20)
Yy = hy(r)Oy(0)e*===1) (2-21)
e = ho(r)0.(6)e == (2-22)

onde k, é o numero de onda na direcao z e w é a freqiiéncia de propagacao.

Substituindo a equagdo (2-19) na equacdo (2-7) obtemos as seguintes

equacoes:

— — — 2 —_— — p— -
a5 =0 (2-23)
420
y 0; +n%0; =0 (2-24)

onde a? = w?/c2 —k? e n tem que ser um valor inteiro ou zero para

garantir a continuidade de © e suas derivadas.

A solucao da tultima equacgao estd composta por senos e cossenos com
argumento nf e a solugado da equagao (2-23) estd composta por fungoes
de Bessel.

f=AZ,(aur)+ BW,(ayr) A, B ctes (2-25)
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onde
Ju(ar) se a? >0 Yo(ar) se a?>0
Zn(ar) = W(ar) =
L(ar) se a*<0 K.(ar) se a?><0
(2-26)
sendo:
J, — Funcao de Bessel de primeira classe
Y, — Funcao de Bessel de segunda classe
I, — Funcao de Bessel modificada de primeira classe
K, — Funcao de Bessel modificada de segunda classe

Solugodes similares sdo obtidas a partir das equagdes (2-20-2-22). Graff [14]

utiliza a seguinte solucao para estas equacoes :

o = f(r) cos(nd) cos(wt + k.2) (2:27)
Yy = hy(r) sin(nf) sin(wt + k.2) (2-28)
Wy = ho(r) cos(nf) sin(wt + k.2) (2-29)
. = hy(r) sin(nd) cos(wt + k.2) (2-30)

Onde f(r) foi definido na equacao (2-25). Os termos h,,hy e hy tém a

seguinte forma:

hg = AQZn(ﬁlT) —I— BQWn(ﬁlr) (2—31)
hy = —hg = A3 Zn1(Bir) + BaWoia (Bi7) (2-32)

Nesta equagao 32 = w?/ck — k%, a;=|ale [ =|0]
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O campo de deslocamento pode ser obtido substituindo as equagoes (2-27-

2-30) nas equagoes (2-15-2-17)

Uy = (f/ + (n/r)hs + kzhr> cos(n @) cos(wt + k,z) (2-33)
g = <—(n/r)f + k.hy — hé) sin(n 0)cos(wt + k. z) (2-34)
u, = (—sz —h.—(n+ 1)h1/7‘) cos(n @) sin(wt + k,z) (2-35)

O campo de tensoes pode ser obtido substituindo o campo de desloca-
mento na equagao (2-2). Nota-se que este campo de tensoes depende de
6 constantes A, B, Ay, By, A3, B3. Estas constantes sdo obtidas a partir das
condigoes de contorno (2-18). Finalmente, o determinante da matriz de co-

eficientes deste sistema de equacoes forma a equacao geral para ondas em

cilindros (Graff [14]).

leij =0 ij=12,..6 (2-36)

2.3
Espectro de Freqiiéncia

O espectro de frequiéncia é formado pela familia de curvas cujos pontos
(w, k,) para um n determinado, satisfazem a equacao (2-36). Cada ponto
(w, k) representa um modo de propagagao de uma onda guiada no cilindro
e cada curva é chamada de ramo do espectro de freqiiéncia. Os modos sao
calculados assumindo um valor para o parametro circunferencial n e para
o numero de onda na direcao axial k.. Estes valores sao substituidos na
equacao anterior e resolvidos para a freqiiéncia. Para cada par de valores
assumidos podem ser encontradas infinitas raizes. No entanto, calculam-se
estas freqiiencias para uma faixa determinada. O perfil de deslocamentos
ao longo da espessura da casca para algum dos modos sao apresentados no

Capitulo 5.
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2.4
Modos Longitudinais e Torsionais

Os modos Longitudinais e Torsionais sao modos axi-simétricos
(n = 0). Os primeiros se caracterizam por ter um campo de deslocamento
com polariza¢do no plano (r,z) (ug = 0). Entretanto, os modos torsionais
s6 contém a componente circunferencial do campo de deslocamento. Desta
forma, a equacao do espectro destes modos é obtida ao decompor a equagao

(2-36) em um produto de dois sub determinantes (Graff [14]):

D = DD, (2-37)

Onde D3 corresponde aos modos longitudinais e D4 corresponde aos modos
torsionais.

As Figuras 2.2 e 2.3 mostram os espectros de freqiiéncia longitudinal
e torsional respectivamente. Estas figuras correspondem a um cilindro
isotropico de aco e foram calculadas a partir destas equagoes. Nestes gréaficos
nota-se o emprego da notagao de Rose [15] para identificar o ramo dos modos
longitudinais (L) e torsionais (T). Por exemplo, L(0,1) indica o primeiro

ramo dos modos longitudinais (n = 0).

2.5
Modos de Flexao

Os modos de flexdo sdo modos nao axi-simétricos (n # 0). Porém,
para cada n = 1,2,... encontra-se uma quantidade infinita de modos de
flexao. Neste caso, o campo de deslocamento dos modos de flexao tem,
em geral, componentes nos trés eixos (u, # ug # u, # 0). A equagao do
espectro para o calculo destes modos é representada pela equacao (2-36).
A Figura 2.4 mostra o espectro de freqiiéncia de flexao calculado para um
cilindro isotrépico de aco (n = 1). Neste gréfico emprega-se também a
notacao de Rose[15] para indicar os ramos dos modos de flexao de primeira

ordem (n =1).
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Figura 2.2: Espectro de Freqiiéncia Longitudinais de um cilindro isotrépico
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Figura 2.3: Espectro de Freqiiéncia Torsionais de um cilindro isotrépico
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Figura 2.4: Espectro de Freqiiéncia de Flexao de um cilindro isotrépico

2.6
Curva de dispersao

Tipicamente, duas classes de graficos sao usadas para representar os
fatores bésicos que governam a propagacao de uma onda guiada num cilin-
dro: a primeira relaciona a freqiiéncia com o ntimero de onda e é chamada
de espectro de freqiiéncia do sistema (item 2.3); a segunda relaciona a
velocidade de fase (¢,) ou a velocidade de grupo (c¢,) com a freqiiéncia e

sao chamadas de curvas de dispersao.

A velocidade de fase e a velocidade de grupo sao definidas da seguinte forma:

cp = % (2-38)
dw
¢ == (2-39)

onde w ¢ a freqiiéncia e k é o nimero de onda.

As curvas de dispersao podem ser obtidas a partir do espectro de
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freqiiéncia usando a relacao w = k,.c, ou podem ser derivadas indepen-
dentemente a partir da equacdo (2-36). A Figura 2.5 mostra as curvas de
dispersao dos modos de flexdo para um cilindro isotrépico de acgo. Esta
figura é equivalente a Figura 2.4, ja que foi obtida para o mesmo parametro

circunferéncial (n = 1), mas considerando s6 os primeiros oito ramos.
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Figura 2.5: Curva de dispersao de ondas de Flexao de um cilindro isotropico
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