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Resumo

Tensoes térmicas em corpos axissimétricos pelo Método
dos Elementos Finitos

O objetivo deste trabalho é desenvolver um programa de elementos finitos
para a anélise de tensoes térmicas em problemas axissimétricos. Para uma
dada uma carga térmica, carregamentos de forcas e condicoes de contorno
térmicas e estaticas, o programa fornece a distribuicao de temperatura no
volume e os deslocamentos, as deformagoes e as tensoes na peca estudada.
A validacao do modelo proposto, é obtida da comparacao dos resultados
numéricos com os obtidos de solucoes analiticas ou numéricas obtidas com

softwares de uso comercial.

Palavras—chave

Método dos Elementos Finitos; axissimétrico; tensoes térmicas.



Abstract

Thermal stress analysis in axissimetric bodies using Finite
Element Method

The main objective of this work is to develop a finite element program for
thermal stress analysis in axissimetric problems. Once a load force vector,
a thermal load vector and all constraints, statical and themar, are defined,
the program evaluates the expected temperature distribution, and, based on
the temperature variation between regions of the part analysed, the related
displacement, strain and stress. Finally the program will be considered
validated, if the results presents minial diffence to analytical solutions found
in the literature or numerical ones obtained via commercial finite element

programs.

Keywords

Finite Element Method; axissimetric; thermal tensions.
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1
Introducao

O estudo de tensoes térmicas apresenta grande importancia na Enge-
nharia Mecanica. Tal fato é reforcado pelo expressivo nimero de maquinas
térmicas na industria, desde a geragao de energia, a trocadores de calor e em
processos de fabricacao que envolvem altas variacoes de temperatura. Dessa
forma, uma modelagem precisa do problema se torna fundamental.

Nesse cenario, o Método dos Elementos Finitos se apresenta como uma
ferramenta de muito atrativa para solucao desses casos. Inicialmente formulado
para andlises estruturais, o método passou por intmeras melhorias, em especial
a partir dos anos 60 e, hoje, auxilia também em problemas de transferéncia de
calor, escoamento de fluidos, dentre outros [1].

Para solucao dos problemas propostos neste trabalho, inicialmente seréa
apresentada a solugdo analitica segundo Timoshenko e Goodier. Nessa secao,
as solugoes analiticas de casos axissimétricos de corpos longos e curtos serao
apresentadas com os respectivos resultados para tensoes e deslocamento.

Em seguida, na segao 3] as formulagoes numéricas implementadas no cé-
digo sao apresentadas. No programa, desenvolvido no sofware MatLab, primei-
ramente sera analisado o lado térmico. A partir de propriedades geométricas
e fisicas da peca e condigoes de contorno referentes a troca de calor, sao cal-
culadas as matrizes de condutividade e convecgao e o vetor de carregamentos
térmicos, com as temperaturas nodais aparecem como as incognitas do sistema.
Uma vez obtidas, elas serao utilizadas para o calculo do vetor de carregamentos
do caso elastico. Dessa forma, o programa calculara, com as demais proprieda-
des fisicas e condig¢oes de contorno pertinentes ao problema a matriz de rigidez
do sistema e, por fim seus deslocamentos, deformacoes e tensoes. Vale ressal-
tar que o programa resolvera apenas casos estaticos em regime permanente de
temperaturas e lineares, nao considerando portanto mudancas temporais das
varidveis de estado das formulagoes apresentadas, efeitos de plasticidade no
material e troca de calor por radiacao.

Por fim, as secoes [4| e [p| trazem comparacoes entre os resultados do
programa desenvolvido e solucoes analiticas e numéricas com o softwares
comercial Ansys, que também utiliza o Método dos Elementos Finitos. Assim,
serao analisados os resultados obtidos e apresentadas possiveis melhorias para

o trabalho realizado.



2
Modelo Analitico

Nesta secao, serd estudada a solucao analitica para os principais casos
axissimétricos de tensoes térmicas. Quando ha deformacoes por diferenca de

temperatura, deve-se representar as deformagdes elasticas por [2]:

€ = €— €6 = € — aAT (2-1)

Ou seja, num corpo sujeito a diferencas de temperatura, sua deformagao
elastica é correspondente a sua deformacao total subtraida da térmica, repre-
sentada pelo produto entre o coeficiente de dilatacao térmico e diferenca entre
as temperaturas final e inicial na peca. A partir da equacao [2-1, é possivel

comecar a analisar cada tipo de geometria.

2.1
Disco Circular Fino

Um disco circular fino é caracterizado pelo raio muito maior que sua
espessura, ou, em outras palavras, uma relagdo '/, — 0. A partir de tal carac-
teristica, ¢ possivel adotar mais duas hipoteses: nao ha tensoes axiais e nem
distribuicao de temperatura ao longo da direcao axial. Além disso, por se tratar
de um problema axissimétrico e, assumindo uma distribuicao de temperatura
independente da posigao axial, nao ha componentes de cisalhamento. Dessa

forma, o corpo apresenta o vetor de tensao abaixo:

Orr Orr
099 o]
o 0
T = =
Trs 0
Tro 0
_T9z_ L 0 ]

No vetor, as letras r, 8 e z representam as direcoes radial, circunferencial e
axial, respectivamente. Com base nas hipoteses adotadas, a equacao resultante

de equilibrio fica [3]:

dgrr Orr — 009
+

=0 2-2
dr r (22)
Em seguida, analisando as relacoes constitutivas e aplicando as hipoteses

com a lei de Hooke para um material isotrépico, se obtém o sistema de equacoes
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1

€rp — AT = E(arr — vogy) (2-3a)
1

€gp — aAT = E(O’gg — I/O'M) (2—3b)

Por fim, faltam apenas as relacoes de compatibilidade geométrica para
que o conjunto de equagoes possa ser resolvido. Nelas, as deformacoes serao
representadas pelo deslocamento radial v de um volume infinitesimal da peca.
Para um disco circular fino, as relacoes estao definidas segundo as equacoes
exibidas a seguir.

6 —d_u
T dr

u
S 2-4b
€0 = (2-4b)

(2-4a)

Ao unir as relagoes de compatibilidade geométrica, constitutiva e de
equilibrio e manipulé-las, a equagdo [2-5 que relaciona o deslocamento a
temperatura, surge como resultado. Ao substitui-la novamente no sistema
junto com o [2-4] o problema esta resolvido, com uma relagao explicita para o

calculo das tensoes na pegal3], conforme exposto abaixo.

=(1+4+v)a 1/ ATTdT“I’ClT*F% (2-5)
r

_ —aE—/ ATrdr + b [Cl(l+y) _02“_”)712} (2-6)

1 E 1
o0 = aB— / ATrdr — aEAT + - {01(1 +v) + Cy(1 — y)—2] (2-7)
r r; — r

Nas equagoes [2-5] 2-6 e os parametros C e Cy surgem da solugdo da
equacao diferencial resultante e estao vinculadas as da condicoes de contorno.

Ainda segundo [3], para um disco cheio, temos:
~ Emr =r; =0, u=0, logo, pela equacao Cy = 0;

— Em r = r, a tensao radial é nula por ser uma superficie livre, portanto,

segundo a equagao 2-6, C pode ser expresso como:
a [
Cy=(1- y)—/ ATrdr (2-8)
Ty Jri=o

As equacgoes para um disco sblido ja simplificadas e com os valores das

constantes C' e C5 sio:

1 T
u=(1+ V)Oé—/ ATrdr+(1—v —7’/ AT'rdr (2-9)
r T ri=
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1 [ [
o =al —2/ ATrdr — —2/ ATrdr (2-10)
rf r;=0 r r;=0

1 s 1 ["
opp = OF (—AT + = ATrdr + - ATrdr> (2-11)
rf r;=0 r r;=0

Para o caso de um disco furado, deve-se apenas substituir a primeira

condicao de contorno por uma de tensao radial nula na parede livre do furo.

2.2
Cilindro Circular Longo de Paredes Espessas

No caso de paredes espessas, ja nao pode-se mais desprezar as tensoes
axiais que surgem na peca. No entanto, para a solucao apresentada abaixo, as
tensoes e deformagoes de cisalhamento sao nulas por ainda se tratar de um
problema axissimétrico com temperatura independente da coordenada axial

[3]. Dessa forma, o corpo apresenta o estado de tensoes triaxial.

UTT UTT
000 000
UZZ O-ZZ
T = =
TT'Z
Tro
- 7-62 - - -

O procedimento proposto por Timoshenko [3]| difere um pouco do apre-
sentado no tépico anterior. Agora, a analise se inicia ao assumir um corpo cuja
deformacao axial seja restrita. Dessa maneira, o sistema de equagoes consti-
tutivas do corpo pode ser reescrito apenas em funcao de suas componentes

radiais e circunferenciais, conforme exposto a seguir.

1— 12 1%
e 1 AT = rr 2-12
€ (1+v)a —5 (a - VU@@) (2-12a)

1—v? v
€99 — (1 + V)OéAT = Opg — —Opp (2—12b)
E 1
J& a equacao diferencial que rege o modelo na dire¢ao radial permanece
a mesma apresentada para o caso do disco, equacao Ao notar também
a similaridade entre os sistemas de equacoes e [2-12] mudando apenas as
constantes dos termos, conclui-se que as solucoes para deslocamento radial

e tensoes radial e circunferencial terdo o mesmo formato com as constantes

novas. 1 1 T
U= ( +V)a—/ ATTdT+01T+—CQ
r

I—v rJ,

(2-13)
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aE 1 (7 Cy Cy
r = — — ATrd - — 2-14
7 1—1/7’2/n_ TT+1+I/L—2V 7‘21 (2-14)
aF 1 " OéEAT FE Cl CQ
= — ATrdr — — 2-15
70T e v e 1—1/+1+1/{(1—21/)+r2} (2-15)

Para o caso com deslocamentos axiais restritos, a equagao para a tensao

axial o, pode ser obtida a partir de sua equacdo constitutiva.

, aEAT 2vEC,
= - 2.1
T T Ty T (=) (2-16)

Num caso de extremidades livres, deve-se anular a tensao o’,, superpondo
o corpo com uma tensao Cj de resultante igual a de o7,. Esse novo termo ira

anular a restrigao assumida anteriormente e influenciard apenas a equacao

adicionando o termo —”%”T. Vale ressaltar que tal processo para obter
as equacoes para o caso livre resulta em efeitos locais na extremidades,
despreziveis em regioes distantes da mesma segundo o principio de Saint-
Venant. Para calcular o pardmetro C3, pode-se usar a equagdo 2-17, de

equilibrio no topo do cilindro [3].

Ty
C’g(r]% —r}) = / ol dr (2-17)

Para as demais constantes da solucao da equacao diferencial do problema,
pode-se utilizar, por exemplo, as mesmas condicoes de contorno do caso
anterior. Ao anular os deslocamentos em r = r; = 0 e a tensao radial em

r =y (cilindro cheio), os resultados para o deslocamento e as tensoes sdo:

1 Tf 1 T
we "4 (1-— 2V)L2/ ATrdr + —/ AT'rdr (2-18)
1—v s Jo r Jo
E 1 [ 1 ("
Oy = a —/ ATrdr — = | ATrdr (2-19)
L—v \r7 /o 2 Jo
E 1 [ 1 ("
Oop = @ (—2/ ATrdr + — ATrdT) (2-20)
1—v e ™ Jo

Tf
0., = ak (2—5 / ATrdr—AT) (2-21)
L—=v \rsJo



3
Modelo Numeérico

A seguir, é apresentada a formulacao numérica usada no programa em
MatLab. Inicialmente, discute-se o lado elastico do problema, detalhando
o desenvolvimento utilizado para obtencao das matrizes necessarias para o

problema. Em seguida, emprega-se o0 mesmo processo para a anélise térmica.

3.1
Formulacido Elastica

O Método dos Elementos Finitos para deslocamentos, em corpos defor-
méaveis consiste resumidamente na discretizagdo de um corpo em elementos,
com um numero de nés preestabelecido para a analise. Uma vez divido, com
sua malha criada, o programa prossegue para o calculo das matrizes de rigi-
dez e do vetor de carregamentos e, em seguida, para a solucao do sistema,
os deslocamentos de cada n6. Para tal, deve-se, primeiro, escrever as relagoes
constitutiva e de compatibilidade na forma matricial e seus deslocamentos se-
gundo uma funcao interpoladora (polinémios de Lagrange).

No capitulo serao apresentadas tais matrizes e a forma como foram
calculadas, desde a obtencao dos polindmios de Lagrange e das matrizes

constitutiva e de compatibilidade, até o equacionamento completo do método.

Polinbmios de Lagrange

O inicio da solucao esta em definir uma funcao adequada que interpole os
varios pontos (nos) de cada elemento da pega estudada e seus deslocamentos.
Como nao é sempre possivel conhecer previamente a funcdo mais adequada
para tal, caso ela exista, o recurso usado é o dos Polindmios de Lagrange. Tal
recurso consiste na criacao de uma funcao interpoladora, gerada a partir de

um somatorio de polinomios, que segue duas regras gerais [2]:
— Em cada n6 usado na interpolacao, o termo da fun¢ao correspondente ao
no6 "i"dever4 ter valor unitario em x = x; e valor nulo nos demais pontos;
— A soma de todos os polinomios usados na interpolacao devera ser 1.
A equagéorepresenta o polinomio de Lagrange para uma funcdo U(z),

e.g. de deslocamento.

Ulz) = Z hiu; (3-1)
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Na funcao interpolada, h; representa o polindmio referente a cada né e u;
o deslocamento de cada n6. Como verificagao, percebe-se que, em r = xq,
U(x1) = wuy. Seguindo as propriedades, o calculo dos polindémios h; se da
conforme a equagcao [3-2}
(x—x1) - (x—m3) oo s (. — i) - (T — Tyyq) - oo (T — )

he = (i —x1) (g — o)+ oo (g — i) - (T — Tign) + o (T — )

(3-2)

Nela, os termos z1, x2, ..., x;, ...T, representam as posicoes de cada no.

Para a formulagao no Método dos Elementos Finitos, o polinémio apare-
cerd em sua forma matricial para duas dimensoes com elementos isoparamétri-
cos, dadas as componentes do problema axissimétrico. Nesse caso, a represen-

tacao usada sera conforme a equagao com u como o vetor de incognitas.

Uy

hi 0 hy O he o] |

Uu _ 1 2 n (3_3)
0 hy 0 hy ... 0 h,
A —~~ - uTL
H

(%0
——

No programa, trés tipos de elementos quadrados padrao serao considera-
dos, com 4, 8 e 9 noés, conforme a figura Para cada configuragao de nos, o

polinémio correspondente estara representado na tabela [3.1]2].

2 3 1
O O

3 7 4

Figura 3.1: Elemento padrao
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Polin6émios de Lagrange

hs

= Rk Y
e vl +
= A 5 5 4
hy = (1+rl(1—s) _% hg_s +%
hs = (=r)ite) ho
he = (1*05;82) ke
hy = (=rf)i=s) i
hg = (Ar)(1=s?) h

2

hg = (1 —7r%)(1—-s?

Tabela 3.1: Tabela com os polinémios de Lagrange

Matriz de Compatibilidade

16

A matriz de compatibilidade tem como principal funcao relacionar os

deslocamentos sofridos pelo corpo com as respectivas deformacgoes. No caso

axissimétrico, ela nao possui os termos de cisalhamento em direcoes perpen-

diculares ao plano formado pelas componentes radial e axial. Ao contrario do

desenvolvimento tedrico, existe a terceira componente de cisalhamento, contida

no plano mencionado, devido & possibilidade de distribui¢oes de temperaturas

ou de carregamentos variaveis na espessura. Dessa forma, as relagoes necessa-

rias para o vetor de deformagoes é [I]:

€el =

Err
€00
€2z

W/T‘Z

dv
dy

du dv
| dy + de |

(3-4)

Na equagao |3-4] as varidveis u e v correspondem aos deslocamentos radial

e axial, respectivamente.

Utilizando os Polindmios de Lagrange discutidos anteriormente, a equa-

¢ao [3-4] se torna:
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Matriz Constitutiva

A matriz constitutiva surge ao reescrever as equacoes da Lei de Hooke na
forma matricial. Num material isotropico e linear-eléstico, as equagoes abaixo

relacionam sua tensao a sua deformacao.

[ dn dhn 1 [y
g o] W
b koo | |"

=" X : (3-5a)
0 9du 0 dhn
dy e dx U,
by dhy dhy  dhy
L dy de "7 dy dx iy Un
B
1
Erp = E [Urr - V(UHH + Uzz)]
1
Err = E [099 - V(UTT + Uzz)]
1
€2z = E [Uzz - V<Urr + 069)]
2(1+v)
Yrz = TTTZ

Invertendo o sistema acima para que as tensoes fiquem representadas

como saida, o novo sistema se torna [I]:

E(l-v) | LY (o + €2.)
Opr = Err € €2z
(1+v)(1—2v) | 1—v % ]
E(1-v) v |
E(1l—v) [ |
== A=) | T T T )]
E
Trz = 579 N Jrz
2(1+v) !

Colocando o sistema acima no formato da equacao [3-9 escreve-se a

matriz C de forma explicita em seu caso axissimétrico.

1 35 5 0
Trvi-2v) |-~ = 1 0
0 0 0 1—2v

2(1-v)
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Principio dos Deslocamentos Virtuais

A formulacao do Método dos Elementos Finitos parte do Principio dos
Deslocamentos Virtuais. Segundo sua defini¢ao, o equilibrio de um corpo é
satisfeito sempre que, para qualquer campo admissivel de deslocamentos, o
trabalho virtual (compativel) interno for igual ao trabalho virtual externo” [2].
A equacao que modela o problema pode ser obtida a partir da formulacao fraca

(variacional IT) para o problema.

I = %/fgrdv — M UL fpdv + /S Us fodS +> Ugfc] (3-8)

Antes de invocar a estacionariedade do variacional, deve-se antes analisar
o primeiro termo da equagao [3-8 Para isso, as relagoes 2-1]e[3-9]sao necessarias.

T = Cey (3-9)
Dessa forma, unindo as relagoes citadas ao primeiro termo da equacao
o resultado fica:

1 1
—/GZ;Td\V/ = — /(eT — O (e — ¢)d¥ (3-10)
2 Jy 2 Jy

Invocando a estacionariedade do funcional IT e utilizando a simetria da

matriz constitutiva, a equacao [3-§ se torna:
1
0=14 /(ece —2eCe; + ¢,Ce;)dV — 6 U UL fpdy + / US fodS+> Ugfc]
v v S

Aplicando a propriedade distributiva:

% / (5(e7'Ce)—0(26"Cey)+0(e]f Cey))dV = § [ /\7 UL fpdv + /S UL fsdS +> UL fc}

v

Aplicando a regra da cadeia:

0
% / 20eTCe—20e" Cert 8Ll €) dV = 6 [ / UL fpdv + / US fsdS+) Uéffc]
v \4 S

Por fim, ao reorganizar a equacao acima e aplicando o lado direito da
relagao 2-1}

/ 5’ Cedy = / SUE fpdv + / U fsdS + > 0UL fo + / 5" CaAT AV
v v S v

(3-11)
Conforme exposto anteriormente no Principio dos Deslocamentos Virtu-

ais, a equacao |3-11] afirma que a variacao de energia armazenada no corpo
deve ser igual a do trabalho externo, somado a contribuicao da variacao de

temperatura.
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Agora, para que seja realizada a analise via Método dos Elementos Finitos
baseados em deslocamentos, deve-se reescrever a equacgao [3-11] em funcao
de seus deslocamentos discretizados, resultando no sistema matricial. Nesse
momento, incluem-se os resultados [3-3] e B-T na equacao [3-11

M M
Z /ETB(m)TC(m)B(m)QdV _ Z (/ETH(Bm)T J(Bm)dV‘i‘/ ETHém)T ém)ds
—Jv v s

m=1

n
+7 R + / ' BT g [1 11 O]T O )t — 1M ay)  (3-12)
v i=1

Na equagao resultante, os somatorios em m indicam o somatério ao longo
de todos os elementos, desde o primeiro até o M-ésimo. Em termos de calculo,
deve-se realizar todas as integrais em cada elemento e, posteriormente, somar as
entradas correspondentes ao mesmo n6 das M matrizes resultantes na matriz
global de rigidez e no vetor de carregamentos. Para simplificar a notacao,
posteriormente tais somatorios serao omitidos.

Finalmente, o vetor de incognitas u e o vetor de variagao do deslocamento
u podem ser retirados das integrais e somatoérios. Além disso, esse tltimo
também pode ser colocado em evidéncia e “eliminado” na equacado. Assim,
define-se o equacionamento para o programa de elementos finitos com a matriz

de rigidez K e o vetor de carregamento R conforme a equagao [3-13

/ BYCBdvu = / HE fpd¥ + / H{ fsdS +> R+
v v S

K [/BToa 111 O}T ((éhT> —To> dv

~
R

(3-13)

3.2
Formulacdo Térmica

De forma analoga ao caso elastico, a formulagao térmica também parte
da discretizacdo do problema em nos para sua solucao. As principais diferencas
aparecem nas matrizes de “rigidez”, mais precisamente nas matrizes de condu-
¢ao e conveccao, e compatibilidade e no vetor de carregamento térmicos. Além
disso, como se trata agora de apenas um grau de liberdade, o de temperatura,
a matriz H apresentada em possuird dimensao 1xn, sem seus elementos

nulos, sendo multiplicada por um vetor de temperaturas de dimensao nxl,
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com as mesmas funcoes de Lagrange. Por fim, baseando-se no Principio das
Temperaturas Virtuais, um novo sistema matricial de equacoes é gerado para

a solugcao do modelo.

3.2.1
Matriz de Compatibilidade

A matriz de compatibilidade para analise térmica surge do gradiente
de do campo de temperaturas [I]. Em problemas genéricos de coordenadas

cilindricas, pode-se escrever tal sistema como:

00
Orr Oz
Vo= 06| = | 55 (3-14)
Oyy 20
Oy

No entanto, por se tratar de um caso axissimétrico, nao héa variacao de
temperatura na direcdo tangencial, representada agora por ¢ uma vez que 6
serd usado para temperatura.. Dessa forma, o segundo termo do gradiente é
sempre zero e pode ser retirado da matriz para o equacionamento.

Aplicando a discretizacao, com os polinomios de Lagrange, a equacao

[3-14] se torna:

% o .. % 91
Vo — dx dx (3_15)
dny dhs
dy dy Qn
B

3.2.2
Principio das Temperaturas Virtuais

Assim como no caso elastico, também ha uma formulacao especifica para
deduzir as equagoes para uma analise por elementos finitos térmica. O principio
em questao ¢ o das Temperaturas Virtuais, que, em regime permanente,

estabelece a igualdade entre o fluxo interno de calor e o externo, entrando

ou saindo do sistema. O funcional II para este caso pode ser escrito como [I]:
dv — / 0q°ay — / 05¢°%dS =Y 0'Q'
v S

- [ ()
' (3-16)

Novamente, ao invocar a estacionaridade do funcional, o resultado é a

formulacao do Principio de Temperaturas Virtais.

/ 60T k0'dY = / §0qPdv + / §0°¢°dS + ZWQ%' (3-17)
\4 A4 S
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Na equagao [3-17, ¢’ representa o gradiente de temperaturas, k, uma matriz
diagonal com os coeficientes de condutividade térmica do material em cada
direcdo na respectiva linha, ¢, o calor gerado ou removido do sistema por
unidade de volume e de tempo, ¢°, o fluxo de calor numa area S e @, a taxa
de transferéncia de calor num determinado ponto. Vale ressaltar que, para um
corpo imerso num fluido, o termo ¢° engloba a troca de calor por conveccio.
Dessa forma, ao desenvolver a equacao, mais um termo surge no lado esquerdo.

Discretizando o sistema com a ajuda da matriz de compatibilidade obtida

em [3-15] a formulagao para o Método dos Elementos Finitos estd pronta.

M M
Z/B(m)Tk(m)B(m)dVQ: Z/Hg(m)qg(m)var
m=1"" m=1"Y

M M
> / Hy™g*m™ds +3 QM (3-18)
m=1 S m=1

Para o corpo com convecgao, o carregamento térmico superficial corres-
pondente pode ser descrito por Além disso, por conveniéncia, o sentido

positivo de fluxo térmico sera de fora para dentro do corpo.

/ HLg%dS = / hHYH® (05 — 0)dS (3-19)

Nela, o produtosdo coeﬁcientesde conveccao com vetores das fungoes de

forma e a temperatura externa () se tornam mais um vetor de carregamento.

Enquanto isso, o produto com as temperaturas superficiais, até o momento des-

conhecidas, sera colocado no lado esquerdo da equacao|3-18| representando por

K.onw 0 produto entre os coeficientes de convecgao e os vetores para interpola-
¢ao lagrangeana e as temperaturas nodais no vetor global de temperaturas.

Por fim, unindo as equacoes e e representando a soma de todos

os vetores de carregamento por (), a equacao final para ser implementada no

programa ¢ obtida, onde K,,,q representa a matriz de conducao, resultado da

integral do lado esquerdo da equacao [3-18

M M
> (Ko +KG) o=@ (3-20)
m=1 m=1

3.3
Condicoes de Contorno

Usualmente, em problemas de engenharia, diversas condicoes de contorno
devem ser aplicadas no corpo a ser simulado para que os resultados numéricos

estejam de acordo com a realidade. Elas sao divididas em dois casos: essenciais
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e naturais [2]. As essenciais estdo relacionadas a condi¢oes impostas direta-
mente sobre os graus de liberdade dos n6s. Em casos genéricos, podem ainda
se relacionar com suas derivadas ou integrais. Ja as naturais tratam das forcas
envolvidas. Elas recebem esse nome por nao ser necessario as impor direta-
mente sobre o problema com o método exposto nas equacoes e uma
vez que ja estdo considerados na formulagdao do variacional. Dessa forma, o
codigo deve ser capaz de aplicar as condicoes essenciais para gerar resultados
validos.

Nos problemas propostos, apenas surgem condicoes de contorno essenci-
ais ligadas diretamente ao grau de liberdade do n6. Elas aparecerao na forma de
apoios moveis e fixos ou temperaturas impostas em determinados nos. Assim,
o codigo devera eliminar a linha e coluna da matriz correspondentes a coorde-
nada das variaveis envolvidas e alterar o vetor de carregamento refletindo essa
mudanca.

A resolucao de um problema com condicao de contorno se inicia com a
montagem das matrizes de rigidez ou de conducgao e convecgao e o respectivo
vetor de carregamento pelos procedimentos descritos anteriormente. Em se-
guida, para cada grau de liberdade de um né conhecido, o programa opera o
procedimento descrito nas equagoes e para uma variavel u; conhe-
cida. Ao final da subrotina, a matriz de rigidez, o vetor de incognitas e de
carregamentos, inicialmente com tamanhos n x n, n X 1 e n X 1, possuirao
tamanhon —k xn —k, n—kx1en—k x 1, respectivamente, sendo n o
produto do ntmero total de nés pelos graus de liberdade envolvidos e k o de

varidveis conhecidas.

Kl,l . Kl,i c. Kn,n Uy R1
Ki,l Ce Ki,i c KiJ U; | — Rl (3—21)
_Kn,l e Kn,i e Kn,n_ _un_ _Rn_
K1,1 e Kl,ifl Kl,i+1 cee Kn,n Uy
Kiiq .. Kic1i Ki 1, Ui—1
) } 3 — R/ (3_22)
K11 Kitiiv1 -0 Kipia| |win
Kn,l e Knyifl Kn’i+1 e Kn,n Un
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Rl Kl,i
Rif Kif 7
R/ — 1 _ UZ 17
Ri+1 Ki+1,i
Rn Kn,i

Vale ressaltar ainda a existéncia de outras formas para se aplicar con-
digoes de contorno no Método dos Elementos Finitos, como o método das
penalidades e o dos multiplicadores de Lagrange [I]. Suas principais vantagens
estao em nao alterar diretamente a matriz de rigidez, mas adicionar uma li-
nha ou mudar apenas uma entrada, forcando o resultado para o determinado
grau de liberdade ser numericamente igual ao imposto. No entanto, dada a
facilidade da manipulacao de matrizes com o MATLAB, permitiu a simples
eliminacao de linhas e colunas e a atualizacao do vetor de carregamento, o que
nao ocorre em outras linguagens. Dessa maneira, os graus de liberdade dos nés
com condicoes impostas assumem explicitamente o valor desejado, ao invés de

uma aproximacao numeérica.



4
Estudo de Caso

A seguir, encontram-se os casos usados para testar o programa desen-
volvido de elementos finitos. Inicialmente, para cada topico, serd exposto o
problema e sua solugdo analitica ou numérica segundo o software comercial
Ansys. Em seguida, o programa em MATLAB sera usado para gerar uma so-
lugao numérica pelo Método dos Elementos Finitos, testando sua convergéncia
de acordo com o ntimero de elementos e sua eficiéncia computacional. Ao final
dos casos, espera-se validar o programa com todos os resultados obtidos.

O material a ser utilizado nos corpos de todos os casos sera o aco. Abaixo,
segue a tabela com os valores para as propriedades do material relevantes

para andlises termo estaticas.

Propriedades do aco

Propriedade Valor Unidade
Condutividade térmica 52.9 %
Moédulo de Young 210 GPa
Coeficiente de Poisson .29 -

Coeficiente de dilatacao do aco 11.7 x 1076 o0t

Tabela 4.1: Propriedades do aco utilizadas no cédigo

4.1
Cilindro circular longo preso a uma extremidade com distribuicao axial
de temperatura

O primeiro caso estudado trata-se de um problema unidimensional clas-
sico da estatica, com um cilindro cheio preso a uma extremidade e uma dis-
tribuicao arbitraria de temperatura final imposta. Seu desenho esquemético

encontra-se na figura [4.1] Vale ressaltar que, para a imagem abaixo, a origem

se encontra na metade do comprimento do cilindro.
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L —T=Tly)

—
A
=X

0o0QqQ

Figura 4.1: Cilindro circular longo preso por uma extremidade

A distribuicao de temperatura indicada na figura se da segundo a
funcao linear Uma vez definida a distribuicao, pode-se utilizar diretamente
a equagao para determinar o campo de deslocamentos envolvido.

L
y+3
L

Tfina =T(y) =To +m (4-1)
Com a distribui¢do em maos, pode-se utilizar diretamente a equacao [2-1] para
determinar o campo de deslocamentos envolvido. Desprezando o peso proprio
do cilindro e considerando o corpo livre para se deslocar radialmente, conclui-
se que nao devem haver tensoes internas dentro do corpo. Dessa forma, as
deformacgoes elasticas sao nulas e o deslocamento axial pode ser calculado

resolvendo a equacao diferencial com a condicao de deformacao aplicada.

Y

(y) = / aATdy

L
2

2
+ L
v(y) = a(Toy + m% — Tiniciaty)
~L L)+ L= ~L
-« (TOT + m—( 2 )2L z Enicial?) (4-2)

Antes de apresentar a solucao do problema segundo o Método dos Ele-
mentos Finitos, os demais parametros para definir a geometria e as tempera-

turas do problema precisam ser definidos. Os valores usados foram:

Caso 1

Pardmetro Valor Unidade




Capitulo 4. Estudo de Caso 26

Continuacao da tabela ’E‘

Caso 1
Raio interno (r;) 0 m
Raio externo (ry) 25.4 x 1073 m
Comprimento (L) 1 m
Temperatura inicial (Tipiciar) 40 °oC
T 40 °C
m 20 °C

Tabela 4.2: Parametros usados para o caso 1

Na tabela [£.2] vale ressaltar que os valores usados para comprimento, raio
interno e externo. Enquanto a solucao analitica trata de uma situacao unidi-
mensional, o programa trabalha com casos bidimensionais. Dessa forma, uma
razao entre a espessura de parede e comprimento deve ser pequena para que
os resultados numéricos e analiticos se aproximem.

O problema foi inicialmente resolvido com o programa de elementos
finitos utilizando apenas um elemento de 8 n6s. Como condigoes de contorno,
todos os n6s da face inferior encontram-se livres para se deslocar apenas
radialmente, enquanto os da face interior, com x = r; = 0, apenas se deslocam
axialmente. Ambas condicoes se encontram representados na figura pelos
apoios moveis horizontais e pelo apoio movel vertical, respectivamente. Nos
nos da intersecao das duas faces, ha um apoio fixo, devido a juncao dos apoios
moveis nas duas direcoes. Assim, os resultados de deslocamento axial e tensao

axial foram:
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Figura 4.2: Deslocamento axial versus posigao axial com 1 elemento
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Figura 4.3: Tensao axial versus posicao axial com 1 elemento

Conforme observado na figura [4.3] a solucao viola as condigoes fisicas
do problema ao indicar tensoes nao nulas numa extremidade livre. Também, a
solugdo é singular para o calculo das tensoes a coordenada radial (z) nula. Estas

respostas numeéricas ja eram esperadas, dado o pequeno nimero de elementos
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e a geometria do problema. Assim, a mesma simulacao foi também executada
utilizado-se 10 elementos, distribuidos ao longo da direcao axial, e com 0 mesmo

numero de noés.

-4
1220 \ T
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*  Sol. Numérica, x=0 /
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Figura 4.4: Deslocamento axial versus posi¢ao axial com 10 elementos
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Figura 4.5: Tensao axial versus posicao axial com 10 elementos
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Novamente, segundo a figura 4.4} os resultados obtidos para os desloca-
mento axial estao em boa concordancia quando comparados ao analitico. Para
as tensoes, pelo grafico da figura [4.5] estas também apresentam boa concor-
dancia com as condicoes de contorno naturais na superficie livre. No entanto,
na outra extremidade, ocorre um fenémeno interessante. Por estar proximo
da regiao onde ha o contato com o solo e, portanto, as respectivas condigoes
de contorno, ela apresenta uma distribuicao de tensoes nao esperada. No en-
tanto, para aplicacoes de engenharia, tais tensoes possuem valores despreziveis
quando comparadas com os produzidos por carregamentos tipicos de engenha-
ria ou até mesmo com o limite de escoamento do material, com valor minimo
da ordem de 200 x 10° Pa para os acos, como no caso estudado.

O 1ultimo parametro avaliado foi o erro absoluto do deslocamento axial
calculado no programa para o numero de nos por elemento. A coordenada
escolhida para avalia-lo foi o raio médio da peca, z = 0.0127 m. Assim,a malha
foi refeita, aplicando 2 colunas com 10 elementos em cada, para que houvesse
nos nessa coordenada para elementos com 4 nos. O erro absoluto foi escolhido

ao invés do relativo devido a possiveis divisoes por zero, como ocorreria em

y=-%.

09
08t | T~/ g

o7t | (I

04t | 1

03 | b

01 8

0 | I I I I I I I I I
-0.5 -0.4 -0.3 -0.2 -0.1 0 0.1 0.2 0.3 0.4 05
y (m)

Figura 4.6: Erro absoluto versus posicao axial com 4 n6s por elemento
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Figura 4.7: Erro absoluto versus posi¢ao axial com 8 nds por elemento

) %108

18F

16 |

141

121 |

0.8 [~

0.6 [~

0.4 H

0.2

1 1
-0.2 -0.1 0 0.1

y (m)

-0.5 -0.4 -0.3 0.2 0.3 0.4 05

Figura 4.8: Erro absoluto versus posi¢ao axial com 9 nds por elemento

Os erros obtidos nas figuras[4.7] e apesar de muito proximos, indicam
uma pequena melhora na aproximacao dos resultados ao adicionar apenas um

n6é no elemento, a custa de um problema com mais incognitas. A grande
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CcOoI1n

diferenca estd na comparacao dos resultados de 4 nos, na figura 4.6
os demais. A diminuicao drastica de pontos de avaliacao por elemento levou
a erros uma ordem de grandeza maiores. Visando atingir um erro proximo
ao das figuras e a simulacao foi refeita com elementos de 4 nés e
aumentando o ntimero de elementos por coluna para 20 e 80, respectivamente,

mantendo sempre nos nas mesmas coordenadas, requisito fundamental no teste

de convergéncia de um programa como este.

4.5

35+ |

25

151

0.5 |7

0 0.1 0.2 0.3

y (m)

0.4 0.5

Figura 4.9: Erro absoluto versus posicao axial com 4 nés por elemento e 40

elementos
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Figura 4.10: Erro absoluto versus posicao axial com 4 nés por elemento e 160

elementos

Nas figuras e [4.10l ha grande melhora na aproximacao para a
solucao analitica. O erro absoluto, no entanto, se estabelece no valor de

aproximadamente 2.3 x 1078, ainda maior que o obtido nas figuras[4.7]e [4.8] A
explicacao para a variacao esté na interpolacao feita para cada ntimero de nos.
Quando apenas 4 nos sao usados, a interpolacao é sempre linear, ao, passo que

para 8 e 9 nds, interpolagao nos elementos é quadratica.

4.2
Cilindro circular longo confinado com distribuicdo axial de temperatura

O segundo caso a ser estudado trata-se de um cilindro confinado axial-
mente entre duas paredes. Para modela-lo, o principio da superposicao permite
transformé-lo na soma de dois casos separados: o caso anterior e um cilindro
com uma extremidade apoiada sofrendo compressao. Desse modo, por simpli-
cidade, serd estudada a mesma geometria do caso anterior, com a mudanca

numa das condicoes de contorno, sendo essa tinica alteracao. O novo desenho

esquematico encontra-se na figura [4.11
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Figura 4.11: Cilindro circular longo confinado

A partir dos resultados do caso anterior, a forca necessaria para superpor
ao cilindro com extremidade livre foi calculada. Ela deve manter o comprimento
do cilindro inalterado, atendendo, atendendo as condicoes de contorno do
problema original. Assim, a forca aplicada deve causar deslocamento de mesmo
modulo e diregao oposta ao calculado anteriormente, segundo a equagao [4-3

onde ¢ é o deslocamento maximo.

rFrL o, L
_§caso =— =% 4-3
1= E1T B (4-3)

Substituindo os valores para § = 11.7 x 107° m, a tensdo o, vale -24.57 MPa,
com o sinal negativo indicando compressao.

Agora, para calcular os resultados utilizando o programa, a nova condi¢ao
de contorno foi imposta no modelo numérico. Para malha, foi utilizado o
elemento de 8 noés, com uma malha de duas colunas de 10 elementos cada.

Esses parametros resultaram num perfil de deslocamentos e tensao conforme

as figuras e
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Figura 4.12: Deslocamento axial versus posicao axial com 20 elementos
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Figura 4.13: Tensao axial versus posi¢ao axial com 20 elementos

Conforme o previsto, o resultado de tensao numérico estd muito proximo
do analitico. Além disso, perfil parabolico de deslocamento sempre negativo

também esta de acordo com os valores de tensao axial compressiva. Porém,
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assim como na figura [4.5] a distribuicao das tensoes aparece bem diferente do
valor constante esperado e atua numa extensao suficientemente grande da peca.
Como solucao, as malhas foram refeitas, dessa vez para 50 e 100 elementos ao
longo de uma tnica coluna, todos com 9 nés. Dessa forma, espera-se reduzir

tais efeitos no resultado final.
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Figura 4.14: Tensao axial versus posicao axial com 50 elementos
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Figura 4.15: Tensao axial versus posigao axial com 100 elementos

Analisando as imagens e nota-se a reducao do comprimento
afetado pelos efeitos da extremidade. De fato, a solucao analitica proposta
tem validade apenas em locais longe de extremidades, como reforcado pelos
graficos [4.13] e, principalmente, Ademais, aumentar mais ainda o
nimero de elementos na vertical nao proporcionou melhoras significativas na
solucao, indicando que a resposta ja convergiu.

Por fim, outro aspecto da solucdo analitica era a presenca de tensoes
apenas na direcao axial, sendo as demais nulas. Os graficos 4.16, [4.17] e [4.18]

resultados também da simulacao para 100 elementos distribuidos verticalmente

com 9 nos por elemento, confirmam tal hipotese, apresentando apenas efeitos
causados pelas extremidades e, mesmo assim, com ordem de grandeza despre-

zivel quando comparada a da tensao axial.
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Figura 4.16: Tensao radial versus posicao axial com 100 elementos
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Figura 4.17: Tensao circunferencial versus posicao axial com 100 elementos



Capitulo 4. Estudo de Caso 38

x10*

14 T T T
— o Sol. Numérica, X1 cdio
—+— Sol. Numérica, x=r,
ef] : I
| \‘
| I
10 T\ h
b i
’JD |
)i |
E il qﬁ‘
= ik
X I \:
I Ul
| |
“I1 lh
K il
ik /]
1 o
J % i |
-2 L L L L L L L L L
0.5 0.4 03 02 0.1 0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5
posicédo (m)

Figura 4.18: Tensao de cisalhamento versus posi¢ao axial com 100 elementos

4.3
Cilindro circular longo confinado com distribuicdo axial de temperatura
e pressdo interna

O terceiro caso trata novamente de uma superposicao, semelhante ao
esquematico da figura Nele, ha a superposicao do caso do cilindro
confinado com o caso de um cilindro que sofre efeito de pressao na face interna.
Dessa forma, a geometria do problema sofreu uma pequena alteracao para se

adequar ao novo caso. Os novos dados se encontram na tabela

O 00

b bbb D b o

LI TI LY

Figura 4.19: Cilindro circular longo confinado sofrendo pressao interna
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Caso 3
Parametro Valor Unidade
Raio interno (r;) 50 x 1073 m
Raio externo (ry) 100 x 1073 m
Comprimento (L) 1 m
Temperatura inicial (Tjpicial) 40 °C
T, 40 °C
m 20 °C
Pressdo interna (p;) 10° Pa

Tabela 4.3: Parametros usados para o caso 3

Uma vez que o problema térmico ja estd resolvido, a tinica solucao analitica
que falta é para um cilindro de paredes espessas sofrendo pressao interna. O
problema genérico, também conhecido como “problema de Lamé”, ja possui
solugdo na literatura, onde o cilindro sofre pressdes internas e externas [4].
Dessa forma, seguem abaixo as equagoes para tensoes radiais e circunferenciais

causadas pela pressao interna.

) = 2 ( - —f) (4-4)

[\

)

og(2) = piry (L+ﬁ> (4-5)

r? — 7]

De posse das equacoes e [4-5] deve-se somar seus esfor¢os aos do
caso anterior, na forma de esforcos compressivos no cilindro. Portanto, espera-
se da nova solucao numérica resultados semelhantes aos desenvolvidos em
[4] para tensoes radiais e circunferenciais. Ji para as tensdes axiais, uma
pequena modificacao ocorre. Na superposicao, o efeito de Poisson causado no
deslocamento vertical pelas pressoes internas se soma ao valor previamente
usado para estimar as tensoes axiais, conforme as equacoes para avaliar o

efeito de Poisson, e [4-7] uma reformulacao da equagao [4-3]

FL Oyul
0= ~(tmennor + Veass) = 7 = 7 (4-6)
1%
U(,;asOS = —E(Urr + UQQ)L (4_7)

A simulacao para este caso foi realizada inicialmente com uma malha de 50
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por 50 nos de 9 elementos distribuidos ao longo do comprimento da peca. As
condicoes de contorno aplicadas foram as mesmas representadas no desenho
esquematico, com os nés nas faces inferior e superior livres apenas para se

deslocarem radialmente. Dessa forma, seus resultados foram:
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Figura 4.20: Tensao radial versus posicao radial com 2500 elementos
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Figura 4.21: Tensao circunferencial versus posicao radial com 2500 elementos
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Figura 4.22: Tensao axial versus posi¢ao axial com 2500 elementos
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Figura 4.23: Tensao de cisalhamento versus posicao axial com 2500 elementos

Os graficos [4.20]e [4.2T] comparam os resultados obtidos com os calculados
segundo [4]. De fato, o programa avaliou corretamente o caso da superposi¢ao,
atendendo as condigbes de contorno naturais envolvidas (tensao radial em
r = r; igual a pressdo interna e tensdo nula em x = ry). Ja nas figuras
e [4.23] notam-se os efeitos das extremidades nos resultados da simulagao
assumindo perfis inesperados nas hipoteses assumidas. No entanto, nas regioes
longe das extremidades, os valores assumem os previstos, com cisalhamento

nulo e tensdo axial com moédulo aproximado de 24.38 x 10° Pa.

4.4
Disco circular com distribuicdo radial de temperatura

O quarto caso trabalha com as distribui¢oes de temperatura radiais para
um corpo cilindrico circular com pequeno comprimento se comparado a seu
raio, considerado um disco. Nessa situacao, a solucao adequada para o disco
cheio, representado na figura [4.24] ja foi demonstrada anteriormente em [2-9
e [2-T1] Dessa maneira, falta ainda definir a geometria do disco e seu perfil
de temperatura.



Capitulo 4. Estudo de Caso 43
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Figura 4.24: Disco circular com distribuicao radial de temperatura

A temperatura distribuida ao longo do raio segue a fun¢ao quadratica[d-8

Seus parametros, junto com os demais relacionados a geometria, se encontram

na tabela

T(z) = Ty + ma® (4-8)
Caso 4
Parametro Valor Unidade
Raio interno (r;) 0 m
Raio externo (ry) 200 x 1073 m
Comprimento (L) 10 x 1073 m
Temperatura inicial (Tjpicial) 40 °C
T, 40 oC
m 1000 <

Tabela 4.4: Parametros usados para o caso 4

Substituindo a fungao de temperatura nas equagoes[2-9] e e efetuando

as integracoes, os resultados sao:

w(z) = (1+ V)oz%[(x) +(1— V)%T](ZE =7y) (4-9)
(@) = O <%1(:¢ ) — T%I(a:)) (4-10)
ope(x) = aFE [ —AT + %2[(:1: =)+ T—t](:c)) (4-11)
!
10) =% 4 (T = Toia) g~ ('} + (B~ o) 3 ) (412

A simulacao foi realizada repartindo radialmente a peca em 10 elementos de 8

no6s cada e aplicando as condigoes de contorno mostradas na figura Elas
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sao: para os nos de coordenada radial nula, apenas era permitido deslocamento
axial e, para o ndé com ambas coordenadas nulas, nao haveria deslocamento,

em funcao da simetria em relacao ao eixo horizontal. Os graficos comparando

a resposta numérica e a analitica se encontram nas figuras [4.25] 4.26] e [4.27]
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Figura 4.25: Deslocamento radial versus posi¢ao radial com 10 elementos
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Figura 4.26: Tensao radial versus posicao radial com 10 elementos
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Figura 4.27: Tensao circunferencial versus posicao radial com 10 elementos

Apesar de apresentarem boa aproximacao, ainda ha espaco para melhoria
nos resultados numéricos, em especial para os de tensao radial na imagem [4.26]

Dessa forma, o nimero de elementos ao longo da direcao radial aumentou para
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50. Além disso, os graficos de tensao cisalhante e tensao axial também foram

confeccionados.
7
25 XE,,,, T T
Sol. Analitica, 4-10
Sol. Numérica, y = L/2
= Sol. Numérica, y =0
Sol. Numérica, y = -L/2
s
15
—~
]
o
= 1r
=
N
05
ok
-0.5 1 1 1 1 1 1 1 1 1
0 0.02 0.04 0.06 0.08 0.1 0.12 0.14 0.16 0.18 0.2

x (m)

Figura 4.28: Tensao radial versus posicao radial com 50 elementos
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Figura 4.29: Tensao circunferencial versus posicao radial com 50 elementos
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Figura 4.31: Tensao cisalhante versus posi¢ao radial com 50 elementos

De posse dos graficos e é possivel averiguar a validade das

hipoteses. Primeiramente, as tensdes de cisalhamento de fato sao nulas até

proximo das extremidades, conforme o previsto. J4 para as tensoes axiais, foi
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assumido que seriam nulas dada a espessura da peca. Apesar da figura [4.30
mostrar tensoes diferentes de zero em toda peca, sua ordem de grandeza é
desprezivel quando comparada com as tensoes radiais e circunferenciais, logo

a hipotese de tensao axial nula também se mostra razoavel.

4.5
Cilindro circular longo com distribuicdo radial de temperatura

De forma anéloga ao caso anterior, o problema do cilindro com distri-
buicao radial de temperatura, esquematizado na figura 4.32] também ja foi

discutido anteriormente. A tnica diferenca esti na determinacao das constan-

tes das equacoes [2-13] 2-14] e 2-15] Uma vez determinadas, as equagoes [2-16|e

fornecem os valores finais para as tensoes axiais na peca. Assim, deve-se
primeiro estabelecer a nova geometria do problema e em seguida obter suas

solucoes analitica e numérica.

3

—

Figura 4.32: Cilindro circular longo com distribuicao radial de temperatura

Os valores para a geometria proposta para o problema se encontram
na tabela [4.5] Por se tratar de um caso semelhante ao anterior, a mesma
distribuicao de temperatura foi imposta, com os valores de suas constantes

omitidos da tabela.

Caso 5
Parametro Valor Unidade
Raio interno (r;) 50 x 1073 m
Raio externo (r;) 120 x 1073 m
Comprimento (L) 800 x 1073 m

Tabela 4.5: Parametros usados para o caso 5
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As constantes C] e (5 sao determinadas ao analisar duas condicoes de
contorno no problema. Nas faces x = r; e x = 7y, as tensoes radiais devem
ser nulas. Ao resolver o sistema de equagoes para C; e Cs e usando a equacao

[A-12] as novas expressoes se tornam:

1+ -2v)a - i
R e e ) (113)

%

a(l+v)? - ]
R ) T R )

Ao substitui-las nas equacgoes [2-13] 2-14] 2-15] [2-16] e 2-17] as solugoes

analiticas estao prontas para serem usadas.

Para a anélise numérica, o primeiro passo é aplicar as condicoes de
contorno essenciais envolvidas. Por ser vazado, nao ha mais a restricao de
deslocamento radial nulo na face interna. Logo, nesse problema, ha apenas
uma condigao existente, retratada na figura [4.32] na forma de um apoio movel,
restringindo o movimento na dire¢ao axial.

Todas as simulacoes foram realizadas com uma malha de 10 elementos
na horizontal por 10 na vertical. Para os graficos, apenas resultados ao longo
da linha central foram gerados, tendo em vista que a solucao analitica vale

apenas para regioes distantes da extremidade.
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Figura 4.33: Deslocamento radial versus posigao radial com 100 elementos
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Figura 4.34: Tensao radial versus posicao radial com 100 elementos
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Figura 4.35: Tensao circunferencial versus posicao radial com 100 elementos
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Figura 4.36: Tensao axial versus posi¢ao radial com 100 elementos

A geometria proposta se enquadra bem no na qualificacao de cilindro
longo, segundo os resultados das figuras [4.33] [4.34] |4.35| e |4.36] Contudo, um

aspecto da solugao analitica ainda carece de estudo, a escolha de uma medida
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ou relacao para qualificar o cilindro como longo. Ao reduzir seu comprimento de

800 mm para 400 mm, a alteracao nos resultados é sensivel conforme mostram

as figuras [4.37] 4.38] [4.39| e |4.40] Para geréd-los, o programa foi executado com

uma malha de 20 elementos na horizontal por 10 na vertical, com 8 nés em
cada.

6
13 x10 . .

Sol. Analitica, 2-13

—#— Sol. Numérica, y = 0|

12~

10 -

u (m)

X
e —

0.05 0.06 0.07 0.08 0.09 0.1 0.11 0.12

x (m)

Figura 4.37: Deslocamento radial versus posicao radial com 200 elementos
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Figura 4.38: Tensao radial versus posicao radial com 200 elementos
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Figura 4.39: Tensao circunferencial versus posicao radial com 200 elementos
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Figura 4.40: Tensao axial versus posi¢ao radial com 200 elementos

Ainda assim, a hipotese de cisalhamento nulo se apresentou adequada
para o problema. Tanto para o cilindro mais longo quanto para o mais curto, os
resultados, representados nas figuras e possuiam ordem de grandeza
de aproximadamente 107%. Se comparados a ordem de grandeza das tensoes
calculadas anteriormente, as tensoes cisalhantes sao consideradas efetivamente

nulas.
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Figura 4.41: Tensao de cisalhamento versus posicao radial no cilindro com 800
mm de comprimento
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Figura 4.42: Tensao de cisalhamento versus posicao radial no cilindro com 400
mm de comprimento
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4.6
Aleta circular fina

O préximo caso se trata de uma superficie estendida, muito comum em
processos de troca de calor com gases. Para estudé-la, devido a limitagoes na
geragao da malha do programa, a peca aletada precisou ser separada em duas
partes, o corpo da peca, que normalmente gera o calor a ser dissipado e nao

serd estudado, e a aleta, representada na figura 4.43|

Y q" /hw

=

%’7 .
\

h

Figura 4.43: Aleta circular fina

Ao separar a aleta da peca principal, deve-se manter a coeréncia das
condicoes fisicas do problema. Isso pode ser feito de duas formas, tornando a
temperatura da base da aleta, a esquerda da imagem igual a temperatura
superficial da regiao do corpo onde a aleta estava ou igualando o fluxo de calor
que entra na aleta com o que sai do corpo nos mesmos locais mencionados
anteriormente. Assim, a opc¢ao escolhida foi a de mesmo fluxo de calor, com a
hipotese de que o fluxo seria constante em toda a superficie da base da aleta.

Ao contrario dos demais casos, agora também é necessario definir valores
para a etapa de troca de calor no problema. Os valores para o coeficiente
de conveccao, atuando nas faces superior, inferior e externa da aleta foram
selecionados baseados em valores tipicos de conveccao forcada com o ar,
presentes em [5]. JA4 o fluxo de calor de entrada foi escolhido para resultar
numa distribuicao de temperatura adequada para a peca. Dessa maneira, os

valores escolhidos foram:

Caso 6
Parametro Valor Unidade
Raio interno (r;) 15 x 1073 m
Raio externo (ry) 85 x 1073 m
Comprimento (L) 10 x 1073 m

Fluxo de calor na face interna (¢”) 10° °C
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Continuacao da tabela ’R‘

Caso 6
Tiniciat 20 °C
Tw 20 °C
Coeficiente de conveccao nas faces 120 w
superior e inferior (h;) meK
Coeficiente de convecgao na face externa (hg) 180 e

Tabela 4.6: Parametros usados para o caso 6

Além dos parametros para o problema, também é necessario definir
as condicoes de contorno adequadas para o caso. De forma andloga a casos
anteriores, a aleta, semelhante ao disco, nao apresentara deslocamento vertical
no ponto central da face interna, representada pelo apoio moével na figura [4.43

O mesmo modelo foi montado no Ansys, um programa comercial de
elementos finitos. O software opera de forma similar ao codigo em Matlab.
Primeiramente, deve-se resolver uma analise térmica da peca e, em seguida,
enviar a distribuicao de temperatura resultante para uma analise estatica. Em
ambas andlises, deve-se fornecer como input os dados presentes nas tabelas
e 4.6 além das condig¢oes de contorno adequadas e a malha desejada.
Assim, a simulacao foi realizada no Ansys com uma malha de 139 elementos
na horizontal por 20 na vertical e elemento de 8 nos.

Para resolver o problema de troca de calor com o c6édigo em Matlab,
a analise térmica também foi ativada, recebendo como entrada o fluxo men-
cionado anteriormente. Para uma comparacao adequada, a mesma malha e
elemento foram utilizados, tornando os pontos de avaliacao os mesmos. Por
fim, ao importar os resultados do Ansys para o Matlab, o programa desenvol-
vido gerou os graficos de temperatura, deslocamento radial e distribuicao de

tensoes, encontrados nas figuras a seguir.



Capitulo 4. Estudo de Caso 58

65 T T

* *  Sol. Ansys
Sol. Numérica

55 - * -

o

=}
T
¥
I

Temperatura (°C)
*%(

40+ A

35~ =

30 I I I I I I I
0.01 0.02 0.03 0.04 0.05 0.06 0.07 0.08 0.09

x (m)

Figura 4.44: Distribuicao de temperatura versus posigao radial
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Figura 4.45: Deslocamento radial versus posigao radial
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) %107

*  Sol. Ansys
Sol. Numérica

0.01 0.02 0.03

Figura 4.47: Tensao

0.04 0.05 0.06 0.07 0.08 0.09
x (m)

circunferencial versus posicao radial

29



Capitulo 4. Estudo de Caso 60

5 x10°

T T T
*  Sol. Ansys
Sol. Numérica

Tyy (Pa)

-10 - |

-15 -

20 I I I I I I I
0.01 0.02 0.03 0.04 0.05 0.06 0.07 0.08 0.09

x (m)

Figura 4.48: Tensao axial versus posigao radial

Ao analisar os graficos das figuras [4.44] [4.45] |4.46] [4.47| e |4.48] nota-se a

grande semelhanca das respostas, numericamente iguais. A principal diferenca

em termos de calculo apareceu no tempo de computacao dos dois programas.
Enquanto o software comercial executava toda a simulacao, incluindo a de-
finicao dos parametros e a geracao da malha e geometria num tempo curto,
da ordem de 15 segundos, o codigo em Matlab precisava de 44 segundos para
realizar todas as operagoes mencionadas, tempo mensurado com fungoes ja
implementadas proprio Matlab.

Em ambos os casos, o maior tempo esteve na solucao do sistema linear
resultante das equagoes ¢ [3-20] como se espera de um sistema linear com
um ntmero elevado de variaveis, consumindo aproximadamente 37 segundos
no codigo desenvolvido no comando proprio do Matlab. O tempo restante
corresponde as demais funcoes do programa, envolvidas na montagem nas
matrizes do problema, e na geragao de graficos.

Do ponto de vista fisico, os resultados apresentados ajudam a estudar
os efeitos térmicos na aleta hipotética escolhida. Segundo os gréaficos, a peca
nao apresentaria troca de calor devido a radiacao com ordem de grandeza
consideravel ou sofreria escoamento, dada as pequenas tensoes envolvidas,
mesmo sem avaliar diretamente a tensao equivalente por Mises ou Tresca.
Assim, conclui-se que o programa calcula resultados corretos para as condicoes

impostas no codigo.
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No entanto, dada simplificacao na geometria feita anteriormente para
a aleta, deve-se ter cuidado ao analisar os resultados fornecidos para a
extremidade no lado esquerdo da peca. Todos os resultados indicam tensao
superficial nula na direcao radial, esperado em superficies livres. Uma aleta,
porém, nao possui tal superficie livre devido ao corpo principal da peca, omitido
nesse caso. Dessa forma, apesar dos valores calculados com o Ansys e com o
programa desenvolvido serem muito préximos, ambos estao incorretos e devem
ser usados com extremo cuidado. Ao considerar toda a aleta, ocorreria, na
mudanca de secao do corpo principal da peca para a aleta, um problema de
concentracao de tensao, em especial nos cantos vivos. Outro ponto importante
estd também nos deslocamentos calculados no software comercial na figura
4.49] que possui um perfil incorreto se comparado com o da peca aletada.
Contudo, espera-se que, numa simulacao onde toda a peca é modelada, os
resultados longes da transi¢ao da secao se aproximem dos calculados, conforme

estabelece o principio de Saint-Venant.

ANSYS

R18.2
Academic

-1,6769¢7 Min

[ 0015 003 (m)
]

00075 0022

Figura 4.49: Deslocamento radial na aleta, gerado no Ansys



5
Conclusao

Ao longo do trabalho, testou-se o programa desenvolvido para diferentes
condicoes de funcionamento, com problemas axissimétricos variados. Em to-
dos os casos, a solugao numérica apresentada obteve aproximacao satisfatoria
quando comparada com as respectivas solucoes analiticas ou numéricas forne-
cida por softwares reconhecidos no mercado. Além disso, os resultados também
apresentaram coeréncia com as condigoes fisicas existentes, com valores numé-
ricos muito proximos dos de condicoes de contorno naturais. Dessa forma, as
respostas numeéricas validam o programa implementado.

Em termos numéricos e computacionais, as repostas também se mostra-
ram coerentes quanto a convergéncia, erros e tempo computacional, em especial
nos primeiros casos. Ao aumentar o nimero de nés por elementos ou o nimero
total de elementos, todas as respostas convergiram para um tnico resultado,
sendo esse o esperado segundo solucoes analiticas ou numéricas. J4 o tempo
de computacgao do programa, apesar de maior que o de um software comercial
comum, mostrou boa eficiéncia, pois a maior parte do tempo foi gasta na so-
lugao do sistema linear com um método interno do Matlab, otimizado para o
menor tempo possivel de computacao. Ainda assim, para o tempo restante, ha
espaco para melhorias, especialmente na montagem das matrizes envolvidas no
Método dos Elementos Finitos.

Em resumo, dada todas as solucoes e caracteristicas do funcionamento
do programa desenvolvido neste trabalho, conclui-se que as solucoes fornecidas
sao adequadas quando se tratando de problemas lineares térmicos em corpos
axissimétricos. No entanto, esse tipo de problema corresponde a apenas uma
parcela pequena quando comparada a todos os outros possiveis casos a serem
estudados. Como forma de aprimorar o programa, novos casos devem ser
estudados, como o problema da radiagao ou plasticidade, tornando a anélise
nao linear, ou o de um material cujas propriedades dependam da temperatura,
alterando o funcional do problema para um que considere o acoplamento entre

as caracteristicas térmicas e estruturais envolvidas.
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