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Resumo

Tensões térmicas em corpos axissimétricos pelo Método

dos Elementos Finitos

O objetivo deste trabalho é desenvolver um programa de elementos �nitos

para a análise de tensões térmicas em problemas axissimétricos. Para uma

dada uma carga térmica, carregamentos de forças e condições de contorno

térmicas e estáticas, o programa fornece a distribuição de temperatura no

volume e os deslocamentos, as deformações e as tensões na peça estudada.

A validação do modelo proposto, é obtida da comparação dos resultados

numéricos com os obtidos de soluções analíticas ou numéricas obtidas com

softwares de uso comercial.

Palavras�chave

Método dos Elementos Finitos; axissimétrico; tensões térmicas.



Abstract

Thermal stress analysis in axissimetric bodies using Finite

Element Method

The main objective of this work is to develop a �nite element program for

thermal stress analysis in axissimetric problems. Once a load force vector,

a thermal load vector and all constraints, statical and themar, are de�ned,

the program evaluates the expected temperature distribution, and, based on

the temperature variation between regions of the part analysed, the related

displacement, strain and stress. Finally the program will be considered

validated, if the results presents minial di�ence to analytical solutions found

in the literature or numerical ones obtained via commercial �nite element

programs.

Keywords

Finite Element Method; axissimetric; thermal tensions.
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1

Introdução

O estudo de tensões térmicas apresenta grande importância na Enge-

nharia Mecânica. Tal fato é reforçado pelo expressivo número de máquinas

térmicas na indústria, desde a geração de energia, a trocadores de calor e em

processos de fabricação que envolvem altas variações de temperatura. Dessa

forma, uma modelagem precisa do problema se torna fundamental.

Nesse cenário, o Método dos Elementos Finitos se apresenta como uma

ferramenta de muito atrativa para solução desses casos. Inicialmente formulado

para análises estruturais, o método passou por inúmeras melhorias, em especial

a partir dos anos 60 e, hoje, auxilia também em problemas de transferência de

calor, escoamento de �uidos, dentre outros [1].

Para solução dos problemas propostos neste trabalho, inicialmente será

apresentada a solução analítica segundo Timoshenko e Goodier. Nessa seção,

as soluções analíticas de casos axissimétricos de corpos longos e curtos serão

apresentadas com os respectivos resultados para tensões e deslocamento.

Em seguida, na seção 3, as formulações numéricas implementadas no có-

digo são apresentadas. No programa, desenvolvido no sofware MatLab, primei-

ramente será analisado o lado térmico. A partir de propriedades geométricas

e físicas da peça e condições de contorno referentes à troca de calor, são cal-

culadas as matrizes de condutividade e convecção e o vetor de carregamentos

térmicos, com as temperaturas nodais aparecem como as incógnitas do sistema.

Uma vez obtidas, elas serão utilizadas para o cálculo do vetor de carregamentos

do caso elástico. Dessa forma, o programa calculará, com as demais proprieda-

des físicas e condições de contorno pertinentes ao problema a matriz de rigidez

do sistema e, por �m seus deslocamentos, deformações e tensões. Vale ressal-

tar que o programa resolverá apenas casos estáticos em regime permanente de

temperaturas e lineares, não considerando portanto mudanças temporais das

variáveis de estado das formulações apresentadas, efeitos de plasticidade no

material e troca de calor por radiação.

Por �m, as seções 4 e 5 trazem comparações entre os resultados do

programa desenvolvido e soluções analíticas e numéricas com o softwares

comercial Ansys, que também utiliza o Método dos Elementos Finitos. Assim,

serão analisados os resultados obtidos e apresentadas possíveis melhorias para

o trabalho realizado.



2

Modelo Analítico

Nesta seção, será estudada a solução analítica para os principais casos

axissimétricos de tensões térmicas. Quando há deformações por diferença de

temperatura, deve-se representar as deformações elásticas por [2]:

εel = ε− εt = ε− α∆T (2-1)

Ou seja, num corpo sujeito a diferenças de temperatura, sua deformação

elástica é correspondente a sua deformação total subtraída da térmica, repre-

sentada pelo produto entre o coe�ciente de dilatação térmico e diferença entre

as temperaturas �nal e inicial na peça. A partir da equação 2-1, é possível

começar a analisar cada tipo de geometria.

2.1

Disco Circular Fino

Um disco circular �no é caracterizado pelo raio muito maior que sua

espessura, ou, em outras palavras, uma relação t/r → 0. A partir de tal carac-

terística, é possível adotar mais duas hipóteses: não há tensões axiais e nem

distribuição de temperatura ao longo da direção axial. Além disso, por se tratar

de um problema axissimétrico e, assumindo uma distribuição de temperatura

independente da posição axial, não há componentes de cisalhamento. Dessa

forma, o corpo apresenta o vetor de tensão abaixo:

τ =



σrr

σθθ

σzz

τrz

τrθ

τθz


=



σrr

σθθ

0

0

0

0


No vetor, as letras r, θ e z representam as direções radial, circunferencial e

axial, respectivamente. Com base nas hipóteses adotadas, a equação resultante

de equilíbrio �ca [3]:

dσrr
dr

+
σrr − σθθ

r
= 0 (2-2)

Em seguida, analisando as relações constitutivas e aplicando as hipóteses

com a lei de Hooke para um material isotrópico, se obtém o sistema de equações
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2-3.

εrr − α∆T =
1

E
(σrr − νσθθ) (2-3a)

εθθ − α∆T =
1

E
(σθθ − νσrr) (2-3b)

Por �m, faltam apenas as relações de compatibilidade geométrica para

que o conjunto de equações possa ser resolvido. Nelas, as deformações serão

representadas pelo deslocamento radial u de um volume in�nitesimal da peça.

Para um disco circular �no, as relações estão de�nidas segundo as equações

2-4, exibidas a seguir.

εrr =
du

dr
(2-4a)

εθθ =
u

r
(2-4b)

Ao unir as relações de compatibilidade geométrica, constitutiva e de

equilíbrio e manipulá-las, a equação 2-5, que relaciona o deslocamento a

temperatura, surge como resultado. Ao substituí-la novamente no sistema 2-3,

junto com o 2-4, o problema está resolvido, com uma relação explícita para o

cálculo das tensões na peça[3], conforme exposto abaixo.

u = (1 + ν)α
1

r

∫ r

ri

∆Trdr + C1r +
C2

r
(2-5)

σrr = −αE 1

r2

∫ r

ri

∆Trdr +
E

1− ν2

[
C1(1 + ν)− C2(1− ν)

1

r2

]
(2-6)

σθθ = αE
1

r2

∫ r

ri

∆Trdr − αE∆T +
E

1− ν2

[
C1(1 + ν) + C2(1− ν)

1

r2

]
(2-7)

Nas equações 2-5, 2-6 e 2-7, os parâmetros C1 e C2 surgem da solução da

equação diferencial resultante e estão vinculadas às da condições de contorno.

Ainda segundo [3], para um disco cheio, temos:

� Em r = ri = 0, u = 0, logo, pela equação 2-5, C2 = 0;

� Em r = rf , a tensão radial é nula por ser uma superfície livre, portanto,

segundo a equação 2-6, C1 pode ser expresso como:

C1 = (1− ν)
α

rf

∫ rf

ri=0

∆Trdr (2-8)

As equações para um disco sólido já simpli�cadas e com os valores das

constantes C1 e C2 são:

u = (1 + ν)α
1

r

∫ r

ri

∆Trdr + (1− ν)
α

rf
r

∫ rf

ri=0

∆Trdr (2-9)
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σrr = αE

(
1

r2f

∫ rf

ri=0

∆Trdr − 1

r2

∫ r

ri=0

∆Trdr

)
(2-10)

σθθ = αE

(
−∆T +

1

r2f

∫ rf

ri=0

∆Trdr +
1

r2

∫ r

ri=0

∆Trdr

)
(2-11)

Para o caso de um disco furado, deve-se apenas substituir a primeira

condição de contorno por uma de tensão radial nula na parede livre do furo.

2.2

Cilindro Circular Longo de Paredes Espessas

No caso de paredes espessas, já não pode-se mais desprezar as tensões

axiais que surgem na peça. No entanto, para a solução apresentada abaixo, as

tensões e deformações de cisalhamento são nulas por ainda se tratar de um

problema axissimétrico com temperatura independente da coordenada axial

[3]. Dessa forma, o corpo apresenta o estado de tensões triaxial.

τ =



σrr

σθθ

σzz

τrz

τrθ

τθz


=



σrr

σθθ

σzz

0

0

0


O procedimento proposto por Timoshenko [3] difere um pouco do apre-

sentado no tópico anterior. Agora, a análise se inicia ao assumir um corpo cuja

deformação axial seja restrita. Dessa maneira, o sistema de equações consti-

tutivas do corpo pode ser reescrito apenas em função de suas componentes

radiais e circunferenciais, conforme exposto a seguir.

εrr − (1 + ν)α∆T =
1− ν2

E

(
σrr −

ν

1− ν
σθθ

)
(2-12a)

εθθ − (1 + ν)α∆T =
1− ν2

E

(
σθθ −

ν

1− ν
σrr

)
(2-12b)

Já a equação diferencial que rege o modelo na direção radial permanece

a mesma apresentada para o caso do disco, equação 2-2. Ao notar também

a similaridade entre os sistemas de equações 2-3 e 2-12, mudando apenas as

constantes dos termos, conclui-se que as soluções para deslocamento radial

e tensões radial e circunferencial terão o mesmo formato com as constantes

novas.
u =

(1 + ν)

1− ν
α

1

r

∫ r

ri

∆Trdr + C1r +
C2

r
(2-13)
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σrr = − αE

1− ν
1

r2

∫ r

ri

∆Trdr +
E

1 + ν

[
C1

1− 2ν
− C2

r2

]
(2-14)

σθθ =
αE

1− ν
1

r2

∫ r

ri

∆Trdr − αE∆T

1− ν
+

E

1 + ν

[
C1

(1− 2ν)
+
C2

r2

]
(2-15)

Para o caso com deslocamentos axiais restritos, a equação para a tensão

axial σ′zz pode ser obtida a partir de sua equação constitutiva.

σ′zz = −αE∆T

1− ν
+

2νEC1

(1 + ν) (1− 2ν)
(2-16)

Num caso de extremidades livres, deve-se anular a tensão σ′zz superpondo

o corpo com uma tensão C3 de resultante igual a de σ′zz. Esse novo termo irá

anular a restrição assumida anteriormente e in�uenciará apenas a equação 2-

13, adicionando o termo −νC3r
E

. Vale ressaltar que tal processo para obter

as equações para o caso livre resulta em efeitos locais na extremidades,

desprezíveis em regiões distantes da mesma segundo o princípio de Saint-

Venant. Para calcular o parâmetro C3, pode-se usar a equação 2-17, de

equilíbrio no topo do cilindro [3].

C3(r
2
f − r2i ) =

∫ rf

ri

σ′zzdr (2-17)

Para as demais constantes da solução da equação diferencial do problema,

pode-se utilizar, por exemplo, as mesmas condições de contorno do caso

anterior. Ao anular os deslocamentos em r = ri = 0 e a tensão radial em

r = rf (cilindro cheio), os resultados para o deslocamento e as tensões são:

u =
1 + ν

1− ν
α

[
(1− 2ν)

r

r2f

∫ rf

0

∆Trdr +
1

r

∫ r

0

∆Trdr

]
(2-18)

σrr =
αE

1− ν

(
1

r2f

∫ rf

0

∆Trdr − 1

r2

∫ r

0

∆Trdr

)
(2-19)

σθθ =
αE

1− ν

(
1

r2f

∫ rf

0

∆Trdr +
1

r2

∫ r

0

∆Trdr

)
(2-20)

σzz =
αE

1− ν

(
2ν

r2f

∫ rf

0

∆Trdr −∆T

)
(2-21)
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Modelo Numérico

A seguir, é apresentada a formulação numérica usada no programa em

MatLab. Inicialmente, discute-se o lado elástico do problema, detalhando

o desenvolvimento utilizado para obtenção das matrizes necessárias para o

problema. Em seguida, emprega-se o mesmo processo para a análise térmica.

3.1

Formulação Elástica

O Método dos Elementos Finitos para deslocamentos, em corpos defor-

máveis consiste resumidamente na discretização de um corpo em elementos,

com um número de nós preestabelecido para a análise. Uma vez divido, com

sua malha criada, o programa prossegue para o cálculo das matrizes de rigi-

dez e do vetor de carregamentos e, em seguida, para a solução do sistema,

os deslocamentos de cada nó. Para tal, deve-se, primeiro, escrever as relações

constitutiva e de compatibilidade na forma matricial e seus deslocamentos se-

gundo uma função interpoladora (polinômios de Lagrange).

No capítulo serão apresentadas tais matrizes e a forma como foram

calculadas, desde a obtenção dos polinômios de Lagrange e das matrizes

constitutiva e de compatibilidade, até o equacionamento completo do método.

Polinômios de Lagrange

O início da solução está em de�nir uma função adequada que interpole os

vários pontos (nós) de cada elemento da peça estudada e seus deslocamentos.

Como não é sempre possível conhecer previamente a função mais adequada

para tal, caso ela exista, o recurso usado é o dos Polinômios de Lagrange. Tal

recurso consiste na criação de uma função interpoladora, gerada a partir de

um somatório de polinômios, que segue duas regras gerais [2]:

� Em cada nó usado na interpolação, o termo da função correspondente ao

nó "i"deverá ter valor unitário em x = xi e valor nulo nos demais pontos;

� A soma de todos os polinômios usados na interpolação deverá ser 1.

A equação 3-1 representa o polinômio de Lagrange para uma função U(x),

e.g. de deslocamento.

U(x) =
n∑
i=1

hiui (3-1)



Capítulo 3. Modelo Numérico 15

Na função interpolada, hi representa o polinômio referente a cada nó e ui
o deslocamento de cada nó. Como veri�cação, percebe-se que, em x = x1,

U(x1) = u1. Seguindo as propriedades, o cálculo dos polinômios hi se dá

conforme a equação 3-2:

hi =
(x− x1) · (x− x2) · ... · (x− xi−1) · (x− xi+1) · ... · (x− xn)

(xi − x1) · (xi − x2) · ... · (xi − xi−1) · (xi − xi+1) · ... · (xi − xn)
(3-2)

Nela, os termos x1, x2, ..., xi, ...xn representam as posições de cada nó.

Para a formulação no Método dos Elementos Finitos, o polinômio apare-

cerá em sua forma matricial para duas dimensões com elementos isoparamétri-

cos, dadas as componentes do problema axissimétrico. Nesse caso, a represen-

tação usada será conforme a equação 3-3, com u como o vetor de incógnitas.

[
u

v

]
=

[
h1 0 h2 0 . . . hn 0

0 h1 0 h2 . . . 0 hn

]
︸ ︷︷ ︸

H



u1

v1
...

un

vn


︸ ︷︷ ︸

u

(3-3)

No programa, três tipos de elementos quadrados padrão serão considera-

dos, com 4, 8 e 9 nós, conforme a �gura 3.1. Para cada con�guração de nós, o

polinômio correspondente estará representado na tabela 3.1[2].

Figura 3.1: Elemento padrão
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Polinômios de Lagrange

h1 = (1+r)(1+s)
4

−h5
2

−h8
2

+h9
4

h2 = (1−r)(1+s)
4

−h5
2
−h6

2
+h9

4

h3 = (1−r)(1−s)
4

−h6
2
−h7

2
+h9

4

h4 = (1+r)(1−s)
4

−h7
2
−h8

2
+h9

4

h5 = (1−r2)(1+s)
2

−h9
2

h6 = (1−r)(1−s2)
2

−h9
2

h7 = (1−r2)(1−s)
2

−h9
2

h8 = (1+r)(1−s2)
2

−h9
2

h9 = (1− r2)(1− s2)

Tabela 3.1: Tabela com os polinômios de Lagrange

Matriz de Compatibilidade

A matriz de compatibilidade tem como principal função relacionar os

deslocamentos sofridos pelo corpo com as respectivas deformações. No caso

axissimétrico, ela não possui os termos de cisalhamento em direções perpen-

diculares ao plano formado pelas componentes radial e axial. Ao contrário do

desenvolvimento teórico, existe a terceira componente de cisalhamento, contida

no plano mencionado, devido à possibilidade de distribuições de temperaturas

ou de carregamentos variáveis na espessura. Dessa forma, as relações necessá-

rias para o vetor de deformações é [1]:

εel =


εrr

εθθ

εzz

γrz

 =



du
dx

u
x

dv
dy

du
dy

+ dv
dx

 (3-4)

Na equação 3-4, as variáveis u e v correspondem aos deslocamentos radial

e axial, respectivamente.

Utilizando os Polinômios de Lagrange discutidos anteriormente, a equa-

ção 3-4 se torna:
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Matriz Constitutiva

A matriz constitutiva surge ao reescrever as equações da Lei de Hooke na

forma matricial. Num material isotrópico e linear-elástico, as equações abaixo

relacionam sua tensão à sua deformação.

εel =



dh1
dx

0 . . . dhn
dx

0

h1
X

0 . . . hn
X

0

0 dh1
dy

. . . 0 dhn
dx

dh1
dy

dh1
dx

. . . dhn
dy

dhn
dx


︸ ︷︷ ︸

B



u1

v1
...

un

vn


(3-5a)

εrr =
1

E
[σrr − ν(σθθ + σzz)]

εrr =
1

E
[σθθ − ν(σrr + σzz)]

εzz =
1

E
[σzz − ν(σrr + σθθ)]

γrz =
2(1 + ν)

E
τrz

Invertendo o sistema acima para que as tensões �quem representadas

como saída, o novo sistema se torna [1]:

σrr =
E(1− ν)

(1 + ν)(1− 2ν)

[
εrr +

ν

1− ν
(εθθ + εzz)

]
σθθ =

E(1− ν)

(1 + ν)(1− 2ν)

[
εθθ +

ν

1− ν
(εrr + εzz)

]
σzz =

E(1− ν)

(1 + ν)(1− 2ν)

[
εzz +

ν

1− ν
(εrr + εθθ)

]
τrz =

E

2(1 + ν)
γrz

Colocando o sistema acima no formato da equação 3-9, escreve-se a

matriz C de forma explícita em seu caso axissimétrico.

C =
E(1− ν)

(1 + ν)(1− 2ν)


1 ν

1−ν
ν

1−ν 0
ν

1−ν 1 ν
1−ν 0

ν
1−ν

ν
1−ν 1 0

0 0 0 1−2ν
2(1−ν)

 (3-7)
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Princípio dos Deslocamentos Virtuais

A formulação do Método dos Elementos Finitos parte do Princípio dos

Deslocamentos Virtuais. Segundo sua de�nição,�o equilíbrio de um corpo é

satisfeito sempre que, para qualquer campo admissível de deslocamentos, o

trabalho virtual (compatível) interno for igual ao trabalho virtual externo� [2].

A equação que modela o problema pode ser obtida a partir da formulação fraca

(variacional Π) para o problema.

Π =
1

2

∫
∀
εTelτd∀ −

[∫
∀
UT
BfBd∀+

∫
S

UT
S fSdS +

∑
UT
C fC

]
(3-8)

Antes de invocar a estacionariedade do variacional, deve-se antes analisar

o primeiro termo da equação 3-8. Para isso, as relações 2-1 e 3-9 são necessárias.

τ = Cεel (3-9)

Dessa forma, unindo as relações citadas ao primeiro termo da equação

3-8, o resultado �ca:

1

2

∫
∀
εTelτd∀ =

1

2

∫
∀
(εT − εTt )C(ε− εt)d∀ (3-10)

Invocando a estacionariedade do funcional Π e utilizando a simetria da

matriz constitutiva, a equação 3-8 se torna:

0 = δ
1

2

∫
∀
(εCε− 2εCεt + εtCεt)d∀ − δ

[∫
∀
UT
BfBd∀+

∫
S

UT
S fSdS +

∑
UT
C fC

]
Aplicando a propriedade distributiva:

1

2

∫
∀
(δ(εTCε)−δ(2εTCεt)+δ(εTt Cεt))d∀ = δ

[∫
∀
UT
BfBd∀+

∫
S

UT
S fSdS +

∑
UT
C fC

]
Aplicando a regra da cadeia:

1

2

∫
∀

2δεTCε−2δεTCεt+���
��:0

δ(εTt Cεt) d∀ = δ

[∫
∀
UT
BfBd∀+

∫
S

UT
S fSdS +

∑
UT
C fC

]
Por �m, ao reorganizar a equação acima e aplicando o lado direito da

relação 2-1:∫
∀
δεTCεd∀ =

∫
∀
δUT

BfBd∀+

∫
S

δUT
S fSdS +

∑
δUT

C fC +

∫
∀
δεTCα∆Td∀

(3-11)
Conforme exposto anteriormente no Princípio dos Deslocamentos Virtu-

ais, a equação 3-11 a�rma que a variação de energia armazenada no corpo

deve ser igual a do trabalho externo, somado à contribuição da variação de

temperatura.
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Agora, para que seja realizada a análise via Método dos Elementos Finitos

baseados em deslocamentos, deve-se reescrever a equação 3-11 em função

de seus deslocamentos discretizados, resultando no sistema matricial. Nesse

momento, incluem-se os resultados 3-3, 3-5a e 3-7 na equação 3-11.

M∑
m=1

∫
∀
uTB(m)TC(m)B(m)ud∀ =

M∑
m=1

(

∫
∀
uTH

(m)T
B f

(m)
B d∀+

∫
S

uTH
(m)T
S f

(m)
S dS

+ uTR
(m)
C +

∫
∀
uTB(m)TC(m)α

[
1 1 1 0

]T
(
n∑
i=1

hiTi)
(m) − T (m)

0 d∀) (3-12)

Na equação resultante, os somatórios em m indicam o somatório ao longo

de todos os elementos, desde o primeiro até o M-ésimo. Em termos de cálculo,

deve-se realizar todas as integrais em cada elemento e, posteriormente, somar as

entradas correspondentes ao mesmo nó das M matrizes resultantes na matriz

global de rigidez e no vetor de carregamentos. Para simpli�car a notação,

posteriormente tais somatórios serão omitidos.

Finalmente, o vetor de incógnitas u e o vetor de variação do deslocamento

u podem ser retirados das integrais e somatórios. Além disso, esse último

também pode ser colocado em evidência e �eliminado� na equação. Assim,

de�ne-se o equacionamento para o programa de elementos �nitos com a matriz

de rigidez K e o vetor de carregamento R conforme a equação 3-13.∫
∀
BTCBd∀︸ ︷︷ ︸

K

u =

∫
∀
HT
BfBd∀+

∫
S

HT
S fSdS +

∑
RC+

∫
∀
BTCα

[
1 1 1 0

]T (( n∑
i=1

hiTi

)
− T0

)
d∀︸ ︷︷ ︸

R

(3-13)

3.2

Formulação Térmica

De forma análoga ao caso elástico, a formulação térmica também parte

da discretização do problema em nós para sua solução. As principais diferenças

aparecem nas matrizes de �rigidez�, mais precisamente nas matrizes de condu-

ção e convecção, e compatibilidade e no vetor de carregamento térmicos. Além

disso, como se trata agora de apenas um grau de liberdade, o de temperatura,

a matriz H apresentada em 3-3 possuirá dimensão 1xn, sem seus elementos

nulos, sendo multiplicada por um vetor de temperaturas de dimensão nx1,
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com as mesmas funções de Lagrange. Por �m, baseando-se no Princípio das

Temperaturas Virtuais, um novo sistema matricial de equações é gerado para

a solução do modelo.

3.2.1

Matriz de Compatibilidade

A matriz de compatibilidade para análise térmica surge do gradiente

de do campo de temperaturas [1]. Em problemas genéricos de coordenadas

cilíndricas, pode-se escrever tal sistema como:

∇θ =

θrrθφφ

θyy

 =


∂θ
∂x

∂θ
x∂φ

∂θ
∂y

 (3-14)

No entanto, por se tratar de um caso axissimétrico, não há variação de

temperatura na direção tangencial, representada agora por φ uma vez que θ

será usado para temperatura.. Dessa forma, o segundo termo do gradiente é

sempre zero e pode ser retirado da matriz para o equacionamento.

Aplicando a discretização, com os polinômios de Lagrange, a equação

3-14 se torna:

∇θ =

dh1dx . . . dhn
dx

dh1
dy

. . . dhn
dy


︸ ︷︷ ︸

B


θ1
...

θn

 (3-15)

3.2.2

Princípio das Temperaturas Virtuais

Assim como no caso elástico, também há uma formulação especí�ca para

deduzir as equações para uma análise por elementos �nitos térmica. O princípio

em questão é o das Temperaturas Virtuais, que, em regime permanente,

estabelece a igualdade entre o �uxo interno de calor e o externo, entrando

ou saindo do sistema. O funcional Π para este caso pode ser escrito como [1]:

Π =

∫
∀

1

2

[
kx

(
∂θ

∂x

)2

+ ky

(
∂θ

∂y

)2
]
d∀ −

∫
∀
θqBd∀ −

∫
S

θSqSdS −
∑

θiQi

(3-16)
Novamente, ao invocar a estacionaridade do funcional, o resultado é a

formulação do Princípio de Temperaturas Virtais.∫
∀
δθT

′
kθ′d∀ =

∫
∀
δθqBd∀+

∫
S

δθSqSdS +
∑

δθiQi (3-17)
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Na equação 3-17, θ′ representa o gradiente de temperaturas, k, uma matriz

diagonal com os coe�cientes de condutividade térmica do material em cada

direção na respectiva linha, qB, o calor gerado ou removido do sistema por

unidade de volume e de tempo, qS, o �uxo de calor numa área S e Qi, a taxa

de transferência de calor num determinado ponto. Vale ressaltar que, para um

corpo imerso num �uido, o termo qS engloba a troca de calor por convecção.

Dessa forma, ao desenvolver a equação, mais um termo surge no lado esquerdo.

Discretizando o sistema com a ajuda da matriz de compatibilidade obtida

em 3-15, a formulação para o Método dos Elementos Finitos está pronta.

M∑
m=1

∫
∀
B(m)Tk(m)B(m)d∀θ =

M∑
m=1

∫
∀
H
T (m)
B qB(m)d∀+

M∑
m=1

∫
S

H
T (m)
S qS(m)dS +

M∑
m=1

Q(m) (3-18)

Para o corpo com convecção, o carregamento térmico super�cial corres-

pondente pode ser descrito por 3-19. Além disso, por conveniência, o sentido

positivo de �uxo térmico será de fora para dentro do corpo.∫
S

HT
S q

SdS =

∫
S

hHT
SH

S (θ∞ − θ) dS (3-19)

Nela, o produto do coe�ciente de convecção com vetores das funções de

forma e a temperatura externa (θ∞) se tornam mais um vetor de carregamento.

Enquanto isso, o produto com as temperaturas super�ciais, até o momento des-

conhecidas, será colocado no lado esquerdo da equação 3-18, representando por

Kconv o produto entre os coe�cientes de convecção e os vetores para interpola-

ção lagrangeana e as temperaturas nodais no vetor global de temperaturas.

Por �m, unindo as equações 3-18 e 3-19 e representando a soma de todos

os vetores de carregamento por Q, a equação �nal para ser implementada no

programa é obtida, onde Kcond representa a matriz de condução, resultado da

integral do lado esquerdo da equação 3-18.

M∑
m=1

(
K

(m)
cond +K(m)

conv

)
θ =

M∑
m=1

Q (3-20)

3.3

Condições de Contorno

Usualmente, em problemas de engenharia, diversas condições de contorno

devem ser aplicadas no corpo a ser simulado para que os resultados numéricos

estejam de acordo com a realidade. Elas são divididas em dois casos: essenciais



Capítulo 3. Modelo Numérico 22

e naturais [2]. As essenciais estão relacionadas a condições impostas direta-

mente sobre os graus de liberdade dos nós. Em casos genéricos, podem ainda

se relacionar com suas derivadas ou integrais. Já as naturais tratam das forças

envolvidas. Elas recebem esse nome por não ser necessário as impor direta-

mente sobre o problema com o método exposto nas equações 3-21 e 3-22, uma

vez que já estão considerados na formulação do variacional. Dessa forma, o

código deve ser capaz de aplicar as condições essenciais para gerar resultados

válidos.

Nos problemas propostos, apenas surgem condições de contorno essenci-

ais ligadas diretamente ao grau de liberdade do nó. Elas aparecerão na forma de

apoios móveis e �xos ou temperaturas impostas em determinados nós. Assim,

o código deverá eliminar a linha e coluna da matriz correspondentes a coorde-

nada das variáveis envolvidas e alterar o vetor de carregamento re�etindo essa

mudança.

A resolução de um problema com condição de contorno se inicia com a

montagem das matrizes de rigidez ou de condução e convecção e o respectivo

vetor de carregamento pelos procedimentos descritos anteriormente. Em se-

guida, para cada grau de liberdade de um nó conhecido, o programa opera o

procedimento descrito nas equações 3-21 e 3-22, para uma variável ui conhe-

cida. Ao �nal da subrotina, a matriz de rigidez, o vetor de incógnitas e de

carregamentos, inicialmente com tamanhos n × n, n × 1 e n × 1, possuirão

tamanho n − k × n − k, n − k × 1 e n − k × 1, respectivamente, sendo n o

produto do número total de nós pelos graus de liberdade envolvidos e k o de

variáveis conhecidas.

K1,1 . . . K1,i . . . Kn,n

...
. . .

...
...

Ki,1 . . . Ki,i . . . Ki,1

...
...

. . .
...

Kn,1 . . . Kn,i . . . Kn,n





u1
...

ui
...

un


=



R1

...

Ri

...

Rn


(3-21)



K1,1 . . . K1,i−1 K1,i+1 . . . Kn,n

...
. . .

...

Ki−1,1 . . . Ki−1,i−1 Ki−1,1

Ki+1,1 Ki+1,i+1 . . . Ki+1,1

...
. . .

...

Kn,1 . . . Kn,i−1 Kn,i+1 . . . Kn,n





u1
...

ui−1

ui+1

...

un


= R′ (3-22)
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R′ =



R1

...

Ri−1

Ri+1

...

Rn


− ui



K1,i

...

Ki−1,i

Ki+1,i

...

Kn,i


Vale ressaltar ainda a existência de outras formas para se aplicar con-

dições de contorno no Método dos Elementos Finitos, como o método das

penalidades e o dos multiplicadores de Lagrange [1]. Suas principais vantagens

estão em não alterar diretamente a matriz de rigidez, mas adicionar uma li-

nha ou mudar apenas uma entrada, forçando o resultado para o determinado

grau de liberdade ser numericamente igual ao imposto. No entanto, dada a

facilidade da manipulação de matrizes com o MATLAB, permitiu a simples

eliminação de linhas e colunas e a atualização do vetor de carregamento, o que

não ocorre em outras linguagens. Dessa maneira, os graus de liberdade dos nós

com condições impostas assumem explicitamente o valor desejado, ao invés de

uma aproximação numérica.



4

Estudo de Caso

A seguir, encontram-se os casos usados para testar o programa desen-

volvido de elementos �nitos. Inicialmente, para cada tópico, será exposto o

problema e sua solução analítica ou numérica segundo o software comercial

Ansys. Em seguida, o programa em MATLAB será usado para gerar uma so-

lução numérica pelo Método dos Elementos Finitos, testando sua convergência

de acordo com o número de elementos e sua e�ciência computacional. Ao �nal

dos casos, espera-se validar o programa com todos os resultados obtidos.

O material a ser utilizado nos corpos de todos os casos será o aço. Abaixo,

segue a tabela 4.1 com os valores para as propriedades do material relevantes

para análises termo estáticas.

Propriedades do aço

Propriedade Valor Unidade

Condutividade térmica 52.9 W
m·K

Módulo de Young 210 GPa

Coe�ciente de Poisson .29 -

Coe�ciente de dilatação do aço 11.7× 10−6 oC−1

Tabela 4.1: Propriedades do aço utilizadas no código

4.1

Cilindro circular longo preso a uma extremidade com distribuição axial

de temperatura

O primeiro caso estudado trata-se de um problema unidimensional clás-

sico da estática, com um cilindro cheio preso a uma extremidade e uma dis-

tribuição arbitrária de temperatura �nal imposta. Seu desenho esquemático

encontra-se na �gura 4.1. Vale ressaltar que, para a imagem abaixo, a origem

se encontra na metade do comprimento do cilindro.



Capítulo 4. Estudo de Caso 25

Figura 4.1: Cilindro circular longo preso por uma extremidade

A distribuição de temperatura indicada na �gura 4.1 se dá segundo a

função linear 4-1. Uma vez de�nida a distribuição, pode-se utilizar diretamente

a equação 2-1 para determinar o campo de deslocamentos envolvido.

Tfinal = T (y) = T0 +m
y + L

2

L
(4-1)

Com a distribuição em mãos, pode-se utilizar diretamente a equação 2-1 para

determinar o campo de deslocamentos envolvido. Desprezando o peso próprio

do cilindro e considerando o corpo livre para se deslocar radialmente, conclui-

se que não devem haver tensões internas dentro do corpo. Dessa forma, as

deformações elásticas são nulas e o deslocamento axial pode ser calculado

resolvendo a equação diferencial 2-1 com a condição de deformação aplicada.

v(y) =

∫ y

−L
2

α∆Tdy

v(y) = α(T0y +m
y2 + Ly

2L
− Tinicialy)

− α

(
T0
−L
2

+m
(−L

2
)2 + L−L

2

2L
− Tinicial

−L
2

)
(4-2)

Antes de apresentar a solução do problema segundo o Método dos Ele-

mentos Finitos, os demais parâmetros para de�nir a geometria e as tempera-

turas do problema precisam ser de�nidos. Os valores usados foram:

Caso 1

Parâmetro Valor Unidade
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Continuação da tabela 4.2

Caso 1

Raio interno (ri) 0 m

Raio externo (rf ) 25.4× 10−3 m

Comprimento (L) 1 m

Temperatura inicial (Tinicial) 40 oC

T0 40 oC

m 20 oC

Tabela 4.2: Parâmetros usados para o caso 1

Na tabela 4.2, vale ressaltar que os valores usados para comprimento, raio

interno e externo. Enquanto a solução analítica trata de uma situação unidi-

mensional, o programa trabalha com casos bidimensionais. Dessa forma, uma

razão entre a espessura de parede e comprimento deve ser pequena para que

os resultados numéricos e analíticos se aproximem.

O problema foi inicialmente resolvido com o programa de elementos

�nitos utilizando apenas um elemento de 8 nós. Como condições de contorno,

todos os nós da face inferior encontram-se livres para se deslocar apenas

radialmente, enquanto os da face interior, com x = ri = 0, apenas se deslocam

axialmente. Ambas condições se encontram representados na �gura 4.1 pelos

apoios móveis horizontais e pelo apoio móvel vertical, respectivamente. Nos

nós da interseção das duas faces, há um apoio �xo, devido a junção dos apoios

móveis nas duas direções. Assim, os resultados de deslocamento axial e tensão

axial foram:
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Figura 4.2: Deslocamento axial versus posição axial com 1 elemento
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Figura 4.3: Tensão axial versus posição axial com 1 elemento

Conforme observado na �gura 4.3, a solução viola as condições físicas

do problema ao indicar tensões não nulas numa extremidade livre.Também, a

solução é singular para o cálculo das tensões a coordenada radial (x) nula. Estas

respostas numéricas já eram esperadas, dado o pequeno número de elementos
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e a geometria do problema. Assim, a mesma simulação foi também executada

utilizado-se 10 elementos, distribuídos ao longo da direção axial, e com o mesmo

número de nós.
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Figura 4.4: Deslocamento axial versus posição axial com 10 elementos
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Figura 4.5: Tensão axial versus posição axial com 10 elementos
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Novamente, segundo a �gura 4.4, os resultados obtidos para os desloca-

mento axial estão em boa concordância quando comparados ao analítico. Para

as tensões, pelo grá�co da �gura 4.5, estas também apresentam boa concor-

dância com as condições de contorno naturais na superfície livre. No entanto,

na outra extremidade, ocorre um fenômeno interessante. Por estar próximo

da região onde há o contato com o solo e, portanto, as respectivas condições

de contorno, ela apresenta uma distribuição de tensões não esperada. No en-

tanto, para aplicações de engenharia, tais tensões possuem valores desprezíveis

quando comparadas com os produzidos por carregamentos típicos de engenha-

ria ou até mesmo com o limite de escoamento do material, com valor mínimo

da ordem de 200× 106 Pa para os aços, como no caso estudado.

O último parâmetro avaliado foi o erro absoluto do deslocamento axial

calculado no programa para o número de nós por elemento. A coordenada

escolhida para avaliá-lo foi o raio médio da peça, x = 0.0127 m. Assim,a malha

foi refeita, aplicando 2 colunas com 10 elementos em cada, para que houvesse

nós nessa coordenada para elementos com 4 nós. O erro absoluto foi escolhido

ao invés do relativo devido a possíveis divisões por zero, como ocorreria em

y = −L
2
.
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Figura 4.6: Erro absoluto versus posição axial com 4 nós por elemento
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Figura 4.7: Erro absoluto versus posição axial com 8 nós por elemento
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Figura 4.8: Erro absoluto versus posição axial com 9 nós por elemento

Os erros obtidos nas �guras 4.7 e 4.8, apesar de muito próximos, indicam

uma pequena melhora na aproximação dos resultados ao adicionar apenas um

nó no elemento, a custa de um problema com mais incógnitas. A grande
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diferença está na comparação dos resultados de 4 nós, na �gura 4.6, com

os demais. A diminuição drástica de pontos de avaliação por elemento levou

a erros uma ordem de grandeza maiores. Visando atingir um erro próximo

ao das �guras 4.7 e 4.8, a simulação foi refeita com elementos de 4 nós e

aumentando o número de elementos por coluna para 20 e 80, respectivamente,

mantendo sempre nós nas mesmas coordenadas, requisito fundamental no teste

de convergência de um programa como este.
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Figura 4.9: Erro absoluto versus posição axial com 4 nós por elemento e 40
elementos
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Figura 4.10: Erro absoluto versus posição axial com 4 nós por elemento e 160
elementos

Nas �guras 4.9 e 4.10, há grande melhora na aproximação para a

solução analítica. O erro absoluto, no entanto, se estabelece no valor de

aproximadamente 2.3×10−8, ainda maior que o obtido nas �guras 4.7 e 4.8. A

explicação para a variação está na interpolação feita para cada número de nós.

Quando apenas 4 nós são usados, a interpolação é sempre linear, ao, passo que

para 8 e 9 nós, interpolação nos elementos é quadrática.

4.2

Cilindro circular longo con�nado com distribuição axial de temperatura

O segundo caso a ser estudado trata-se de um cilindro con�nado axial-

mente entre duas paredes. Para modelá-lo, o princípio da superposição permite

transformá-lo na soma de dois casos separados: o caso anterior e um cilindro

com uma extremidade apoiada sofrendo compressão. Desse modo, por simpli-

cidade, será estudada a mesma geometria do caso anterior, com a mudança

numa das condições de contorno, sendo essa única alteração. O novo desenho

esquemático encontra-se na �gura 4.11.
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Figura 4.11: Cilindro circular longo con�nado

A partir dos resultados do caso anterior, a força necessária para superpor

ao cilindro com extremidade livre foi calculada. Ela deve manter o comprimento

do cilindro inalterado, atendendo, atendendo as condições de contorno do

problema original. Assim, a força aplicada deve causar deslocamento de mesmo

módulo e direção oposta ao calculado anteriormente, segundo a equação 4-3,

onde δ é o deslocamento máximo.

−δcaso1 =
FL

EA
=
σyyL

E
(4-3)

Substituindo os valores para δ = 11.7× 10−5 m, a tensão σyy vale -24.57 MPa,

com o sinal negativo indicando compressão.

Agora, para calcular os resultados utilizando o programa, a nova condição

de contorno foi imposta no modelo numérico. Para malha, foi utilizado o

elemento de 8 nós, com uma malha de duas colunas de 10 elementos cada.

Esses parâmetros resultaram num per�l de deslocamentos e tensão conforme

as �guras 4.12 e 4.13.
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Figura 4.12: Deslocamento axial versus posição axial com 20 elementos
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Figura 4.13: Tensão axial versus posição axial com 20 elementos

Conforme o previsto, o resultado de tensão numérico está muito próximo

do analítico. Além disso, per�l parabólico de deslocamento sempre negativo

também está de acordo com os valores de tensão axial compressiva. Porém,
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assim como na �gura 4.5, a distribuição das tensões aparece bem diferente do

valor constante esperado e atua numa extensão su�cientemente grande da peça.

Como solução, as malhas foram refeitas, dessa vez para 50 e 100 elementos ao

longo de uma única coluna, todos com 9 nós. Dessa forma, espera-se reduzir

tais efeitos no resultado �nal.
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Figura 4.14: Tensão axial versus posição axial com 50 elementos
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Figura 4.15: Tensão axial versus posição axial com 100 elementos

Analisando as imagens 4.14 e 4.15, nota-se a redução do comprimento

afetado pelos efeitos da extremidade. De fato, a solução analítica proposta

tem validade apenas em locais longe de extremidades, como reforçado pelos

grá�cos 4.13, 4.14 e, principalmente, 4.15. Ademais, aumentar mais ainda o

número de elementos na vertical não proporcionou melhoras signi�cativas na

solução, indicando que a resposta já convergiu.

Por �m, outro aspecto da solução analítica era a presença de tensões

apenas na direção axial, sendo as demais nulas. Os grá�cos 4.16, 4.17 e 4.18,

resultados também da simulação para 100 elementos distribuídos verticalmente

com 9 nós por elemento, con�rmam tal hipótese, apresentando apenas efeitos

causados pelas extremidades e, mesmo assim, com ordem de grandeza despre-

zível quando comparada a da tensão axial.
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Figura 4.16: Tensão radial versus posição axial com 100 elementos
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Figura 4.17: Tensão circunferencial versus posição axial com 100 elementos
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Figura 4.18: Tensão de cisalhamento versus posição axial com 100 elementos

4.3

Cilindro circular longo con�nado com distribuição axial de temperatura

e pressão interna

O terceiro caso trata novamente de uma superposição, semelhante ao

esquemático da �gura 4.19. Nele, há a superposição do caso do cilindro

con�nado com o caso de um cilindro que sofre efeito de pressão na face interna.

Dessa forma, a geometria do problema sofreu uma pequena alteração para se

adequar ao novo caso. Os novos dados se encontram na tabela 4.3.

Figura 4.19: Cilindro circular longo con�nado sofrendo pressão interna
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Caso 3

Parâmetro Valor Unidade

Raio interno (ri) 50× 10−3 m

Raio externo (rf ) 100× 10−3 m

Comprimento (L) 1 m

Temperatura inicial (Tinicial) 40 oC

T0 40 oC

m 20 oC

Pressão interna (pi) 106 Pa

Tabela 4.3: Parâmetros usados para o caso 3

Uma vez que o problema térmico já está resolvido, a única solução analítica

que falta é para um cilindro de paredes espessas sofrendo pressão interna. O

problema genérico, também conhecido como �problema de Lamé�, já possui

solução na literatura, onde o cilindro sofre pressões internas e externas [4].

Dessa forma, seguem abaixo as equações para tensões radiais e circunferenciais

causadas pela pressão interna.

σrr(x) =
pir

2
i

r2f − r2i

(
1−

r2f
x2

)
(4-4)

σθθ(x) =
pir

2
i

r2f − r2i

(
1 +

r2f
x2

)
(4-5)

De posse das equações 4-4 e 4-5, deve-se somar seus esforços aos do

caso anterior, na forma de esforços compressivos no cilindro. Portanto, espera-

se da nova solução numérica resultados semelhantes aos desenvolvidos em

[4] para tensões radiais e circunferenciais. Já para as tensões axiais, uma

pequena modi�cação ocorre. Na superposição, o efeito de Poisson causado no

deslocamento vertical pelas pressões internas se soma ao valor previamente

usado para estimar as tensões axiais, conforme as equações 4-6, para avaliar o

efeito de Poisson, e 4-7, uma reformulação da equação 4-3.

−δ = −(vmax,caso1 + v′caso3) =
FL

EA
=
σyyL

E
(4-6)

v′caso3 = − ν
E

(σrr + σθθ)L (4-7)

A simulação para este caso foi realizada inicialmente com uma malha de 50
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por 50 nós de 9 elementos distribuídos ao longo do comprimento da peça. As

condições de contorno aplicadas foram as mesmas representadas no desenho

esquemático, com os nós nas faces inferior e superior livres apenas para se

deslocarem radialmente. Dessa forma, seus resultados foram:
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Figura 4.20: Tensão radial versus posição radial com 2500 elementos
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Figura 4.21: Tensão circunferencial versus posição radial com 2500 elementos
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Figura 4.22: Tensão axial versus posição axial com 2500 elementos
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Figura 4.23: Tensão de cisalhamento versus posição axial com 2500 elementos

Os grá�cos 4.20 e 4.21 comparam os resultados obtidos com os calculados

segundo [4]. De fato, o programa avaliou corretamente o caso da superposição,

atendendo as condições de contorno naturais envolvidas (tensão radial em

x = ri igual a pressão interna e tensão nula em x = rf ). Já nas �guras

4.22 e 4.23, notam-se os efeitos das extremidades nos resultados da simulação

assumindo per�s inesperados nas hipóteses assumidas. No entanto, nas regiões

longe das extremidades, os valores assumem os previstos, com cisalhamento

nulo e tensão axial com módulo aproximado de 24.38× 106 Pa.

4.4

Disco circular com distribuição radial de temperatura

O quarto caso trabalha com as distribuições de temperatura radiais para

um corpo cilíndrico circular com pequeno comprimento se comparado a seu

raio, considerado um disco. Nessa situação, a solução adequada para o disco

cheio, representado na �gura 4.24, já foi demonstrada anteriormente em 2-9,

2-10 e 2-11. Dessa maneira, falta ainda de�nir a geometria do disco e seu per�l

de temperatura.
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Figura 4.24: Disco circular com distribuição radial de temperatura

A temperatura distribuída ao longo do raio segue a função quadrática 4-8.

Seus parâmetros, junto com os demais relacionados a geometria, se encontram

na tabela 4.4.

T (x) = T0 +mx2 (4-8)

Caso 4

Parâmetro Valor Unidade

Raio interno (ri) 0 m

Raio externo (rf ) 200× 10−3 m

Comprimento (L) 10× 10−3 m

Temperatura inicial (Tinicial) 40 oC

T0 40 oC

m 1000
oC
m

Tabela 4.4: Parâmetros usados para o caso 4

Substituindo a função de temperatura nas equações 2-9, 2-10 e 2-11 e efetuando

as integrações, os resultados são:

u(x) = (1 + ν)α
1

r
I(x) + (1− ν)

α

rf
rI(x = rf ) (4-9)

σrr(x) = αE

(
1

r2f
I(x = rf )−

1

r2
I(x)

)
(4-10)

σθθ(x) = αE

(
−∆T +

1

r2f
I(x = rf ) +

1

r2
I(x)

)
(4-11)

I(x) = m
x4

4
+ (T0 − Tinicial)

x2

2
−
(
m
r4i
4

+ (T0 − Tinicial)
r2i
2

)
(4-12)

A simulação foi realizada repartindo radialmente a peça em 10 elementos de 8

nós cada e aplicando as condições de contorno mostradas na �gura 4.24.Elas
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são: para os nós de coordenada radial nula, apenas era permitido deslocamento

axial e, para o nó com ambas coordenadas nulas, não haveria deslocamento,

em função da simetria em relação ao eixo horizontal. Os grá�cos comparando

a resposta numérica e a analítica se encontram nas �guras 4.25, 4.26 e 4.27.
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Figura 4.25: Deslocamento radial versus posição radial com 10 elementos
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Figura 4.26: Tensão radial versus posição radial com 10 elementos

0 0.02 0.04 0.06 0.08 0.1 0.12 0.14 0.16 0.18 0.2

x (m)

-5

-4

-3

-2

-1

0

1

2

3

 (
P

a)

107

Sol. Analítica, 4-11
Sol. Numérica, y = L/2
Sol. Numérica, y = 0
Sol. Numérica, y = -L/2

Figura 4.27: Tensão circunferencial versus posição radial com 10 elementos

Apesar de apresentarem boa aproximação, ainda há espaço para melhoria

nos resultados numéricos, em especial para os de tensão radial na imagem 4.26.

Dessa forma, o número de elementos ao longo da direção radial aumentou para
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50. Além disso, os grá�cos de tensão cisalhante e tensão axial também foram

confeccionados.
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Figura 4.28: Tensão radial versus posição radial com 50 elementos
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Figura 4.29: Tensão circunferencial versus posição radial com 50 elementos
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Figura 4.30: Tensão axial versus posição radial com 50 elementos
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Figura 4.31: Tensão cisalhante versus posição radial com 50 elementos

De posse dos grá�cos 4.30 e 4.31, é possível averiguar a validade das

hipóteses. Primeiramente, as tensões de cisalhamento de fato são nulas até

próximo das extremidades, conforme o previsto. Já para as tensões axiais, foi
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assumido que seriam nulas dada a espessura da peça. Apesar da �gura 4.30

mostrar tensões diferentes de zero em toda peça, sua ordem de grandeza é

desprezível quando comparada com as tensões radiais e circunferenciais, logo

a hipótese de tensão axial nula também se mostra razoável.

4.5

Cilindro circular longo com distribuição radial de temperatura

De forma análoga ao caso anterior, o problema do cilindro com distri-

buição radial de temperatura, esquematizado na �gura 4.32, também já foi

discutido anteriormente. A única diferença está na determinação das constan-

tes das equações 2-13, 2-14 e 2-15. Uma vez determinadas, as equações 2-16 e

2-17 fornecem os valores �nais para as tensões axiais na peça. Assim, deve-se

primeiro estabelecer a nova geometria do problema e em seguida obter suas

soluções analítica e numérica.

Figura 4.32: Cilindro circular longo com distribuição radial de temperatura

Os valores para a geometria proposta para o problema se encontram

na tabela 4.5. Por se tratar de um caso semelhante ao anterior, a mesma

distribuição de temperatura foi imposta, com os valores de suas constantes

omitidos da tabela.

Caso 5

Parâmetro Valor Unidade

Raio interno (ri) 50× 10−3 m

Raio externo (rf ) 120× 10−3 m

Comprimento (L) 800× 10−3 m

Tabela 4.5: Parâmetros usados para o caso 5
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As constantes C1 e C2 são determinadas ao analisar duas condições de

contorno no problema. Nas faces x = ri e x = rf , as tensões radiais devem

ser nulas. Ao resolver o sistema de equações para C1 e C2 e usando a equação

4-12, as novas expressões se tornam:

C1 =
(1 + ν)(1− 2ν)α

(1− ν)(r2f − r2i )
I(x = rf ) (4-13)

C2 =
α(1 + ν)r2i

(1− ν)(r2f − r2i )
I(x = rf ) (4-14)

Ao substituí-las nas equações 2-13, 2-14, 2-15, 2-16 e 2-17, as soluções

analíticas estão prontas para serem usadas.

Para a análise numérica, o primeiro passo é aplicar as condições de

contorno essenciais envolvidas. Por ser vazado, não há mais a restrição de

deslocamento radial nulo na face interna. Logo, nesse problema, há apenas

uma condição existente, retratada na �gura 4.32 na forma de um apoio móvel,

restringindo o movimento na direção axial.

Todas as simulações foram realizadas com uma malha de 10 elementos

na horizontal por 10 na vertical. Para os grá�cos, apenas resultados ao longo

da linha central foram gerados, tendo em vista que a solução analítica vale

apenas para regiões distantes da extremidade.
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Figura 4.33: Deslocamento radial versus posição radial com 100 elementos
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Figura 4.34: Tensão radial versus posição radial com 100 elementos
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Figura 4.35: Tensão circunferencial versus posição radial com 100 elementos
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Figura 4.36: Tensão axial versus posição radial com 100 elementos

A geometria proposta se enquadra bem no na quali�cação de cilindro

longo, segundo os resultados das �guras 4.33, 4.34, 4.35 e 4.36. Contudo, um

aspecto da solução analítica ainda carece de estudo, a escolha de uma medida
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ou relação para quali�car o cilindro como longo. Ao reduzir seu comprimento de

800 mm para 400 mm, a alteração nos resultados é sensível conforme mostram

as �guras 4.37, 4.38, 4.39 e 4.40. Para gerá-los, o programa foi executado com

uma malha de 20 elementos na horizontal por 10 na vertical, com 8 nós em

cada.

0.05 0.06 0.07 0.08 0.09 0.1 0.11 0.12

x (m)

4

5

6

7

8

9

10

11

12

13

u 
(m

)

10-6

Sol. Analítica, 2-13
Sol. Numérica, y = 0

Figura 4.37: Deslocamento radial versus posição radial com 200 elementos
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Figura 4.38: Tensão radial versus posição radial com 200 elementos
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Figura 4.39: Tensão circunferencial versus posição radial com 200 elementos
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Figura 4.40: Tensão axial versus posição radial com 200 elementos

Ainda assim, a hipótese de cisalhamento nulo se apresentou adequada

para o problema. Tanto para o cilindro mais longo quanto para o mais curto, os

resultados, representados nas �guras 4.41 e 4.42, possuíam ordem de grandeza

de aproximadamente 10−6. Se comparados a ordem de grandeza das tensões

calculadas anteriormente, as tensões cisalhantes são consideradas efetivamente

nulas.
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Figura 4.41: Tensão de cisalhamento versus posição radial no cilindro com 800
mm de comprimento
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Figura 4.42: Tensão de cisalhamento versus posição radial no cilindro com 400
mm de comprimento
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4.6

Aleta circular �na

O próximo caso se trata de uma superfície estendida, muito comum em

processos de troca de calor com gases. Para estudá-la, devido a limitações na

geração da malha do programa, a peça aletada precisou ser separada em duas

partes, o corpo da peça, que normalmente gera o calor a ser dissipado e não

será estudado, e a aleta, representada na �gura 4.43.

Figura 4.43: Aleta circular �na

Ao separar a aleta da peça principal, deve-se manter a coerência das

condições físicas do problema. Isso pode ser feito de duas formas, tornando a

temperatura da base da aleta, a esquerda da imagem 4.43 igual a temperatura

super�cial da região do corpo onde a aleta estava ou igualando o �uxo de calor

que entra na aleta com o que sai do corpo nos mesmos locais mencionados

anteriormente. Assim, a opção escolhida foi a de mesmo �uxo de calor, com a

hipótese de que o �uxo seria constante em toda a superfície da base da aleta.

Ao contrário dos demais casos, agora também é necessário de�nir valores

para a etapa de troca de calor no problema. Os valores para o coe�ciente

de convecção, atuando nas faces superior, inferior e externa da aleta foram

selecionados baseados em valores típicos de convecção forçada com o ar,

presentes em [5]. Já o �uxo de calor de entrada foi escolhido para resultar

numa distribuição de temperatura adequada para a peça. Dessa maneira, os

valores escolhidos foram:

Caso 6

Parâmetro Valor Unidade

Raio interno (ri) 15× 10−3 m

Raio externo (rf ) 85× 10−3 m

Comprimento (L) 10× 10−3 m

Fluxo de calor na face interna (q′′) 105 oC
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Continuação da tabela 4.6

Caso 6

Tinicial 20 oC

T∞ 20 oC

Coe�ciente de convecção nas faces

superior e inferior (h1)
120 W

m2K

Coe�ciente de convecção na face externa (h2) 180 W
m2K

Tabela 4.6: Parâmetros usados para o caso 6

Além dos parâmetros para o problema, também é necessário de�nir

as condições de contorno adequadas para o caso. De forma análoga a casos

anteriores, a aleta, semelhante ao disco, não apresentará deslocamento vertical

no ponto central da face interna, representada pelo apoio móvel na �gura 4.43.

O mesmo modelo foi montado no Ansys, um programa comercial de

elementos �nitos. O software opera de forma similar ao código em Matlab.

Primeiramente, deve-se resolver uma análise térmica da peça e, em seguida,

enviar a distribuição de temperatura resultante para uma análise estática. Em

ambas análises, deve-se fornecer como input os dados presentes nas tabelas

4.1 e 4.6, além das condições de contorno adequadas e a malha desejada.

Assim, a simulação foi realizada no Ansys com uma malha de 139 elementos

na horizontal por 20 na vertical e elemento de 8 nós.

Para resolver o problema de troca de calor com o código em Matlab,

a análise térmica também foi ativada, recebendo como entrada o �uxo men-

cionado anteriormente. Para uma comparação adequada, a mesma malha e

elemento foram utilizados, tornando os pontos de avaliação os mesmos. Por

�m, ao importar os resultados do Ansys para o Matlab, o programa desenvol-

vido gerou os grá�cos de temperatura, deslocamento radial e distribuição de

tensões, encontrados nas �guras a seguir.
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Figura 4.44: Distribuição de temperatura versus posição radial
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Figura 4.45: Deslocamento radial versus posição radial
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Figura 4.46: Tensão radial versus posição radial
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Figura 4.47: Tensão circunferencial versus posição radial
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Figura 4.48: Tensão axial versus posição radial

Ao analisar os grá�cos das �guras 4.44, 4.45, 4.46, 4.47 e 4.48, nota-se a

grande semelhança das respostas, numericamente iguais. A principal diferença

em termos de cálculo apareceu no tempo de computação dos dois programas.

Enquanto o software comercial executava toda a simulação, incluindo a de-

�nição dos parâmetros e a geração da malha e geometria num tempo curto,

da ordem de 15 segundos, o código em Matlab precisava de 44 segundos para

realizar todas as operações mencionadas, tempo mensurado com funções já

implementadas próprio Matlab.

Em ambos os casos, o maior tempo esteve na solução do sistema linear

resultante das equações 3-13 e 3-20, como se espera de um sistema linear com

um número elevado de variáveis, consumindo aproximadamente 37 segundos

no código desenvolvido no comando próprio do Matlab. O tempo restante

corresponde as demais funções do programa, envolvidas na montagem nas

matrizes do problema, e na geração de grá�cos.

Do ponto de vista físico, os resultados apresentados ajudam a estudar

os efeitos térmicos na aleta hipotética escolhida. Segundo os grá�cos, a peça

não apresentaria troca de calor devido a radiação com ordem de grandeza

considerável ou sofreria escoamento, dada as pequenas tensões envolvidas,

mesmo sem avaliar diretamente a tensão equivalente por Mises ou Tresca.

Assim, conclui-se que o programa calcula resultados corretos para as condições

impostas no código.
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No entanto, dada simpli�cação na geometria feita anteriormente para

a aleta, deve-se ter cuidado ao analisar os resultados fornecidos para a

extremidade no lado esquerdo da peça. Todos os resultados indicam tensão

super�cial nula na direção radial, esperado em superfícies livres. Uma aleta,

porém, não possui tal superfície livre devido ao corpo principal da peça, omitido

nesse caso. Dessa forma, apesar dos valores calculados com o Ansys e com o

programa desenvolvido serem muito próximos, ambos estão incorretos e devem

ser usados com extremo cuidado. Ao considerar toda a aleta, ocorreria, na

mudança de seção do corpo principal da peça para a aleta, um problema de

concentração de tensão, em especial nos cantos vivos. Outro ponto importante

está também nos deslocamentos calculados no software comercial na �gura

4.49, que possui um per�l incorreto se comparado com o da peça aletada.

Contudo, espera-se que, numa simulação onde toda a peça é modelada, os

resultados longes da transição da seção se aproximem dos calculados, conforme

estabelece o princípio de Saint-Venant.

Figura 4.49: Deslocamento radial na aleta, gerado no Ansys
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Conclusão

Ao longo do trabalho, testou-se o programa desenvolvido para diferentes

condições de funcionamento, com problemas axissimétricos variados. Em to-

dos os casos, a solução numérica apresentada obteve aproximação satisfatória

quando comparada com as respectivas soluções analíticas ou numéricas forne-

cida por softwares reconhecidos no mercado. Além disso, os resultados também

apresentaram coerência com as condições físicas existentes, com valores numé-

ricos muito próximos dos de condições de contorno naturais. Dessa forma, as

respostas numéricas validam o programa implementado.

Em termos numéricos e computacionais, as repostas também se mostra-

ram coerentes quanto a convergência, erros e tempo computacional, em especial

nos primeiros casos. Ao aumentar o número de nós por elementos ou o número

total de elementos, todas as respostas convergiram para um único resultado,

sendo esse o esperado segundo soluções analíticas ou numéricas. Já o tempo

de computação do programa, apesar de maior que o de um software comercial

comum, mostrou boa e�ciência, pois a maior parte do tempo foi gasta na so-

lução do sistema linear com um método interno do Matlab, otimizado para o

menor tempo possível de computação. Ainda assim, para o tempo restante, há

espaço para melhorias, especialmente na montagem das matrizes envolvidas no

Método dos Elementos Finitos.

Em resumo, dada todas as soluções e características do funcionamento

do programa desenvolvido neste trabalho, conclui-se que as soluções fornecidas

são adequadas quando se tratando de problemas lineares térmicos em corpos

axissimétricos. No entanto, esse tipo de problema corresponde a apenas uma

parcela pequena quando comparada a todos os outros possíveis casos a serem

estudados. Como forma de aprimorar o programa, novos casos devem ser

estudados, como o problema da radiação ou plasticidade, tornando a análise

não linear, ou o de um material cujas propriedades dependam da temperatura,

alterando o funcional do problema para um que considere o acoplamento entre

as características térmicas e estruturais envolvidas.
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