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RESUMO 

 

O método de otimização topológica pode ser usado para o projeto de materiais 

com propriedades não-usuais. Estes novos materiais, denominados de 

metamateriais, apresentam propriedades melhoradas ou prescritas tais como o 

coeficiente de Poisson negativo ou o coeficiente térmico de expansão nulo. 

Metamateriais auxéticos aumentam as dimensões da sua seção transversal 

quando tracionados e diminuem quando comprimidos, ou seja, possuem o 

coeficiente de Poisson negativo. 

Este trabalho tem como objetivo o desenvolvimento de materiais auxéticos 

através do método de otimização topológica. As topologias obtidas serão pós-

processadas e simuladas no Solidworks. 
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ABSTRACT 

The topological optimization method can be used to design materials with 

unusual properties. These new materials, called metamaterials, have improved 

or prescribed properties such as the negative Poisson's coefficient or the thermal 

coefficient of zero expansion. 

Auxetic metamaterials increase the dimensions of its cross section when 

stretched and decreases when compressed, i.e., they have a negative Poisson’s 

ratio. 

This work aims to develop auxetic materials through the topological optimization 

method. The topologies obtained will be postprocessed and simulated in 

Solidworks. 
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1. Introdução 

Otimização topológica é uma poderosa ferramenta computacional que 

reformula o problema de projeto, como um problema de otimização de distribuição de 

material para que o sistema encontre um layout ótimo para cumprir os requisitos 

determinados pela função objetivo. Durante as últimas três décadas, a otimização 

topológica de estruturas de carregamentos leves com comportamento linear elástico 

tem sido bem notáveis e foi estendida para problemas de design de metamateriais 

com comportamento altamente não linear. A primeira microestrutura projetada com 

parâmetros constitutivos prescritos foi feita por Sigmund usando a teoria da 

homogeneização inversa em 1944 [1]. Sigmund aplicou a homogeneização inversa 

para obter microestruturas de treliças com coeficiente de Poisson negativo tanto em 

2D quanto em 3D. Wang [2] e Allaire [3], ambos aplicaram um método de otimização 

baseado em nível para projetos 2D NPR. Zhang [4] empregou o método baseado em 

energia de deformação para prever propriedades elásticas efetivas e aplicou uma 

otimização algorítmica dupla para o projeto de microestrutura com propriedades 

elásticas. Mesmo que os modelos 2D NPR possam ser extrudidos para obter 

geometrias 3D manufaturáveis [5], interesses em microestruturas 3D levou a alguns 

desenvolvimentos recentes no projeto de estruturas NPR. Schwerdtfeger [6] usando 

material isotrópico sólido com o método de penalização (SIMP) obteve uma 

microestrutura 3D NPR. Em outra contribuição recente, Andreassen [7] projetou uma 

microestrutura elástica 3D usando um método SIMP modificado. Além disso, Clausen 

[8] projetou microestruturas com coeficiente de Poisson programável sobre grandes 

deformações. 

 

1.1. Otimização Topológica para Materiais Complacentes 

 

A pesquisa de hoje gira em torno do desenvolvimento de materiais com 

propriedades personalizadas. Uma das propriedades desejadas é de alta rigidez em 

relação ao peso que pode ser alcançado por estruturas celulares. Quando a geometria 

dessas estruturas celulares são modificadas, dá-se origem aos materiais auxéticos. 

Até agora, a maior parte da pesquisa foi realizada em materiais celulares de 

microescala. Outra abordagem de desenvolvimento funcional materiais auxéticos é 

um material baseado em mecanismo design como destacado nas obras de Kim [9, 10] 
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e Lee [11]. Com base na inspiração de estruturas reentrantes, foram elaborados 

mecanismos compatíveis com reposta auxética na mesoescala. Eles relataram que o 

coeficiente de Poisson de magnitude 40 podem ser obtidos a partir desses 

mecanismos. As propriedades mecânicas desses mecanismos podem ser alteradas 

através da realocação de furos e fendas. Os furos nestes mecanismos servem como 

articulações. 

 

1.2. Materiais Auxéticos 

 

O coeficiente de Poisson é a relação entre a deformação elástica na direção 

perpendicular e a de carregamento. 

� = −�௬�௫ = − ௫݈ݔ∆௬݈ݕ∆ =  ݔ∆ݕ∆−

 Materiais com coeficiente de Poisson negativo são denominados materiais 

auxéticos, o que significa que quando tracionamos um corpo na direção longitudinal, 

ele se expande na direção lateral. 

Essa característica pode ser utilizada para melhorar propriedades mecânicas 

com o objetivo de incrementar a resistência, aumentando a resistência à fratura, ou 

fornecendo maior capacidade de absorção de som. 

Muitas propriedades dependem do coeficiente de Poisson, como por exemplo, 

o módulo de cisalhamento �, onde � = �ʹሺͳ + �ሻ 
e � é o módulo de elasticidade. Pode-se perceber, que quando o � se aproxima 

de −ͳ, o módulo de cisalhamento tende ao infinito. 

 

1.3. Objetivos 

 

O presente trabalho se propõe a realizar um estudo paramétrico para projeto 

de materiais auxéticos. Serão feitas modificações na rotina Matlab de forma a obter-

se a melhor resolução para o material, mantendo-se as condições de contorno e 

variando alguns parâmetros do código. Os resultados obtidos serão analisados e 

comparados com os já existentes na literatura. 
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2. Otimização Topológica 

2.1. Introdução 

 

O principal objetivo da otimização topológica é encontrar a melhor distribuição 

de material dentro de um domínio de projeto. Esta distribuição é feita levando-se em 

consideração alterações em algum comportamento mecânico da estrutura, tal como 

flexibilidade, frequências naturais ou tensão, entre outros, que também são chamadas 

de função objetivo. 

Em geral, um problema de otimização estrutural pode ser expressado como um 

problema de otimização de dimensionamento, onde o objetivo é encontrar o tamanho 

da seção transversal de todos os elementos estruturais de um corpo ou a espessura 

de todos os pontos de uma placa. O mesmo problema pode ser expresso por um 

problema de otimização de forma, onde o objetivo é encontrar a forma dos buracos 

ou ilhas no interior do domínio desejado, ou ainda por um problema de otimização 

topológica onde o objetivo é distribuir material dentro do domínio de forma que a 

estrutura seja capaz de suportar os carregamentos internos e externos. Algumas 

aplicações da otimização topológica são: design, otimização de estruturas, 

mecanismos flexíveis, materiais anisotrópicos, entre outras [12]. 

 

 

Figura 1 – Três categorias de otimização estrutural (a) dimensionamento; (b) forma e (c) 
otimização topológica. As soluções finais são demonstradas nas figuras (d), (e) e (f) 

respectivamente (Nikolaos T. Kaminakis, Georgios E. Stavroulakis, 2012) 

A otimização topológica é um problema binário do tipo 0-1. Primeiramente, o 

domínio é discretizado em elementos finitos. Cada elemento finito representa uma 
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variável de densidade x. Se a densidade é igual a um, há material naquela área e a 

célula é pintada de preto. Se a densidade é igual a zero, não há material, e a célula é 

pintada de branco. 

 

 

Figura 2 - (a) Discretização por elementos finitos. (b) Resultado final. Os elementos em branco 
indicam ausência de material, em preto, presença de material e em cinza, a densidade está 

entre 0 e 1 (Nikos T. Kaminakis, et al., 2015) 

 

2.2. Código 

Desde que Sigmund publicou o código “99 lines” em 2001, o compartilhamento 

de softwares educacionais se tornou tradição na área de otimização topológica. O “88 

lines” é uma versão incrementada do código de Sigmundi, foi desenvolvido para 

alcançar uma melhor eficiência. Mais recentemente, o PolyMesher [14] e o PolyTop 

[15], complementou a literatura com a implementação do código MATLAB de 

otimização topológica, que inclui uma rotina de elementos finitos baseada em 

elementos poligonais [16]. 

 

2.2.1. PolyMesher 

 

O Polymesher é um simples código MATLAB para geração de malhas 

poligonais. As principais características do Polymesher são a representação implícita 

do domínio e a utilização do diagrama de Centroidal Voronoi para a discretização. A 

representação implícita garante grande flexibilidade para construção de uma classe 

relativamente grande de domínios com expressões algébricas. A discretização do 

domínio é construída pelo Centroidal Voronoi tesselation (CVT) que utiliza uma 

aproximação para o contorno. Essa aproximação é obtida através da inclusão do 

conjunto de reflexões dos grãos [19]. Além disso o método de Lloyd’s é usado para 

estabelecer uma distribuição uniforme de grãos e, portanto, uma malha de ótima 

qualidade. 
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Para gerar a malha usando o PolyMesher, o usuário precisa definir uma função 

domínio que define o domínio da malha. Esssa função é passada para o PolyMesher, 

disponibilizando acesso as informações da geometria do domínio, assim como os 

limites e as condições de contorno. A figura 3 mostra exemplos de malhas geradas 

pelo PolyMesher [16]. 

 

 

Figura 3- Malhas criadas usando o PolyMesher (Anderson Pereira, et al., 2011) 

 

2.2.2. PolyTop 

O PolyTop é um código para otimização topológica estrutural que inclui uma 

rotina de elementos finitos baseada em elementos poligonais. O código também 

possui uma estrutura na qual a rotina de análise e o algoritmo de otimização são 

separados da formulação de otimização de topologia. 

Para rodar o PolyTop, o usuário precisa de dois arquivos principais. Primeiro, o 

PolyTop.m é o núcleo do código que contém o otimizador e rotinas de análise, 

incluindo a rotina FE e as funções responsáveis pelo cálculo dos custos funcionais e 

suas sensibilidades. Depois, o PolyScript.m é um script que chama o PolyTop.m, 

guarda todos os parâmetros relacionados a otimização topológica que vinculam as 

variáveis com os parâmetros de análise, assim como o modelo de elementos finitos. 

Na implementação do PolyScript, as funções auxiliares PolyMesher e PolyFilter 

são chamadas para malha de elementos finitos e para a construção da matriz de 

filtragem linear. Outra função auxiliar é a MatIntFnc.m, responsável pela interpolação 

de material, é passada para o PolyTop.m pelo opt.MatIntFnc [16]. 
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Figura 4 - Problemas de mecanismo complacente com geometria não trivial usando PolyTop (Anderson Pereira, et 

al., 2011) 

 

2.2.3. Mecanismos Complacentes 

 

A função objetivo do problema de otimização para a mínima flexibilidade é: � = ��� 

Já para o mecanismo complacente: � =  ��ࡸ

Onde �, � e ࡸ são respectivamente, a força global, o vetor de deslocamento e 

um vetor de zeros, exceto o grau da posição de saída que é um. 

Para uma equação de estado linear discretizada, ࡷ� = � onde ࡷ é a matriz de 

rigidez, a sensibilidade da função objetivo, que respeita a variável de estado �, dada 

por: ���� = −�� ���� � 

Onde � é a solução para o problema abaixo:  ࡷ� = ���� 
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2.3. Otimização Topológica para Materiais Flexíveis 

Mecanismos flexíveis são estruturas que permitem transformar cargas externas 

em movimento. Esse tipo de estrutura combina a cinética de um mecanismo 

tradicional com a rigidez de uma estrutura usual. Mecanismos flexíveis são corpos 

monolíticos. As áreas de articulação que aparecem na distribuição de material são 

resultados da otimização topológica. 

 Um exemplo de problema de design de mecanismo complacente é a 

microestrutura de um material auxético. 

 

2.3.1. Exemplos  

Inversor de força e pinça ou “garras” são outros exemplos de mecanismos 

flexíveis. Devido a simetria, agora, podemos resolver somente a metade do domínio. 

 

Figura 5 - Problemas de mecanismo flexíveis (Anderson Pereira, et al., 2011) 

 

 

Figura 6 - Topologias finais 
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3. Materiais Auxéticos 

3.1. Introdução 

 

As propriedades dos materiais podem ser adaptadas através da modificação 

da sua geometria. Com esse conceito, muitos metamateriais podem ser 

desenvolvidos. Materiais auxéticos é uma classe de materiais que exibe propriedades 

interessante de coeficiente de Poisson negativo. Em virtude do comportamento 

auxético, propriedades mecânicas como resistência a fratura podem ser melhoradas. 

Para explorar as propriedades dos materiais auxéticos, várias aplicações potenciais 

foram exploradas na medicina, esporte, automóveis e etc. 

 

3.2. Condições de Contorno 

 

Para achar as soluções de uma otimização topológica é preciso determinar as 

condições de contorno do problema. Obviamente, isso depende das propriedades que 

se deseja para o material.  

Nos casos presentes nesse trabalho, o objetivo é distribuir material dentro do 

domínio retangular 30 x 30 mm. Para um material auxéticos especificamente, quando 

aplicamos forças nos pontos A e A’, os pontos B e B’ devem se mover para fora. 

 

 

Figura 12. Condições de contorno para um quarto do modelo de um material auxético (Nikos T. Kaminakis, et al., 

2015) 

Devido a simetria nos eixos, pode-se reduzir o domínio em um quarto do 

original, de forma a simplificar o problema. 
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Para a formulação do problema, usam-se molas com rigidez ݇� e ݇௨௧ como 

pode ser visto na figura. Assim, o objetivo é maximizar a deformação �௨௧ da mola de 

saída. Para baixos valores de ݇௨௧ podemos obter grandes deslocamentos [13]. 

 

 

3.3. Exemplos 

 

Um dos desenvolvimentos de células auxéticas é uma classe de material 

chamada colmeia. O exemplo mais recente de colmeia auxética é a topologia 

hexagonal reentrante esquematizada na figura 13. A figura mostra a deformação da 

colméia pela articulação das costelas diagonais em resposta a uma carga axial 

aplicada. O alinhamento das costelas diagonais ao longo da direção horizontal do 

estiramento aplicado faz com que as costelas alinhadas ao longo da direção vertical 

se movam independentemente, gerando assim, o efeito auxético. A maioria das 

colmeias desse tipo se deformam predominantemente por flexão das costelas 

diagonais, com dobramento e alongamento axial das costelas acontecendo 

simultaneamente.  

 

 

Figura 13 – Colmeia reentrante em estado não deformado e deformado (A Alderson∗ and K L 
Alderson, 2011) 

 

Uma das desvantagens do sistema de colmeia reentrante é a dificuldade de 

fabricação em larga escala. Outros métodos são possíveis (como técnicas de 

prototipagem e moldagem rápidas), mas, claramente, isso exigirá justificativa através 

de uma análise de custo-benefício. 

Alternativamente, existem outras topologias que geram o efeito auxético em 

sistemas de colmeia e que produzem um núcleo auxético comercialmente viável em 

termos de fabricação e desempenho. A figura 14 mostra algumas topologias 
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alternativas a de colmeia e que aumentam o comportamento auxético. A colmeia 

“QUIRAL” (Fig. 14(a)) consegue o efeito auxético através do enrolamento ou 

desenrolamento dos ligamentos dos nós da seção reta circular em resposta a força 

aplicada. A flexão e/ou articulação na colmeia em estrela (Fig. 14(b)) ou na cabeça de 

flecha dupla (Fig. 14(c)) permitem o abertura e fechamento das estrelas e da cabeça 

de flecha, respectivamente, para permitir o comportamento auxético [13]. 

 

 

Figura 14 – Topologias de colmeias auxéticas (a) quiral; (b) estrela; (c) cabeça de flecha dupla 
(A Alderson∗ and K L Alderson, 2011) 

 

Quando um material convencional hexagonal não-auxético é submetido a um 

momento de flexão, ele adapta uma forma de sela como mostrado na figura 15a. Por 

outro lado, no caso de materiais auxéticos, uma curvatura dupla em forma de cúpula 

é formada como mostrado na figura 12b. Esta propriedade é chamada de sinclástica 

[20]. Esta propriedade dos materiais auxéticos de se adaptar a forma de curva torna-

os um candidato promissor para aplicações esportivas e médica dispositivos de 

segurança [17]. 

 

 

Figura 15. (a) Formato de sela de um material não auxético sujeito a flexão; (b) Formato de 
cúpula de um material auxético sujeito a flexão (Krishna Kumar Saxena, et al., 2017) 
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4. Resultados 

 

A partir do código de otimização topológica foram geradas diversas peças. 

Alguns parâmetros como o raio do filtro (R), fração de volume (VolFrac), rigidez das 

molas (LeftBottomSpring e RightUpperSpring) e número de elementos foram variados 

a fim de observar o comportamento dos mesmos nos resultados finais. Para efeito de 

comparação, também foram simuladas algumas geometrias tradicionais da literatura. 

 

 

 

Figura 16. Malha e modelo auxético criado a partir do PolyTop 

 

  

 No intuito de analisar o comportamento da peça, assim como suas 

deformações, esse modelo foi gerado através do Solidworks. A malha criada pode ser 

vista na Figura 17e tem 88593 nós e 57222 elementos. 
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Como as forças aplicadas até agora foram baixas e os deslocamentos 

pequenos, todas as simulações deste trabalho foram feitas através de solução linear 

elástica. A teoria linear pressupõe pequenos deslocamentos. Também pressupõe que 

as normais às áreas de contato não mudam de direção durante a carga. Portanto, 

considera que a carga total é aplicada de uma só vez. Esta abordagem pode levar a 

resultados imprecisos ou dificuldades de convergência nos casos em que essas 

pressuposições não forem válidas. A solução de grande deslocamento é necessária 

quando a distorção adquirida altera significativamente a rigidez (capacidade da 

estrutura de resistir a cargas). Para analisar o comportamento do Poisson em uma 

solução com grandes deslocamentos, a força foi variada e o deslocamento vertical e 

o Poisson medidos. 
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LINEAR  GRANDES DESLOCAMENTOS 

F δǆ δǇ Poisson  F δǆ δǇ Poisson 

5 0,07884 0,05713 -0,72463  5 0,07819 0,05678 -0,72618 

10 0,1577 0,1143 -0,72479  10 0,1549 0,1127 -0,72757 

15 0,2365 0,1714 -0,72474  15 0,23 0,1675 -0,72826 

20 0,3154 0,2285 -0,72448  20 0,3031 0,2209 -0,7288 

25 0,3942 0,2857 -0,72476  25 0,3742 0,2726 -0,72849 

30 0,4731 0,3428 -0,72458  30 0,4429 0,3224 -0,72793 

35 0,5519 0,3999 -0,72459  35 0,5092 0,3701 -0,72683 

40 0,6308 0,4571 -0,72464  40 0,5726 0,4153 -0,72529 

45 0,7096 0,5142 -0,72463  45 0,6335 0,4581 -0,72313 

50 0,7884 0,5713 -0,72463  50 0,6916 0,4984 -0,72065 

60 0,9461 0,6856 -0,72466  60 0,7997 0,5712 -0,71427 

70 1,104 0,7999 -0,72455  70 0,8982 0,6344 -0,7063 

80 1,262 0,9141 -0,72433  80 0,9873 0,6885 -0,69736 

90 1,419 1,028 -0,72445  90 1,068 0,7347 -0,68792 

100 1,577 1,143 -0,72479  100 1,143 0,7744 -0,67752 

110 1,735 1,257 -0,7245  110 1,212 0,8084 -0,667 

130 2,05 1,485 -0,72439  130 1,336 0,8634 -0,64626 

140 2,208 1,6 -0,72464  150 1,446 0,9051 -0,62593 

150 2,365 1,714 -0,72474  170 1,545 0,9368 -0,60634 

170 2,681 1,943 -0,72473  190 1,637 0,9616 -0,58742 

190 2,996 2,171 -0,72463  210 1,723 0,9808 -0,56924 

210 3,311 2,4 -0,72486  230 1,804 0,9956 -0,55188 

230 3,627 2,628 -0,72457  250 1,882 1,007 -0,53507 

250 3,942 2,857 -0,72476  270 1,957 1,016 -0,51916 

 

 

 Nesse gráfico pode-se observar que, considerando o comportamento 

não-linear, o coeficiente de Poisson reduz como o aumento dos deslocamentos. 
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5. Conclusão 

 

Nesse trabalho, foi apresentada uma forma de se construir materiais auxéticos 

através de otimização topológica. O efeito do coeficiente de Poisson negativo foi 

verificado, demonstrando o comportamento de um material auxético. 

Os resultados gerados pela rotina PolyTop apresentaram coeficiente de 

Poisson maior (em módulo) do que a estrutura tradicional presente na literatura, no 

entanto, sabe-se da dificuldade de se produzir em larga escala uma estrutura 

complexa como a gerada aqui.  

É evidente que as propriedades dos materiais auxéticos são muito 

interessantes e os fazem potenciais candidatos para várias aplicações. No entanto, 

esse tipo de material ainda está em etapa de desenvolvimento e requer pesquisa 

intensiva. A maioria das literaturas propuseram estruturas auxéticas, mas poucas 

delas mostraram validação experimental bem sucedida para realizar sua aplicação na 

prática. 
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