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Resumo

De Souza, Rodrigo Marinho; Griffiths, Simon Richard; Gongalves,
Ana Patricia Carvalho. Tempos de mistura para passeios
aleatérios no grupo simétrico. Rio de Janeiro, 2017. 96p.
Dissertacao de Mestrado — Departamento de Matematica, Pontificia
Universidade Catoélica do Rio de Janeiro.

O objetivo desta dissertagao é apresentar algumas técnicas e ferramen-
tas para a obtencao de cotas superiores e inferiores para tempos de mistura
de cadeias de Markov. Para que isso se torne mais interessante, apresentare-
mos estes conceitos através de cadeias de Markov que atuam sobre o grupo
simétrico, que podem ser vistas como embaralhamentos de cartas. Ademais,
usaremos um destes embaralhamentos como toy model para o processo de
exclusao simples simétrico, o que nos ajudard a determinar os tempos de

mistura do embaralhamento e do famoso sistema de particulas.

Palavras-chave
Cadeias de Markov; Embaralhamentos; Tempos de Mistura; Cut-

offs;  Processo de Exclusao Simples.
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Abstract

De Souza, Rodrigo Marinho; Griffiths, Simon Richard (Advi-
sor); Gongalves, Ana Patricia Carvalho (Co-Advisor). Mixing
times for random walks on the symmetric group. Rio de
Janeiro, 2017. 96p. Dissertacao de Mestrado — Departamento de
Matematica, Pontificia Universidade Catolica do Rio de Janeiro.

The aim of this dissertation is to introduce some techniques and tools
to obtain upper and lower bounds for Markov chains mixing times. To make
it more interesting, we introduce these concepts through Markov chains that
act on the symmetric group, which can be seen as card shuffies. Furthermore,
we use one of these shuffles as a toy model for the symmetric simple exclusion
process, which helps us to determine mixing times for the shuffle and for

the famous particle system.

Keywords
Markov Chains; Shuffles; Mixing Times; Cutoffs; Simple Exclusion

Process.
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1
Introducao

Um passeio aleatério em um grupo é uma cadeia de Markov cujo espago
de estados é o conjunto de elementos desse grupo, e a cada passo, a probabili-
didade de transi¢do de um elemento para outro é dada por um incremento que
caracteriza tal passeio aleatorio. Mais especificamente, esta cadeia move-se
multiplicando o estado atual, a esquerda, por um elemento aleatorio do grupo

escolhido de acordo com o incremento.

Um embaralhamento de cartas pode ser visto como um passeio aleatorio
no grupo simétrico S, (grupo das permutagoes). O nosso interesse é saber
quantas vezes precisamos embaralhar um baralho para que ele esteja bem

embaralhado. Mas o que é estar bem embaralhado?

Um baralho tradicional possui 52 cartas, o que nos da 52! permutacoes
possiveis para ele, e isso é da ordem de 10%® que é maior que o nimero de
particulas no sistema solar. Diremos que um baralho estd bem embaralhado
quando todas essas possiveis permutagoes forem equiprovaveis, o que pode
nos intimidar a saber quantas embaralhadas sdo necessarias e suficientes para
chegarmos a uniformidade, o que chamaremos mais a frente de tempo de

mistura.

Uma outra questao que podemos nos fazer é: Qual é a melhor maneira de
embaralhar cartas? Esse é um problema de muito valor para cassinos e apos-
tadores. Nesta dissertacao, analisaremos trés embaralhamentos. O primeiro,
chamado de embaralhamento Top-to-random, consiste em pegar a carta do
topo do baralho e coloca-la de volta ao baralho em qualquer posicao escolhida
uniformemente ao acaso. Mostraremos que o tempo de mistura para este tipo
de embaralhamento é da ordem de nlogn, resultado obtido por Aldous e

Diaconis em [1].

Em seguida, analisaremos o embaralhamento Gilbert-Shannon-Reeds
(rifle shuffle), para o qual Bayer e Diaconis mostraram, em [3], que sete

embaralhadas do tipo certo sdo necessarias e suficientes para embaralhar
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Capitulo 1. Introducio 12

bem um baralho padrdao com 52 cartas. Este resultado ficou conhecido como
teorema das sete embaralhadas. Por ltimo, porém nao menos importante,
estudaremos o embaralhamento das transposi¢oes adjacentes, que Lacoin em
[11], usou como um toy model para o processo de exclusio simples encontrando
tempos de mistura tanto para o embaralhamento, quanto para o sistema de

particulas.

Ademais, mostraremos que alguns destes passeios aleatérios em S,
apresentam um fenémeno muito interessante conhecido como cutoff, que
ocorre quando a distancia de variagao total, que nos fornecera a distancia do

equilibrio, cai abruptamente de 1 para 0 no tempo de mistura.

E aconselhavel que o leitor tenha um prévio conhecimento de algebra
linear, bem como conceitos basicos de probabilidade. E para uma leitura mais

prazerosa, recomenda-se o primeiro capitulo de [12].
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2
Tempos de mistura e distancia do equilibrio

Neste capitulo, introduziremos algumas definicGes e técnicas para podermos

determinar o tempo que uma cadeia de Markov leva para alcancar o equilibrio.

2.1
Distancia de variacao total

Definicao 2.1 Definimos a Distancia de Variacdo Total entre duas distribuic6es

de probabilidade 1 e v em um espaco de estados () como

drv (1) = ||p = vllgy = maxace [ (A) — v (A)].

Proposicao 2.2 Também podemos definir a Distancia de Variacdo Total como

=y = 5 3 () — v (@)].

€

Prova. De fato, sejam B = {z:pu(z) >v(x)} e A C £ um evento qualquer.
Entdo, como x € (AN B°) = p(z) < v (x), temos:

#(A) — v (A) < p(ANB) - v (AN B) < u(B) - v (B)
Do mesmo modo, temos:
v (A) — i (A) < v (B%) — (B9

Assim, podemos ver que os lados direitos das desigualdades acima sao iguais, pois
quando fazemos a diferenca entre eles, obtemos zero. Dai, se A = B (ou A = B°),
entdo | (A) — v (A)| = v (B°) — pu(B°). Portanto,

le = vy = 5 | (B) =v(B) + v (B°) — p (B[

=52 lu(@) —v(@).

e

N

\)
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Capitulo 2. Tempos de mistura e distancia do equilibrio 14

0

Definicao 2.3 Se v @ evsdo distribuicées de probabilidade em 2, entao
dizemos que 1Y) converge para v em variacdo total quando t — oo, escrevendo
v I se

lim dpy (v, v) = 0.

t—o00

2.2
Tempos de mistura

Sabemos que uma cadeia de Markov irredutivel e aperiédica com espaco de
estados finito {2 e matriz de transicdo P possui uma Unica distribuicdo estacionaria
7 e que dada uma distribuicdo inicial arbitraria, essa converge para m em variacao
total (veja o Teorema A.7). Estamos interessados no tempo necessério para que
a cadeia atinja o equilibrio. Dessa forma, definamos a distancia entre a cadeia de

Markov no tempo ¢ e a distribuicdo estacionaria 7 por

d(t) :== max HPt 7TH

e TV’

onde P'(x,y) é a probabilidade de alcancar o estado y em ¢ passos, saindo do

estado z.

Definicao 2.4 Definimos o tempo de mistura para uma cadeia de Markov por

tmiz(€) :=1inf {t : d(t) < €}

Proposicao 2.5 Seja j1 uma distribuicdo de probabilidade em €2 e P uma matriz

de transicdo. Entdo, d(t) = sup,, ||nP* — 7|1

Prova. Seja p uma distribuicdo de probabilidade em 2. Pela Proposicdo 2.2 e pela

desigualdade triangular, temos

Pl = § 5 [oP0) 70| = § 5| e P) — 5 e

yeN yEQ € €N
SfZZu )| P, y) = 7(y)

yEQxEQ
_ t _ _ t _
= 5 0y 3 |Pe) - w0 = S )P ) <,
<I£95<HP z,.) =7,
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Capitulo 2. Tempos de mistura e distancia do equilibrio 15

Como u foi tomada arbitrariamente,

SUupb Hupt B 7THTV < max HPt(:c, )= 7THTV = d(t).

A desigualdade oposta é 6bvia. 0

2.3
Distancia de separacao

E facil ver que a distancia de variacdo total é uma métrica. Uma outra
distancia que, apesar de n3o ser uma métrica, é muito util, é a distancia de

separacao.

Definicao 2.6 Definimos a distancia de separacdo, para cada x € €2, por

s5(t) = max [1 — P;(Zy)y)] .

E também definimos

s(t) := max s (t).

Do mesmo modo, o tempo de separacdo pode ser definido por

toep(€) :=1nf {t : s(t) <€}

Proposicdo 2.7 A distancia de separacdo s,(t) satisfaz ||P'(x,.) — 7||p, <
s:(t), e portanto d(t) < s(t).

Prova. A demonstracdo que segue encontra-se na pagina 80 de [12].

De fato,

P'(z,y)
- *() [1 - ]
yEQ: Pt (z,y)<m(y) Y m(y)
Py
= r;leas%( [1 7(y) ] = s:(t)

OJ
Nas préximas duas secdes, introduziremos algumas ferramentas que utiliza-

remos mais a frente para encontrar cotas para os tempos de mistura.


DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 1521907/CA


PUC-Rio- CertificagaoDigital N° 1521907/CA
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2.4
Tempos estacionarios fortes

Os tempos estacionarios fortes foram introduzidos pela primeira vez por
Aldous e Diaconis em [2] (veja também [1]), e sdo uma ferramenta muito simples
e Gtil para a obtencao de cotas superiores para tempos de mistura. As definicdes

e resultados desta secdo foram extraidos de [12].

Definicao 2.8 Dada uma sequéncia (X;),,, de varidveis aleatdrias em (2, dize-
mos que uma variavel aleatéria T em {0,1,2,--- joo} é um tempo de parada para

(X;) se, para cadat > 0, existe um conjunto B; C Q! tal que
{T = t} = {(X07X1;"' ,Xt) S Bt}

Em outras palavras, um tempo aleatério T é um tempo de parada se, e somente

se, a funcdo indicadora 1,y for uma fungdo do vetor (Xo, X1, -, Xy).

Toda matriz de transicao P tem um sistema dinamico aleatério associado,
ou seja, podemos encontrar uma sequéncia (Z,),.,, de variaveis aleatérias i.i.d. e

uma fungdo f: Q2 x A — Q tal que a sequéncia (X}),, definida por
XO =, € Xt = f(thlazt)

seja uma cadeia de Markov com matriz de transicdo P iniciada em x (veja apéndice
B).

Definicao 2.9 Dizemos que um tempo aleatério T é um tempo de parada
randomizado para a cadeia de Markov (X}),., se é um tempo de parada para

a sequéncia (Zy),,-

Definicdo 2.10 Seja (X;),., uma cadeia de Markov irredutivel com distribuicdo
estaciondria w. Um tempo_ estaciondrio T para (X;) é um tempo de parada
randomizado, possivelmente dependendo da posicao inicial x, tal que a distribuicdo
de X, ém, isto é,

Po{X: =y} =n(y).

Definicdo 2.11 Um tempo estacionario forte para uma cadeia de Markov (X;),~,
com distribuicdo estacionaria m é um tempo de parada randomizado T, possivel-

mente dependendo da posicdo inicial x, tal que

Poir =1, X, =y} = P {7 = t} n(y). (2.1)

Em palavras, X, tem distribuicdo 7 e é independente de 7.


DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 1521907/CA


PUC-Rio- CertificagaoDigital N° 1521907/CA

Capitulo 2. Tempos de mistura e distancia do equilibrio 17

Lema 2.12 Seja (X,),., uma cadeia de Markov irredutivel com distribuicdo
estaciondria . Se T & um tempo estaciondrio forte para (X),-,, entdo para todo
>0, )

Po{r <t, X =y} = P {r <t} m(y).

Prova. Seja Zi,Z,,--- a sequéncia i.i.d. usada no sistema dindmico aleatério

associado a (X;). Para qualquer s < t,

PAr=s5,Xi=y}=> PA{Xi=ylr=sX, =2} P {r =s,X, =z}.

z€Q

Como 7 é um tempo de parada para (Z;),., 0 evento {7 = s} é equivalente
a {(Zy,---,Zs) € B} para algum conjunto B C A®. Além disso, para inteiros
r,s > 0, existe uma funcao fr Q x A" — Q tal que

Xr+s = fr(Xsa Zs+17 e 7Zs+7‘)~
Como os vetores aleatérios (Z1,- -+, Zs) e (Zsy1, - , %) sdo independentes,

PoAXi=ylr =5, Xo =2} = Po{fisz, Zoya,-++  Z) = yl(Z1,-++ , Z.) € B, X, = 2}
= P"%(z,y).

Portanto,

P Ar=s5X,=y} = Z P (z,y)m(2) Py {1 = s}.

z€Q

Como 7 satisfaz m = 7 P?~5,
P Ar=5X,=y}=n(y)P.{T = s}.

Agora, somando em s < ¢, temos o resultado. O

Proposicao 2.13 Se 7 é um tempo estacionario forte, entdo

$(t) < P {1 > t}.

Prova. Sejam x,y € 2. Entao,

Py | PRA{Xi=y} . PA{Xi=y 1<t}
e T aw W)
_ TWRATSH oy,

m(y)
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Capitulo 2. Tempos de mistura e distancia do equilibrio 18

que garante o resultado. 0
Teorema 2.14 Se 7 é um tempo estacionario forte, entdo

dlt) = mpe |P'(e,.) =, < magePe 7 > 1)

Prova. Sabemos que d(t) < s(t) = max,cq S;(t). Entdo, usando a Proposicdo
2.13, temos que
d(t) < max P, {1 > t}.

2.5
Cota por contagem

Definicdao 2.15 Seja (X;),., uma cadeia de Markov com matriz de transicdo P,
irredutivel e aperiédica em um espaco de estados €2, cuja distribuicdo estacionaria
7 € a uniforme. Definamos dy.(z) := |{y € Q: P(x,y) > 0} |* como o nimero

de estados acessiveis em um passo saindo de x, e seja
A = max dyu (T
Q) out( )

0 ntmero maximo de estados acessiveis em um passo.

Proposicdo 2.16 Se A" < (1 —¢€)|Q

, entdo

log (|192[(1 —¢€))
bmia(€) 2 log A '

Prova. De fato, seja {2¥ o conjunto de todos os estados acessiveis em t passos
saindo de x. Observemos que Q7] < A'.
Como A! < (1 —€)|©], temos

t

HPt(x, ) - 7THTV > P2, Q7)) —m(Qf) > 1 2 > €.

19
Ent3o,
1 Q1 —
) 2 2E0=9)
g
Em particular,
e (312)
= log A

*Usamos a notagao |A| para denotar a cardinalidade de um conjunto A.
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2.6
O cutoff

O cutoff é um fenémeno que ocorre em algumas cadeias de Markov quando
a distancia de variacdo total (ou de separacdo) cai abruptamente de 1 para 0 ao

redor do tempo de mistura.

Definicao 2.17 Uma sequéncia de cadeias de Markov tem cutoff se, para todo
0<e<T, n
4

1m1—£@ELf:1. (2.2)
n—00 t(”) (1 _ 6)

mwx

Teorema 2.18 Sejam tmm e d,, o tempo de mistura e a distancia da estacionari-
dade para a n-ésima cadeia numa sequéncia de cadeias Markov. A sequéncia tem
cutoff se, e somente se,

1, sec<l1;

lim dy (et ) = (2.3)
nee 0, sec>1.

Prova. Suponhamos que vale (2.3). Seja 0 < v < 1. Como limy, o d,((1 —

y)tisl)x) = 1, para cada 0 < € < 1, existe n; € N tal que n > n; implica
‘dn (1 =)t fmm — 1‘ < €. Entdo, se n > ny, —e < d,((1 — )t f;jl)m) — 1, ou seja,

do((1 =)t )Y > 1 —e.

mwx

Logo,
(1— )t <4 (1 ).

mwx mwx

mix

Analogamente, como lim,, o d,,((1 + 7¥)t,,:,) = 0, para cada 0 < € < 1, existe

ns € N tal que n > ny implica ’d (1+t)

mixr

< €. Logo, se n > ny, temos
du((1+7)thl) <€,

implicando que (14+7)t"). > t™) (¢). Tomemos N = maz {ni, n»} e sejan > N.

mix

Entao, - w
tmzx( ) S ti:llz)x < tmzx<1 B E)
(1+7) 1—vy

Logo, para 0 < € < =, temos

(n)
M- T 17

mwx
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pois se 0 < ¢ < 1, temos que ") (€) > tfgi)x(l —€).

mix

Agora, fazendo v — 0 e n — oo, temos

(n)
t 1
im (n)mw(e) =1, paratodo 0 < e < —. (2.4)
e tmzx(l - 6) 2
Note que se (2.4) vale, entdo
(n)
t 11—
T Gl Y (2.5)

n—00 t(”)

mzx( )

Logo, (2.4) também vale para todo 1 > ¢ > % Portanto, a sequéncia tem cutoff.

Reciprocamente, suponhamos que a sequéncia tenha cutoff. Ent3o, como

hm()%zl,
n=eo g™ (1 —¢€)

mwx

dado 0 < v < 1, existe ng € N tal que se n > ng, entdo

£ ()

mix

—— < 1l4+vy=c
fimia(1 =€)

Assim, como ¢ > 1, t") () < ct™) (1 — ¢€). Tomando ¢ € (0,1/2), temos

mix mix

0 () < ct™) (1 =€) < ct'™). . Agora, pela definicio de d,,

mixr mixr mix”

du(ctin),) < du(tid () =€,

mix

para todo € € (0,1/2). Tomando ¢ = i, para n suficientemente grande, temos
que e € (0,1/2) e

1
lim dn(ct%)aj) < lim — =0.

n—00 — n—oo 4n

Do mesmo modo, como

£ (e)

m ————— =
(1=

Y

dado 0 < v < 1, existe ny € N tal que se n > ng, entao

Assim, como ¢ < 1, ct™ (1—¢ < ¢

mix mix

(¢). Tomando € = (1 - —) para n
(n) (1 (n) (1 _ L
suficientemente grande, temos que ct ( ) t (1 4n).

mzac mw:
Dai
ai,

(n ) m) (1 ) (n) ( 1 )
Lo < CL <t 1 .
¢ Clpmix <4n = Ymiz An


DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 1521907/CA


PUC-Rio- CertificagaoDigital N° 1521907/CA

Capitulo 2.

Logo,

Portanto,

Tempos de mistura e distancia do equilibrio

1
d, (ct™ ) > (1— )

1
lim dy(ct™ ) > lim (1 - ) = 1.

n—00 n—00 4n

21
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3

Embaralhamento Top-to-random

3.1
Introducao ao modelo

Comecaremos introduzindo um assunto que, a priori, ndo parece ter relacdo
com embaralhamentos, mas veremos que, no final, ele nos ajudard a entender
melhor o problema.

Suponha que uma empresa produz n figurinhas diferentes. Um colecionador
deseja um album completo. Suponhamos que cada figurinha que ele adquire possui
probabilidade igual de ser cada um dos n tipos. Assim nos perguntamos: Quantas
figurinhas ele deve obter para completar o seu album sem trocar figurinhas com

outras pessoas?

Seja X; o numero de diferentes tipos entre as t primeiras figurinhas do
colecionador. Claramente X, = 0. Quando o colecionador tem k tipos diferentes

de figurinhas, tem-se n — k tipos faltando. Portanto,

n—k

n

P(Xt+1:l€+1’Xt:]{j):

k

P(Xt+1 - k|Xt - k’) - —.

n
Podemos perceber que toda trajetéria desta cadeia é nao-decrescente e, uma
vez que a cadeia chega no estado n (correspondendo ao album completo), ela é

absorvida |a.

Estamos interessados no nimero de passos requeridos para alcancar o estado

absorvente.

Proposicao 3.1 Considere um colecionador que deseja obter um album completo
de figurinhas. Assuma que cada nova figurinha é escolhida uniforme e indepen-

dentemente do conjunto de n tipos possiveis, e seja T o nimero (aleatdrio) de
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figurinhas colecionadas quando o album finalmente contém todos os tipos. Entdo

"1
= nZ— ~ nlogn.”
sk

Prova. A demonstracdo que segue encontra-se na pagina 22 de [12].

A esperanca E(7) pode ser calculada escrevendo 7 como a soma de variveis
aleatérias geométricas. Seja 7, o nimero total de figurinhas acumuladas quando o

album finalmente contém k figurinhas distintas. Entdo
T:Tn:7'1+(Tg—7’1)+"'+(7’n—7'n_1).

Assim, 7, — 7,1 € uma variavel aleatéria geométrica com probabilidade de sucesso
(n—k+1)/n, uma vez que depois de colecionar 7;_; figurinhas, tem-se n — k+ 1
tipos faltando para a colecdo. E cada figurinha subsequentemente obtida tem a
mesma probabilidade (n — k + 1)/n de ser de um tipo ainda ndo encontrado, até

que um novo tipo seja finalmente obtido. Assim, E(7, — 7x—1) =n/(n—k+1) e

n n nl
:kz::l (T — Th—1) gn_k+1 EZ:EN nlogn.

O

Proposicao 3.2 A varidvel aleatéria /taw definida acima satisfaz P(t >

[nlogn + cn]) < e~ para cada ¢ > 0.

Prova. A demonstracdo que segue encontra-se na pagina 23 de [12].

Seja A; o evento que o i-ésimo tipo n3ao aparece entre as primeiras

[nlogn + en] figurinhas obtidas. Primeiro, observe que

P(t > [nlogn + cn)) (UA) SiP(AZ-). (3.1)

Como cada ensaio tem probabilidade 1 —n~! de n3o tirar a figurinha i e os ensaios

sdo independentes, o lado direito da desigualdade (3.1) fica limitado superiormente

por
n 1 [nlogn+cn] 1
5 (1 _ ) < nexp <_nogn+cn> i
i=1 n n

provando a proposicao. ([l

?Usamos =~ para denotar uma aproximacao assintética.
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Agora, consideremos o seguinte método para embaralhar um baralho com n
cartas: Pegue a carta do topo e coloque-a aleatoria e uniformemente no baralho,

como na Figura 3.1.

Figura 3.1: Embaralhamento top-to-random em um baralho com 7 cartas.

Esse processo, conhecido como embaralhamento top-to-random, ird misturar
o baralho. As possiveis transicdes nas permutacdes do baralho sdo um passeio
aleatério no grupo S, irredutivel e aperidédico, que sabemos que possui uma

distribuicdo estacionéria e esta é a uniforme (veja proposicdes A.7 e C.2).

A pergunta agora é a seguinte: Quantas vezes devemos embaralhar este

baralho usando este método para que o mesmo esteja bem embaralhado?

3.2
Cota superior

Definamos como 7;,, 0 tempo ap6és um movimento depois que a carta que
estava originalmente no fundo do baralho é movida para o topo deste. Mostraremos

que Ti,, € um tempo estacionario forte.

Proposicao 3.3 Seja (Xt)t20 0 passeio aleatério em S,, correspondente ao emba-
ralhamento top-to-random com n cartas. Ent3o, dado que em um tempo t existem
k cartas embaixo da que estava originalmente no fundo, cada uma das k! possiveis
ordenacbes dessas cartas estdo igualmente distribuidas. Portanto, pela definicdo

de Ty0p, a distribuicdo de X, € uniforme em S, e o tempo 7,, € independente
de X

Ttop "

Prova. A demonstracdo que segue encontra-se na pagina 76 de [12].

Demonstraremos esta proposicao por inducdo. Primeiro, quando ¢ = 0, ndo
ha cartas embaixo da carta originalmente no fundo, e portanto, a afirmacdo é

verdadeira.
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Agora, suponhamos que a afirmac3o seja verdadeira para um tempo t. Queremos

mostrar que também é para o tempo (¢t + 1).

Com efeito, existem duas possibilidades para ¢ + 1: Uma carta é colocada
embaixo da carta originalmente no fundo ou n3o. No segundo caso, as cartas
embaixo da originalmente no fundo permanecem em arranjo uniforme. No primeiro
caso, como uma carta foi colocada aleatoriamente embaixo da que estava origi-
nalmente no fundo, as (k + 1) possiveis localizacdes para a carta sdo igualmente

distribuidas, e entdo, cada um dos (k + 1)! arranjos sdo equiprovaveis.

Além disso, em T4, — 1 as cartas abaixo da inicialmente no fundo estdo
uniformemente distribuidas. Portanto, a ordem das cartas em 7, é uniforme em
todos os arranjos possiveis e 7y, € independente de X

Ttop "

0

Teorema 3.4 Para o embaralhamento Top-to-Random, t,,;, < nlogn + O(n)°®.

Prova. Notemos que quando hd k cartas embaixo da que estava originalmente
no fundo, a chance desse nimero aumentar em uma carta é k/n até que uma
embaralhada coloque a carta do topo embaixo dela. Entdo, a distribuicao de 7,

€ a mesma do tempo do colecionador de figurinhas.

Pela Proposicdo 3.3, vemos que 7, € um tempo estaciondrio forte e pela

Proposicao 3.2, temos que para todo ¢ > 0,
P(Tiop > [nlogn+cn]) < e
Portanto, pelo Teorema 2.14, temos que

d(nlogn +cn) < e

Consequentemente,

1
tmiz(€) < nlogn + log (> n.
€

Dizemos que f(n) = O(g(n)) se géz)) < C quando n — 0.
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3.3
Cota inferior

Teorema 3.5 Seja (X;) a cadeia Top-to-Random em n cartas. Para qualquer
e > 0, existe uma constante « tal que o > « implica que para n suficientemente
grande,

d,(nlogn —an) > 1—e.

Em particular, existe uma constante o tal que para n suficientemente grande,

tmiz > nlogn — ain.

Prova. A demonstracdo que segue encontra-se na pagina 96 de [12].

Seja A; o evento em que as j cartas originalmente no fundo estdo em sua
ordem relativa original. Seja 7; o tempo necessario para a carta inicialmente na

posicao j, a contar do fundo, alcancar o topo. Entdo,
n—1
=7

onde 7;, é o tempo que a carta inicialmente na posicdo j, a contar do fundo, vai
da posicdo ¢, a contar do fundo, para a posicao ¢ + 1.

As variaveis 7;;, i = j,---,n — 1, sdo independentes e 7;, tem distribuicdo
geométrica com parametro p = i/n. Portanto,

2
]E(Tjﬂ‘) = ; e VCLT(T]‘,Z') < &

2
onde Var(X) é a varidncia da variavel aleatéria X. Assim,

n—ln LA

]E(Tj):Z—,:Z;—l2nlogn—nlogj—n:n(logn—logj—1)

i=j ' =

200 1 n2
Var(t;) <n Zi(i—l) S T

=7

Agora, usando a desigualdade de Chebyshev, temos

P{r; <nlogn —an} < P{r; —E(1;) < —n(a —logj — 1)}

n? 1

S 2 S . Y
(j—Dn*(a—logj—1)" — j—1
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desde que o > log j + 2.

Definamos ¢, () = nlogn — an. Se 7; > t,(«), entdo as j cartas originalmente
contadas a partir do fundo do baralho estdo em sua ordem relativa original em
tempo t,(«).

Logo,

1
P®(e, A) > P{r; > ty(e)} > 1 - 7
j —
para a > logj + 2.

Por outro lado, para a distribuicdo estacionaria uniforme,

1 1
W(Aj):fg.i-
R

Portanto, para a > log j + 2,
dn(ta(@)) > [P e, ) =7 > PO (e, ) = m(4)) > 1— ——.
Tomando j = e* 2, e n > e* 2, temos

dy(t,(a)) > g(a) :=1— precamet

Portanto,
liminf d, (¢, () > g(«),

onde g(a) — 1 quando ov — oc.

3.4
Cutoff

Teorema 3.6 O embaralhamento Top-to-Random tem cutoff.

Prova. De fato, para o embaralhamento Top-to-Random em um baralho com n

cartas, obtemos as cotas
d,(nlogn+an) < e @
liminf d,(nlogn — an) > 1 —2e*°.

Em particular, a cota superior tende a 0 quando o@ — 00, e a cota inferior tende a

1 quando a@ — oo. Portanto, quando n — oo, a funcao d,, se aproxima da funcao
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degrau

1, sec<1;
lim d,(cnlogn) =
e 0, sec>1.

Portanto, pelo Teorema 2.18, o embaralhamento Top-to-Random tem cutoff. [J
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4
O embaralhamento Gilbert-Shannon-Reeds (GSR)

4.1
Uma introducao ao modelo

Neste capitulo, vamos analizar o método mais usado, no mundo, para
embaralhar cartas. O método baseia-se em cortar o baralho aproximadamente no
meio e intercalar as cartas das duas metades como uma cascata. Por esta raz3ao,

este embaralhamento é conhecido como riffle shuffle. Veja a Figura 4.1.

Figura 4.1: Vizualizacao de um embaralhamento cascata.

Definicao 4.1 Uma sequéncia levantadora de uma permutacdo o é uma sequéncia

maximal de valores consecutivos que ocorre na ordem relativa correta em o.

Por exemplo, se num baralho com 10 cartas temos e =
1,2,3,4,5,6,7,8,9,10 e 0 = 7,1,8,2,3,9,4,10, 5,6, entdo ¢ tem duas sequén-
cias levantadoras 1,2,3,4,5,6 e 7,8,9, 10.

O conceito de sequéncia levantadora foi definido através da analise de um
truque de magica chamado Premo. N3o estudaremos o truque, mas este é muito

bem explicado em [3].

Definicao 4.2 Um riffle shuffle é uma permutacdo com uma ou duas sequéncias

levantadoras, tendo apenas uma quando a permutacdo obtida for a identidade.

Agora analisaremos o modelo sugerido por Gilbert e Shannon (1955), e Reeds

(1981), para um riffle shuffle aleatério (veja [3]). Este modelo é muito similar aos
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embaralhamentos feitos por jogadores amadores.

Abaixo listamos trés métodos para embaralhar um baralho com n cartas.

1.

Seja M uma variavel aleatéria binomial (n,1/2). Divida o baralho em duas
n
pilhas, sendo uma delas as M cartas do topo. Existem Y, formas de

juntar as duas pilhas com um riffle shuffle preservando a ordem relativa de

cada pilha. Escolha um desses arranjos uniformemente ao acaso.

Seja M uma variavel aleatéria binomial (n,1/2). Divida o baralho em duas
pilhas, sendo uma delas as M cartas do topo. Segure as duas pilhas sobre uma
mesa e solte as cartas, uma por uma, formando uma unica pilha, procedendo
da seguinte maneira: Se em um momento particular a pilha da esquerda
contém a cartas e a pilha da direita contém b cartas, entdo deixe cair uma
carta da pilha da esquerda com probabilidade a/(a+b) e uma carta da pilha
da direita com probabilidade b/(a+b). Repita o procedimento até que todas

as cartas tenham caido.

Marque as n cartas com n marcadores "0"s ou "1"s escolhidos uniforme e
independentemente, de acordo com uma moeda honesta. Uma sequéncia de
cartas marcadas forma uma frase de "0"s e "1"s. Coloque todas as cartas

marcadas com 0 no topo do baralho, preservando sua ordem relativa.

Chamaremos por X; a trajetéria da cadeia de Markov gerada pelo embara-

lhamento GSR.

Lema 4.3 Os métodos 1 e 2 geram a mesma distribuicdo () nas permutacées,

onde

(n+1)/2", seo=e,

Qo) =31/2", se o tem exatamente duas sequéncias levantadoras,

0, caso contrario.

Prova. Vejamos primeiro o método 1.

Se o tiver duas sequéncia levantadoras 1,2,--- ke (k+1),(k+2),--- ,n,

~ 4 . . n
entdo é claro, pois o evento M = k acontece com probabilidade I /2™ e somente

uma das <Z> possiveis permutacdes é o. Assim, se P.(-) = P(-| Xy = e), temos

Qo) = P.(Xy = 0, M = k) = P.(X, = 0| M = k)B(M = k) — 2171
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No caso de o = e o valor de M pode ser qualquer um em entre 0 e n, por

isso obtém-se n + 1 vezes o valor calculado acima.

Agora analisaremos o método 2.

1

Dado o evento {M = k}, que tem probabilidade mostraremos que a

k)
probabilidade de observar um certo intercalamento o de 1,2,--- ke (k+1),--- ,n
é igual a
Eln—k)! 1
n! (n\’
k
Com efeito, suponhamos que o = e. Ent3o,
kk—1 1 n—kn—-k—-1 1 1
P(X,=clM=Fk) = [ = R I
(X =l ) (nn—l n—k+1><n—kn—k—1 1) (n)
k

Do mesmo modo, a probabilidade de gerar qualquer outra permutacdo o com
sequéncias levantadoras 1,2,--- ke (k+1),--- ,n éigual, pois apenas a ordem
dos termos no numerador muda.

Portanto, o método 2 gera Q).
O

Proposicdo 4.4 Seja Q a distribuicdo inversa de Q (veja a Definicio C.7).

Entdo o método 3 gera (), isto é, o método 3 é o embaralhamento inverso do
embaralhamento GSR.

Prova. Vamos mostrar que o método 3 leva o estado o no estado e com

A

probabilidade Q (o), ou seja, Q(c™') = Q(0).

Com efeito, se ¢ = ¢, entdo Q(o) é a probabilidade de todos os "0"s serem
colocados antes de todos os "1"s.

Ent3o,

Q) =" = q(e).

Se o tem mais do que duas sequéncias levantadoras, entdo

A

Qe

P(o,e) =0 = Q(0).

Finalmente, suponhamos que o tenha duas sequéncias levantadoras, ou seja, para
algum k, temos as sequéncias 1,2,--- ke (k+1),--- ,n. Para que em um passo
voltemos de o para e é necessario que a moeda dé valor 0 a todas as cartas na

primeira sequéncia levantadora e 1 para as demais. Isso ocorre com probabilidade
1 A _
37 Portanto, Q(c7') = Q(0). O
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4.2
Uma primeira cota superior

Proposicao 4.5 Seja 7 o nimero de embaralhamentos inversos necessarios para
que todas as cartas tenham frases (sequéncias de marcadores) distintas. Entdo, T

é um tempo estacionario forte.

Prova. Temos que provar que P(X, = 0,7 = t)=P(7 = t)n(0). Com efeito, seja
t tal que P(7 =t) > 0. Entdo,

O evento {7 =t} garante que as n cartas no tempo ¢ tenham frases distintas,
mas ndo diz nada a respeito da ordem das cartas. Como os marcadores siao
escolhidos uniforme e independentemente, cada permutacdo das cartas tem a

mesma probabilidade, que é . O

Teorema 4.6 Para o embaralhamento GSR em um baralho com n cartas, tem-se

tmiz < 2logy(4n/3) para n suficientemente grande.

Prova. A demonstracdo que segue encontra-se na pagina 108 de [12]. Pela
Proposicdo C.8, Teorema 2.14 e Proposicao 4.5, apenas precisamos calcular
P(r < t). Com efeito, se 7 < t, entdo no tempo t, todas as frases obtidas

pelos marcadores s3o diferentes. Logo,

29t 1202 20— (n—1)
Tt ot ot ot

Ent3o, tomando ¢t = 2log,(n/c) e usando a aproximacdo de logx por série de

Taylor, temos:
n—1 k} n—1 C2/€ ]{] 2
log (1—)2— —|—O<>
kT:IO 5 kZ:O = ;"

Assim,
Pt <t

n— 00 6_02/2

Tomando ¢ < (/2log(4/3) = 0, 7585, temos que t,,;: < 2log,(4n/3). O

=1
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4.3
Uma primeira cota inferior

Teorema 4.7 Para o embaralhamento GSR em um baralho com n cartas, tem-se

Prova. Vamos utilizar a cota por contagem. Lembremos que A é o ndimero maximo
de permutacdes alcancaveis em um passo. Neste caso, A < 2", Como || = n!,

usando a cota por contagem (Proposicdo 2.16), temos

log (%|Q|) - log (%n!)
™E= T og A T nlog2

Agora, usando a férmula de Stirling (n! > 27re”n("+é)>, temos

log(%\/Zw)—n+(n+%)1Ogn> —n—l—nlogn_logn 1
nlog 2 - nlog2 ~ log2  log2

mixr

4.4
Generalizando o modelo: O a-embaralhamento

Utilizando a primeira cota superior encontrada, temos uma estimativa de que
12 embaralhadas s3o suficientes para alcancarmos o equilibrio. Para encontrarmos
uma cota melhor, iremos generalizar o nosso modelo, no qual cortamos o baralho
em 2 pilhas, para um modelo no qual cortamos o baralho em um nimero a > 1

de pilhas.

Vejamos as seguintes descricoes do novo modelo:
1. Descricdo Geométrica:

— Coloquemos n pontos, =1, xs, ..., x,, de maneira uniforme e indepen-
dente no intervalo [0, 1], de forma que 71 < x5 < -+ < @y,.

— A aplica¢do x — ax(modl), que leva [0, 1] em [0, 1], preserva medida,
rearranja os pontos x; e fornece uma medida em S,, que chamaremos

de a-embaralhamento. (y(modl) =y — |y]).

2. Descricao de Entropia Maxima: Todas as maneiras de cortar o baralho em a

pilhas e depois intercala-las sdao equiprovaveis. Pilhas vazias sao permitidas.
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3. Descricao Inversa: Todas as maneiras de separar um baralho embaralhado
de volta em a pilhas sdo equiprovaveis. O seguinte procedimento gera um

a-embaralhamento inverso com probabilidade correta:

— Um baralho com n cartas é colocado virado para baixo.

— Sucessivas cartas s3o viradas para cima e colocadas em uma de a pilhas
uniforme e independentemente.

— Depois de todas as cartas serem distribuidas, as pilhas sdo sobrepostas

da esquerda para a direita e o baralho é virado para baixo.
4. Descricdo Sequencial:

— Escolha a inteiros nao negativos 71, jo, - - - , o de acordo com a distri-
buicdo multinomial
n! 1
P(rsd2 - 5da) = iy
JiiJetcJar @
Assim, 0 < 7, <n, Y7 ,j; =n eos j; ttm a mesma distribuicdo que
o numero de bolas em cada caixa ¢ se n bolas sdo colocadas ao acaso
em a caixas.

— Dados os j;, corte as j; cartas do topo. Em seguida, corte as préximas
Jo cartas do topo e prossiga assim, obtendo a ou menos pilhas.

— Embaralhe as duas primeiras pilhas usando o embaralhamento GSR.
Depois embaralhe a pilha obtida com a terceira pilha, e prossiga assim.
Isso é equivalente a intercalar todas as pilhas de uma sé vez, onde se
ha A; cartas restando em uma pilha, a chance de que a préxima carta
saia da pilhai é A;/(A; +--- + A,).

Lema 4.8 As quatro descricGes geram a mesma distribuicdo de incremento (veja
a Definicdo C.1). Além disso, em cada modelo, um a-embaralhamento seguido de

um b-embaralhamento é equivalente a um ab-embaralhamento.

Prova. Dividiremos a demonstracdo em trés afirmacdes.

Afirmacao 1: Cada descricdo resulta em um nimero de cartas em cada
pilha multinomial.
De fato, para a descricdo sequencial isso segue pela prépria definicdo e é claro
para a descricao inversa. Para a descricdo geométrica, os tamanhos das pilhas sao
determinados por quantos pontos sdo escolhidos no intervalo [(i — 1)/a, (i/a)],
que é feito de acordo com a distribuicdo multinomial. Para a descricao de entropia

maxima, o nimero de possiveis intercalamentos a partir de um corte dado é
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multinomial, pois estdo em correspondéncia 1 : 1 com as maneiras de dividir um

baralho em a pilhas com seus tamanhos correspondentes.

Afirmacao 2: Para as descricGes de entropia maxima, inversa e sequencial,
a regra do produto é vilida.
De fato, dados os tamanhos das pilhas, a descricao de entropia maxima diz que
todas os possiveis intercalamentos sao equiprovaveis. Isso também é claramente
valido para a descricdo inversa.
Para a descricdo sequencial, observemos que quando as duas primeiras pilhas de
tamanhos ji, jo sao embaralhadas, a probabilidade de uma sequéncia qualquer

(dentre as possiveis) cair é

jl(jl_l)"'1j2(j2_1>"'1: 1
1+ 7)1 +ja—1)---1 (ﬁﬂé)'
Ja

Quando esta pilha resultante é embaralhada com a terceira pilha (de tamanho j3),

todas as (jl 2t s
J3
guindo indutivamente, todos os possiveis intercalamentos sdo equiprovaveis.

) possiveis sequéncias de cartas sdo equiprovaveis. Prosse-

Como vimos, nenhuma informacao sobre os estados é retida entre embaralhamentos
nestes trés modelos, entao a regra do produto para uma sequéncia de embaralha-
mentos vale em cada modelo uma vez que esta estabelecida para um deles.
Assim, basta olharmos para a descricdo inversa:

Combinando lexicograficamente os marcadores das pilhas de um a-embaralhamento
inverso com os de um b-embaralhamento inverso, temos marcadores das pilhas de
um ab-embaralhamento inverso. Para ver isso, seja A; o evento em que o marcador
a; € escolhido para uma carta em um a-embaralhamento inverso e B; o evento
em que o marcador b; é escolhido para a mesma carta em um b-embaralhamento
inverso. Ent3o,

11 1

— = P((AB),),

P(A;, Bj) = P(A;)P(B;) = =

onde (AB), é o evento em que o marcador (ab), é escolhido para aquela carta

em um ab-embaralhamento inverso.

Afirmacao 3: Para a descricdo geométrica, a regra do produto segue da
independéncia de digitos na base a dos pontos escolhidos uniformemente em [0, 1].
De fato, escolher n pontos em [0, 1], marcd-los com os seus digitos lideres (na
base a) e aplicar x — ax(modl), é o mesmo que escolher n pontos em [0, 1] e

marca-los com inteiros {0, 1, -+ ,a — 1} escolhidos uniformemente. Assim, como a
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descricdo geométrica nos permite usar os pontos para embaralhamentos sucessivos,
o resultado segue da identidade b(az(modl))(modl) = abx(modl).
O

Teorema 4.9 Seja E o evento em que um a-embaralhamento resulta em uma

permutacdo o com r sequéncias levantadoras. Entao,

)

an

Prova. Usando a descricdo de entropia maxima, essa probabilidade é determinada
pelo niimero de maneiras de cortar um baralho ordenado em a pilhas de maneira que
o seja um intercalamento possivel. Como cada pacote mantém sua ordem original
quando as cartas sao intercaladas juntas, cada sequéncia levantadora no baralho é
uma unido de pilhas. Assim, queremos contar o niimero de maneiras de termos r
sequéncias levantadoras em a pilhas. Faremos essa conta usando o argumento de
estrelas e barras usado em combinatéria. Devemos colocar (a — 1) barras (cortes)
entre as cartas, gerando a pilhas, mas (r — 1) dessas barras devem estar entre os
pares sucessivos de sequéncias levantadoras. As (a — r) barras restantes podem
estar em qualquer posicdo. Agora, consideremos (a+mn—r) objetos, sendo n cartas

e (a — r) barras. Ent3o, o nimero de maneiras de colocarmos as barras entre as

,fa+n—r1 , , . e
cartas é , € este € o niumero de maneiras de dividirmos o baralho com
n

n cartas em a pilhas de modo que o seja uma configuracdo possivel. Além disso,
o nimero total de cortes possiveis para a obtencdo de a pilhas é a™, pois podemos

associar cada carta a um dos a pacotes. Portanto,

vy b )

= -
O

O resultado a seguir n3o serad utilizado em nossos problemas, mas é uma

identidade famosa que pode ser provada facilmente usando o que temos até agora.

Corolario 4.10 (I/dentidade de Worpitzky's) Sejam A, os nimeros de Euler.

Entao,
a® = iAnJ.(a_}—n_r).
r=1

n
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Prova. Existem A, , permutacdes com 7 sequéncias levantadoras. Assim, se R é

o conjunto de todas as permutacdes com r sequéncias levantadoras, entao

a+n—r
txU

n
a+n-—r
a" =) A, ( ) .
r=1 n

Corolario 4.11 Se um baralho recebe uma sequéncia de m embaralhamentos dos

Logo,

O

tipos ai,as, - - - ,a,, entdo a probabilidade de que o baralho esteja no arranjo o é
dada por
a+n-—r
n
am ’

onde a = ayas - - - a,, er é o niumero de sequéncias levantadoras em o.

Prova. Basta combinarmos o Lema 4.8 com o Teorema 4.9. O

Teorema 4.12 Se n cartas sdo embaralhadas m vezes com o embaralhamento

GSR, entdo a probabilidade de que o baralho esteja no arranjo o é dada por

2" +n—r
N n )

, onde r € o nimero de sequéncias levantadoras em o.

2’"L7L
Prova. Segue imediatamente do Corolario 4.11. ([l
4.5
Encontrando o tempo de mistura
2m —
Proposicao 4.13 Seja Q™ (r) = e /2™" a probabilidade de termos
n

uma permutacdo com r sequéncias levantadoras depois de m embaralhadas com
distribuicdo GSR. Seja r = n/2 + h, onde —n/2 +1 < h < n/2 e tomemos
m = log, (n®2c) para algum c>0. Entao,

00 = Loo L (e bro (1)) - e 3(E) o ()]
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Prova.
myy (2" +n—71)!
Q") = nl(2m — r)l2mn
L@ 4n—r)-2"+1-1)(2" —1)!
ol (2m — p)l2mn
_1<2m+n—r 2m+1—7")
ol 2m 2m
1 n—1 o .
—exp{ 10g<1+(n i) T)}
n! = 2m
1 s (n—i)—r
_mexp{glog<1—|— Y )}
1 s (n—i)—n/2—h
= n!exp{glog <1—|— Y
1 s n/2—h—i
= |e><:p{lz0 log <1+cn3/2>}' (4.1)
Afirmacao: —% < "/;*37{" < 1, para n suficientemente grande.

De fato, para 0 <i <n — 1, temos

n/2—h—i§;L—i—(g—l)—i:n—l—ign—lgn.

n/2—h—i< n _(1) 1
end/2 T 32 \c)\yn)’

Dai,

Por outro lado,

n/2—h—i2——§—z:—22—n
Dai,
n/2—h-—i n _( 1) 1
cnd/? end/2 ¢/ \n
n/2—h—i

Logo, para n suficientemente grande, —% < = /2' < 1, para todo i €
{0,...,n—1}.

Veja também que para n suficientemente grande

1 = L —h+1/2
cn3/22(n/2_h_2):c\/ﬁ/ , (4.2)
i=0
S wenei =g () o (Y. a
2¢2n3 = " YT o0 " 2\ “\n/’ '

1 n—1 3 h
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1 n—1 ‘ 1
Y (n/2—h—i)' =0, () | (4.5)
i=0
Agora, usando o fato de que

172 ZL‘3 2 3

x—?+§—x4§10g(1+x)§x—%+%,

para —1 <z <1, e usando (4.2), (4.3), (4.4) e (4.5) em (4.1), temos que

0= | 2 <24; S ORUGIRICORAO)
1
2 .

fie L —h+ —
TR c/n

Note que a probabilidade Q" (r) é mondtona decrescente em r para m fixo.

A préxima proposicdo determinard quando ela alcanca o ponto 1/n!.

Proposicao 4.14 Com a notacdo da Proposicdo 4.13, seja h* um inteiro tal que
Q™(n/2+ h) > 1/n! < h < h*. Entdo, para qualquer c fixo, quando n — oo,

P 1 1
_24 12¢3 N

onde —1 < B < 1.

Prova. Pela Proposicdo 4.13, Q™(n/2 + h) > 1/n! se, e somente se,

(e hro(2)) - g3 (5) o) =0

Assim, basta tomarmos h* tal que
1 h* 1 1/(r\’ 1
h'+ =+ 0., - = — O.l—)=0.
NG ( + (n)) 242 2<cn> * (n)

O préximo resultado é o principal teorema deste capitulo, que combina as
estimativas acima para obtermos o comportamento assintético da variacdo total.
Para isso, precisaremos da Proposicdo 2 de [16], que diz que se b, = x\/n/124+n/2,

entao
n 1 1 6_(3:2/2)

i ﬁﬁA"vanJ - Vo (4.6)
e
lim ﬁ Z App = (4.7)

onde ®(z) = [*__ e */2dt/\/2m.
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Teorema 4.15 Sejam Q™ a distribuicdo do embaralhamento GSR no grupo
simétrico S,, e U a distribuicdo uniforme. Se m = log, (n*?c), com 0 < ¢ < oo

fixo, entdo, quando n — oo,

m 1 _ —1 L
d(m) = [|Q™ — UHTV =1-20 (40\/§> + O <n1/4> :

Prova. Seja R,, ;, o nimero de permutagbes com n/2+ h sequéncias levantadoras.

Pela Proposicao 4.14, temos que

am=3 (@)~ ) = ¥ Ru(e(ben)- 1) @9

|
7€Sn n —n/2<h<h*

Tomando z(n) := \/% =: x, e substituindo em (4.6), obtemos

Rn Ann (1/2)xn? 1
'vh — I /|2+h = C (1 +o0 ()) . (4.9)
n! n! \/2mn/12 vn

Ja substituindo em (4.7), obtemos

1 X )
] Y. Run= o > Aunpen
" h=—n/2+1 " h=—n/2+1

h*+n/2

Z Anh

Y ) ()

[
q)(f <1>})
(f
(i

*(5 ( )
i o))
—@(W) feo(L)) aw

A soma em (4.8) pode ser quebrada em duas zonas:

—10n3/4
zona 1: n <h<h"}; =1,
Ve

)

= 2.

-1 3/4
zona 2: {—Z<h< on }

Ve
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Serd mostrado que apenas a zona 1 contribui. Antes de realizarmos as contas,
vejamos que em [y
h —10y/12n%/4

= > —_— 1/4
BN YT AN OV Ve

o oo (GErom)viz v
xn_\/n/12§\/n/12_ Vv ~ e WS

Por (4.9) e pela Proposicdo 4.13,
Iy

sl - e () )
— T/Z; \/ﬁ;exp{—f_g(i?f@(nllﬂ)}) {1+0<\/15 }

|- 2oV o)

e24c2 1 5 { x? x Lo ( 1 )}
= eXpy——= — c\ 1/a
Vom |, /n/12 _ [—20vn1 /472 2 2cv/3 nl/

—1

em 7(26\/5) 2 1
- et /2—x/(2¢\/3)
- m/ (140 (5m))

/ (2cv12)” e~ 0%/2—w/(2ev/3)=1/(24¢%) g, <1+O < 1 >)
- 1/4

20\/7) ! (z+1/(20\[) 1
e E R w (140, (7))

m/
4eV/3)~
[0 (o (5m)

:®<4ci/§>< + O < 3/4))
- [1_¢<4;\}§)]< +0e ( 11/4>) (4.11)

Na zona 2, Q™(n/2+h) < Q™(1) < eV () /nl. A cota de grandes desvios

padrdes, como no capitulo 16 de [7] aplicada a soma de n varidveis aleatdrias
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uniformes garante que

R,, eV (2)

Y RunQm(n/2+0) <)

|
I n.

Ry
I n:

v/ (20) 1 /101204
T exp | o () | 4a2)
10nY/4y/21 2 Ve

que converge para 0 quando n — oo.

O resultado segue por (4.8), (4.10), (4.11) e (4.12). O

Corolario 4.16 Se n cartas sdo embaralhadas m vezes com m = 3log,n + 6,

entdo para n suficientemente grande,

. B —9 1
d(m) = Q™ = Ullyy =120 <m> +0(=7)-

Prova. Basta tomarmos ¢ = 2% e o resultado segue imediatamente do Teorema
4.15. ]

Embora a distancia de variacdo total fique menor que 1/4 apenas depois de
oito embaralhadas, este teorema é conhecido como teorema das sete embaralhadas

pois é a partir deste nimero que a distancia de variac3o total fica menor que 1/2.
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O embaralhamento de transposicoes adjacentes visto em
tempo continuo

Até agora, sempre analisamos a mistura dos passeios aleatérios em Sy em
tempo discreto. Também faremos isso para o embaralhamento de transposicdes
adjacentes, porém no Capitulo 6. Antes, analisaremos este embaralhamento quando
o0 mesmo é visto em tempo continuo, o que nos ajudard nao apenas a resolver
o problema em tempo discreto, mas também nos dard uma bela aplicacao em

sistemas de particulas que serd apresentada no Capitulo 7.

5.1
O embaralhamento de transposicoes adjacentes

O embaralhamento das transposicdes adjacentes é uma cadeia de Markov
em tempo continuo em Sy. Suponhamos que tenhamos um baralho com N cartas
marcadas de 1 até N do topo para o fundo. Assim, para um vetor de cartas,
associamos uma permutacdo o dizendo que o(x) = y se a z-ésima posicdo na
pilha estd ocupada pela carta y. Nossa cadeia escolhe uma carta uniformemente
ao acaso dentre as cartas nas posicoes 1 até N — 1 e troca sua posicao com a da

carta que estd imediatamente abaixo desta. Veja um exemplo na Figura 5.1

Figura 5.1: Exemplo de uma transposicao adjacente.

Mais formalmente, sejam (7;),.,_; @s transposicdes para o vizinho mais

proximo (z,x + 1).
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Note que o conjunto {7, : 1 <2z < N — 1} é um gerador de Sy no sentido

da teoria de grupos.

O gerador L (veja [13, 14])do embaralhamento é definido por sua acdo nas

funcdes de R como:

(L)) = X (o 07) ~ [(0), (5.1)

Sejam (1), a trajetdria da cadeia de Markov com oy = e (a identidade) e
P; a lei de distribuicao na marginal o;. Dada uma distribuicao de probabilidade v,
definimos P} como a distribuicdo marginal de o/, a cadeia de Markov comecando
com distribuicdo inicial v. Além disso, como (Tx)ivz_ll gera o grupo Sy, essa cadeia

de Markov é irredutivel e a (inica medida de probabilidade invariante é a uniforme 7.
Agora, definamos a distancia do equilibrio dessa cadeia de Markov como

d(t) = [P = 7l

Pela simetria de Sy, d"¥ n3o depende da condicdo inicial e pela Proposicio
2.5,

dN t) ;= Pu o '
( {v probabrilri%i%f:l(e em Sy} H t 7THTV

Finalmente, para € € (0,1), definiremos o e-tempo de mistura como
TN, (€) := inf {t >0:dV(t) < e} :
Algumas vezes, para que alguns conceitos fiquem mais claros, tentaremos
explica-los usando um baralho usual com 52 cartas. Por convencdo, nossa identi-

dade estara organizada de modo que as cartas vermelhas estejam sobre as pretas

e entre duas cartas de um naipe fixo tenham apenas cartas deste mesmo naipe.

5.2
Tirando vantagem da monotonicidade

Devido a completa simetria de Sy, colocar ordem no conjunto das permuta-
cOes parece ser uma ideia estranha e muito complicada. Assim, daremos um papel
especial para a identidade, a qual fixamos como o elemento maximal em um certo

sentido, e isso nos ajudarad a quebrar esta simetria.

Antes de definirmos nossa ordem em Sy, vamos introduzir uma aplicacdo

que leva permutacdes em superficies discretas.
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5.2.1
Mapeando permutacées em superficies discretas

Definicdo 5.1 A cada 0 € Sy associamos a funcdo & : {0,--- ,N}* — R

definida por

. x Ty
O'({L', y) = Z 1{a(z)§y} - W

z=1

Note que o termo xy/N é subtraido para que &(x,y) tenha média zero com

respeito a medida de equilibrio 7.

De fato,

Ex[6(z,y)] = Ex li; 1{a<z><y}] - %
_ (ipﬁ[a(z) gy]> - = (sz%) - =0

Proposicao 5.2 A aplicacdo supracitada € injetiva.

Prova. De fato,

g(z,y)—o(x,y—1)—d(zx—1y)+o(x—1,y—1)+ —

: oo vy~ 1)
=> o<y — 7 — Z Lo()<y-1y +

z=1 =7 N = N

= (z =1y 1)3/ (z—1)(y—1) 1
~ 2 Lo Ty Zl{az<y Ny Tty

= Z:l o< — Yom<y-1y] - Z:l (L=< — Lo<y-1]
x rx—1
= 2_:1 Lio(a)=y) — Z_:l o=y} = Lo(m)=y}-

Assim, se g1 = J3, entdo para todos z,y € {0,--- , N}, 1 )=y =
I{UQ(x):y}. LOgO, 01 = 09.

U

Identificaremos o conjunto imagem {G : 0 € Sy} com Sy desde que isso

ndo gere confusao.
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Definicdao 5.3 Definimos uma relacdo de ordem natural (parcial) em Sy por

o <o & Va,y,6(r,y) < o(x.y).

Proposicao 5.4 A identidade, que denotamos por e, é o elemento maximal de

(Sn,>), e a permutacdo o,,;, definida por

Vee{l,--- ,N},omin(x) = N+1—2x
é o elemento minimal.

Prova. Primeiro, notemos que é(xz,y) + % = >0 1{.<,) = min {z, y}.
Se x <y, entdo

. Ty - . Ty
B(I,y)—l—ﬁ:ZE:Z ZZI{UZ)<y :U(xay)—'—ﬁ
z=1 z=1
Logo, é(x,y) > &(x,y). Indiferentemente, se x > y, entdo, como hd no maximo
y — 1 cartas com marcadores menores que ,

. Ty O . Ty
d(z,y)+ == = Lop<yy <y =é(z,y) + N
z=1

N
Assim, é(x,y) > &(x,y), e portanto e é o elemento maximal de (Sy,>). A prova

de que 0,,in € 0 elemento minimal é anéloga. O

5.2.2
A construcao grafica

Apresentaremos agora uma construcao da dinamica que nos permite construir
todas as trajetérias Jf, comecando com condic3o inicial £ € Sy, simultaneamente

(um grande acoplamento e tem a propriedade de conservar ordem).

Associamos a cada z € {1,--- , N — 1} um processo de Poisson indepen-
dente (77) = (7,7),,5o com intensidade dois.

n

Em outras palavras, 7;* = 0 para todo = e
0 p

(T2 - Tita)

ze{l,- ,N—1},n>1

é um campo de varidveis aleatdrias exponenciais i.i.d. com média 1/2.
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Referimo-nos a 7 = (7"),.,<y_, como o processo do relégio. Note que
o conjunto de valores tomados pelo processo do relégio é quase certamente um
subconjunto discreto de R, e como consequéncia, a probabilidade de que dois

relégios toquem simultaneamente é zero.

Seja (Uy),eqn..
(U* € {0,1}) com pardmetro 1/2, independentes de 7. Agora, dados T e U,
construiremos a trajetéria da cadeia de Markov comecando em £ € Sy.

. N—1}n>1 UM campo de variaveis aleatérias Bernoulli i.i.d.

A trajetéria (U§>t20 é cadlag (continua a direita com limite a esquerda) e é
constante em intervalos onde o processo do relégio é silencioso.
Quando um relégio toca, isto é, no tempo t = T.*(n > 1), Uf ¢ construida

atualizando af_ como abaixo:

-Seo; (x+1) <o (x)eU*=1,0u0; (z+1) >0, (x) e U* =0, entdo
nds trocamos os valores de o;_(x) e 04— (z + 1);

— Em outros casos, nio fazemos nada.

Em outras palavras, quando o processo do relégio associado a x toca, nés or-

denamos as cartas das posicdes x e z+1 se U = 1, e as desordenamos se U’ = 0.

E imediato verificar que essa construcao nos fornece uma cadeia de Markov

com gerador £ descrito em (5.1).

O efeito da atualizacdo em G é o seguinte: Paracaday € {1,--- , N — 1}, se
(6t-(2:¥)).eq1,.. n—1) @Presenta um minimo local em z = x e Uy = 1, entdo esse
é transformado em um maximo local, isto ¢, 64(x,y) = 6;—(z,y)+ 1. Do contrario,
se apresenta um maximo local em z = z e UF = 0, entdo 74(z,y) = 7 (x,y) — 1.

Chamamos esta operacdo de atualizacdo de o na coordenada .

Agora mostraremos que essa construcdo preserva a ordem.
Proposicdo 5.5 Seja & > & dois elementos de Sy. Com a construcdo grafica

/
acima, temos Uf > o7 .

Prova. A demonstracdo que segue encontra-se em [11].

A lnica coisa a se verificar é que a ordem é conservada cada vez que o
processo do reldgio toca, isto é, para todo (n,z) et =T7,

Uf >at_:>af20f.
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Suponhamos que af_ > % . Mostraremos que para todo y €
{1,--- ,N—=1}, &t(z,y) > 5fl(x,y), o que implica o resultado j& que as

outras coordenadas n3do sdo trocadas no tempo t.

Com efeito, fixemos y € {1,--- , N — 1}. Notemos que quando 65 (z,y) >
6fl_(x,y), n3o precisamos fazer nada, pois ndo é possivel que G¢ pule para baixo

~ ! .
enquanto ¢ pula para cima.

Por esse motivo, vamos assumir que &f,(x,y) = 5fi(x,y). Se UY = 1, apenas
temos que verificar que se 65/ (x,y) pula para cima, entdo &f(x, y) também o faz.

Isso ocorre porque se 65_(.,3/) apresenta um minimo local em z, entdo 6f_(.,y)
também o faz. Analogamente, se U? =0 e fo/ (z,7) pula para baixo entdo 5 (z, y)

também o faz. O

5.2.3
Ordenacao estocastica e sua preservacao

Definicao 5.6 Sejam «, 5 duas medidas de probabilidade em um conjunto finito
e ordenado (). Dizemos que o« domina [ estocasticamente e escrevemos o = [3 se
podemos encontrar um acoplamento 11, isto é uma probabilidade em Q? tal que

a primeira marginal tem lei o e a segunda [3, e que satisfaz

H{(wl,wg) e 0w > wg} =1

Definicdo 5.7 Dizemos que uma funcdo f em §) é crescente se Vw,w' € Q,w >

W' = flw) = f(W).

Definicao 5.8 Para um conjunto ordenado €2, dizemos que um subconjunto A
(um evento) é crescente se a funcdo 1, é crescente ou equivalentemente, se
YVwe A,w>uw = W e A

Agora daremos uma caracterizacdo equivalente para a dominacdo estocas-

tica.

Usaremos a notacdo «(f) para a esperanca de f com respeito a .

Lema 5.9 Sejam a e 3 duas medidas de probabilidade em um conjunto finito e

ordenado (). As seguintes afirmacdes sdo equivalentes:
(i) « domina 3,

(ii) Para toda funcdo crescente f definida em ), a(f) > B(f).
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Prova. Seja f uma funcdo crescente definida em €. Se a > [, entdo

existem varidveis aleatérias X,Y com leis «, 3, respectivamente, tais que
PX >z2]>P[Y >z|, Vz e R.

Assim,

PIF(X) > 2] =P[X > f(2)] 2 P[Y > /()] =PLF(V) > 4],
Se f(X), f(Y) >0, entdo
a(f) =ELf(X)] = [TPUX) > tdt = [T PIAY) > dt =E[f(V)] = B().

Se n3o temos f(X) >0e f(Y) > 0, entdo

alf) =E[f(X)] = [Tdt— [P0 <dar

z/ooodt—/OOIP[f(Y) < ] dt
=E[f(Y)] = B(f)

Reciprocamente, para cada z € R, definamos f.(X) := 1;x>.}, que é
mondtona.
Assim,

PIX >z =E[f.(X)] =a(f.) = B(f.) =E[L.(Y)]| =P[Y > 2].

Logo, a = .
O
Uma consequéncia da Proposicdo 5.5 é que se v e v/ sdo medidas de

probabilidade em Sy, entdo

vV =>Vt>0,P =P (5.2)
Agora vamos introduzir uma simples ferramenta para produzir acoplamentos

estocasticos.

Lema 5.10 Seja ©2 um conjunto finito e (w}),~, € (w}),s, dois processos estocas-
ticos em Q). Assuma que as distribuicées de w} e w? convergem para duas medidas
de probabilidade o e 3, respectivamente, quando t tende ao infinito. Se podemos
encontrar um acoplamento dos processos tal que para todot > 0, w} > w? quase

certamente, entdo o = [3.
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Prova. A demonstracdo que segue encontra-se em [11].
Seja I1; a lei de (w},w?) sob o acoplamento dado pelo lema.
Para todo t > 0, Il; é suportado no conjunto

D= {(wl,wQ) e’ w > wZ}.

Como II; mora num espaco compacto (pela topologia induzida pela distancia
de variac3o total), ela tem pelo menos um ponto limite que chamaremos de 1T e é

suportado em D. A medida II gera um acoplamento que satisfaz o > 5. 0J

5.2.4
Desigualdades de correlacao e a desigualdade FKG

Umas das importantes ferramentas que usaremos sdo as desigualdades de
correlacdo, que dizem que condicionar m em um evento crescente faz todos os

outros eventos crescentes mais provaveis.

Lema 5.11 Sejam f e g duas funcbes reais crescentes de uma variavel e X uma

variavel aleatdria com lei P. Ent3o,

E[f(X)g(X)] = E[f(X)]E [g(X)]. (5.3)

Prova. Seja X' uma cobpia independente de X, que existe pelo Teorema de
Kolmogorov (veja o Teorema 2.1.14. na pagina 51 de [6]). Entdo, como f e g

sdo crescentes, temos que

0 < E[(F(X) = F(X) (9(X) — g(X")]
— E[f(X)g(X) — [(X)g(X") — [(X)g(X) + [(X")g(X")
— E[f(X)g(X)

OJ
A desigualdade (5.3) n3o é verdadeira em geral para todas as nocdes

de ordem parcial, mas existe uma generalizacdo dela para "lattices distributi-
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vos"conhecida por desigualdade FKG (Fortuin-Kasteleyn-Ginibre).

Infelizmente, Sy ndo é um lattice distributivo. Mais precisamente, se defi-

nirmos para ¢ e o’ em Sy, min(d,o0’) e max(a,0’) por

min(,0')(z,y) == min(é(x,y), o' (x,y)),

maz(&,0")(z,y) == max(é(x,y), o' (x,y)),

entdo min(&,0') e max(F,0’) ndo sdo necessariamente imagens de elementos de
Sn. Porém, em [11], é feita uma adaptagdo da prova escrita em [9] para o nosso
caso.

Proposicdo 5.12 (A desigualdade FKG para permutacdes) Para qualquer

par de funcbes crescentes [ e g definidas em Sy,

m(f(o)g(0)) = 7(f(o))m(g(o)).

Prova.
Primeiro, vejamos que para qualquer par (A, B) de conjuntos crescentes,
temos (AN B) > w(A)n(B).

De fato, sejam A e B dois subconjuntos crescentes de Sy. Vamos comecar
da identidade e iterar duas dindmicas acopladas o; e ¢! definidas da seguinte
maneira: o; € um embaralhamento de transposicdes adjacentes normal e o/ tem
a mesma regra de transicdo exceto que todas as transicoes que saem de A sdo

canceladas (isso é chamado de cadeia de Markov refletida).

Acoplamos as duas dindmicas usando a construcdo grafica feita da secdo
5.2.2, com ambas as dindmicas usando o mesmo processo do reldgio 7 e varidveis
de atualizacdo U, a dnica diferenca sendo o fato de que o' cancela as transicdes

que fazem a cadeia sair de A.

A cadeia de Markov 07! é irredutivel. A raz3o para isso ocorrer é o fato de que
para cada (0,0') € A?, podemos sempre encontrar uma sequéncia de transicdes
que vido para cima (ordenando vizinhos) que leva o até e (a identidade) e uma
sequéncia de transicGes que v3o para baixo e que leva e até ¢’. A concatenacdo
destas duas sequéncias nos fornece um caminho de transicdes de o até o’ cujos

passos estdo todos em A (elas sdo > o na primeira parte e > ¢’ na segunda parte).
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Além disso, m(.|A), isto é, a medida uniforme em A, é reversivel para o4,

pois
7(o|A).Py(o,0") = w(c'|A).P(o’,0),Vo,0" € A.
A

Portanto, o;' converge para 7(.|A).

Como as Unicas transicdes que s3o canceladas em o4 s3o as transicdes que
"descem- correspondendo a desordenacdo de um par adjacente -, temos como
consequéncia da Proposicdo 5.5 que

vt > 0,0 > oy

Usando o Lema 5.10, obtemos 7 (.|A) = . Logo, n(B|A) > =(B). E
portanto, 7(AN B) > w(A)r(B).

Agora, sejam f e g duas funcdes positivas e crescentes (ndo ha perda de
generalidade em assumir positividade pois adicionar uma constante em f ou g ndo

altera a desigualdade proposta) e z,y € R.

Definimos os seguintes conjuntos crescentes:

A, = {f(0) = v} e B, = {9(0) = y}.
Como f = [gpla,dreg= [z1lpdy,

W(f(a)g(a))—ﬂ(/ 1,15 dz - dy /R27r (A, N B,)dz - dy

k([ ) ([
- (/ (14)) d:p) (/ (IBU)dy) —x (/ 1., dx) x (/R IBydy>

(f(o))7(g(a))-

I
:}

5.2.5
A desigualdade censuradora

A desigualdade censuradora, um resultado estabelecido em [15] para "siste-
mas mondtonos", é uma nocdo que levemente generaliza a dindmica de Glauber
para sistemas de spins com um espaco de spins totalmente ordenado e diz que
cancelar algumas das atualizacGes dos spins ndo tem o efeito de atrasar muito a

mistura. Infelizmente, o embaralhamento de transposicdes adjacentes ndo é um
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sistema monétono no sentido de [15]. Todavia, em [11], é feita uma adaptacdo
da prova do resultado supracitado para o nosso setup. Antes de apresentarmos o

resultado, vamos introduzir um pouco de terminologia e notacao.

Definicao 5.13 Um esquema censurador é uma funcdo cadlag C : R —
P({1,---,N —1}) onde P(S) é o conjunto das partes de S.

A dindmica censurada com esquema C é a dindmica obtida usando a
construcdo grafica descrita na secdo 5.2.2 exceto que se T* toca em tempo t,

a atualizacdo é feita se, e somente se, x € C(t).

E natural pensar que a cada vez que o relégio toca, o, estard mais perto
do equilibrio e portanto a censura apenas fard a convergéncia ao equilibrio mais
lenta. A desigualdade censuradora garante que isso é verdade se comecarmos com

uma medida cuja densidade é uma funcao crescente.

Dados um esquema censurador C e uma distribuicdo de probabilidade v em
. C e e . e A ,
Sy, seja P/"" a distribuicio de o, que realizou a dindmica censurada até tempo t

comecando com distribuicdo inicial v.

Definicao 5.14 Dizemos que uma lei de probabilidade v em Sy é crescente se

o +— v(o) é uma funcdo crescente.

Proposicao 5.15 (Desigualdade censuradora) Se v é crescente, entdo para
todot > 0,

C
HPty - 7THTV > ||PY — 7T||TV‘

Prova. Dados = € {1,--- ,N — 1} e 0 € Sy, definimos

o ={6€Snw;Vy ¢ {z,x+1},{(y) =a(y)}.

O conjunto ¢ contém dois elementos (sendo o um deles) o > o, que sdo
obtidos respectivamente ordenando e desordenando o(z) e o(z + 1). Dada v uma

medida de probabilidade em Sy, definimos 6,.(v), a medida “atualizada em =

por
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O operador 6, descreve como a lei de o, é mudada quando o processo do

relégio toca em .

Afirmacdo 1: Se v é crescente, entdo 6,(v) também é, e além disso,
v 6.(v).

De fato, é facil verificar que se o > &, entdo o] > & e 0, > &, . Logo, se

v é crescente, temos que

v(o}) =v(of) +v(o,) 2 v(g)) +v(&,) =€),
e portanto, 0,(v) é crescente.

Agora, seja g uma funcdo crescente definida no espaco de estados 2y

com valores em R, e suponhamos que v é crescente. Entdo, v(o)) > v(o;) e

g(a) > g(o7). Assim,

0 < |g(o7) — g(7)] [v(oF) = v(oy)]

2
lg(o)v(of) + 9o )v(op)] + [g(o7)v (o) + g(og )v(a))]
= 2
l9(o7) + 9o, )] [v(oF) + (o]

Agora, somando em o € Sy e dividindo por dois, temos
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v(g)= D glow(o) = . 9(0)0.(v)(9(0)) = 0.(v)(9)-

ocESN oceSN
Como g é arbitraria, temos que
v 0.(v).

Afirmacao 2: Seja ¥ uma medida de probabilidade crescente em Sy . Ent3o,
para todo t > 0, P/ também é crescente e para qualquer esquema censurador C,

C 4
P é crescente.

Seja v uma probabilidade crescente e o} a trajetéria da cadeia de Markov
obtida com a construcdo gréfica. Por definicdo, temos P/ = P[0} € .]. Seja N o
numero de atualizacGes que ocorrem antes do tempo t e Xy, -, X a sequéncia
de vértices que tocaram no processo do reldgio (com repeticdes). Entdo, a lei de

probabilidade P [¢} € .|T], sabendo que o processo do relégio é dado por

QXN O :--- OQXl(V),

é crescente de acordo com a Afirmacao 1.

A monotonicidade é ent3o preservada quando fazemos a média com respeito

a T. O resultado é analogo para a dindmica censurada.

Afirmacao 3: As atualizacBes preservam dominacao estocastica no sentido

de que se vy = 1y, entdo 0, (1) = 0,(1s).
A veracidade da afirmac3o segue da definicdo de 4,.

Afirmacao 4: Se v, tem densidade crescente e 1y < 15, entdo

|1 — 7T”TV < |lva — 7THTV‘

De fato, definamos A := {a; (o) >mn(o) = (n!)_l}.

Como v tem densidade crescente, A é um evento crescente e

1 = 7llgy = 11 (A) = 7(A) <va(A) = 7(A) = [lva = 77y

Afirmacao 5: Seja 1y uma probabilidade crescente em Sy e k € N. Dados
(21, ,x1) € {1,---, N —1}" (repeticdes sio permitidas) e j € {1,--- ,k},
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denotemos por v; a medida obtida realizando sucessivas atualizacdes nos sitios
X1, -+, X € Vo a medida obtida realizando a mesma sequéncia de atualizacdes mas

omitindo a atualizagdo em z; (isto é, =1, - ,&j_1,Tj11,Tjs2, -+ , Tx). Entdo,

|1 — 7THTV > ||lva — 7THTv-

Observacdo: O resultado permanece valido se vérias atualizaces sdo omiti-

das ao invés de uma.

De fato, sem perda de generalidade podemos considerar que j = 1 pois a

lei obtida depois de realizar as j —1 primeiras atualizacdes tem densidade crescente.

Seja 1y’ a medida obtida depois de atualizar z;. Da Afirmac3o 1, temos que
1y = 9. Como a monotonicidade é preservada pelas atualizagdes em (3, - - - , xy),
a Afirmacdo 3 garante que v, =< v;. Além disso, pela Afirmacdo 1, ambas possuem

densidades crescentes. Portanto, a Afirmacao 4 garante o resultado.
O caso de varias omissdes pode ser provado usando o principio de inducao.

Prova da proposicao: Finalmente, vamos mostrar a desigualdade censu-
radora. Na nossa dinamica, em tempo ¢, o conjunto das atualizacdes realizadas
é aleatdrio e dado pelo processo do relégio 7T restrito a [0,t], logo a Afirma-
cdao 5 ndo pode ser aplicada diretamente. Todavia, para uma realizacao fixa
de 7, podemos aplicar a Afirmacdo 5 condicionada a 7. Com efeito, sejam
P := P[0V € .|T] a lei de o obtida depois de fazer as atualizacdes correspon-
dentes a 7, e P/ := PC[0¥ € .|T] a lei obtida depois de fazer as atualizacdes
permitidas pelo esquema censurador. Ambas medidas de probabilidade s3o 1)

crescentes, e pela Afirmacdo 5, ii) P7 = P7C,

Essas duas propriedades sdo conservadas quando fazemos a média com
respeito a 7. Logo, P} = Pt”’c e portanto a Afirmacdo 4 garante o resultado.
O

A desigualdade censuradora tem sido usada em uma va-
riedade de contextos para cotar tempos de mistura para
cadeias de Markov. A estratégia geralmente é encontrar
um esquema censurador que nos permita controlar melhor
a dindmica sem reduzir muito sua velocidade (LACOIN,
2016, p. 15).


DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 1521907/CA


PUC-Rio- CertificagaoDigital N° 1521907/CA

Capitulo 5. O embaralhamento de transposicées adjacentes visto em tempo
continuo Y

5.2.6

Projecao e monotonia

Agora mostraremos que se v é uma medida de probabilidade crescente em
S, entdo suas projecoes tém densidades crescentes com respeito as projecoes da

medida invariante 7.

Definicao 5.16 Definimos o semi-esqueleto de uma permutacdo o € Sy por
:40,...,N} x{0,..., K} — R que faz

6z, j) == (e, 2,),¥ 0 < j < K.

onde x; := [jN/K|. Chamaremos de Sy o conjunto de semi-esqueletos adimissi-

veis, isto é, a imagem de Sy por &.

Definicao 5.17 Definimos o esqueleto de uma permutacdo o € Sy por ¢ :
{O,...,K}2 — R que faz

Chamaremos de Sy := {G|o € Sy} o conjunto de esqueletos adimissiveis.

Definicao 5.18 Equiparemos Sy e S v com a ordem natural, isto €,

c>0 <ad(i,j) >0 (i,5),V0<i,j <K,

6>6 & 6(x,j)>06(x,7),y0<z<N0<j<K.

Notemos que quando N = 52 e K = 2, o semi-esqueleto codifica as

posicoes das cartas vermelhas no baralho.

De fato, se N =52 e K = 2, entao z; = 26. Assim,

X

6(x,1) = 6(2,26) = Y 1io(zy<26) — 5
z=1

Ja o esqueleto indica o nimero de cartas vermelhas na primeira metade do

baralho, pois

26
a(1,1) + 13 =56(26,26) + 13 = > Liy(:)<26}-

z=1
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Definicao 5.19 Seja v uma medida de probabilidade em Sy. Chamaremos por v
a medida imagem em Sy de v pela projecio do esqueleto e por U a medida imagem
do semi-esqueleto. Escreveremos v; ; para a medida imagem de v pela projecdo

o+ & (i,j). Em particular 7 e 7; ; denotam as projecées da medida invariante.

Proposicdo 5.20 (Preservacdo da monotonia pela projecao) As seguintes

afirmagcdes sdo verdadeiras:
(i) Sejam 7',5% € Sy. Se o' > &2, entdo n(-|o = &') = 7(-|c = 7?).

(ii) Dados i,j € {1,...,K} e zy > z dois valores adimissiveis para o(i,7),

temos w(:|o(i,j) = z1) = 7(-|5 (i, j) = 22).

(iii) Se v é uma medida de probabilidade crescente em Sy, entdo a densidade

v/7 é uma funcio crescente em Sy.

(iv) Se v é uma medida de probabilidade crescente em Sy, entdo v; ;/7; ; € uma

funcdo crescente no conjunto de valores adimissiveis para (i, j).

Prova. Dividiremos a prova em trés afirmacdes.
Afirmacao 1: Se 61,62 € Sy e 6! > 42, entdo

(|6 =6" =

—~

6 = 67).
Notemos que a informacdo que & carrega é exatamente o valor dos conjuntos
T+ 1, ), i€ {l,...,K}.
Para cada i € {0,..., K} esse conjunto é dado por
{re{l,....,N}|6(x,i+1)—6(x—1,i+1) —6(x,i) + 6(x — 1,4) > 0},
pois

G(x,i+1)—6(x—1,9+1)—6(z,i) +6(x —1,10)
=[6(z,i+1)—6(x—1,i+1)] — [6(z,i) —6(z — 1,7)]

Tit1 Ly
<1{a (z)<wmip1} — N ) <1{a' (x)<wz;} — N)

1 Tit1 — T4

N
—_—

<1

D)<z} — Ho@<a} —

>0 sexe{rii1+1,...,2:};

< (0 caso contrario.
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Porém n3o temos informacdo sobre a ordem das cartas cujos marcadores
pertencem a {z;_1 +1,...,x;}. Assim, para cada £ € Sy, definimos a bijecdo

natural

®K  Sre, — {0 € Sy|6 =€},

(01, eyO) +r aTHT), (5.4)
onde Aw; := x; — x;,_1, € a permutacido oéal"”’aK) é definida como a Gnica em
{0 € Sn|6 =&} tal que para todo i € {1,...,K}, as cartas com marcadores
{z;_1,...,x;} aparecem na ordem especificada por o;,

Va,be {LUZ',1 + 1,...,%1‘}
o a) <o) o a—xi1) <ot (b— 1)

A aplicacdo (5.4), em termos de superficies discretas, tem a seguinte

expressdo: Para todo y € {z;_1,...,2;}

~(01,,0K) Y = T . i —Y
0-5 (1‘7 y) Al’z f(ﬁ(], Z) +

E(x,i—1)

i

+0; (f(%i) —&(z,i—1)+ x]AVZEiay - %’—1) :

Se ¢ > ¢ s3o dois semi-esqueletos admissiveis, entdo para qualquer

6_(017-~~7UK) Z 5_(01,.“,01()

34 )

De fato, sejam =,y € {z;_1,...,2;},

5 ) = 67 ) = L ) - € o)
g 6= ) = i = 1)
+ 0y <€(x’i)_£(xvi_1)+w?\[xlay ZL‘Z_1>

Portanto, a medida uniforme em ®X, S5 induz um acoplamento monétono
que garante a veracidade de nossa afirmacao.

Afirmacdo 2: Se 7,52 € Sy e 7' > &2, entdo 7(-|€ = 1) = 7w(-|¢ = 7?).
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De fato, sejam &' > 52 e para cada i € {1,2} definamos
Si = {5 S §N|§: 51’} .

Mostraremos que S° tem um elemento maximal & e que £! > &2

K
max mar — >Smax’

Com efeito, seja ¢ € Sy tal que 6 € St e seja ¢/ a permutacdo
obtida ordenando os elementos de cada intervalo {z; 1+ 1,...,2;}, para todo

ie€{l,...,K}, isto é a Unica permutacdo que satisfaz

Vie{l,...,K},o'({zici+1,...,2;}) =c({wica + 1,..., 2 }),

ViE{l,...,K},Vy,zE{xi_l—l—l,...,xi},
y<zo o) <o)

Assim, para todoi € {1,..., K}, j€{0,..., K} ex € {z;_1,...,2;}, temos

N—$j

&(z,7) = min (N(x —wi0) (i = 1), e — ) + 5(2',]')). (5.5)

Portanto, &’ é maximal em S'. Analogamente, encontramos o elemento
2

mazx-*

maximal em 52, e a expressio (5.5) garante que &8 > ¢

Sejam (£1),-, € (£2),5, as cadeias de Markov em S° comecando em ¢!, e

2

max’

as atualizacbes em z;, i« = 1,..., K — 1. Em outras palavras, a censura cancela

respectivamente, que seguem a construcao grafica de U e T, mas ignoram
as atualizacdes que tiram & de S°.

As cadeias de Markov (£}),-, e (£2),-, S0 irredutiveis, pois dado ¢ € S,
podemos encontrar o tal que & = £. Assim, partindo de o, podemos construir um
caminho de transicdes que nos leva a ¢’ (o elemento maximal descrito em (5.5))

e que nao usa nenhum dos 7,,. Projetando esse caminho com o semi-esqueleto,
1

mazx-

encontramos um caminho de transices nao censuradas de & até & Como
(&}),50 sdo cadeias de Markov refletidas, suas respectivas medidas de equilibrio
sio #(-|€ = &%), i = 1,2, que sdo as medidas uniformes em S?. A ordem das
condicBes iniciais e a preservacdo de ordem induzida pela construcdo grafica

garantem que V¢ > 0,& > &2

Com esse acoplamento mondétono entre os dois processos, o Lema 5.10

garante a veracidade da afirmacao.
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Afirmacdo 3: Sejam ¢!,6% € Sy. Se 7' > &2, entdo 7(-|o = &') =

w(-|o = ?).

Seja f uma funcdo crescente em Sy e definamos f em Sy por

Pela Afirmacado 1, f é uma funcdo crescente em Sy. Assim, pela Afirmacao 2, se

01 2> 09,

O resultado segue pelo Lema 5.9.

Afirmacdo 4: Dados i,j € {1,...,K} e z; > z dois valores admissiveis

para (i, j), temos 7(-|5(i,7) = z1) = w(-|6 (i, 5) = 22).

De fato, a prova do item (i) também é vélida se trocarmos a grade
K—1

K-1 .
(i, 2;); ;—, Por uma grade assimétrica (z;,y;); ;_,, € em qualquer caso os valores
de x; n3o possuem nenhum papel. Assim o item (ii) corresponde ao caso do item

(i) em que K = 2.

Afirmacao 5: Se v é uma medida de probabilidade crescente em Sy, entdo

a densidade v/ é uma funcdo crescente em Sy.

Apenas devemos integrar a fun¢do v/ contra a ordenagdo do item (i). Com
efeito, como v é crescente, v/m também é. Assim, pela dominac3o estocastica, se

ol > 52, temos

Y
\,

(/7)) = m(v/7lo =

n(v/mlo =

v/7)(@°).

V4
Y
N

Afirmacao 6: Se v é uma medida de probabilidade crescente em Sy, entdo

v; ;/7i; € uma fungdo crescente no conjunto de valores adimissiveis para o (i, j).
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Agora, devemos integrar a funcdo v/m contra a ordenacdo do item (ii).
0]

5.3
Mais algumas ferramentas

5.3.1
A conexao com a equacdo do calor

Existe uma conexdo entre o embaralhamento de transposicdes adjacentes e
difusGes. Para vermos isso, basta olharmos o movimento de apenas uma carta,
que corresponde a um passeio aleatério simétrico com saltos para o vizinho mais
préximo no conjunto {1, ..., N'}. Também podemos perceber essa conexdo quando
olhamos para a evolucdo da esperanca de 7,(z, y). Lembremos que 6;(x, y) sé pode
dar uma passo para baixo quando G;(+, y) apresenta um méaximo local em z, e para

cima quando apresenta um minimo local, cada caso com taxa um. Assim,

HE [6:(,9)(8)] = E [1 (5, (ayomax (o1(e-1 )00+ 1))
—E [1{5t($=y)<min (6t(a:—1,y),&t(w+1,y))}}
=K [&t(‘x - 17 y) + &t(m =+ 17y) - 26t($7 y)] )

Portanto, f(x,y,t) := E[6,(x,y)] é a solucdo da equacdo do calor discreta

unidimensional
Of=Azfem {1,....N—1} xRy,
f(O,t) = f(Nv t) =0, (5‘6)
f(a:,y,O) = 5-0(957?/)’

onde A, denota o Laplaciano discreto sobre a coordenada z, e y esta fixado.
Lema 5.21 Para toda oy e Sy et > 0, temos

E 0 < 4 ] N _ —Ant 57
xel{r%?i(N} [G¢(z,y)] < 4min (y, y)e : (5.7)

onde )
AN =2 (1 — cos <]7\T]>) = %(1 +0(1)).

max  E[5,(z,y)] < 2Ne ',
(z,9)€{0,....N}?

Em particular,

Além disso, para oy = e, temos

E [64(z,y)] > min (y,?TN —Y) sin (m)e_’\m. (5.8)
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Prova. A prova que segue encontra-se em [11], Lema 4.1.

Fixemos y € {0,...,N}. Podemos calcular a solucdo de (5.6) através da

.~ . ~ N-1 ~
decomposicdo de Fourier na base das autofungdes (u;);_;" de A, que sdo dadas

i=

por

. 2 . (mm)
U; 1 T —sin [ — |,
N N

cujos autovalores associados sdao —Ay ;, onde

Portanto, N_1 i
Fayt) = X @Gl ) sin (5, (59)

1
onde o coeficiente de Fourier a; é dado por

Q

Lembremos que 6o(z,y) = 201 Liop(z)<yt — -

Sabemos que ha apenas y cartas com marcadores menores ou igual a y.

Logo, >7_ 1is(2)<yy < ¥. Portanto,

Além disso,
. Ty y x
<g-—-Z= —L)=(= —y)< N — .
xy T
> 7 - [ = > — 12
Go(x,y) > ~ <N>y_ Y, (5.12)

e como ha apenas N — y cartas com marcadores maiores que vy,
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Ty

5‘0(1’7 y) - Z (1 - 1{00(z)>y}) - ﬁ
z=1

ry
== Lo —

z=1

Zx—(N—y)—xy:—(N—y)+x<1—]%)

:—(N—y)+x<

> —(N —y). (5.13)
Assim, por (5.10), (5.11), (5.12) e (5.13), temos que
|60(z,y)| < min(y, N —y),Vx € {0,..., N},
Logo, os coeficientes de Fourier satisfazem

la;(6(.,y))| <min(y, N —y)N,Vie {l,...,N —1}.

Ademais, como cos (%) < cos (%) para todo i € {1,..., N — 1}, temos que

An,i > @Ay paratodo i € {1,...,N — 1}, e portanto, por (5.9),

N-1
(2, y,0)| < 2min (y, N —y) D e

=1

ANt

_ 2min (y, N —y)e
B 1 —eAnt

Quando e ¥t < 1/2, temos (5.7).
Por outro lado, se e *¥* > 1/2, como |6;(z,y)| < min (y, N — y), temos
|f(2,8)] < min (y, N —y) < 2min (y, N — y) < 4min (y, N —y)e ",

Portanto (5.7) continua valendo.
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Para mostrarmos (5.8), notemos que quando

- - Ty . xry
oo(z,y) = é(x,y) = Z le<y — N = min{z,y} — v

Como sinu < min (u, 7 — u) para todo u € [0, 7], temos que
min (y, N —y) . (xw)
sin ( — ).

T N

Agora, podemos deduzir (5.8) considerando a solucdo de (5.6) no tempo ¢

Vee{l,...,N =1}, do(z,y) > (5.14)

para ambos os lados de (5.14) através da monotonicidade da solucdo da equagdo

do calor com as condicdes iniciais dadas. 0

5.3.2
A cota superior de Wilson

Proposicao 5.22 Para todo N suficientemente grande e para todo € > 0
dN(t) < 10Ne ™,

onde Ay :=2(1 — cos (m/N)).

Prova. A prova encontra-se em [17], Teorema 10. O

5.3.3
Apagando os marcadores e decompondo o procedimento de mistura

Suponhamos que trocamos os marcadores das cartas de modo que cada
carta cujo marcador pertenca a {z; 1+ 1,...,2;}, i = 1,..., K agora recebe
o marcador i. Para visualizarmos o que estd acontecendo, tomemos K = 4 e
N = 52. Assim, estamos diferenciando as cartas apenas pelos naipes: copas, ouro,

espadas e paus. O baralho remarcado é descrito pelo semi-esqueleto 6.

Intuitivamente, para que (0y),~, alcance o equilibrio é necessario que:
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(i) o semi-esqueleto (6),-, esteja proximo da sua distribuicdo de equilibrio;

(ii) condicionando a cada semi-esqueleto, a ordem das cartas com marcadores i

esteja perto de estarem uniformemente distribuidas.

Nesta subsecdo, mostraremos essas afirmacdes de forma mais rigorosa.
Considere a seguinte transformacdo das medidas que fard com que cartas
cujos marcadores pertencem a {z;_1 + 1,...,z;} sejam indistinguiveis.

Definicdo 5.23 Seja Sy o maior subgrupo de Sy que deixa todos os conjuntos

{z;.1+1,...,z;} invariantes.
E facil ver que Sy é isomorfo a @, Sa,,.
Definicao 5.24 Seja v uma medida de probabilidade em Sy . Definimos U como

_ 1 .
V(o) = 05 (Aol > v(Goo).

5€SNn

Notemos que o semi-esqueleto de o é mantido invariante pela composicao a

direita por um elemento de S~N. Logo, temos

B(o) = —

.:ngw) (5.15)

Lema 5.25 Para todas as leis de probabilidade v em Sy, temos

17 =7l =112 = &l

Trivialmente,

v — 7THTV <|v _7ATHTV + [|v — ’7HTV'

Prova. Primeiro, vejamos que

200 = 7llyyy = 3 (o) (o)l = > > [#(o) —m(o)l.

cESN teSy {oesn|o=£}

Por (5.15), U é constante em {0 € Sy|6 = £} e portanto
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200 =7llyy = > | > #(o)—7(o)

¢eSy |{oeSn|6=¢£}

= > > v(o)—n(o)

ceSy |{oeSn|6=£}

= Y |9(&) — #(€))

¢eSy

= 2[|7 = &l

5.4
A cota superior

Nesta secdo, mostraremos que o tempo de mistura do embaralhamento de

transposicoes adjacentes em tempo continuo é menor ou igual a ﬁ]\f2 log N.

Para obtermos tal cota superior, necessitaremos de enunciar trés proposicdes

que necessitam da seguinte notac3o:

Sejam t; := %(5/3) log N, ty := 5%(1—1—2(5/3) log N, t3 := %(hté) log N
e K :=[1/4].

Consideraremos a dinamica o, comecando em oy = e e vamos aderir ao

seguinte esquema censurador:

— no periodo [0, ¢;], as atualizacdes em z;,i = 1,..., K — 1 sdo canceladas;
— no periodo (t1,t3], ndo ha censura;

— no periodo [ta, t3], as atualizaces em x;,i = 1,..., K — 1 sdo canceladas.

Chamaremos por v; = Pf a distribuicdo de o; para a dindmica censurada.
Um dos principais ingredientes na nossa prova sera o fato de que como a identidade
é o elemento maximal, a distribuicdo inicial € uma probabilidade crescente e, pela

Afirmacdo 2 na prova da Proposicdo 5.15, 1, é crescente para todo ¢.
A primeira proposicao diz que depois do tempo ¢y, a distribuicao de v; ndo
é muito diferente de 7.

Proposicao 5.26 Para todo € > 0, ¢ suficientemente pequeno e N suficiente-

mente grande, temos para todo t > ty,

7 — villpy < 5.
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Prova. Para todo t < t4, temos que
O'tESNeﬁtZSe,

onde 5@ é a probabilidade uniforme em Sy e 8. é a massa de Dirac na identidade e.

Para cada i = 1,..., K, sejam v} a lei de o; restrita a {z; 1 +1,...,7;}
e m a medida de equilibrio nas permutacdes de {x; ; +1,...,z;}. Usando a
Proposicdo 5.22 para cada dindmica em Sa, e o fato de que a distancia de variacéo
total entre medidas produto é menor que a soma das distancias de variacao total

das marginais, temos

HVt - (Se

i i
v —T

K
< 10Az; —tAAx;
v = ; 0Az;e

10 (g + 1) exp (—Qt (1 — cos ((N/KWH))))] ’

pois Ax; < N/K 4+ 1. Tomando t = t; e N > 10K, temos

K
TVSZ;’

<K

Hyt — e T

, < (10N + 10K) exp (—W‘;ff]v (1 - oo ((JV/I(7T+1)>>>

< 11Nexp <—]\/2(;T02gN (1 T ((N/K7T+1)>>>

< 11N exp (—(108) " log N)

IN

€
37

desde que N seja suficientemente grande, pois

Notemos que mostrar (5.16) é equivalente a mostrar que

10N () - 1
37r2< _COS<(N/K+1)>> =52

De fato,

cos (N/K—l—l) =1- m +O(1/N*).

Dai,
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(= (o))~ zowerar —o0m
Logo,

10N? 7 10N? )
3r2 <1 o ((N/K + 1))) T 6(N/K+1)7° O1/A")

10N2K2 )
Ty WY
10K )
T 6(K/N+1)7° O1/N)

> K2, quando N é suficientemente grande.

Como K > 1/§, temos o desejado.

Agora, mostraremos que ||v; — 74||, é decrescente. Com efeito, observe-
mos que, da Definicao 5.24, 7, é simplesmente a lei de o, para a dindmica com

distribuicdo inicial d,. O resultado segue de um argumento padrio de acoplamento.

O resultado também é valido para t > t; pois com a censura, a dindmica é
apenas o produto de K dindmicas independentes em Sa,,, i € {1,..., K}.

O

A segunda proposicao diz que no tempo %9, a lei do esqueleto 7; esta préxima

do equilibrio.

Proposicao 5.27 Para todo e > 0, 6 > 0 e N suficientemente grande, temos

172, = 7l gy <

wl ™

Prova. Primeiramente, esquecamos que K = [§~!], pois o que faremos vale para

todo K finito. Também, por simplicidade, vamos supor que N é par.

Para entendermos melhor a ideia, vamos explicar no caso K = 2. Queremos

mostrar que comecando da distribuicdo 14, , depois de um tempo %(14—5/3) log N,
a altura 6(N/2,N/2) = 5(1,1), que chamaremos por & desde que n3o haja con-

fusdo, estd préxima da sua distribuicdo de equilibrio.

Afirmacdo 1: No equilibrio, & ~ (v/N/4)N, onde N é uma Gaussiana

padrao.
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<N/2> ( N/2 )
De fato, notemos que 7 (6(1, 1)=Fk— %) AL N/2 =k . Agora

)

basta usarmos a férmula de Stirling para deduzirmos um Teorema Central do

Limite.

Agora, usando o Lema 5.21 com o tempo %5, obtemos para o valor esperado

de 0 em t9:

v, (5) < IN e~ AN (t2—t1)
2 2

— 2N exp {— (;2(1 + 0(1))> (;2(1 +6/3)log N) }

— 9Ne (3+8) g N(1+o(1))

= 2N exp {log N_(é”Lg)}(l +0(1))
= 2N)N~(FE) (1 4 o(1))

— 2N1/2—5/6

< N1/2—5/10

quando N é suficientemente grande.
Portanto, o valor esperado de 6 em t, é muito menor que sua flutuacio no

equilibrio.

Porém, isso ndo é suficiente para concluirmos que v, estd préxima do equi-
librio. Da Afirmacdo 2 na prova da Proposicao 5.15, 1, tem densidade crescente
e pela Proposicdo 5.20, a densidade v, /7 da distribuicdo de & é crescente. Assim,

a seguinte afirmacdo é suficiente para concluirmos o caso K = 2:
Afirmacao 2: Existe uma constante C' tal que para qualquer N e qualquer
medida v tal que /7 é crescente, temos

17— gy < A9,
N

De fato, seja A:={z € {—N/4,N/4+1,...,N/4}|v(z) > 7(z)}.

Pela hipdtese de v, A é um conjunto crescente. Além disso, pela definicdo

da distancia de variacao total, temos
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17 =T llpy = #(A) = 7T(A).

Agora, vejamos que

N

(6,A) 4+ v(a, A
(A)p(alA) + v(A°)v(a]A9). (5.17)

b(5) =

I
N

Usando a desigualdade de correlacdo (Lema 5.11) para as funcdes f : 7 +— &

e g: 0+ £(5), que é crescente pelo item (iii) da Proposi¢cdo 5.20, temos

v(Aw(e|A) = 7(A)7 (Z(a)o—M)
> 7(A)7 (20 4) 7(314)
= o(A)7(5]A) (5.18)
Analogamente,
V(A% w(a)|A°) > v(A°)T(a|A°). (5.19)

Agora, substituindo (5.18) e (5.19) em (5.17) e subtraindo

0= 7(5) = T(A)T(a|A) + T(A)7(5]A°),

obtemos

= [(A) = (A)] 7 (a]A) + v(A°) — [T(A)] (7| A)
)

onde x4 € um elemento de A.

Finalmente, da escala Gaussiana, temos

7(7la > 0) = —7(5]7 < 0) > ¢V/N.

Portanto,
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7(A) > VN7 = 7|y -

Para K > 3, a ideia é basicamente a mesma. Ponhamos v(o) :=
Zf’{j;ll o(i,j) como o volume abaixo do grafico do esqueleto. Similarmente a
prova da Afirmacdo 2, mostra-se que se v(v(c)) é pequena com respeito as suas
flutuacdes no equilibrio (que sio de ordem v/N) e v é crescente, entdo v e 7

estdo préximas uma da outra. Mais formalmente:

Afirmacao 3: Seja ¥ uma medida de probabilidade em Sy cuja densidade
com respeito a m é crescente. Para todo € > 0, existe n(K,¢) tal que para N

suficientemente grande, temos

17 =7l <

Wl ™

sempre que v(v()) < V/N1.

Para entender a prova dessa afirmacdo, veja a prova do Lema 5.5 de [11],

onde desta vez, é utilizada a desigualdade FKG para permutacdes.

Como no caso em que K = 2, usando o Lema 5.21, com o tempo 5 temos

v [0(0)] < 2N(K —1)%e (i) < /Ny,

onde a ultima desigualdade é valida para qualquer 7 fixado quando N é suficien-

temente grande.

Assim, a Afirmacdo 3 é suficiente para concluir nosso resultado.
O
Finalmente, a terceira proposicao diz que no tempo t3, a distribuicdo do

semi-esqueleto esta préxima do equilibrio.
Proposicao 5.28 Para todoe > 0, 6 > 0 e N suficientemente grande, temos

N R 2¢
101 = #llpy <

Prova. No periodo [ts,t3], devido a censura, os valores tomados pelos conjuntos
o({zis1+1,...,2;}), i € {1,..., K}, sdo constantes no tempo. Neste periodo,

as dinamicas podem ser consideradas como um produto de K embaralhamentos
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independentes, e a medida de equilibrio correspondente condicionada no ponto de
partida o;, € simplesmente
Toy =T lo({zia +1,.. ., 2}) = op,({i + 1, 23)), Vi€ {1,...,K}).

Usando a Proposicao 5.22 da mesma forma que na prova da Proposicdo 5.26,

temos para qualquer realizacdo de oy,,

HP(O—ts € '|0t2) — Moy, TV

10 (1) (200 (1o (7575) ) )
K [10 (g + 1) exp (—2t1 (1 — cos <(N/K7r+1)>>>]

€
37

<K

A

desde que N seja escolhido suficientemente grande.

Considerando o push-forward das medidas do semi-esqueleto e integrando
no evento {7,, = £}, obtemos que para todo £ € Sy,
L= o €
122, (o = &) = & (o = Ellzy < 5. (5.20)
Observe que a distribuicdo de o,, € a mesma que a de 0y,. De fato, com a
censura, temos o0, = 0, que, pela Proposicdo 5.27, estd préxima do equilibrio.

Mais formalmente,

2000 = Fllpy = D2 20 [9(6) = 7(6)]

¢eSn {seSylo=¢}

<> > (@l =¢) —7(6lo =)

¢esy {sesylo=¢}
+ #(6lo = &)1, (&) — 7 (&)
=2 (”77ta = wllry + 2 () {D (o = &) — #(|o = f)}Tv)
£eSn

< 4e/3,

sendo a Ultima desigualdade verdadeira pela Proposicdo 5.27 e por (5.20). O
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Teorema 5.29 Para todo e > 0, 0 > 0 e N suficientemente grande, temos

N2

Prova. Pela Proposicao 5.15 e pelo Lema 5.25, temos

dN(t?)) P = ||Pt3 - 7T||TV < ||Vt3 - 7THTV

< ||ﬁt3 - ﬁ-HTV + ||ﬁt3 - Vt3||TV

<2 e
=373 °
Sendo a Gltima desigualdade verdadeira pelas Proposicdes 5.26 e 5.28. U

5.5

A cota inferior
Teorema 5.30 Para o embaralhamento de transposicées adjacentes em tempo
continuo, temos que TN () > 35 N?log N(1 — o(1)).

miT

Prova.(A prova de Wilson) Veja a prova do Teorema 6 de [17]. A prova no tempo

continuo é andloga. 0

Veremos no capitulo 7 que hd uma outra maneira de encontrarmos essa cota.

5.6
O cutoff

Corolario 5.31 O embaralhamento de transposicbes adjacentes em tempo conti-

nuo tem cutoff.
Prova. De fato, pelos Teoremas 5.29, 5.30, e 2.18, temos que

QWQTTJLQC(E) _q
N2logN

Portanto, esta sequéncia de cadeias de Markov tem cutoff. O
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6
O embaralhamento de transposicoes adjacentes visto em
tempo discreto

Vamos considerar a seguinte maneira de embaralhar um baralho com N
cartas: A cada passo, com probabilidade 1/2 nés trocamos as posicdes de um
par de cartas adjacentes escolhido uniformemente ao acaso dentre as N — 1
possiveis escolhas, e com probabilidade 1/2 n3o fazemos nada. Este é o mesmo
embaralhamento que estudamos no capitulo anterior, porém visto em tempo
discreto. Mais uma vez nos perguntamos: Quantas vezes temos que embaralhar o

baralho dessa maneira até que ele esteja bem embaralhado?

A cota inferior para o tempo de mistura desta cadeia foi dada por Wilson
em [17] (Veja o Teorema 6.4). Obteremos a cota superior através da cota obtida

quando o embaralhamento é feito em tempo continuo.

Sejam (04),,50 € (0'¢),5¢ as trajetérias das cadeias em tempo discreto e
continuo, respectivamente, e denotemos por P,, a lei de 0, e P, a lei de ¢/;.

Vamos obter uma relacdo entre as distribuicoes P,, e P;.

Proposicao 6.1 Para todot > 0, temos

2 (2(N — 1)t)fe 21
hi=2 k!

k=0

P;.

Prova. A cadeia em tempo continuo pode ser descrita da seguinte maneira:
Consideramos um processo de Poisson 7 com taxa 2(N — 1) que é independente,
isto é, To = 0 e 7, — T,—1 sao variaveis aleatérias exponenciais i.i.d. com média
1/[2(N — 1)] para todo n > 1. Agora, para cada n > 0,

O-,t - O-'th S [7;L7 7;—&—1) .

Grosso modo, estamos dizendo que para ver o embaralhamento em tempo discreto
através do mesmo em tempo continuo, basta congelarmos o tempo quando os

relégios estao silenciosos.
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Assim,

Pt :]P)(O'/t c ) == ZP(O’It S ',t S [72,77@4,_1))
k=0

I
M]3

P ok € -t € [Th; Tetn))

i
o

I
M]3

P(op € )P (t € [T, Tis1))

k=0
(2N = 1)t)'“e‘2(N‘”tP
- ,;) k! b

OJ
Agora, veremos um lema que nos ajudara a encontrar o tempo de mistura
para o embaralhamento comparando a distancia do equilibrio deste com a do

mesmo feito em tempo continuo.

Lema 6.2 Para todos t,n > 0, temos

| Py — 7| 1y
S0 (2(N = 1)t)fe2N-1t /[

1P =l <

1P — 7y — 5355 (2N — 1)t) eV /R
S, (2N = 1)) e 2Vt /1) '

1P = llpy =

Prova. Sejam t,n > 0. Pela Afirmagdo 2 na prova da Proposicdo 5.15 (cuja prova
é analoga em tempo discreto), P,, e P, sdo medidas de probabilidade crescentes.
Logo,

Ay i={o;Py(0) > (o)}

Ay :=A{o;P(o) >m(0)}.
sdo eventos crescentes.

Pela Afirmacdo 1 na prova da proposicdo 5.15, para qualquer evento cres-

cente A, (Py(A)),~, € uma sequéncia ndo crescente que converge para 7(A).

Assim,
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15 =iy = Po(Ar) = 7(Ar)

B ko—2(N-1)t
((Q(N 1)2)! (Py(A1) — ﬂfh)))

((Q(N — 1)t)Fe 2Vt
k!

M

i

0

I
NE

(Pu(A) — w<A1>>)

k=0

) k —2(N-1)t
by (DR ey - aa)

k=n+1

B ke—Q(N—l)t
((2(]\7 1)]1;)' ) (Po(41) — m(Ay))

( 2(N — 1)t)ke 2AN-1)t

M=

>

>
I
o

by

k=n+1

(Pu(A) — w(Am)

Vv
M=

((

(( k —2(N-1)t

=
Il
o

I
\E

1P = 7l

)
)

>
Il
o

Além disso,

HPt - 7THTV = P(Ag) — W(Az)

oo _ k —2(N-1)t
= l; <(2<N 1>k)' (Pr(A2) — W(Az))>
S VO K i -
-5 (B (Pula) = n(40)

00 _ ke—Q(N—l)t
n Z ((2(N 1)2)' (Pi(Ay) — W(AQ))>

n—1 (2( 1) )k —2(N-1)t .
<5 (e (Pule) ~ () )

+Z( — e ) ) - )
gy

Z( D) (uta) - st
S ()

+3 (< - e ) Pyl
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Portanto, temos o resultado. O

6.1
A cota superior

Teorema 6.3 Para o embaralhamento de transposicdes adjacentes com n cartas,
temos que t\") (€) < SnPlogn(l — o(1)).

mix
Prova. Dividiremos a prova em duas afirmacoes.

Afirmag:ﬁo 1: HPn — 7THTV < HP(nfnl/ii)/@(Nfl)) - WHTV + 0(1)

n—nl/3
2(N—1)

De fato, usando o Lema 6.2 com t = , temos que

HP (n—n1/3)/2(N-1)) ~ WHTV
o :

1Py — 7l <
onde A, =37 _,(n— nl/3)Fe=(n=n'?) /g,

Portanto, apenas precisamos mostrar que lim,,_,, A4, = 1.

Com efeito,
PR O 0 TS e 0
prs k! P’ k!
00 o 1/\k 00 o 1/3\k
—(n—nl/3 (TZ n ) —(n—nt/3 (7’L n )
_ )Z I _ e ) Z o
k=0 : k=n+1 :

_ 6_(n_n1/3) i (n . n1/3)k

k=0
= g~ (=) gln=n/) _ o(l)=1-0(1).

Afirmacao 2: Para todo € > 0, e N suficientemente grande temos
HPN?’IOgN/”Q N 7THTV S e
De fato, tome n = N3log N /7. Assim, pela Afirmacdo 1, temos que
HPN3 log N/x2 — 7THTV < HP(N2 log N/(272))(1—o(1)) — 7THTV-

O resultado segue do Teorema 5.29. U
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6.2
A cota inferior

Teorema 6.4 Para o embaralhamento de transposicdes adjacentes com n cartas,
temos que t"). () > Sn?logn(l — o(1)).

mix

Prova. Veja a prova do Teorema 6 de [17] ou prossiga como fizemos na cota

n+n1/3 |:|

superior utilizando a outra desigualdade do Lema 6.2 com t = SIN-T)

6.3
O cutoff

Corolario 6.5 O embaralhamento de transposicoes adjacentes em tempo discreto

tem cutoff.

Prova. De fato, pelos Teoremas 6.3, 6.4, e 2.18, temos que

e (€)
Tmini )
n3logn
Portanto, esta sequéncia de cadeias de Markov tem cutoff. O


DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 1521907/CA


PUC-Rio- CertificagaoDigital N° 1521907/CA

7
Uma maravilhosa aplicacao: Encontrando o tempo de mistura
para o processo de exclusao simples simétrico

Neste capitulo veremos como obter uma cota superior para o tempo de
mistura do processo de exclusao simples simétrico através do embaralhamento de
transposicOes adjacentes e como obter uma cota inferior para embaralhamento

usando a exclusao.

7.1
O processo de exclusao simples simétrico

Consideremos um segmento com N sitios e coloquemos k € {1,--- , N — 1}
particulas neste segmento, com no maximo uma particula por sitio. Agora, consi-
deremos a seguinte dindmica: Cada particula pula, independentemente, com taxa
igual ao nimero de sitios vazios em sua vizinhanca, para um de seus sitios vizinhos
escolhido uniformemente entre eles. Equivalentemente, ela pula com taxa um em
cada um dos seus vizinhos vazios. Queremos saber quanto tempo devemos esperar

para alcancarmos o equilibrio do sistema de particulas.

Mais formalmente, considere o segmento [0, N] dividido em N intervalos
de tamanho um. Identificaremos o intervalo [xr — 1,z] com z € {1,--- N} e
chamaremos este intervalo de sitio. Cada um destes sitios tem dois possiveis

estados: ou esta vazio, ou contém uma particula.

Quando consideramos o processo de exclusdo com k particulas, o espaco de

estados é definido por

Qnp = {7 e {0, 1}V éy(x) = k} .

O processo de exclusdo no segmento [0, N] é uma cadeia de Markov em

tempo continuo em {2y 4, onde cada uma das £ particulas pula para o vizinho a
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direita e para o vizinho a esquerda com taxa um sempre que estes sitios estiverem

vazios. Veja a Figura 7.1.

r—4 x-—3 $—2 x—l 35+1 1‘—|—2 T+ 3

Figura 7.1: Transicdo de uma particula para um sitio vizinho.

Agora, note que Sy naturalmente atua sobre 2y .

Para 0 € Sy, v € Q. podemos definir

o e(z) :=(o(x)).

Assim, o gerador para o processo de exclusdo em [0, N] pode ser escrito

como

N-1

(L) = flraey) = f(¥),

z=1

onde 7, denota a transposicdo adjacente (z,x + 1).

Chamaremos por 7 (ou 7 quando n&o houver possibilidade de confusdo) a
medida de equilibrio desta cadeia . Escreveremos (Vtg)tzo para a cadeia de Markov

comecando em & € Qny, P¢ para a lei da marginal 4* e definiremos

NE 4\ . 3 _
d (t) T max{{GQN,k} ‘Rf B 7THT‘/ o max{V probabilidade em QN,k} HPty - 7THTV’

TNF(e) := inf {t >0:dVF(t) < e},

mwx

Note que, diferente do embaralhamento de transposicdes adjacentes,

HPf — 7THTV depende da condic3o inicial £ pois nao ha simetria.

7.2
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Conectando a exclusao simples e o embaralhamento de transposicoes
adjacentes

Existe uma projecdo natural do conjunto das permutacdes no conjunto das
configuracoes das particulas o — 7,. Como na Figura 7.2, a cada carta marcada
de 1 até k, associamos o papel de uma particula e as cartas marcadas de k£ + 1

até NV, associamos o papel de sitios vazios. Assim,

() = 1 seo(x) <k

0 seo(x)>k.

Figura 7.2: Permutagdo e associada a configuracao inicial das particulas na
construcao grafica.

Com essa aplicacdo, o embaralhamento de transposicGes adjacentes (Ut)tzo
é projetado sobre o processo de exclusdo, e como a distancia sé pode ser reduzida
com projecdo, temos que para todo k € {1,--- ;N — 1}, para todo t > 0 e para
todo € € (0,1),

dVRE) < dN (),

Nk N
Toix(€) < Ty (€)- (7.1)

Portanto, encontrando uma cota superior para o tempo de mistura do
embaralhamento de transposicGes adjacentes, também encontramos uma cota

superior para o processo de exclusdo, e encontrando uma cota inferior para a
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exclusdo, encontramos uma cota inferior para o embaralhamento.

Nosso interesse esta em utilizar a cota superior encontrada para o embara-
lhamento de transposicoes adjacentes com o objetivo de obter uma cota superior
para o sistema de particulas introduzido. Todavia, por questdao de completitude,
apresentaremos, sem provas, resultados que implicam na existéncia de cutoff para

o processo de exclusao.

7.3
A cota superior

Proposicao 7.1 Para o processo de exclusdo simples simétrico temos

mix

1
TNF(e) < 272N2 log N (1 + o(1)).

Prova. De fato, basta considerarmos (7.1) e o Teorema 5.29. O
Em [11], Lacoin mostra uma cota ainda melhor para o tempo de mistura do
processo de exclusdo, que coincide com a cota obtida acima quando k = N/2.

Vejamos tal resultado:

Teorema 7.2 Para o processo de exclusdo simples simétrico temos

TN () < —— N?logmin (k, N — k)(1 + o(1)).

mix 272

Prova. Veja a secdo 8 de [11].
Na demonstracao desse resultado sdo usadas algumas das ferramentas apresenta-

das no capitulo 5, mas n3o apenas essas. 0

7.4
A cota inferior

Teorema 7.3 Para o processo de exclusdo simples simétrico temos

mix

1
TNE(e) > ﬁNQ logmin (k, N — k)(1 — o(1)).

Prova. Veja a secdo 7 de [11]. O
Observe que o Teorema 5.30 é imediatamente provado usando (7.1) e o
Teorema 7.3 com k = N/2.
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7.5
O cutoff

Corolario 7.4 O processo de exclusdo simples simétrico tem cutoff.

Prova. De fato, pelos Teoremas 7.2 e 7.3, temos que

2m2TNE (e) _,
N?logmin (k, N — k)
Portanto, esta sequéncia de cadeias de Markov tem cutoff. O
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A
Cadeias de Markov em espacos finitos

Al

Cadeias de Markov em tempo discreto

Definicdo A.1 Seja P uma matriz n X n com elementos P(w;,w;) = P,
1,7 =1,...,n. Chamamos de Cadeia de Markov homogénea um processo aleatdrio
(Xo, X1, Xa,...), com espaco de estados finito Q@ = {wy, - ,w,}, se para todo
t>0,todoi,j€1,--- ,netodoig, -+ ,54_1 €1,---,n, temos:

P(XtJrl = ’ll)j|X0 = wio7 N 7Xt71 = wit_l,Xt = ’lUl) = P(Xt+1 = U)j’Xt = U)Z)
= P(w;, w;).

Diremos que P é a matriz de transicdo da Cadeia de Markov e P(w;, w;)
sdo probabilidades de transicdo, ou seja, P(w;,w;) é a probabilidade condicional

de chegar ao estado w; no tempo t+1 dado que no tempo t estava-se no estado w;.

Toda matriz de transicdo deve seguir as seguintes condicdes:
- P(z;,xz;) > 0,Vi,j € {1,--- ,n};
= Y P(xi,r5) = 1,Vie {1,--- ,n}.
Além disso, definimos as distribucGes da Cadeia de Markov nos tempos

0,1,2,--- por @ p™M 1? ... de forma que

@ - (IU’(t)la :U’(t)Qa U nu(t)n)

= (P(X; =w), P(X; = wy),..., P(X; = w,)).

L

Teorema A.2 Para uma cadeia de Markov (Xy, X1, ...) com espaco de estados
Q = {w1,wy, ..., wy,}, distribuicdo inicial i°) e matriz de transicdo P, temos que

para todo t, a distribuicdo ;1) satisfaz em tempo t:

u = ) pt
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Prova.Considere o caso t = 1. Temos que para j =1,--- ,n

=1
=> 1Py = (W P);,
=1

onde (u».P); é o j—ésimo elemento de u”).P. Portanto, ut) = u(©.P.
Agora, suponhamos que para um t fixo, u¥ = pu(®. Pt Mostraremos que p(*+1) =
p® Pt Com efeito,

n

M(t+1)‘ = P(Xip1 = wj) = ZP(Xt = wi, Xp41 = wy)

J

i=1
= iP(Xt = w;)) P( X141 = w;| Xy = w;)
= >0,y = (uOP);
i=1
Ent3o,
M(t+1) — M(t)P — M(O)ptp — M(O)pt+1
Portanto, u® = u(® P* para todo . O

Considere uma cadeia de Markov (Xj, Xi,...) com espaco de estados
Q = {wy,wa,...,w,} e matriz de transicdo P. Dizemos que um estado wj
se comunica com outro estado w;, com a notacdo w; — w;, se a cadeia tem

probabilidade positiva de alcancar w; saindo do estado w;, ou seja,
P(Xiys = wj| Xy = w;) > 0 para algum s = w; — w;.

Se w; = w; e w; — w;, entdo dizemos que w; e w; se intercomunicam, e

usamos a notacao wj <» wj.

Definicao A.3 Dizemos que uma cadeia de Markov (X, X1,...) com espaco
de estados Q1 = {wy,ws, - ,w,} e matriz de transicio P é irredutivel se

w; <> wj, Vw;, w; € Q. Caso contrario, a cadeia é redutivel.

Definicdo A.4 O periodo d(w;) de um estado w; € ) é definido como

d(w;) = mdc{t > 1: (P"),, > 0}
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Se d(w;) = 1, dizemos que o estado w; é aperiédico.

Definicao A.5 Um cadeia de Markov é aperiddica se todos seus estados sdo

aperiédicos. Caso contrario, a cadeia é periédica.

Definicao A.6 Seja (Xo, X1,...) uma cadeia de Markov com espaco de estados
Q = {wy,ws,- -+ ,w,} e matriz de transicio P. Um vetor linha m = (7, -+ ,m,)

é dito ser uma distribuicdo estacionaria para a Cadeia de Markov, se satisfaz:

-m>0parai=1,---,n,ed>" m=1¢€

- m.P=m, ousea Y m.Pj=mjparaj=1,--- n.

Teorema A.7 Seja (Xy, X1,...) uma cadeia de Markov irredutivel e aperiédica
com espaco de estados Q) = {wy,wy, - -+ ,w, }, matriz de transicdo P e distribuicio
inicial 11\©) arbitraria. Entdo, existe uma tnica distribuicio de probabilidade = em
Q tal que

H’u(t) N 7THTV — 0,

quando t — o0.

Prova. Veja em [8], onde é feita uma belissima demonstra¢do usando um acopla-

mento. L]

Definicao A.8 Seja (X, X1,...) uma cadeia de Markov com espaco de estados
Q = {wy,ws, - ,w,} e matriz de transicio P. Uma distribuicio de probabilidade
7 em () € reversivel para a cadeia (ou para a matriz de transicdo P) se para todos
i,j€{l,---,n} et >0 temos:

t _ _ pt
mib; ;= 1P

A cadeia de Markov é reversivel se existe uma distribuicio reversivel para ela.

Teorema A.9 Seja (Xo, Xi,...) uma cadeia de Markov com espago de estados
Q = {wy,ws, - ,w,} e matriz de transicio P. Se m é uma distribuicdo reversivel

para a cadeia, entdo ™ também é uma distribuicdo estacionaria para a cadeia.

Prova. A primeira propriedade da definicdo de distribuicao estacionaria é imediata,
entdo nos resta mostrar que para qualquer j € {1,--- ,n} temos 7; = Y1 W P, ;.

Com efeito,
n n n
mj=m;y Pi=) mPi=> mPy.
=1 =1 i=1
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A.2
Cadeias de Markov em tempo continuo

As cadeias de Markov apresentadas nesta dissertacdao sao exibidas com
suas respectivas construcoes. Como o tempo agora é continuo, falar de ape-
riodicidade ndo faria muito sentido. Assim, generalizando o que vimos, toda
cadeia de Markov em tempo continuo irredutivel possui uma medida invariante 7

e dada uma distribuicao inicial arbitraria, a distribuicdo da cadeia convirgira para 7.

O gerador £ de uma cadeia de Markov, grosso modo, explica como sdo feitas

atualizacOes. Para nossa proposta, devemos saber apenas que

3tE[f(Xt)] = E[ﬁf(Xt)]-
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B
Sistemas dinamicos aleatorios

Definicao B.1 Um sistema dindmico aleatério de uma matriz de transicio P num
estado de espacos () é uma funcdo f : (A x A — 2, juntamente com uma variavel

aleatdria Z com valores em A que satisfaz

P(f(x, Z) =y) = P(x,y).

Proposicao B.2 Se 7|, 7,,--- é uma sequéncia de varidveis aleatérias indepen-
dentes, cada uma tendo a mesma distribuicido Z, e Xy tem distribuicdo i, entdo

a sequéncia (Xo, X1, - - ) definida por
X, = f(Xu_1,%Z,), paran > 1

€ uma cadeia de Markov com matriz de transicao P e distribuic3o inicial .

Prova. De fato,

P(Xpi1 = 21| Xn =2, -+, Xo = 20)
- P(f(Xn, Zni1) = vpg1, f(Xno1, Zn) = @, - -+, f(Xo, Z1) = 21, Xo = 10)
N P(f(Xn-1,Zn) = xp, -, f(Xo, Z1) = 11, Xo = 70)
~ P(f(@n, Zns1) = Tpgr, f(Tno1, Zn) = 20, - -+, f(20, Z1) = 71, Xo = 70)
N P(f(xn-1,Zn) = xp, -+, f(w0, Z1) = 21, Xo = 70)
P(f(wn, Zny1) = $n+1)P<f(9Cn—1a Zn) = xn) - P(f(20, Z1) = 21) P(Xo = 70)

B P(f(#n-1,Zy) = xn) -+ P(f (20, Z1) = 21) P(X = )
= P( (l’n, Zn-i-l) xn-l-l) P(‘men—i-l)'

E por outro lado,

P(f(Xn, Zni1) = Togr, f(Xno1, Zn) = T0)
P(f(Xn—h Zn) = wn)
_ P(f(xn, Zns1) = oy, f(@n1, Zn) = T0)
P(f(xnflv Zn) = an)
_ P(f(zn, Zny1) = xn—irl)P(f(xn—h Zn) = n)
(f(xn 15 ) = xn)
= P(f(%n, Zni1) = Tny1) = P(Tn, Tnia).

P(Xn+1 = l‘n+1|Xn = xn) =
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O

Proposicao B.3 Toda matriz de transicdo em um espaco de estados finito tem

um sistema dinamico aleatdrio associado.

Prova. Seja P a matriz de transicdo de uma cadeia de Markov com espaco de
estados Q@ = {zy,---,x,}. Tomemos A = [0,1]; Nossas varidveis aleatérias
auxiliares Z, Z, Z5, - - - serdo uniformemente escolhidas neste intervalo.

Seja Fj = S8 | P(x;,2;) e definamos

f(z;,2) == quando Fj;_1 < z < Fjy.

Assim,
P(f(.%'],Z) = xk) = P(Fj,k—l < Z < Fj,k) = P(xj,xk). [l
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C
Passeios aleatérios em Grupos

Definicdo C.1 Dada uma distribuicio de probabilidade ) em um grupo (G, .),
dizemos que um passeio aleatério em G com distribuicio de incremento () é uma
cadeia de Markov (veja A.1) com espaco de estados G e que se move multiplicando
o estado atual, a esquerda, por um elemento aleatério de GG escolhido de acordo
com (). Equivalentemente, a matriz de transicio P dessa cadeia tem entradas
P(g,hg) = Q(h) para todo g, h € G.

Partindo do principio que Xy = e, o elemento identidade, temos que P(X; = g) =

Q(g). Além disso, a distribuicio de X, é dada pela convolucdo

P(Xy =9)=Q"Qg) = >_ Q(MQ(gh™).
heG
Prossegindo indutivamente, P(X, = g) = Q" (g), onde Q* é a convolucio

iterada

Q¥ =" =3 QhQ* 1V (gh™).

heG

Proposicao C.2 Sejam G um grupo finito, P a matriz de transicdo de um passeio
aleatério em GG, e U a distribuicdo de probabilidade uniforme em G. Entdo, U é

uma distribuicdo estacionaria para P.

Prova. Seja () a distribuicdo de incremento do passeio aleatério. Para qualquer

g € (G, temos:
1
U(h)P(h,g) P(k™'g,9 Qk =U(g).
2 VP00 = 1 2 @S

Observacio: Para a primeira igualdade, mudamos o indice fazendo k = gh~!. O

Definicao C.3 Sejam G um grupo, H C G um conjunto e (H) o menor grupo
contendo todos os elementos de H (Lembre-se que qualquer elemento de (H)
pode ser escrito como um produto de elementos em H e seus inversos). Dizemos
que H gera G se (H) = G.

Proposicao C.4 Sejam G um grupo finito e (Q uma distribuicdo de probabilidade
em (. O passeio aleatério em G com distribuicdo de incremento () é irredutivel
se, e somente se, S = {g € G : Q(g) > 0} gera G.
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Prova. Tomemos a € (, arbitrariamente. Se o passeio aleatério é irredutivel,

entdo existe r > 0 tal que P"(e,a) > 0.

Dai, deve existir uma sequéncia s1,---,s, € GG tal que a = 5,.8,_1--- 51

com s; € S paratodoi=1,---,r. Assim, a € (S5).

Agora, suponhamos que S gera GG e tomemos a,b € GG. Sabemos que ba~!
pode ser escrito como um produto de elementos em S' e seus inversos. Como todo
elemento de G tem ordem finita, qualquer inverso aparecendo na expressdo para
ba~' pode ser reescrito como uma poténcia positiva do mesmo elemento do grupo.

1

Considere essa ultima expressao sendo ba™" = s,.8,_1---S1, onde 5; € S

para todo i =1,--- ,r. Portanto,
P"(a,b) > P(a, s1.a)P(s1.a, 89.51.a) - - - P(8,_1.8,_2- - 51.a, (ba"')a)
=Q(s1) - Q(s;) > 0.

O

Definicao C.5 Seja G um grupo. Dizemos que uma distribuicdo de probabilidade
Q em G é simétrica se Q(g) = Q(g~') para todo g € G.

Proposicao C.6 Seja G um grupo finito. Um passeio aleatério em G com

distribuicdo de incremento () € reversivel se, e somente se, () é simétrica.

Prova. Seja U a distribuicdo de probabilidade uniforme em G e suponhamos que
() é simétrica. Para quaisquer g, h € GG temos que
Qhg™!) Qg™ )" _ Qgh™")

U(g)P(g,h) = Gl e el =U(h)P(h,g).

Reciprocamente, sejam ¢,k € G e tomemos h = kg. Assim, k = hg~! e como U

é reversivel, temos:

= @™ = P
= P h9) = Qo™
= @A™
= GQU).
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Definicao C.7 Para uma distribuicdo () em um grupo G, a distribuicdo inversa
Q) é definida por Q(g) = Q(g™!) para todo g € G. Seja P a matriz de transico
de um passeio aleatério em GG com distribuicdo de incremento (. Entao, o passeio
aleatério com distribuicdo de incremento Q é exatamente o tempo reverso P de
P.

Notemos que quando Q) = (), o passeio aleatério em G com distribuicdo de

incremento () é reversivel e P = P.

Proposicao C.8 Seja P a matriz de transicdo de um passeio aleatério em um
grupo G com distribuicdo de incremento () e seja P a matriz de transicdo do
passeio aleatério em G com distribuicdo de incremento (). Seja w a distribuicdo

uniforme em GG. Ent3o, para qualquert > 0

A

HQt* - 7THTV - HPt(Q’ )= 7THTV - Pt(e’ )= 7THTV - Qt

— .
TV

Prova. Seja (X;) = (e, X1, Xa,---) a cadeia de Markov com matriz de transicdo
P e posicao inicial e. Podemos escrever X; como uma palavra X, = ¢g19> - - - gx,
onde os elementos aleatérios g1, go, - - - € G sdo independentes escolhas dadas pela
distribuicdo Q).

Analogamente, seja (Y;) a cadeia de Markov com matriz de transicdo P, com
incrementos hq, hs, - - - € G escolhidos independentemente sob Q

Para quaisquer elementos fixados a1, -+ ,a; € G,
Plp=ai,- g =a}=P{h=a7" - hy=a}

pela definicao de p.

Somando em todas as palavras tais que a; - - - a; = a, temos

Pl(e,a) = P'(e,a™).

Portanto,
> |Pe,a) — 1‘ => Pl(e,a™) — L > Pl(e,a) — 1‘
aeG |G‘ aeG |G| aceG |G|

Logo,

A

Pt(e,.) — 7THTV'

HPt(e, )= 7THTV -
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D
Tempos de mistura analisados

Cadeia de Markov

Tempo de Mistura

Embaralhamento Top-to-random

nlogn

Embaralhamento Gilbert-Shannon-Reeds

% log, n

Embaralhamento de transposicoes adjacentes
em tempo continuo

#nz logn

Embaralhamento de transposicoes adjacentes
em tempo discreto

1.3
=n”logn

Processo de exclusao simples simétrico
com k particulas

5>n? logmin (k, n — k)

Tabela D.1: Tabela com todas as cadeias de Markov analisadas e seus respec-

tivos tempos de mistura.
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