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Resumo

Frias, Sérgio de Almeida; Rosa, Renata Martins da (Orientadora).
Otimizacgao de funcgdes lineares, uma abordagem simples para aplicacéo
em sala de aula. Rio de Janeiro, 2017. 74p. Dissertagdo de Mestrado —
Departamento de Matematica, Pontificia Universidade Catolica do Rio de
Janeiro.

Este trabalho tem por objetivo apresentar uma proposta de aplicagdo, para
alunos do Ensino Médio, de otimizacdo de fungdes lineares usando o modelo de
resolugdo grafica. Para melhor visualizagdo do modelo ¢ sugerido o uso de
ferramentas tecnoldgicas como softwares graficos — neste trabalho foi utilizado o
software livre GeoGebra. A ideia principal do trabalho ¢ mostrar a importancia da
Matematica como ferramenta para interpretar, compreender e tomar decisdes nas
mais diversas situacdes do cotidiano, em especial, neste trabalho situagdes de

alocagdo de recursos para otimizagdo do lucro de uma produgao.

Palavras-chave
Otimizagao; Fungdes lineares; Resolugdo grafica.
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Abstract

Frias, Sérgio de Almeida; Rosa, Renata Martins da (Advisor). Linear

functions optimization, a simple approach to be used in the classroom.

Rio de Janeiro, 2017. 74p. Dissertagdo de Mestrado — Departamento de

Matematica, Pontificia Universidade Catoélica do Rio de Janeiro.

This project aims to present an application proposal, for high school
students, to optimize linear functions using the graphic resolution model. In order
to achieve a better view of the model, the use of technological tools such as
graphic softwares is suggested — in this project we used a free software named
GeoGebra. The project main idea is to show the importance of Mathematics as a
tool to interpret, understand and make decisions in relation to the most varied
daylife situations, specifically here, in this project, in situations of resources

allocation to optimize the profits of a production.

Keywords
Optimization; Linear functions; Graphic Resolution.
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Um pensamento

“Um bom ensino da Matematica forma melhores habitos
de pensamento e habilita o individuo a usar melhor a sua
inteligéncia”

Irene de Albuquerque
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1
Introducéo

Como o tema da minha dissertacdo ¢ Otimizacdo de Fungdes Lineares,
busquei métodos de otimizacdo e verifiquei algumas dissertagdes de colegas
docentes pelo Brasil: Brasilia, Goiés, Piaui, Rio de Janeiro, Sdo Paulo entre outros
Estados da nossa Federacao, e verifiquei que os modelos mais aplicados foram o
Modelo Simplex e 0 Modelo de Resolugdo Grafica.

Em geral, as dissertagdes t€ém uma preocupacao com sua aplicabilidade em
sala de aula, reportando-se ao que os alunos devem conhecer de Matematica
basica e novas tecnologias como softwares graficos para compreender os modelos
de otimizagao.

No meu entender, e principalmente como aplicacdo no Ensino Médio, o
modelo de resolugdo grafica se mostra mais realista em termos de entendimento
de nossos alunos, visto as dificuldades encontradas pela maioria dos alunos em
termos de Matematica basica. O Modelo Simplex tem um apelo interessante com
relacdo as matrizes e aos sistemas lineares, mas requer dos alunos um bom
entendimento e facilidade na manipulagdo desses assuntos que em geral apenas
alunos mais aplicados em Matemadtica seriam capazes de compreender, logo esse
modelo ndo ¢ muito “amigavel” a maioria de nossos alunos.

Delimitei minha dissertagdo a fungdes lineares, pois os alunos tém contato
com fungdes polinomiais do 1° grau ja no 1° ano do Ensino Médio e no 3° ano em
Geometria Analitica com o estudo de equagdes de retas.

E importante salientar que pretendo dissertar, sempre que possivel, como se
fosse uma aula para os alunos do Ensino Médio, afinal, a ideia principal da
dissertacdo ¢ colaborar com colegas professores que estdo atuando, trazendo uma
nova perspectiva para o ensino da Matematica.

Fungdes de duas varidveis ndo fazem parte do Ensino Médio, mas acredito
que os alunos compreendam a relagdo entre duas varidveis no preco final de um
produto com exemplos concretos vividos por eles, como por exemplo: imposto e
matéria prima.

No atual conteudo do Ensino Médio, o tinico topico de otimizagdo visto

pelos alunos sdo maximos e minimos de fun¢des quadraticas. Acredito que
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ampliar a visdo de otimizacao para outros tipos de fun¢do vai ao encontro a nova
estrutura do Ensino Médio.

A otimizagdo faz parte de um mundo econdmico-financeiro que talvez seja
um pouco distante da realidade dos alunos, mas a ideia de otimizar (maximizar ou
minimizar) ¢ um conceito facil de ser assimilado pelos alunos fazendo, desde o
Ensino Médio, uma preparacdo para cada aluno na sua futura vida profissional.
Maximizar lucros e tempo e minimizar custos ¢ o que o mundo dos negocios
sempre busca.

Ao se falar em otimizagdo linear, ¢ imprescindivel falar em pesquisa
operacional e programagdo linear. No livro Programagao Linear de Puccini e
Pizzolato[3]:

“Pesquisa operacional foi o nome dado ao conjunto de processos e métodos
de analise desenvolvidos por grupos académicos que assessoraram as forcas
militares durante a 2* Guerra Mundial. Tais grupos foram, inicialmente, criados na
Inglaterra, com o objetivo de especular sobre problemas considerados novos que
escapavam as rotinas bélicas, tanto no plano estratégico como tatico. O primeiro
desses grupos foi constituido por uma equipe integrada por trés fisiologistas, dois
fisico-matematicos, um astrofisico, um militar, um agrimensor, um fisico ¢ dois
matematicos”.

No livro Programagao Linear, Série Pesquisa Operacional de Darci
Prado[2]: “ A programagdo linear ¢ uma técnica de otimizag¢do, uma
ferramenta utilizada para encontrar o lucro maximo ou o custo minimo em
situacdes nas quais temos diversas alternativas de escolha sujeitas a algum tipo de
restricdo ou regulamentagdo”, a programacdo linear foi a primeira técnica
explicita para a pesquisa operacional. Historicamente o estudo da teoria da
programacao linear teve inicio na década de 40 pelo matematico norte-americano
George Bernard Dantzig (1914 —2005).

Também acredito que estudar otimizagdo linear via resolugdo grafica seja
uma boa oportunidade de consolidar o entendimento de tdpicos estudados sem
contextualizagdo e muitas vezes de forma mecédnica como plano cartesiano e
equacdo de retas.

A dissertacdo foi estruturada comegando pela introdugdo, como visto acima,
um capitulo sobre fecnologias com algumas ferramentas computacionais como
softwares graficos, planilhas eletronicas que nos ajudam na visualizacdo e
calculos. Topicos de Matematica que os alunos precisam conhecer de Matematica

basica para entender a ideia de otimizagdo linear, otimiza¢do de fun¢des que os
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alunos ja estudaram como méximos e¢ minimos de fungdes quadraticas e a
introducao do conceito de fungdes de duas variaveis. O Modelo de Resolugdo
Grdfica, onde temos definicdes e passos para formular um problema de
otimizagdo com um exemplo de resolucao grafica. O Projeto que é uma proposta
de aulas para insercao do conceito de otimizagao e o modelo de resolugdo grafica,
as Consideragoes Finais onde concluo este trabalho como uma ferramenta de
apoio aos professores em sala de aula e por fim o Apéndice onde temos modelos
de exercicios para serem aplicados aos alunos, sugestdes e respostas dos

exercicios.
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2
Tecnologias

Para melhor visualizagao e entendimento do Modelo Gréafico, ¢ importante o
uso de algum software computacional grafico, pago ou gratuito, que construa
graficos a partir de equagdes. E importante salientar que o software ¢ mais uma
ferramenta, uma valiosa ajuda para o entendimento do Modelo de Resolugado
Grafica, caso ndo seja possivel o uso da ferramenta tecnologica, o projeto nao fica
totalmente inviavel, ¢ possivel desenvolver o projeto sem o recurso tecnolédgico,
com suas devidas restri¢des, usando apenas o quadro em sala de aula.

Dentre os softwares gratuitos, o GeoGebra ¢ um software de facil acesso e
instalacdo e foi o software usado para construir grande parte dos graficos feitos
nesta  dissertacdo e outros feitos no proprio Word. No site

www.somatematica.com.br ¢ possivel pesquisar uma gama de softwares gratuitos,

ndo so para construgdo de graficos, mas para outras finalidades matematicas. Para
conhecimento, ¢ importante falar de alguns programas mais sofisticados e caros
como o Maple e o Matlab que na minha opinido ndo sdo intuitivos e requerem um
estudo prévio, ou melhor dizendo, um curso para conseguir manipula-los, além de
ter que entender um pouco da lingua inglesa para acessar os comandos. Mas nao
podemos esquecer que estamos falando de uma aplicacdo em turmas do Ensino
Médio no ambito publico estadual, em particular no meu caso na SEEDUC RJ.
Em questdo de tecnologia, deixo a cargo do docente o que achar mais
conveniente a sua realidade. Acredito que a participacdo dos alunos no quesito
descobrir como funciona a ferramenta, dados os conceitos matematicos
trabalhados em sala seja um diferencial das aulas, além de uma motivagao para
que os alunos se sintam colaboradores do processo de ensino-aprendizagem, e
porque nao conhecedores e desbravadores de tecnologias que nds professores ndo

conhecemos.
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3
Topicos de matemaética

Para falar sobre o modelo de resolug¢do grafica, ¢ importante que os alunos
conhecam alguns topicos de Matemadtica bdsica, para que possam acompanhar e
entender as construcdes feitas no GeoGebra, que serd o software usado nesta
dissertacdo como ferramenta tecnologica para auxiliar na visualizagdo do modelo.
Como a programacao linear ¢ uma técnica de otimizacdo de fungdes lineares, com
restricdes que podem ser equagdes ou inequagdes lineares, faz-se necessario um
estudo prévio sobre o plano cartesiano, equagdes da reta, posi¢cdes relativas de

retas no plano cartesiano, translagdo de retas, desigualdades e regides planas.

3.1
O Plano Cartesiano

O plano cartesiano consiste em duas retas perpendiculares, sendo uma
horizontal e outra vertical que se intersectam (se cortam) num ponto chamado de
origem do sistema de coordenadas cartesianas. De interesse historico, a palavra
“cartesiana” vem do filosofo francés René Descartes (1596 — 1650) que
desenvolveu a analise grafica de equacdes através do sistema de coordenadas
retangulares [7]. As retas, horizontal e vertical, geralmente sdo denominadas de
eixo x e eixo y respectivamente, porém nada impede que sejam denotadas por
outras letras ou variaveis. Em aplicagdes como na Fisica, os eixos coordenados
podem ser ¢ e s representando tempo e espaco; na Economia, g e C representando
quantidade produzida e custo de produgdo; entre tantos outros exemplos.

O cixo horizontal x, também chamado cixo das abscissas, comumente ¢
considerado positivo a direita da origem e negativo a esquerda. O eixo vertical y
(eixo das ordenadas) tem como lado positivo acima da origem e negativo, abaixo
da origem. A coordenada x de um ponto no plano, indica a distancia do ponto ao
eixo y e o seu sentido, ou seja, se esta a direita ou a esquerda do eixo y, j4 a
coordenada y indica a distancia do ponto ao eixo x e se estd acima ou abaixo do
€iXo X.

Podemos verificar que duas retas concorrentes dividem o plano em quatro
regioes. No caso do plano cartesiano, como os eixos sao perpendiculares entre si,

cada regido possui um angulo de 90° e cada regido formada ¢ chamada de
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Quadrante. Na figura 1 abaixo, vemos os quatro quadrantes e o sinal de x e y de

cada par ordenado pertencente aos quadrantes.

yleirodasordenadas)

2°Quadrante (—,+) 1"Quadrante (+.+)

0 rleirodasabscissas)
-9 -2 -7 -6 -5 -4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9

3 Quadrante (—, —) 4 Quadrante (+,—)

Figura 1: Plano Cartesiano com os quatro quadrantes.

3.2
Equacbes da Reta

Equacdes do tipo ax + by + ¢ = 0, onde a, b e ¢ sdo constantes reais e a € b
ndo sdo nulos simultaneamente, sdo ditas lineares em x e y. Equacdes desse tipo
tém por representagdo geométrica retas no plano cartesiano. Damos nomes
diferentes de acordo como escrevemos os termos da equacdo. Temos a equagdo
geral da reta, que ¢ a apresentada no inicio do paragrafo, a equacdo reduzida, a
segmentaria, a paramétrica e a cartesiana, cada uma com sua especificidade.
Dentre todas essas denominagdes, vamos focar na equacao reduzida da reta y = ax
+ b. Esta equacgdo ¢ apresentada aos alunos no 1° ano do Ensino Médio como o
grafico de funcdo do 1° grau, f{x) = ax + b, dita como fun¢do afim onde os
coeficientes @ e b sdo nimeros reais. A grande vantagem da equacdo da reta
escrita assim ¢ que podemos pensar na reta como o grafico de uma fungdo, e
apenas olhando para os coeficientes a ¢ b, chamados respectivamente de angular e

linear, ja sabemos se a reta ¢ crescente ou decrescente, e onde ela corta o eixo y,
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ou seja, sem fazer nenhuma conta, sabemos fazer um esbogo do grafico. Também
veremos as retas verticais de equagdo x = ¢, y € R, onde ¢ ¢ uma constante.
Vejamos como podemos demonstrar que o coeficiente angular @ € uma taxa
Ay _ yB—Ya

de variagdo, a T . cCquea funcdo afim f dada por f(x) = ax + b tem
B~ 1A

como representacao grafica uma reta no plano cartesiano.
Seja f: R — R, uma fungdo real dada por f{x) = ax + b cujo grafico
contém os pontos A = (x,,ya) € B = (xg,yg). Temos o coeficiente angular a

comao:

_ VB~ Ya
XB — XA

Podemos demonstrar isso substituindo os pontos A e B na funcdo f, ou seja,
para o ponto A temos f{xs) = axp + b =y, € para o ponto B, fixg) =axg +b=

¥g. Subtraindo f{xg) — f(xa) teremos:

YB— YA

(axg +b)—(axp +b)=yg—ya > alxp—Xp)= Yp—Ya = a = XB= XA

Para demonstrar que o grafico de uma func¢ao afim f'dada por f(x) =ax + b ¢
uma reta ndo vertical, basta pegarmos quaisquer trés pontos A, B e C, distintos
dois a dois e mostrar que esses pontos sdo colineares, ou seja, pertencem a mesma

reta que representa o grafico da fungao f visto na figura 2:

y y=ax +b
Yc
YB

Ya

\ 4

24

XA Xp X

Figura 2: O grafico da fungéo f definida pela equagdo y = ax + b com os pontos A = (Xa,Va),
B = (xg.yp) ¢ C = (xc.yc).

Para provarmos que os pontos A, B e C pertencem a mesma reta, ou seja,
sdo colineares, vamos primeiro mostrar que os triangulos ABD e BCE, visto na

figura 3, sdo semelhantes.
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A
y 7
o Ce
Yc—YE
YB= YE - R = 2 oE
Xg — XB :
YB—Yp
Ya = Ypf——A® oD
: XD — XA |
xA xBéxD xéxE i

Figura 3: A reta e os tridngulos ABD e BCE.

Na figura 3 acima, vemos que os segmentos AD e BE sdo paralelos ao eixo
x e os segmentos BD e CE sao paralelos ao eixo y, logo podemos concluir que os
triangulos ABD e BCE sdo retangulos e os angulos Z£BAD e «CBE sao
congruentes, entdo temos dois triangulos retdngulos semelhantes. Sendo
semelhantes, as razdes entres seus lados sdo iguais € podemos escrever que:

YC-YE _YB~-JYD
XE —XB XD — XA

Como xg=Xp, Xc =Xg, Yao = Yp € VB = Vg, podemos reescrever a razao de
semelhanga acima como:

Yc-YB _YB~ YA
XC—-XB XB~—XA

Esta razdo de semelhanga, como definimos anteriormente, representa o
coeficiente angular a da reta . Se pegarmos dois pontos distintos quaisquer da
reta r, por exemplo, P ¢ Q com coordenadas (xp,yp) € (xQ, yQ) teremos que

Yo -¥p
a==2=F

o Se colocarmos o ponto P como intersecdo da reta » com o eixo y
Q4P

(vertical) e convenientemente chamarmos esse ponto de P = (0, b) e o ponto Q um
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ponto qualquer da reta » com coordenadas genéricas Q = (x, ), teremos: a = g,
ou y = ax + b que ¢ a relacdo das coordenadas (x, y) dos pontos que pertencem a
reta . Chamamos a relacdo y = ax + b de equacdo da reta », ndo vertical. Essa
relacdo nos garante que os pontos de » sdo pontos cujas coordenadas sdo
(x, ax + b), sendo x um ntimero real.

Dado o exposto, podemos, por exemplo, encontrar a equagao da reta que

passa pelos pontos P = (1, 5) e Q = (2, 7). Para isso basta encontrar o coeficiente

-5 o .
angular da reta fazendo: a = 771 = 2. Substituindo o coeficiente angular a = 2

N

na equacao y = ax + b teremos: y = 2x + b. Para encontrar o coeficiente b, basta
substituir o ponto P ou Q na equacao. Usando o ponto P, por exemplo, teremos 5
=2.1+b, b=3.Sendo assim, a reta que contém os pontos P e Q tem por equagao
y=2x+3.

Verifiquemos agora que uma fungao f, definida pela expressao f{x) = ax + b,
com a e b reais, tem como grafico uma reta. Peguemos dois pontos do grafico de
f, para facilitar vamos tomar os pontos A = (0, f{0)) e B = (1, f{(1)), para achar a
equacdo da reta que passa pelos pontos A e B, fagamos como o exemplo acima,

primeiro encontramos o coeficiente angular usando a expressao:

ye—ya _ f(D)-f(0) _ a+b—b
XB— XA 1-0 1

_a—
_I_a’

Como sabemos que o ponto que intersecta o eixo y (vertical) ¢ da forma
(0, f(0)), o ponto A € o ponto onde a reta corta o eixo y, como dito anteriormente,
os pontos A e B foram tomados para nos facilitar, logo a equagdo da reta fica:
y =ax + f(0).

Na expressdo fix) = ax + b, que define f, fagamos x = 0 e vamos obter
A0) = a.0 + b = b, e concluimos que a equagdo da reta € y = ax + b. Com isso
verificamos que o grafico de f ¢ a reta r sdo o conjunto de pontos cujas
coordenadas sdo dadas por (x, ax + b), logo, se f ¢ uma fun¢do cujo grafico ¢ uma
reta, entdo f ¢ determinada pela expressdo f(x) = ax + b,onde y =ax + b ¢ a

equacdo da reta.
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Visto que a fungdo f tem como representacdo grafica uma reta no plano
cartesiano, vamos dar nome a algumas fun¢des e significados para os coeficientes
aeb.

Sendo a fungdo f definida por f(x) = ax + b, dita fungdo afim, o coeficiente a,
chamado de angular da reta que ¢ o grafico de f, nos diz se /¢ crescente, se a > 0,
ou decrescente, se a < 0. De fato, se x; < x, entdo ax; < ax, quando a > 0 e ai
temos ax; + b < ax, + b, ou seja f{x;) < f(xz), e quando a < 0 temos ax; > ax,,
ax; +b>ax; +be fix)) > fixz). O coeficiente b, dito linear, nos da a interse¢do da
reta com o eixo y, j4 que um ponto no eixo y tem a forma (0, y), logo, se x =0
temos f(0) =a.0 + b= b, a reta cortard o eixo y no ponto (0, b). O

grafico na figura 4 abaixo resume o exposto.

fileg)=a@x+ba>0

<0

falx) = ayr + b,a

Figura 4: Grafico das fungdes f;(x) = a;x +b,coma,>0 e f,(x) = a,x + b, com a, <0.

321
Casos Particulares da Fungdo Afim

Se na func¢do afim f dada por f(x) = ax + b o coeficiente a (angular) for
zero, a funcdo fica: fix) = Ox + b = b, essa funcdo recebe o nome de fungdo
constante, ¢ a funcdo mais elementar da Matematica, graficamente € uma reta
paralela ao eixo x passando por b.

Se na fung¢do afim f'dada por fix) = ax + b o coeficiente b (linear) for zero,

a funcao fica: f{x) = ax + 0 = ax, pelo fato de b ser zero, a reta necessariamente
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passa pela origem formando dngulo com o eixo x, ja que o coeficiente angular ¢
diferente de zero. Na figura 5 temos uma func¢do constante com » > 0 e uma

fun¢ao linear com a < 0.

y = bl fun¢aoconstante)

y = ax( funcaolinear)

Figura 5: Grafico da fungdo constante de equagdo y = b, com b > 0 ¢ o grafico da fungdo linear
de equacdo y = ax, coma < 0.

Com o exposto acima, vamos construir, num mesmo plano cartesiano, as
retas cujas equagdes sao: (I) y=2x—-4, (Il) y=—2x+ 6, (Ill) y=—3xe (IV) y = 4.

A figura 6 nos mostra o grafico das quatro equagdes.

D Temos a = 2 > 0, uma reta crescente, cortando o eixo y no ponto
A=(0,—4).

(I)  Temos a =—2 <0, uma reta decrescente, cortando o €ixo y no ponto
C=(0, 0).

(II)  Temos a = — 3 < 0, uma reta decrescente, passando pela origem ja
que b =0.

(IV) Temos a = 0, uma reta constante, cortando o eixo y no ponto

F=(0, 4).
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(I Nlinear

(I decrescente (Ierescente

——— e il
(I'V)eonstante

-3

Figura 6: Os graficos das equagdes (I), (II), (IIT) e (IV).

Nos graficos da figura 6, temos trés pontos, B = (2, 0), D=(3,0) e E = (0,
0), que representam as interse¢des das retas (I), (II) e (II) com o eixo x. Esses
pontos recebem o nome de zeros ou raizes da fungdo e para calcula-los, basta
igualar a funcdo a zero e resolver a equacdao em x, encontrando o ponto onde o

grafico intersecta o eixo x, ou seja:

)] 2x—4=0 ) -2x+6=0
2x=4 -2x=-6
x=2 x=3

3.3
Posicdes Relativas de Duas Retas Coplanares

Duas retas podem se apresentar no mesmo plano das seguintes formas:

I — Concorrentes: quando possuem um ponto em comum, chamado de ponto

=ax+ b N )
Y 1 b de equagdes lineares, tem

de interse¢do das retas. Num sistema {
y=a,x+ b,

solugdo tnica, que € o ponto de interse¢do das retas.

IT — Paralelas Distintas: quando ndo possuem interse¢do. E o caso em que o

sistema nao tem solug¢do, afinal, as retas nao se encontram.

IIT — Paralelas Coincidentes: quando uma reta esta sobre a outra. Nesse caso,

dizemos que o sistema tem infinitas solugdes, visto que todo ponto de uma reta

pertence também a outra reta.
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Dentre essas classificagdes, as retas paralelas distintas e concorrentes

perpendiculares nos interessa de maneira especial.

331
Retas Paralelas Distintas

Para que duas retas sejam paralelas, elas devem ter a mesma inclinacgio, ou
seja, mesmo coeficiente angular. Como o foco sdo equagdes da reta na forma
reduzida, fica facil verificar se duas retas sdo paralelas ou ndo, ou seja, se temos
uma equagdo y = ax + b e outra equacdo y = cx + d, essas equagdes (retas)
serdo paralelas, se e somente se, os coeficientes a e ¢ forem iguais, a = ¢. Como
exemplo, as retas de equagdo y =—x —2 e y =—x + 3 sdo paralelas, pois possuem

o mesmo coeficiente angular a =— 1. No gréfico na figura 7 vemos tal situagao.

Figura 7: Os graficos das retas de equagdes y =—x+3ey=—x—2.

3.3.2
Retas Perpendiculares

Duas retas sdo ditas ortogonais ou perpendiculares se o dngulo formado
por elas ¢ de 90°. Se temos duas retas, sendo uma delas horizontal e outra vertical,
pela propria definic¢do, elas sdo perpendiculares.

Sejam r e s duas retas que ndo sdo horizontais nem verticais, com

equacdes y =mx + p ey = nx + g respectivamente, observe que neste caso m #
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0 e n # 0. Afirmamos que 7 e s sdo perpendiculares, se e somente se, o produto dos
coeficientes angulares m e n for igual a -1, ou seja, m.n = - 1, ou também podemos

dizer que duas retas sdo perpendiculares se os coeficientes angulares s30 opostos e
. . 1 ~ . .
inversos, ou seja, m = —~ . Para provar essa afirmag@o, vamos supor primeiro

que m.n = — 1 e vamos provar que » € s formam entre si um angulo de 90°. Para
isso vamos considerar as fungdes lineares f'e g de expressdes fix) = mx € g(x) = nx
cujos graficos sao retas de equacdes y = mx e y = nx, sendo lineares, ambas

passam pela origem. Vamos pegar o ponto A = (1, m) pertencente ao grafico de f
e um ponto B = (% , 1) pertencente ao grafico de g, a figura 8 nos mostra os

graficos das fungdes f'e g e os pontos A e B, ilustrando o caso em que m > 0

(neste caso, como m.n =— 1 por hipdtese, temos entdo n < 0).

Figura 8: As fungdes f{x) = mx e g(x) = nx e os pontos A = (/,m) e B= (%, 1).

Pela figura 8, ¢ facil verificar que os triangulos AOA’ ¢ BOB’ sado

congruentes pois sao tridngulos retangulos com um cateto medindo [OA’| = |BB’|
= 1 e outro cateto medindo |[AA’| = |OB’| = —% , temos entdo o caso de
congruéncia LAL(lado-angulo-lado), logo os angulos a, a’, B e B’ definidos na
figura 8 sdo tais que oo = o’ ¢ B = f°, como no triangulo retdngulo AOA’, o + =
90°(soma dos angulos internos de um tridngulo ), e a soma dos angulos a +

AOB + B’ = 180° (no eixo x a soma desses angulos representa um angulo raso),
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concluimos que AOB = 90°, logo as retas que sdo os graficos das fungdes f'e g
sao perpendiculares, ou seja, formam um angulo de 90°.

Verificaremos agora que se as retas r € s sdo perpendiculares, o produto de
seus coeficientes angulares € igual @ — 1, ou seja, m.n = —1. Usamos ainda a, o’,
e B’ como na figura 8. Estamos supondo agora que AOB = 90°. Com isso temos
a + B’ =90°. Como o tridngulo AOA’ ¢ retangulo, temos o + 3 = 90°, também o
triangulo BOB’ ¢ retangulo logo o’ + ” = 90°. De a + B’= 90° = a + B, temos
B=p,dea+ p=90°=a + P’ temos a = a’. Logo os tridngulos retangulos
AOA’ e BOB’ sdo semelhantes, mais ainda, como |[OA’| = |BB’| = 1, os tridngulos

sao congruentes pelo caso de congruéncia ALA (angulo-lado-angulo). Temos

entdo que m = |AA’| = |OB’| = —%, e finalmente m.n = —1.

3.4
Translacdo de Retas

Transladar ¢ movimentar (deslocar) um objeto de um ponto a outro. A
translagdo ¢ um deslocamento paralelo, em linha reta, na mesma dire¢do e mesmo
sentido de um objeto em questdo em fun¢do de um vetor.

Podemos transladar um objeto, por exemplo, um segmento de reta, na
horizontal. Na figura 9, temos a translagdo horizontal do segmento AB, com
A =(1,2)e B=(3,5), quatro unidades para direita, chegando no segmento W,
sendoque A°=(1+4,2+0)=(5,2)eB’ =3 +4,5+0)=(7,5), note que na
translagao horizontal os valores das ordenadas dos pontos que sdo extremidades

do segmento permanecem inalterados assim como o tamanho do segmento.
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Figura 9: Translagdo do segmento AB no segmento A'B’.

Também podemos transladar um objeto na vertical, usando também um

segmento de reta como no exemplo anterior, temos na figura 10 a translagdo do

segmento CD, com C = (3, 1) e D = (5, 4), quatro unidades para cima, chegando

ao segmento C'D’, sendo C’=(3+0,1+4)=3,5)eD=(5+0,4+4)=(5,8),

também verificamos que o tamanho do segmento ndo se altera, e agora na

translacdo vertical as abscissas dos pontos extremidade permanecem as mesmas.

9
y .
D
8 b
5
g
k) .
D
4 L d
.‘(,/
3 -+
/
./‘
4
1 L
T
-1 0 1 3 4 -] 6 8 9 10 1 12 13
-1

Figura 10. Translagdo do segmento CD no segmento C'D’.
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De forma geral, a translacdo de um ponto ( x, y) com relacdo a um vetor
(z, w) é o ponto (x+z, y+w). Isso significa uma translagdo horizontal em |z|
unidades para a direita se z > 0 ou para a esquerda se z < 0, ¢ uma translacao
vertical em |w| unidades para cima se w > 0 ou para baixo se w <0.

Na transla¢do do grafico de uma fun¢do f com relagdo a um vetor (z, w)
obtemos o grafico de uma fung¢do, digamos g dada por g(x) = f{x — z) + w. De fato,
a translacdo de ponto P = (x, f{x)) do grafico de /¢ o ponto Q = (x+z, fix) + w) e,
para entendermos este ponto como um ponto do grafico de uma fun¢do, podemos
escrever x’=x+tz (ex =x"—2), fx) T w=fx"—z2) +twe Q=(x", ix" —z) + w).
Assim, g(x) = f{ x — z) + w. Em particular, se o grafico de f ¢ a reta de equagdo
y = ax+b, entdo o grafico de g ¢ a reta de equacdo y = ax + b + ¢, onde
c=—az+w.

Na translacao de retas, o objeto em questdo ¢ uma reta e o vetor tem a
direcdo de uma reta perpendicular a reta que serd transladada passando pela
origem do plano, sendo o deslocamento paralelo, a translagdo de uma reta sempre
sera outra reta paralela a reta em questdo. Se as retas a serem transladadas forem
horizontais ou verticais, basta somarmos o valor que se queira a constante em
questdo, se quisermos subir, retas horizontais, ou deslocar a direita, retas verticais,
caso queiramos descer ou caminhar para a esquerda, basta subtrairmos a constante
dada. Como exemplo, na figura 11 temos a translagdo das retas y = 2 e x = 3,
transladadas cinco unidades para cima e quatro unidades para a direita,

respectivamente.

@

A B
y=i
D D
] 'Y
=2 A B
Yy < 2 3 L
Cc C I

-2

Figura 11: As retas de equagdo y = 2 e x = 3 transladadas paray = 7ex = 7.
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Se a reta a ser transladada ndo for horizontal nem vertical, basta somarmos
ou subtrairmos o valor desejado ao coeficiente linear da reta a ser transladada,
veja que o coeficiente angular ndo se altera garantindo que todas as retas possuam
o mesmo angulo formado com o eixo x, sendo assim paralelas a reta em questao.

Todas as retas transladadas sdo perpendiculares a uma mesma reta
perpendicular a reta original.

Como exemplo, o grafico na figura 12 mostra uma reta y,transladada por

Y2, V3, Ya, todas paralelas entre si e perpendiculares a reta y-.

Figura 12: Retas transladadas.

Ao transladarmos uma reta, teremos uma familia de retas paralelas, esta

familia de retas também é chamada de linhas de nivel.

3.5
Desigualdades Lineares e Regides Planas

Quando tragamos uma reta em um plano, esse plano fica dividido em duas
partes, ou em duas regides chamadas de semiplanos. Se a reta em questdo for
horizontal ou vertical, as regides sao dadas pelas seguintes desigualdades:

Para a reta horizontal y = a temos as seguintes regioes no plano:
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I) Regido y > a representada na figura 13.

+

Figura 13: Regido plana {(x, y) € R?|y > a}.

II) Regido y > a representada na figura 14.

Figura 14: Regido plana {(x, y) € R?|y >a}.
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IIT) Regido y < a representada na figura 15.

Figura 15: Regido plana {(x, y) € R?|y < a}.

IV) Regido y < a representada na figura 16.

o

w

Figura 16: Regido plana {(x, y) € R?|y <a}.
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Para a reta vertical x = a temos as seguintes regides no plano:

I) Regido x > a representada na figura 17.

v

o

Ir =

w

-
3

Figura 17: Regido plana {(x, y) € R?| x> a}.

IT) Regido x > a representada na figura 18.

o

w

=
3

Figura 18: Regido plana {(x, y) € R?|x >a}.
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IIT) Regido x < a representada na figura 19.

Figura 19: Regido plana {(v, ) € R?| x <a}.

IV) Regido x < a representada na figura 20.

Figura 20: Regido plana {(x, ) € R?|x <a.

Uma observagdo importante a ser feita ¢ que quando as retas fronteiras y = a
ou x = a, que dividlem o plano em duas regides s3o consideradas, temos
desigualdades do tipo y > a, y <a, x> a e x < a, a linha que usamos para

representar
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reta fronteira ¢ continua, ja quando as desigualdades sdo y > a,y < a,x > a e
x < a, a linha fica pontilhada.
Para desigualdades do tipoy >ax + b,y >ax +b,y<ax +bey <ax + b,

verificamos as regides cujos pontos P = (x, y) satisfazem as inequacgdes:

I) Regido {(x, ) € R?|y > ax + b} representada na figura 21, o semiplano

¢ representado pelos pontos que estdo acima da reta y = ax + b.

Figura 21: Regido plana {(x, y) € R?|y > ax + b}.
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1) Regido {(x, y) € R?|y >ax + b} representada na figura 22, o semiplano

¢ representado pelos pontos que estdo acima da reta ou que pertencem a reta

y =ax+b.

Figura 22: Regi

do plana {(x, ) € R%|y>ax + b}.

III) Regido {(x, y) € R?|y < ax + b} representada na figura 23, o

semiplano ¢ representado pelos pontos que estdo abaixo da reta y = ax + b.

Figura 23: Regido plana {(x, ) € R?|y < ax + b}.
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IV) Regido {(x, ) € R?|y <ax + b} representada na figura 24, o semiplano

¢ representado pelos pontos que estdo abaixo da reta ou que pertencem a reta.

ar+b

4=

=

=

-3

¥y < an+b

Figura 24: : Regido plana {(x, y) € R?| y<ax +b}.

Também verificamos para essas desigualdades que quando os sinais sdao

< e >, temos que a linha que representa

a reta fronteira de equagdo y = ax + b ¢

continua, e quando a desigualdade ¢ < ou >, a linha fica tracejada.

Todas as regides planas acima

foram construidas com a mesma reta

fronteira de equagdo y = — 0,5x + 2, como exemplo, fixemos a abscissax =8 e a

regido plana {(x, y) € R?|y < — 0,5x + 2}, neste exemplo vamos visualizar na

figura 25 os pontos A = (8, 2), B=(8, 6) e C = (8, 10) onde veremos um exemplo

de um ponto A que pertence a regido, um ponto B que esta na reta fronteira e um

ponto C que esté fora da regido.
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=

-4

Figura 25 Regido plana {(x, ) € R?|y < 0,5x + 2} com os pontos A=(8, 2), B=(8, 6) e C=(8,
10).

3.6
Sistemas de Desigualdades Lineares

Quando temos um conjunto finito de inequacdes lineares, aplicadas em um
mesmo conjunto, denominamos esse conjunto de sistema de desigualdades
lineares, onde o conjunto solugcdo pode ser uma regido plana, limitada ou nao.
Resolver um sistema de desigualdades ¢ procurar pontos que satisfacam,
concomitantemente, todas as desigualdades do sistema, a solu¢cdo do sistema ¢ a
intersec¢do dos semiplanos correspondentes as inequacgdes do sistema, formando
uma regido convexa que pode ser, de acordo com as inequacdes envolvidas,
limitada ou ndo.

Vamos determinar como exemplo, a regido solucdo das desigualdades

abaixo:

(I) 3x + 5y < 150
(I1) x + 4y < 80
(I1I) x < 40
V) x>0
(V)y=>0
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As desigualdades (I) e (II) acima estdo escritas na forma que normalmente
aparecem em problemas de otimizagdo, mas sdo mais bem compreendidas

graficamente se reescrevermos na sua forma reduzida:

Hy<—2x +50
() y<-— § +20

(I1T) x < 40
(IV) x>0
V)y=0

Vamos ver como fica o grafico da interse¢ao das regides planas dadas pelas

inequacdes (I) e (IIT) na figura 26.

BB |
Figura 26: Intersegdo das regides planas {(x, ) € R?|y <30 - 0,6x} € {(x, y) € R?| x < 40} com
os pontos A = (0,0), B =(0,30), C = (40,6), D = (50,0) e E = (40,0).

Fazendo esse processo de intersecdo com as cinco inequagdes, teremos na
figura 27, a regido delimitada pelos vértices A, F, G, C e E, essa regido plana ¢ a
solugdo grafica do sistema de desigualdades do exemplo acima. E interessante
notar que qualquer ponto no interior da regido e nos segmentos de reta que

delimitam a regido sao soluc¢des do sistema proposto.
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Figura 27: Intersecdo das regides planas {(x, ) € R?|y <30 — 0,6x}, {(x, ¥) € R?|y <20 —
0,25x}, {(x, ) € R?|x <40}, {(x, y) € R?|x >0} e {(x, ¥) € R?|y >0} com os pontos A =
(0,0), B =(0,30), C = (40,6), D = (50,0), E = (40,0), F = (0, 20), G= (200/7, 90/7) e
H = (80, 0).
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Otimizacéao

Se pesquisarmos o significado da palavra otimizar, teremos por exemplo no

site (www.significados.com.br) a seguinte defini¢ao: *“ Otimizar significa tornar

otimo ou ideal, é extrair o melhor rendimento possivel, no que concerne a
qualquer area de atividade”. Estudar, conhecer, selecionar e empregar meios que
facam os objetivos serem alcancados da melhor forma possivel. Otimizar é
estabelecer metas, prioridades, para que a eficiéncia nos resultados seja alcangada.

E comum ouvir falar em otimizar o tempo, otimizar custos, otimizar
produgdo, otimizar os estudos, enfim, entre tantas outras situagdes, mas todas elas
nos reportam a mesma questao: maximizar ou minimizar.

Acredito que a modelagem matematica seja uma ferramenta importante e
poderosa para auxiliar as pessoas, instituigdes, empresas € governos, conseguirem
otimizar as questdes inerentes a cada situagdo pratica do dia a dia referente ao seu
ambito de atuacdo. Alguns exemplos praticos: como conseguir estudar todas as
matérias do colégio durante a semana (um exemplo simples do cotidiano de
qualquer aluno), até uma questdo mais complexa, como reduzir custos de uma
grande producdo sem perder a qualidade da producao.

Existem varios modelos de otimizacdo matematica, ¢ muito importante
salientar que nem todas as situagdes sdo passiveis de modelagem matematica, mas
a proposta da dissertacao ¢ justamente estudar modelos de otimizagdo que sejam
de facil entendimento e aplicabilidade, principalmente no Ensino Médio.

Quando se fala de otimizag¢do, os modelos solugdo grafica e o simplex
aparecem nas dissertagdes do PROFMAT e em outras literaturas. Temos também
o método dos pontos interiores desenvolvido por Karmarkar [5] que se opde ao
simplex como solu¢do mais rapida; podemos ir para célculo diferencial e usar as
funcdes derivadas para encontrar maximos € minimos de fungdes [6], enfim,
temos um leque de possibilidades para tratar do tema otimizagao.

Dentre os modelos citados acima, optei pelo modelo grafico por achar mais
intuitivo e aplicavel a realidade dos alunos no Ensino Médio publico do Estado do

Rio de Janeiro.
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Modelo de resolucéo grafica

’

E importante salientar que o nosso foco sdo problemas de Programacao
Linear com duas variaveis de controle, pois para resolver problemas com mais de
duas variaveis precisariamos de outros métodos de solucao.

Para resolver um problema de otimizagdo pelo modelo de resolugdo grafica,
precisamos conhecer algumas definicdes que serdo necessdrias para o
entendimento do modelo, que sdo: Parametros, variaveis de decisdo, funcao
objetivo e conjunto de restri¢cdes. Temos entdo:

» Parametros: sao valores fixos presentes no problema a ser resolvido.

» Variaveis de decisdo: sdo as incognitas que queremos descobrir, ou

seja, € o foco do nosso modelo.

» Funcao objetivo: ¢ uma fungdo matematica, que depende das variaveis
de decisdo e que queremos otimizar (maximizar ou minimizar)

considerando os parametros estabelecidos.

» Conjunto de restricdes: sdo as relagdoes de interdependéncia entre as

variaveis de decisdo.

Para formular um problema de otimizag@o, observamos a seguinte ordem:
1. Identificar as variaveis de decisao
2. Montar a fung¢do objetivo

3. Verificar o conjunto de restri¢des

Para apresentar o modelo de resolucdo gréafica, vamos partir de um exemplo
pratico para que o entendimento fique mais fécil para os alunos. Vamos supor que
tenhamos que alocar recursos para a fabricagdo de computadores modelos
standard e premium. O modelo standard fornece um lucro de R$360,00 ¢ o
premium de R$600,00. O modelo standard requer, na sua produgdo, um gabinete

simples e uma
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porta USB, ja o modelo premium usa um gabinete maior ¢ mais bonito com duas
portas USB. No estoque existem 120 gabinetes simples, 100 gabinetes grandes

240 portas USB. A partir desses dados, como deve ser a produgdo desses

computadores para que o lucro seja maximo?

Colocando esses dados em uma tabela, representada na tabela 1, para

melhor visualizacdo dos dados do problema, teremos:

MODELOS STANDARD PREMIUM
LUCRO RS 360,00 RS 600,00
GABINETE SIMPLES GRANDE
ESTOQUE 120 100
PORTA USB 1 2
ESTOQUE 240

Tabela 1: Estoque de pegas

Nosso objetivo ¢ fabricar computadores modelos standard e premium que
maximizem o lucro. Antes de mostrar o modelo gréafico, ¢ interessante fazer os
alunos buscarem a solucdo por tentativa e erro, usando como auxilio uma
calculadora, para que ndo se perca muito tempo fazendo contas. Sugiro fazer uma
disputa entre os alunos para ver quem chega primeiro na solucdo, alids,
dependendo da turma que se trabalhe, a disputa entre grupos ¢ uma estratégia
interessante para eles focarem no problema.

Apos a disputa entre os alunos, ¢ hora de mostrar um método para resolver o
problema, que no caso ¢ o modelo de resolugdo grafica. Primeiro passo ¢é
identificar as varidveis de decisdo, que a tabela acima mostra de forma bem
didatica. No segundo passo, que ¢ montar a fun¢do objetivo, temos algumas
formas de representar as variaveis trabalhadas: Podemos chamar as quantidades
standard de s e as quantidades premium de p ¢ o lucro de L ou ir para as mais

usuais x, y e Z, sendo assim podemos escrever a funcao objetivo como:

L=360s+ 600p ou Z=360x+ 600y
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Agora vamos para as restrigoes:

1))

2)

3)

Gabinetes: Temos os modelos simples e grandes nas quantidades
respectivas de 120 e 100 totalizando 220 gabinetes, entdo a primeira

restricao fica:

s+p <220 ou x +y < 220

Porta USB: O modelo standard usa uma porta USB e o modelo
premium, duas portas USB, o estoque dispde de 240 portas, essa

restricdo nos da a inequagao:

s+2p <240 ou x+2y <240

A condicdo de ndo negatividade, afinal ninguém produz negativamente,
veja que a producdo zero ¢ possivel. Por exemplo: ndo produzir o
modelo standard e s6 produzir o modelo premium é uma situagao que

pode acontecer:

s>0ep>0 ou x>0 e y>0

Juntando as informagdes acima, temos um modelo de Programagao Linear

do tipo:

Maximizar a fungdo L = 360s + 600p com as restri¢des:

s+p <220

s+ 2p <240
s=0
p=0

ou

Maximizar a fun¢do Z = 360x + 600y com as restri¢des:

x+y <220 y <220 —x
x+ 2y <240 y <120-0,5x
x =0 ou x =0

y=0 y =0
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Apesar de ser interessante chamar as variaveis pelas letras iniciais, eu
particularmente prefiro as tradicionais x e y, pelo fato que vamos trabalhar
graficos, retas e regides planas, e falar para os alunos que o eixo das abscissas
agora sera denotado de s e eixo das ordenadas pela letra p, pode gerar um pouco
de confusdo nos alunos, afinal eles tém como alicerce os eixos x e y. Acredito que
seja uma forma deles ndo acharem que tudo mudou, ou seja, mesmo sendo um

problema de aplicagdo, sdo ferramentas que eles conhecem.

Uma forma interessante de os alunos identificarem o que as variaveis x e y
representam, € colocar no grafico, junto aos eixos cartesianos, 0 que as variaveis
significam, no exemplo em questdo, x (standard) e y (premium).

Vamos comegar construindo os graficos das restrigdes, que sdo regioes
planas, onde o Plano Viavel representa a regido de pontos que satisfazem as

inequacdes:

1) Regido plana {(x, y) € R?| x + y <220} = {(x, y) € R?|y <220 — x}

representada na figura 28.

y(premium)
A

PLANQ VIAVEL
80

60
40

20

B x(standard)
-0 -80 -60 =40 =20 o 70 40 0 1 120 140 1650 1 2 240 280 280 200

Figura 28: Regido plana dada por y <220 —x e os pontos A = (0,220) e B = (220,0).
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2) Regido plana {(x, y) € R?|x + 2y <240} = {(r, y) € R?| y < 120 —
0,5x} representada na figura 29.

Yy(premium)

Figura 29: Regido plana dada por y < /20 — 0,5x e os pontos A = (0,120) e B = (240,0).

3) Regido plana {(x, y) € R?| x>0} representada na figura 30.

Figura 30: Regifio plana {(x, y) € R?| x>0}
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4) Regido plana {(x, y) € R?|y >0} representada na figura 31.

5 6 7 8 9 10 1 12

54 e R e o e e
_l ‘
,1 .

Figura 31: Regido plana {(x, y) € R?| y>0}.

Agora devemos construir um grafico com todas as restricdes analisadas num
mesmo plano cartesiano, onde veremos uma regido, chamada de Regido Viavel,
que ¢ a intersecdo de todos os planos viaveis vistos anteriormente. Essa regido

satisfaz, simultaneamente, todas as inequagdes apresentadas.
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5) Na figura
{(x, ) € R?|y <220 — x}, {(x, ) € R}y < 120 — 0,5x},
{(x,y) € R?|x > 0} e {(x,y) € R?|y > 0} que representa a Regido
Viavel limitada entre os vértices A = (0, 0), B = (0, 120), C = (200,
20) e D =(220, 0).

51

32 vamos visualizar a interse¢do dos planos

»L |

-

Figura 32: Regido Viavel limitada entre os vértices A = (0, 0), B = (0, 120), C = (200, 20) e

D = (220, 0).

Apb6s a construgdo das quatro restricdes em um mesmo grafico,

originando a Regido Viavel, que ¢ a intersecdo dos quatro graficos, algumas

perguntas possivelmente vdo surgir como: onde entra a fungdo objetivo nesse

grafico? Além das intersegdes entre os graficos, o que mais representam os pontos

A, B, C e D no grafico acima?

O primeiro passo para incluir o grafico da fungdo objetivo no grafico das

inequacdes restricdo ¢ pensar no lucro zero:

Z = 360x + 600y
0 = 360x + 600y

360

600

y=—0,6x
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6) A figura 33 representa a Regido Viavel com a fungdo objetivo

considerando o lucro zero.

Figura 33: Regi8o Viavel com a fungdo objetivo y =-0,6x.

A partir da reta de equacao y = — 0,6x, que € a representacdo grafica da
funcdo objetivo quando o lucro € zero, verificamos que qualquer reta paralela a
ela e acima dela, corta (intercepta) a Regido Viavel. E interessante notar, que
todos os pontos que pertencem a interseccao das retas paralelas a reta y = — 0,6x e
acima dela, com a Regido Viavel, geram o mesmo lucro.

Da func¢do objetivo Z = 360x + 600y, vamos obter sua equacao reduzida:

Z = 360x + 600y
360x + 600y = Z

600y = Z — 360x

_z 360
Y 500 600

S Z
Y= Oa6x + 600 (I)
Se fizermos Z = 0 nessa equacgao, teremos a fun¢do y = — 0,6x que ja foi
vista na figura 6.
Podemos a partir da equagdo I dar valores a Z, de tal forma que as equagdes

obtidas sempre serdo do tipo y = — 0,6x + C, onde C ¢ uma constante. Nessa hora,
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¢ importante questionar aos alunos o que acontece com as retas quando a
constante C muda de valor. Com alguns valores para C, ¢ possivel fazer com que
os alunos percebam que as retas se deslocam paralelamente a fungao y = — 0,6x,
ou seja, se as retas possuem o mesmo coeficiente angular, possuem a mesma
inclinagdo, ¢ a mudanca do coeficiente linear faz com que a reta se desloque
paralelamente mantendo a mesma inclinacao.

Outra coisa interessante para mostrar aos alunos ¢ o fato de os pontos que
pertencem a reta da funcdo objetivo, que interceptam a Regido Viavel, dao o
mesmo valor de lucro. Por exemplo, a reta y = — 0,6x + 100 corta a Regido Viavel
nos pontos (100, 40), (120, 28), (160, 4), ... Substituindo esses pontos na fungao
objetivo Z = 360x + 600y temos:

Para o ponto (100, 40) Z =360(100) + 600(40)
7. =36.000 + 24.000
Z =60.000

Para o ponto (120, 28) Z =360(120) + 600(28)
7 =43.200 + 16.800
Z =60.000

Para o ponto (160, 4) 7 =360(160) + 600(4)
Z =57.600 + 2.400
Z =60.000
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7) A figura 34 mostra o grafico da equagdo y = —0,6x + 100
intersectando a Regido Viavel nos pontos E = (100, 40), F = (120,28)
e G=(160,4).

I
(premium)

.s(stapdami} )

320 340 360

Figura 34: Regido Viavel intersectada pela equagdo y = — 0,6x + 100 e os pontos E = (100, 40),
F=(120,28) e G =(160,4).

Depois que os alunos perceberam a igualdade do lucro para pontos
diferentes pertencentes a mesma reta que corta a Regido Vidvel, vem a proxima
indugdo, que ¢ fazer o mesmo teste, porém com retas cada vez mais distantes da
reta y = — 0,6x, que da lucro zero, para que eles verifiquem que o lucro vai
aumentando com o distanciamento das retas paralelas a reta y =— 0,6x. Podemos,
por exemplo, construir as retas y=—0,6x +60,y=—-0,6x+100e y =—0,6x +
120 e marcar nessas retas os pontos respectivos H = (80, 12), E = (100, 40) e I =
(110, 54) e calcular os lucros para cada situagao.

Para o ponto H = (80, 12), temos Z = 360(80) + 600(12)
Z =128.800 + 7.200
Z =36.000

Para o ponto E = (100, 40), temos Z = 360(100) + 600(40)
Z =36.000 + 24.000
Z =60.000

Para o ponto I = (110, 54), temos Z =360(110) + 600(54)
7 =39.600 + 32.400
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Z =172.000
8) A figura 35 mostra as retas y = —0,6x + 60, y = —0,6x + 100 e

y =-0,6x + 120 e os pontos H, E ¢ I respectivamente sobres as retas.

Figura 35: Regido Viavel com os pontos E, I e H.

Provavelmente, algum aluno deva perguntar sobre o lucro nos pontos que
delimitam a Regido Viavel, caso isso ndo acontega, ¢ a hora de pedir para que
facam os calculos para os pontos A = (0,0), B =(0,120), C = (200, 20) e D = (220,
0). Apds as contas, ¢ facil verificar que o ponto C = (200, 20), que significa
produzir 200 computadores standard e 20 computadores premium, da o maior
lucro de R$ 84.000,00.

Para verificarmos que a solu¢ao otima estd na fronteira da regido viavel,
devemos analisar dois casos: quando as retas que definem a fronteira sdo ou nao
paralelas as retas paralelas vindas da funcao objetivo.

Quando as retas que definem a fronteira da regido viavel ndo sdo paralelas
as retas vindas da funcao objetivo, a solugdo 6tima estd em um e s6 um vértice da
regido viavel. Para mostrar isso, primeiro vamos verificar porque a solugdo 6tima
se encontra na fronteira e ndo no interior. A regido vidvel ¢ limitada pelas
desigualdades x > 0 ¢ y > 0 nos dando como interse¢do o 1° quadrante como
regido viavel, as restricdes do problema sao dadas por inequagdes do tipo ax + by
< ¢, onde a, b e c sdo constantes positivas, logo as retas fronteiras sdo sempre

graficos de fungdes decrescentes. A intersecdo das regides dadas pelas restrigdes
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do problema nos dd como regido viavel um poligono convexo, ou seja, para
quaisquer dois pontos A e B pertencentes a esse poligono, todos os pontos
pertencentes ao segmento AB estio contidos nesse poligono. Outra definigdo
importante ¢ a de ponto interior, exterior e fronteira de uma regido. Dizemos que
um ponto ¢ interior a uma regido se existe um disco aberto, cujo centro ¢ o ponto
em questdo que esta contido nessa regido. De forma analoga, para um ponto ser
exterior, deve ser interior a regido externa. Ja4 para um ponto ser definido como
fronteira, para qualquer disco, cujo centro ¢ o ponto em questdo, existe um ponto
desse disco que esta no interior da regido € um ponto que estd no exterior da
regido.

Dadas as defini¢des anteriores, vamos provar por absurdo, que se um ponto
¢ interior a uma regido ele ndo pode ser a solugdo 6tima.

Dada a fungdo objetivo f(x, y) = ax + by, com a e b positivos, seja Z = f(x,

.o . ~ a VA
y) o0 lucro que queremos maximizar € considere a €équagao y = —;x + ; .

Suponhamos que o ponto (X, y,), interior a regido, seja o ponto que maximiza a
funcdo, entdo Z, = axy, + by, ¢ o ponto no dominio que maximiza a fung¢ao.
Como o ponto (xg,Y,) € interior a regido, pela definicdo de ponto interior, existe
um ponto (xy,y;) sendo Z; = ax, + by;, com y; > y, que também ¢ interior a

regido entdo:

Y1> Yo
by, > by,
axg + by, > by, + ax,
Z, > 7,

Logo, (xg, yo) ndo € o ponto de maximo.
Vamos verificar agora porque o ponto de maximo se encontra em um Unico

vértice do poligono que representa a regido viavel.
. ~ . . a VA
A partir da reta que representa a funcdo objetivo y = —yxt L, se
. . ~ a I
consideramos Z = 0, ou seja, lucro zero, a fungdo se torna y = —5 X, que ¢ a

equacdo de uma reta que passa pela origem do plano cartesiano. Como queremos

que o lucro seja maximo, estamos em busca da reta, paralela a funcdo objetivo,
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. . . . Z . ,
que tenha o maior coeficiente linear, ou seja, — tem que ser o maior valor possivel

~ a z . i~ .y
de forma que a reta de equacdo y= — , X+ intersecte a regido vidvel.

Sabemos que os pontos de intersecdo das retas paralelas a fungdo objetivo

S IN

o~ .y ~ ~ a
com a regido viavel ddo o mesmo lucro. Se a reta de equacdo y = —,xt

o

intersecta a regido em dois pontos, intersecta também o interior, pois a regido
convexa.

Como ja vimos que um ponto interior a regido viavel ndo nos da o valor
maximo, concluimos que o valor maximo tem que ser a interse¢cdo da reta,
paralela da funcdo objetivo, em um tUnico ponto da regido viavel, que se da
necessariamente em um unico vértice do poligono.

Quando as retas que definem a fronteira da regido viavel sdo paralelas a uma
reta vinda da fungdo objetivo, a intersecdo delas ¢ um segmento de reta, um lado
da regido viavel. Neste caso, temos infinitas solu¢des que nos dao o lucro maximo

do problema.
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Projeto

Comecei a lecionar Matematica em 1997, no Municipio de Araruama no
Estado do Rio de Janeiro, ano em que fiz meu primeiro concurso publico para o
magistério estadual, ja faz quase vinte anos que leciono na rede publica estadual.

Nesses vinte anos de magistério, ja lecionei em colégios particulares, por
contratos na rede municipal de Araruama e como efetivo na rede estadual, atuando
desde o antigo 1° grau (da 5* a 8% série) até hoje no Ensino Médio. Essa breve
introdugdo ¢ para enfatizar que tenho vivido uma grande mudang¢a no ensino, visto
por varios aspectos: desde o descaso do poder publico com a educagdo até¢ com a
falta de compromisso por parte de alguns pais com a educagdo de seus filhos. E
dificil “remar contra a maré” quando o discurso ¢ a favor da educagdo, mas a
realidade ¢ totalmente outra. Acredito que minha experiéncia docente ndo seja
muito diferente da maioria dos meus colegas que enfrentam a mesma situagdo
educacional pelo pais.

Hoje me deparo com uma realidade angustiante: alunos interessados que
pretendem alcangar voos maiores (apesar de ser a minoria), mas o sistema nao
permite que nos professores nos empenhemos mais, quer seja por falta de recursos
basicos como papel (folha A4) e marcador de quadro branco, quanto a recursos
mais sofisticados como acesso a computadores com acesso a internet com boa
velocidade. Sem contar com a deficiéncia de contetidos basicos como leitura
(interpretacdo) e calculos basicos (como somar, subtrair, multiplicar e dividir) que
os alunos saem do Ensino Fundamental sem saber e, mesmo assim, chegam ao
Ensino Médio.

Diante da realidade que vivo hoje, pretendo, com essa dissertagdo, propor
novos caminhos para o ensino da Matematica, propondo aos colegas que labutam
em sala de aula, meios de tornar uma das disciplinas mais temerosas pelos alunos
algo interessante e concreto para a realidade deles. Acredito que a dissertacao va
ao encontro do projeto de lei que muda a estrutura do Ensino Médio, que aposta
no interesse de cada aluno e sua expectativa para o futuro.

No ano de 2017, ano da entrega da dissertagao, lecionei no CIEP 384, em

Sdo Vicente de Paulo, 3° distrito do Municipio de Araruama, uma turma de
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semana. A turma
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foi a 2004 da manha, uma turma de 2° ano do Ensino Médio com 27 alunos. Essa
turma ja era conhecida minha, pois foram meus alunos, em sua maioria, no 1° ano,
em 2016, quando lecionei Matematica. A proposta foi de apresentar a esses alunos
problemas de otimizagdo linear, sabendo que eles ja tinham estudado fungdo do 1°
grau, ou seja, eles tinham familiaridade com retas no plano cartesiano, tinham
estudado a equagdo da reta na forma reduzida, alids nome que s6 ¢ apresentado a
eles no 3° ano em Geometria Analitica, mas conheciam o que sdo os coeficientes
angular e linear, o que eles representam para func¢ao do 1° grau, o zero ou raiz da
funcdo, o que ¢ uma fungdo constante, constru¢do do grafico identificando o
coeficiente linear e o zero da fungdo, fazer o estudo do sinal da fun¢do, que para
mim sempre foi um grande problema de aprendizagem para os alunos de 1° ano
do Ensino Médio, quer seja na fun¢do do 1° grau ou na funcdo do 2° grau, que a
meu ver ¢ mais complicado ainda para eles. Acredito que a deficiéncia de
entender o que ¢ estudar o sinal de uma fun¢ao, faz com que os alunos que
conseguem seguir os estudos em uma Universidade na area de exatas, tenham
dificuldades em entender aplicacdes que se dao exatamente no estudo do sinal das
fungdes, como por exemplo entender crescimento e decrescimento e pontos
criticos de uma funcao estudando o sinal da func¢ao derivada.

A disciplina Resolucdo de Problemas Matemadticos ou simplesmente R.P.M.
foi concebida pela Superintendéncia Pedagogica da SEEDUC com o objetivo de:
“Estimular o envolvimento dos estudantes com situagdes concretas e
contextualizadas de pesquisa, aprendizagem colaborativa e construgdes coletivas
entre os proprios estudantes e respectivos tutores — docentes preparados para
incentivar o desenvolvimento da autonomia do alunado” (Curriculo minimo,
orientacdes curriculares, 2013).

A proposta do projeto foi de apresentar aos alunos regides planas, conteudo
ndo contemplado no Ensino Médio Estadual. Acredito que uma grande
porcentagem dos alunos do Ensino Médio ndo estudem o assunto,
independentemente da origem, quer seja publica ou privada. Proponho trazer para
sala de aula a ideia de que o plano cartesiano existe antes das fungdes
propriamente ditas e mostrar aos alunos o que representa o conjunto de pontos (x,
y) tais que vy # fix), pois 0 “senso comum” ¢ fazer y = f{x) ou mesmo
escrever y(x), ou seja, os alunos entendem muitas vezes que o plano apenas existe

para esbocar o grafico de uma funcdo, que os pontos no plano representam
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necessariamente curvas no plano, fora isso ¢ algo estranho, como fosse um
absurdo um ponto ndo pertencer a uma curva. Nao ¢ trivial fazer a ligagdo entre
uma figura plana e uma equacgdo (ou sistema de equagdes, inequagoes...), pode ser
que entender o que significa por exemplo y # f(x) ajude a entender melhor o que
significa y = f(x).

Apos a apresentacdo das regides planas, vem o passo seguinte que ¢ falar
sobre reta horizontal e vertical, retas paralelas e perpendiculares, a relacdo entre as
retas paralelas e perpendiculares e translacdo de retas, que sdo conhecimentos
fundamentais para falar de otimizagdo linear por resolu¢io grafica. E importante
ressaltar que estou falando de conhecimentos que eles ja adquiriram, assim como
conteudo que so seria visto no 3° ano do Ensino Médio e contetido que sequer sdo
vistos no Ensino Médio nos colégios publicos.

Quero deixar claro que essa proposta de abordagem, principalmente a
inclusdo do objeto da minha pesquisa no cenario educacional que vivo € muitos
colegas docentes vivem pelo pais, ¢ uma tentativa de fazer a Matemadtica mais
atraente aos nossos alunos, mas ndo como uma proposta fantasiosa fora da
realidade que em geral vemos em um certo tipo de literatura. Quero poder
colaborar com algo factivel, que de fato faga sentido com o que nos professores
vivemos em sala de aula: falta de interesse dos alunos; abandono das escolas pelo
poder publico como desde falta de laboratdrios a simples falta de papel A4 para
reproducdo de avaliagdes; inversdo de valores pela sociedade, como achar que os
professores tém a obrigacao de ensinar boas maneiras aos seus filhos.

Infelizmente, por questdes financeiras e operacionais na SEEDUC-RJ,
algumas turmas foram extintas em varios Colégios no Estado do Rio de Janeiro,

inclusive no CIEP 384, onde trabalho, e ndo foi possivel implantar o projeto.

6.1
PROBLEMA MOTIVACIONAL

Problemas praticos de otimizagdo estdo presentes em diversos campos do
conhecimento, podemos por exemplo verificar qual deve ser o roteiro de um
caminhdo de lixo para que ele faga o menor percurso pelas ruas de um
determinado bairro, a fim de economizar tempo e combustivel; na alimentacdo,

queremos ter uma dieta que supra os nutrientes necessarios com o menor custo
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possivel; na agricultura, qual deve ser a plantagao que melhor se adeque ao solo e
ao mercado comprador, quais maquinarios necessarios para a colheita para que a
lucratividade seja maxima; na producdo de roupas, qual deve ser a composicao
dos tecidos para que se tenha um produto competitivo e aceito no mercado,
respeitando a capacidade de producdo da empresa, para gerar lucro. Enfim,
podemos citar varios exemplos onde a palavra-chave “otimizagdo” vai aparecer.

Vistos alguns exemplos acima, podemos introduzir uma situagdo problema
aos alunos que desperte neles o interesse na busca pela resposta de um problema
pratico, em que num primeiro momento eles consigam desenvolver uma solugao
por tentativa e erro usando uma simples calculadora. No contexto, chamar a
atencdo dos nossos alunos hoje para resolver uma situagdo-problema, ¢ um grande
problema! Principalmente no mundo dos smartphones e redes sociais em que
vivemos, eu costumo brincar com os meus alunos que vivo uma disputa desleal:
“Redes sociais versus Matematica”, ¢ claro que as redes sociais ganham
facilmente. Deixando a disputa de lado, e tentando trazer a tecnologia para o
nosso lado, uma introdu¢@o histérica do que vai ser estudado ¢ uma estratégia
interessante como motivacdao, ¢ uma pesquisa rapida usando os smartphones ¢é
uma forma de trazer a tecnologia para sala de aula. Sendo assim, escolhi como
problema motivacional o “Problema da Dieta”, que vem ao encontro com a
introdugd@o historica e porque ndo uma forma de falar de alimentagdo saudavel e
balanceada.

No livro Programacao linear de Darci Prado[2], o autor aborda o “Problema
da Dieta”, como ficou conhecido durante a segunda guerra mundial nos EUA.
Resumidamente, queria-se encontrar uma alimentacdo mais econdmica, que
suprisse as necessidades didrias de nutrientes (carboidratos, proteinas, vitaminas,
...). A melhor solugdo do problema foi dada por George Stigler, em 1945, ele
partiu de 77 alimentos e 9 nutrientes em cada um e chegou a uma dieta curiosa
composta de farinha de trigo, repolho e figado de porco, a um custo de
aproximadamente de 60 ddlares anuais. Com esta introdug@o historica ¢ possivel
fazer alguns questionamentos com os alunos como: viabilidade da dieta, frieza dos
numeros (afinal George Stigler s6 levou em consideracdo os aspectos
econdmicos), gosto pessoal e até religido, visto que, em algumas religides, ndo ¢

permitido comer carne de porco.
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6.2
ETAPAS DO PROJETO

Elaborei o projeto como um plano de aula, considerando uma aula de dois
tempos de 50 minutos, e, como todo plano de aula, ele ¢ flexivel, depende da
turma a ser trabalhada, ou seja, o projeto ¢ apenas um norte, uma proposta para
que colegas docentes possam trabalhar de acordo com sua realidade. E importante
ressaltar que € possivel implementar uma parte do projeto, ou mesmo aproveitar a

ideia de otimizacao e trabalhar da maneira que achar mais conveniente.

AULA 1:

Para a primeira aula comegamos com um questionamento aos alunos: “o que
¢ otimizagao?” ou “o que vocés entendem por otimizar?” Com certeza serda o
primeiro problema a ser encontrado: vocabulario! Pelo fato de muitos de nossos
alunos lerem pouco, ¢ bem provavel que desconhecam a palavra, mas se logo em
seguida falarmos em maximos € minimos a coisa fique um pouco melhor. Num
proximo passo, passamos para a abordagem histérica com o “Problema da Dieta”,
e se a turma for participativa, vamos ter uma aula bem interessante, onde eles
poderao listar varios exemplos no dia a dia onde maximizar ou minimizar alguma
coisa se faz necessario.

Nessa primeira aula, proponho uma atividade prética simples e que estd no
programa do ensino médio: apos relembréa-los sobre perimetro e area de
retangulos, fixemos um perimetro qualquer, por exemplo 20 metros, ¢
considerando apenas lados inteiros, pecamos que construam todos os possiveis
retangulos com o perimetro dado. Feito isso, eles agora vao calcular qual
retangulo tem a maior area. Essa atividade vai leva-los a um questionamento em
relagdo ao retdngulo de maior area, provavelmente algum aluno ird perguntar:
“professor, voc€ falou em retangulos, € a maior area ¢ de um quadrado?”. Mais
um momento oportuno de revisarmos quadrildteros e suas propriedades.

Terminada a atividade, ¢ hora de questionarmos aos alunos: e se o perimetro
fosse maior? E se considerdssemos nio somente lados inteiros, mas lados

decimais?


DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 1512259/CA


PUC-Rio- CertificacaoDigital N° 1512259/CA

64

AULA 2:

Na segunda aula, dependendo de como foi a primeira aula, visto que, se ndo
ha participagdo da turma, o inicio da aula 2 pode ser feito no final da aula 1, ja
podemos entrar com um problema de lucro maximo, mas sem falar do modelo
gréafico, a ideia dessa aula ¢ fazer com que eles, com a ajuda de uma calculadora,
para a aula render, fagcam calculos para chegar no maior valor (maximizagao) por
exemplo na fabricacdo de computadores modelos standard e premium do exemplo
dado no capitulo 5 - Modelo de Resolugdao Gréafica, veja que no problema dos
computadores eles tém que levar em consideragdo as restricdes do problema: um
estoque de 220 gabinetes e 240 portas USB, com lucros de R$ 360,00 ¢ R$
600,00, respectivamente nos modelos standard e premium. Na primeira atividade,
da area maxima de um retangulo, as contas sdo mais rapidas, no problema da
fabricagdao dos computadores, os alunos vao ter um pouco mais de trabalho por
causa das restrigdes. Serd interessante notarem que para quantidades diferentes de
produgdo dos modelos, terdo o mesmo lucro. Para trabalhar essa atividade, a
criatividade fica por conta de cada docente. Uma ideia interessante seria uma
disputa entre grupos, o grupo que chegar primeiro no valor maximo, respeitando
as restrigdes do problema, ganha alguma coisa. Se o prémio for um ponto na
média, com certeza vao se empenhar ao maximo! Se a turma fluir, for rapida no
calculo encontrando a resposta, fica a critério do docente trazer outro problema ou
dar continuidade ao projeto.

Mais alguns problemas interessantes, sobre alocacdo de recursos, para
trabalhar em sala para que os alunos busquem uma soluc¢ao 6tima.

a) Uma pequena fabrica de moveis produz dois modelos de molduras
ornamentais, cujos precos de venda sdo, respectivamente, R$ 110,00 e
R$ 56,00. Ela possui 7 pecas de madeira e dispde de 31 horas de trabalho
para confeccionar os dois modelos, sendo que o modelo A requer 2 pegas
de madeira e 5 horas de trabalho, enquanto o modelo B necessita de 1 pega
de madeira ¢ 7 horas de trabalho. Quantas molduras de cada modelo a
fabrica deve montar se desejar maximizar o rendimento obtido com as
vendas?

b) Uma microempresa produz dois tipos de jogos para adultos e sua

capacidade de trabalho ¢ de 50 horas semanais. O jogo A requer 3 horas
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para ser confeccionado e propicia um lucro de R$ 30,00, enquanto o jogo
B precisa de 5 horas para ser produzido e acarreta um lucro de R$ 40,00.
Quantas unidades de cada jogo devem ser produzidas semanalmente a fim

de maximizar o lucro?

AULA 3:

Agora ¢ a hora de mostrar o grafico, j4 montado com todas as restrigdes,
com os pontos delimitadores da Regido Viavel e voltarmos a fazer contas com os
alunos com pontos aleatorios que pertengam a regido interna € pontos que
delimitam a regido. Para essa atividade, usaremos o grafico da pagina 50 que
representa a solucdo grafica do problema da fabricagdo dos computadores. Mais
uma vez, podemos usar a calculadora como instrumento para agilizar o processo,
apesar de podermos trabalhar apenas com valores inteiros para facilitar os
calculos. Como ja sabem a resposta, pois na disputa entre grupos na aula 2
encontraram o ponto de maximo, o grafico vem apenas para corroborar o que ja
foi feito, com um pequeno detalhe: “ por que o ponto de maximo se encontra em
um dos vértices?”. Nessa hora, nos professores, estaremos torcendo para que
algum aluno nos pergunte: “Como foi feito esse grafico?”. Ou melhor ainda: “por
que o ponto estd em um dos vértices?”. Essa pergunta seria um Otimo
questionamento. Mas, vamos comecar pela possivel primeira pergunta: “como foi
feito o grafico?”. Nesse momento, possivelmente ja estaremos perto do final da
aula, e ¢ possivel relembrar o grafico de funcdes do 1° grau com os
coeficientes angular e linear e o zero da funcdo e as equacdes das retas horizontais

e verticais.

AULA 4:

Recordado como construir o grafico de uma funcao do 1° grau, ou seja, retas
no plano cartesiano, ¢ chegada a hora de apresentar aos alunos o que representa
desigualdades lineares graficamente (¢ o item 3.5 da dissertacdo), e talvez, como
ja comentado, uma novidade aos alunos, nessa aula fara sentido o que foi
comentado no inicio deste capitulo, na pagina 59, sobre a dificuldade dos alunos
de entender  y # f(x). Nessa aula, os graficos se fardo necessarios e elucidativos
onde as regides planas se apresentardo naturalmente. Se existir a possibilidade de

acesso a um software grafico, como, por exemplo, o GeoGebra (utilizado para
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construir alguns graficos desse trabalho) ou qualquer um de facil acesso, sera
bem-vindo. Caso contrario, utilizamos o quadro.

Nessa aula vamos trabalhar desigualdades e regides planas. Antes de
partirmos para um software grafico, ¢ interessante construirmos no quadro as
regides planas. Comecando pela construcao das retas horizontais y = a e verticais
X = a, onde a ¢ uma constante qualquer. Como sugestdo, ¢ interessante pegarmos
uma constante positiva e negativa, por exemplo: 3 e — 3. Construidas as retas,
vamos perguntar aos alunos quais pontos (x, )), no plano cartesiano, que
satisfazem as inequagdes: y > 3, y < -3, x > — 3 e x < 3. Nessa hora, eles vao
perceber que as respostas sao infinitas, originando regides planas.

O proximo passo serdo as retas de equagdo y = ax + b e suas respectivas
desigualdades y > ax + b e y < ax + b, da mesma forma que fizemos com as retas
horizontais e verticais, vamos pegar valores para a ¢ b faceis, por exemplo: a =2 e
b =—4 e, apds construirmos a reta de equacao y = 2x — 4, perguntamos aos alunos
alguns pontos que satisfacam as desigualdades y > 2x —4 e y < 2x — 4. A ideia ¢
que logo os alunos percebam as regides abaixo e acima da reta, reta esta que
apresentaremos como reta fronteira entre as regioes.

Ja entendido que as desigualdades representam regides no plano, podemos
trabalhar com um software grafico para que verifiquem a diferenga entre

y=ax+bey>ax+bouy<ax+b.

AULA 5:

Acredito que ja tenhamos informagdes suficientes para juntar e construir o
grafico da regido viavel. Sem divida alguma, a ferramenta tecnoldgica, como um
software grafico, ¢ de suma importancia e valia, pois a interse¢do dos planos
formando a Regido Viavel serd de facil compreensdo e rapida visualizagdo com a
ajuda de software grafico, mas na falta da ferramenta tecnoldgica, ¢ possivel
construir no quadro branco a interse¢do dos planos, apesar de dispor de mais
tempo. Junto com a Regido Viavel, apresentaremos a translacdo de retas. No caso
especial da translagdo da reta que representa a fungdo objetivo. E interessante
mostrar aos alunos que os pontos de interseccdo das retas transladadas com a
Regido Viavel fornecem o mesmo valor (no exemplo do capitulo 5 — modelo de

resolugdo grafica, o valor se refere ao lucro na producdo). Para isso, basta
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selecionar alguns valores de x e y satisfazendo a equagdo da reta e as inequagoes
da Regido Viavel e colocar os alunos para fazer as contas.

Outra andlise que pode ser feita com as retas transladadas, ¢ verificar que
quanto mais as retas se afastam da primeira reta (fun¢do objetivo) que passa pela
origem (lucro zero), mais o lucro vai aumentando. Agora basta um ponto em cada
reta, pois os alunos ja fizeram as contas antes e verificaram que os pontos de
intersecdo de uma reta com a regido viavel ddo o mesmo valor (lucro).

Proponho para essa aula, a constru¢do do grafico que representa a Regido
Viavel apresentada na aula 3. As regides representadas pelas restrigoes x > 0 e
y > 0 sao elementares, ja as regides dadas por y <220 —x e y <120 — 0,5x ficam a
encargo dos alunos como exercicio de verificacdo da aula 4. Na hora do esboco da
intersecao das regides, sem a utilizagdo de um software, serd conveniente esbocar
as regides de duas a duas com o auxilio de marcadores de quadro branco de cores
variadas. Talvez isso seja um problema para a realidade de alguns colegas, visto
que ter um marcador de uma cor ja serd uma vitoéria! Mas vamos ser otimistas.
Apos o esboco das regides, os alunos notardo que as retas de equacgdo y = 220 — x
e y =120 - 0,5x se cortam em um ponto. Pedimos entdo que encontrem o
ponto de intersecao entre as retas.

Bom, agora que os alunos ja tém uma noc¢ao de como construir a intersec¢ao
de desigualdades lineares, ¢ hora de construirmos as retas paralelas a fungdo
objetivo Z = 360x + 600y quando o lucro é zero, ou seja, construir as retas
paralelas a reta de equacdo y = — 0,6x. Vamos falar agora de translagcdo de retas e
retas perpendiculares: podemos mostrar que retas paralelas possuem o mesmo
coeficiente angular e que sdo sempre perpendiculares a uma mesma reta. Visto
isso, ¢ facil perceber que as retas paralelas a reta de equagdo y = — 0,6x sdo todas
do tipo y = — 0,6x + ¢, onde ¢ ¢ uma constante real qualquer, € como eles sabem
que o coeficiente linear da reta representa a intersecdo da reta com o eixo y, os
alunos podem encontrar retas paralelas a reta y = — 0,6x dando valores ao
coeficiente linear e mais uma vez vamos esperar de nosso alunos que percebam
que os valores para o coeficiente linear terd uma restricdo para que as retas

interceptem a Regido Viavel.
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Consideragoes finais

Este presente trabalho ¢ mais uma proposta, dentre tantas outras, de mostrar
ao0s nossos alunos a importancia e a aplicabilidade da Matematica, um dos grandes
desafios dos professores de Matematica em sala de aula.

Ao abordar problemas de otimizagdo linear, verifiquei que a resolugdo de
problemas, por meio da resolugdo grafica, pode ser uma forma interessante de
aprendizagem, considerando a possibilidade de se poder trabalhar com um
software grafico para a visualizacdo da regido viavel, e em seguida verificar qual
o ponto da regido que da a melhor solucao.

Para falar de otimizagdo linear é necessario aprender e rever tdpicos de
Matematica que os alunos ja viram, ou ndo, como o plano cartesiano, equagoes da
reta, posi¢cdes relativas de retas no plano, translagdo de retas, desigualdades
lineares, regides no plano e sistemas de desigualdades lineares, que sdo conteudos
necessarios para que os alunos entendam os problemas de otimizacdo e como
devem usar esses conhecimentos para chegar na solu¢io 6tima.

O tema otimizagao nos leva a situagdes-problema em que instigam os alunos
a pensarem no seu dia a dia como chegar a uma solu¢do otima para problemas
cotidianos e, a partir de casos simples, ¢ possivel mostrar aos alunos que esse
tema faz parte da realidade do mundo economico-financeiro.

A ideia de um projeto em que professores, de qualquer lugar do pais,
possam acessar a proposta para implementar em suas aulas, ¢ uma forma de
colaboragdo pedagogica facilitadora do trabalho docente de colegas que nao t€m
tempo e disponibilidade para pesquisar modelos diferentes de aplicagdes da
Matematica.

Enfim, termino esta dissertagdo acreditando humildemente que consiga
contribuir com colegas, professores de Matematica, espalhados pelo nosso pais,
de forma pratica e viavel, com uma proposta de atividade em sala de aula sobre
otimizacdo linear, sempre tentando fazer a Matematica mais tangivel e amigavel

aos nossos alunos.
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Apéndice

Atividade 1

Nome: N°

Sabendo que perimetro ¢ a soma dos lados de um poligono ¢ que a area de
uma retangulo € base vezes altura, discuta com os colegas do grupo e encontre as
dimensdes de um retangulo de perimetro 20 metros que tenha a maior area.

Considere apenas lados de tamanho inteiros.

}}

Agora imaginem a seguinte situagdo: vocés tém que cercar uma area
retangular com uma corda de 20 metros, de forma que a area seja a maior
possivel, mas se aproveitard uma parede como um dos lados do retangulo. Logo,
ndo sera utilizada a corda na parede, como no problema anterior, considerem

apenas lados de tamanhos inteiros. Veja a figura abaixo:

Parede
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Atividade 2

Nome: N°

Vamos supor que tenhamos que alocar recursos para a fabricacdo de
computadores modelos standard e premium. O modelo standard fornece um lucro
de R$360,00 ¢ o premium de R$600,00. O modelo standard requer, na sua
producdo, um gabinete simples e uma porta USB, j4 o modelo premium usa um
gabinete maior e mais bonito com duas portas USB. No estoque existem 120
gabinetes simples, 100 gabinetes grandes e 240 portas USB. A partir desses
dados, como deve ser a producdo desses computadores para que o lucro seja
maximo?

Para ajudar a constru¢do do problema, preencham a tabela 2 abaixo com os
dados do problema. Nao se esquegam que vocés tém um limite de estoque de

pecas para fabricar os dois modelos de computadores.

MODELOS STANDARD PREMIUM

LUCRO

GABINETE SIMPLES GRANDE

ESTOQUE

PORTA USB

ESTOQUE

Tabela 2: Estoque de pegas
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Atividade 3

Nome: N°

Vamos agora analisar o grafico que representa a situagdo problema da
atividade 2, vejam que a regido viavel esta dentro do poligono ABCD, o eixo x
representa o modelo standard e o eixo y, o modelo premium. O grupo vai escolher
tr€s pontos que estejam no interior do poligono, aproveitem o grafico
quadriculado para escolher os pontos, € peguem também os pontos que sdo 0s

vértices do poligono e facam as devidas contas para verificar o lucro para cada

situagao.

Qual o ponto que deu o maior lucro? Foi o mesmo ponto, ou seja, a mesma

situagao da atividade 2?
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Atividade 4

Nome: N°

1) Construa as retas horizontais y = - 3 e y = 3, e as retas verticais x =-3 e x = 3.

2) Dé pontos que satisfacam as desigualdades y >3,y <-3,x>-3 ex <3.

3) Construa a reta de equagdo y = 2x — 4. Encontre 4 pontos que satisfagam as
desigualdades y > 2x — 4 e 4 pontos que satisfagam a desigualdade y < 2x — 4.
Agora coloque esses pontos num mesmo grafico.

4) Como vocé percebe os pontos encontrados, que satisfazem as desigualdades,

em relagdo areta y = 2x — 4.
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Atividade 5

Nome: N°

Nesta atividade vamos construir o grafico dado na atividade 3. Siga os

passos:

1° passo: Construa, separadamente, as regides x > 0, y >0,y <220 —x e
y<120-0,5x.

2° passo: Encontre o ponto de intersec¢do das retas y = 220 — x e
y=120-0,5x.

3° passo: Verifique que regido representa a interseccao das regides x > 0 e
y=0.

4° passo: Faga a intersecao das regides y <220 —x ey < 120 — 0,5x com o
ponto de intersec¢do encontrado.

5° passo: Vendo a regido do 3° passo, faga a intersec¢do das quatro regides e

compare com o grafico dado na atividade 3.
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Alguns problemas de otimizacdo

Uma microempresa produz dois tipos de jogos para adultos e sua
capacidade de trabalho ¢ de 50 horas semanais. O jogo A requer 3 horas
para ser confeccionado e propicia um lucro de R$ 30,00, enquanto o jogo
B precisa de 5 horas para ser produzido e acarreta um lucro de R$ 40,00.
Quantas unidades de cada jogo devem ser produzidas semanalmente a fim

de maximizar o lucro?

Uma pequena fabrica de moéveis produz dois modelos de molduras
ornamentais, cujos precos de venda sdo, respectivamente, R$ 110,00 e
R$ 56,00. Ela possui 7 pecas de madeira e dispde de 31 horas de trabalho
para confeccionar os dois modelos, sendo que o modelo A requer 2 pegas
de madeira e 5 horas de trabalho, enquanto o modelo B necessita de 1 peca
de madeira e 7 horas de trabalho. Quantas molduras de cada modelo a
fabrica deve montar se desejar maximizar o rendimento obtido com as

vendas?

Um fabricante produz dois tipos de 6leo, A e B, que sdo feitos da mistura
de 6leo de algodao e de amendoim. Cada litro de 6leo do tipo A contém
25% de o6leo de algoddo e 75% de amendoim, e o tipo B, 50% cada. O
estoque possui 6.000 litros de 6leo de algodao e 9.000 litros de 6leo de

amendoim. Represente graficamente a regido viavel de producao.

Uma industria produz dois tipos de geradores de energia, tipo I e tipo II, e
para produzi-los, eles passam por duas maquinas A e B. Para produzir o
gerador tipo I, a maquina A tem que trabalhar 2 horas e a maquina B deve
trabalhar 4 horas. Para a produgdo do gerador tipo II as maquinas A ¢ B
devem trabalhar 4 horas e 2 horas, respectivamente. Supondo que as

maquinas podem trabalhar 24 horas por dia, calcule o lucro maximo dessa
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industria, sabendo que o gerador tipo I rende um lucro de R$ 300,00 ¢ o

tipo II um lucro de R$ 500,00.

Respostas e sugestdes das atividades e dos problemas

Atividade 1
Resposta: Um quadrado de lado 5 metros.

Um retangulo de lados x =5 ey = 10.

Atividade 2
Resposta: 200 standard e 20 premium.
x+y <220
N Jx+2y <240
Sugestao de modelo: x>0
y=0

Maximizar a fungdo f(x, y) = 360x + 600y

Atividade 3
Resposta: Por exemplo os pontos (40, 40), (100, 40) e (160, 20). O maior

lucro se da no ponto (200, 20). Sim, ¢ o mesmo ponto encontrado na atividade 2.

Atividade 4
Comentario: Esperamos que os alunos percebam que uns pontos estdo acima

da reta e outros, abaixo da reta.

Atividade 5
Comentario: E interessante comentar com os alunos que a intersec¢do das
regides x > 0 e y > 0 € o proprio 1° quadrante por se tratar de pontos (x, y) com

coordenadas positivas.
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Problema 1
Resposta: Fabricar 20 jogos do tipo A.

3x +5y <50
Sugestdo de modelo: x=0
y=0

Maximizar a fungdo f(x, y) = 30x + 40y

Problema 2

Resposta: 2 molduras do modelo A e 3 molduras do modelo B.

2x+y <7

5 +7y <31
x =0
y=0

Maximizar a fungdo f(x, y) = 110x + 56y

Sugestao de modelo:

Problema 3

Resposta:
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0,25x + 0,5y < 6.000
0,75x + 0,5y <9.000
x =0
y=0

Sugestao de modelo:

Problema 4

Resposta: 4 geradores de energia do tipo I e 4 geradores de energia do tipo

2x +4y <24

4x +2y <24
x =0
y=0

Sugestao de modelo:

Maximizar a fungao f(x, y) = 300x + 500y
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