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Resumo

Titoneli, Luana Miranda Baltazar; Pinheiro, Eduardo Barbosa (Orientador).
A Observacao de Padroes — Modelagem Matematica Através de
Sequéncias Numéricas e Objetos Geométricos. Rio de Janeiro, 2017, 78p.
Dissertacdo de Mestrado — Departamento de Matematica, Pontifica
Universidade Catdlica do Rio de Janeiro.

Este trabalho € uma andlise de padrdes que sao modelados matematicamente
através de conceitos que envolvem as sequéncias numéricas bem como aspectos
geométricos. Sdo consideradas algumas aplicacdes praticas de conteidos
trabalhados na educagdo bdésica, muitas vezes estudados de forma mecanica
através de férmulas que tornam a Matemdtica enfadonha e até sem sentido para os
discentes. O objetivo é mostrar que a Matematica transpde os limites das salas de
aula e que sua beleza pode ser vista em dreas diversas. As ideias e conceitos que
envolvem as Progressdes Aritméticas e Geométricas, por exemplo, sdo tteis na
resolucao de vdrias situagdes. A arte musical que estd envolta em conhecimentos
matematicos desde os primordios de seu desenvolvimento. Os estudos
desenvolvidos com a sequéncia de Fibonacci e como esté relacionada com a razao
durea e com fendmenos naturais que aparentemente nada teriam em comum. Além
disso, a presenga tdo marcante na natureza das caracteristicas dos fractais que
tracam um padrdo de formacdo para certos elementos naturais. E possivel fazer
com que o processo ensino-aprendizagem de Matematica torne-se efetivo através
da abordagem dos contetdos de forma pratica, o que desperta no aluno o desejo
de compreender o que € proposto. Este trabalho € inspirado na frase de Pitdgoras:
“A Matemadtica € o alfabeto com o qual Deus escreveu o Universo” e o que
pretende-se € mostrar que esta ciéncia de fato estd em toda a parte e que seu

aprendizado pode ser significativo e interessante.

Palavras-chave

Padrdes; sequéncias; ensino-aprendizagem; educacao bdsica.
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Abstract

Titoneli, Luana Miranda Baltazar; Pinheiro, Eduardo Barbosa (Advisor).
The Pattern Observation — Mathematical Modeling Through Numerical
Sequences and Geometric Objects. Rio de Janeiro, 2017, 78p. Master
dissertation — Dissertacdo de Mestrado — Departamento de Matemética,
Pontifica Universidade Catdlica do Rio de Janeiro.

This work is an analysis of patterns that are modeled mathematically
through concepts involving numerical sequences as well as geometric aspects.
Some practical applications of content worked in basic education are considered,
often mechanically studied through formulas that make Mathematics boring and
even meaningless to students. The goal is to show that Mathematics transposes the
boundaries of classrooms and that its beauty can be seen in several areas. The
ideas and concepts that involve Arithmetic and Geometric Progressions, for
example, are useful in solving various situations. The musical art that is shrouded
in mathematical knowledge from the beginnings of its development. The studies
developed with the Fibonacci sequence and how it is related to the golden ratio
and with natural phenomena that apparently would have nothing in common. In
addition, the presence so striking in the nature of the characteristics of the fractals
that lay out a pattern of formation for certain natural elements. It is possible to
make the teaching-learning process of Mathematics become effective by
approaching the contents in a practical way, which awakens in the student the
desire to understand what is proposed. This work is inspired by the phrase of
Pythagoras: "Mathematics is the alphabet with which God wrote the Universe"
and what is intended is to show that this science is indeed everywhere and that its

learning can be meaningful and interesting.

Keywords

Patterns; sequences; teaching-learning; basic education.
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1
INTRODUCAO

Vocé sabe o que sdo padrdes? Provavelmente o que primeiro vem a mente sao os
padrdes estabelecidos para medicdes de massas, comprimentos, superficies. Estes sdo sim
tipos de padrdes, usados principalmente para o comércio, para organizar as medidas. Mas,
a observacdo de padrdes ndo € voltada apenas para o comércio. Na verdade, é
amplamente aplicada a diversas dreas. O psicélogo, por exemplo, observa e estuda os
padrdes de comportamento. O socidlogo e o antropSlogo olham para a sociedade e
buscam os padrdes estabelecidos ao longo do tempo na formagdo da cultura. O
matematico estabelece equagdes, relacdes matemdticas baseadas em padrdes percebidos
através de observacgdes da prépria natureza ou de atividades humanas.

Seja em criagdes humanas ou na observacido de fendmenos naturais a presenca de
padrdes e sequéncias € muito mais comum do que se imagina. A matemadtica é definida
pelo diciondrio online de portugués como: ‘“ciéncia que estuda, por método dedutivo,
objetos abstratos (ntimeros, figuras, funcdes) e as relacdes existentes entre eles”. E na
observacdo de certos padrdes que se estabelecem muitas dessas relagoes.

Observando certas sequéncias é possivel equaciond-las e estabelecer relacdes
algébricas entre seus elementos. O crescimento bacteriano, por exemplo, ocorre de forma
padronizada visto que implica a divisdo celular, levando a um aumento exponencial do
nimero inicial de células. Existe uma relacdo entre o nimero inicial de células e o
nimero de células apds um periodo de tempo, uma vez que uma célula dé origem a duas e
essas duas vao dividir-se em quatro células e assim sucessivamente. Neste caso a
expressdo matemadtica que resume essa relagao é n, = 2™.n;, sendo n; o nimero inicial
de bactérias, n; é o ndmero de bactérias no instante t e n € o numero de geragdes.

A situacdo descrita mostra a existéncia de padrdes matematicos na natureza. O que
nos faz compreender a famosa frase atribuida a Galileu Galilei: “A Matemética é o
alfabeto com o qual Deus escreveu o universo.” Este trabalho pretende apresentar
algumas situacdes que envolvem sequéncias e padrdes sob a luz da Matemadtica. Serdo
consideradas as sequéncias estudadas no ensino médio (progressdes aritméticas e
geométricas) e algumas situagdes que ndo fazem parte do curriculo proposto para a
educacdo bdsica (sequéncia de Fibonacci e a geometria fractal), além dos padrdes
matematicos que envolvem todo o contexto musical. A ideia é mostrar que estes assuntos
podem fazer parte das aulas, isto é, que € possivel um aluno da educagdo bdsica
compreender o que € uma progressdo aritmética de segunda ordem, por exemplo, e

compreender as ideias por traz dos intrigantes e fantdsticos fractais.
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Alguns conceitos abordados neste trabalho, como as progressdes serdo
apresentados da maneira que sdo tratados no cotidiano de turmas do ensino médio.
Sempre evitando a transmissdo de informagdes apenas, mas buscando a constru¢do do
conhecimento através de questionamentos que estimulam o pensamento o que torna
efetivo o processo ensino-aprendizagem.

Este trabalho também tem como objetivo mostrar a presenca dos conceitos
matematicos em dreas que a maioria das pessoas nao imaginam, como € o caso da musica.
Como ja diziam os pitagéricos: tudo é nimero. Certamente, se fossem apresentadas a
Pitagoras, hoje, questdes como: quem somos? De onde viemos? A resposta seria simples:
Somos cerca de 7 bilhdes de pessoas, temos em média 1,7m de altura, temos 2 olhos, 1
nariz, 1 boca. Um ponto de vista simples e que mostra de forma bem racional que tudo
pode ser respondido através do universo da matemadtica.

O principal objetivo deste trabalho € mostrar algumas aplicagdes de conceitos
matematicos, que muitas vezes sdo considerados por estudantes como indteis, mas que na
realidade estdo presentes em seu cotidiano.

O segundo capitulo deste trabalho apresenta algumas defini¢des que envolvem as
sequéncias numéricas. No terceiro capitulo encontramos os padrdes definidos em
progressoes aritméticas e geométricas bem como aplica¢des de conceitos relacionados a
elas que envolvem a matemdtica financeira, além de falar a respeito de progressdes
aritméticas de segunda ordem.

No quarto capitulo, vamos analisar os padrdes musicais e as relacdes existentes
entre eles e os conceitos matematicos. Veremos que a histéria da Matemadtica em alguns
momentos se mistura a histéria por tras da musica. Ja o capitulo cinco trata da sequéncia
de Fibonacci, sua relacdo com a razdo durea bem como os padrdes encontrados na
natureza que estdo relacionados a esta sequéncia. Por fim, no capitulo seis tratamos da
geometria fractal apresentando alguns dos conceitos matematicos sobre os quais é

definida além de vermos algumas de suas aplicacdes no estudo da natureza.
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2
SEQUENCIAS

Inicialmente vamos pensar na definicdo do conjunto dos nimeros naturais visto
que este trabalho trata em grande parte de matemdtica discreta. A esséncia da
caracteriza¢do do conjunto dos nimeros naturais, simbolizado por N, reside na palavra
sucessor. Atualmente, pode-se descrever concisa e precisamente o conjunto N dos
nimeros naturais, valendo-nos da notdvel sintese feita pelo matemadtico italiano Giuseppe
Peano no limiar no século XX.

Intuitivamente, quando n,n' € [, dizer que n’ é o sucessor de n significa que n’
vem logo depois de n, ndo havendo outros nimeros naturais entre n ¢ n'. Evidentemente
esta explicagdo apenas substitui “sucessor” por “logo depois”, portanto ndo é uma
definicdo. O termo primitivo “sucessor” ndo é definido explicitamente. Seu uso e suas
propriedades sdo regidos por algumas regras, abaixo, enumeradas:

1) Todo nimero natural tem um tnico sucessor;

i) Numeros naturais diferentes t€m sucessores diferentes;

iii) Existe um nico nimero natural, chamado um e representado pelo simbolo 1, que nao
€ sucessor de nenhum outro;

iv) Seja X um conjunto de nimeros naturais (isto é, X < [J). Se 1 € X e se, além disso, o
sucessor de todo elemento de X ainda pertence a X, entdo X = N. Esta € ideia por trds do
principio da indugdo finita.

As afirmacdes 1), ii), iii) e iv) acima sdo conhecidas como axiomas de Peano. Tudo
0 que se sabe sobre os nimeros naturais pode ser demonstrado como consequéncia desses
axiomas.

Assim:

N={1,2345,..}

€ o conjunto N dos nimeros naturais.

2.1.
Definicoes

Uma sequéncia diz respeito a um conjunto no qual seus elementos sdo escritos
seguindo certa ordem. Uma sequéncia numérica € toda organizagdo de numeros
ordenados segundo uma relagdo pré estabelecida.

Uma sequéncia de ndmeros reais é uma funcdo a:N — R que associa a cada

ndmero natural n um nimero real a(n). Cada elemento de uma sequéncia também é
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chamado de fermo da sequéncia. Em uma sequéncia, o termo que ocupa a posicdo de
nimero n € indicado pelo simbolo a,, isto é:

a, indica o primeiro termo da sequéncia;

a, indica o segundo termo da sequéncia;

a3 indica o terceiro termo da sequéncia;

a,, indica o n-ésimo termo da sequéncia;

Escreve-se {a;,ay, as, ..., ay, ... } ou (ay)per ou simplesmente (a,) para indicar a
sequéncia cujo n-ésimo termo € a,,.

Chama-se sequéncia finita ou énupla toda aplicacio a:X c [ — R, onde X ¢

subconjunto finito.

Figura 1 — Representacdo por diagrama de uma sequéncia finita
Dessa forma, em toda sequéncia finita, a cada ndmero natural i; (1 < i < n) esta
associado um nimero real a;.
a ={ay,az,az,...,an}

Chama-se sequéncia infinita toda aplicacdo a: [] — [J.

N R
a
a;
n an

Figura 2 — Representag@o por diagrama de uma sequéncia infinita

Em toda sequéncia infinita, a cada n € [ estd associado um a,, € [J.
a={a,ayaz3 ...,ap, ...}
Exemplo 1) {1,2,3,4,6,12} € a sequéncia finita dos divisores inteiros positivos de 12
dispostos em ordem crescente.
Exemplo 2) {2,4,6,8....,2i,...} € a sequéncia infinita dos miltiplos inteiros positivos de 2.
Exemplo 3) {2,3,5,7,11,...} € a sequéncia infinita dos nimeros primos positivos.

Uma sequéncia pode ser:
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® Crescente: quando cada termo, a partir do segundo, é maior que o anterior, ou
seja, a, > a,_q1,Yn = 2.
® Decrescente: quando cada termo, a partir do segundo, € menor que o anterior, ou
seja, a, < an_q,Yn = 2.
e (Constante: quando todos os termos sao iguais, isto é, a, = a,_4,Vn = 2
2.2.
Lei de formacao de uma sequéncia

Interessam a este trabalho as sequéncias em que os termos se sucedem obedecendo
certa regra. Um conjunto de informagdes que determina todos os termos de uma
sequéncia e a ordem em que eles sdo apresentados é chamado de lei de formagdo da
sequéncia.

A lei de formacao pode ser apresentada de trés maneiras:

i) Por equacdo de recorréncia: sio dadas duas regras, uma para identificar o
primeiro termo a, e outra para calcular cada termo a,, a partir do antecessor a,,_.
Exemplo: Escrever a sequéncia finita (a,) cujos termos obedecem a seguinte formula de
recorréncia: a; = 2 e a, = ay_1 + 3,Vn € {2,3,4,5}.

n=2=a,=a,+3=2+3=5

n=3=a3=a,+3=5+3=8
n=4=aq,=a3+3=8+3=11
n=5=a;=0a,+3=11+3=14

Entdo,

(a,) = {5,8,11,14}.

ii) Expressando cada termo em fun¢do da sua posicdo: é dada uma expressdo a,

em fungdo de n.
Exemplo: escrever a sequéncia finita (b, ) cujos termos obedecem a lei b, = 2", n €
{1,2,3,4}.
n=1=b =21=2
n=2=b,=2%2=4
n=3=b;=23=8
n=4=b,=2*=16
Entdo,
(bn) = {2,4,8,16}

iii) Por propriedade dos termos: é dada uma propriedade que os termos da
sequéncia devem apresentar.

Exemplo: Escrever os cinco termos iniciais da sequéncia infinita (c,) formada pelos

nimeros primos positivos colocados em ordem crescente.
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Temos (c,) = {2,3,5,7,11, ... }.
Note que esta sequéncia ndo € dada por equacgdo de recorréncia, bem como nao se

conhece ainda expressdo para calcular o n-ésimo nimero primo positivo a partir de n.
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3
PROGRESSOES

Tratamos aqui de sequéncias numéricas que obedecem certas regras que
caracterizam a sucessdo dos termos mantendo sempre um padrdo de obtencdo para
qualquer termo n. Estas regras estdo relacionadas a soma de uma constante no caso de
uma Progressao Aritmética e ao produto de uma constante nas Progressdes Geométricas.

Cada assunto serd abordado a partir de uma situagdo-problema e gradativamente
os conceitos sdo introduzidos de forma que sejam relacionados a situacdo pratica descrita
inicialmente. No ensino de Matemética é importante que isto ocorra para que um aluno
seja capaz de assimilar o conteido trabalhado através de associacdes de ideias, onde ele
perceba uma relacdo entre o novo conceito apresentado com o que ji sabe de forma
natural e intuitiva, para que de fato compreenda o assunto e ndo apenas aprenda férmulas
sem sentido para ele.

3.1.
Progressao Aritmética
Consideremos a seguinte situacao:
Com azulejos quadrados brancos e pretos, todos do mesmo tamanho, construimos

0s seguintes Mosaicos:

Figura 3 — Mosaicos De Azulejos

A regra para construir esses mosaicos € a seguinte: inicialmente, formamos um
quadrado com 1 azulejo branco cercado por azulejos pretos; em seguida, outro quadrado
branco, este com 4 azulejos brancos, também cercado por azulejos pretos, e assim
sucessivamente.

Observando a situagdo, vamos inicialmente pensar no nimero de azulejos pretos
em cada uma das etapas de constru¢ao do mosaico.

1* etapa: 8 azulejos

2% etapa: 12 azulejos

3* etapa: 16 azulejos

Note que:

12-8 = 4 (nimero de azulejos da segunda etapa menos o niimero de azulejos da

primeira etapa);
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16 — 12 = 4 (ndmero de azulejos da terceira etapa menos o nimero de azulejos
da segunda etapa).
Observe que a cada etapa sio acrescentados 4 azulejos em relag@o a etapa anterior.
Uma sequéncia numérica na qual cada termo, a partir do segundo € obtido pela
soma do termo anterior com uma constante real é chamada de progressdo aritmética
(P.A.).
Considerando a, como o termo da n-ésima posicdo da sequéncia € r como a
constante real acrescentada termo a termo, temos:
1° termo: a,
2°termo: a, = aq +r
3°termo: a3 = a, +r=a,+r+r =aq +2r
4°termo: ay, = az+r=a, +2r+r=a, +3r
De modo geral, o termo que ocupa a n-ésima posicdo pode ser obtido pela
expressao:
a,=a,+(Mn—-1Dr
Denominamos:
a,=termo geral da P.A.
a,= primeiro termo da P.A.
n=n-ésima posicdo ocupada pelo termo,n € [I, n > 1
r =razdo da P.A.
A demonstracdo desta igualdade pode ser feita de forma bem simples através do
principio da indugdo finita, vejamos:
Demonstracao: Partindo da hipétese de que a,, = a,_q +7r; n = 2 vamos mostrar que
a,=a;+(n—1Dr,vnell.
()paran=1,tem-se:a, =a; =a; +0r=a; + (1 —-Dr=a;+(n— Dr
(ii) Supondo que a,, = a; + (n — 1)r para algum n > 1 vamos determinar o termo
subsequente acrescentando em a,, a constante 7
pyr=ap+r=a,+(n—-Dr+r=aq+(n—-1+Dr
Portanto:
A= +(n+1-r
Logo, pelo principio da inducio finita temos que numa P.A.:

a,=a;+(n—1Dr,vyne im

Para se obter a razao de uma P.A. basta fazer

r=d; —a; =043 =0y = =0 — dp—
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Temos que, se 7 = 0, todos os termos da progressdo sdo iguais. Neste caso, a P.A.
¢ constante. Neste trabalho estaremos interessados nos casos em que r # 0.

Numa progressao aritmética, para avancar um termo basta somar a razdo, para
avancar dois termos, basta somar duas vezes a razdo, e assim por diante. Assim, por
exemplo, a;3 = as + 8r, pois ao passar de as para a3, avancamos 8 termos; bem como
aq, = a; + 57, pois avangamos 5 termos ao passar de a, para a,; a4 = a7 — 137, pois
retrocedemos 13 termos ao passar de a;; para a, e, de modo geral, a, = aq; +
n—-Kk)r,vnk € L.

Na situacdo considerada inicialmente, se quisermos saber quantos azulejos pretos
seriam necessarios na vigésima etapa a,, podemos fazer:

3.1.1.
Representacao grafica de uma Progressao Aritmética

Considerando a PA {8, 12, 16, ...}, temos que seu termo geral é dado por
a, =8+ (n— 1) - 4, ou seja, a,, = 4 + 4n. E possivel relacionar os termos da sequéncia

com a posicao ocupada pelo mesmo, através da tabela:

Posicao do termo n Termo a,
1 8
2 12
3 16
n a,

Tabela 1 — Termos de uma P.A.

7

Observando que o termo geral a, = 4 + 4n € identificado com a fun¢do afim
f(x) = 4 + 4x quando x assume apenas valores naturais, concluimos que a P.A. {8, 12,
16, ...} é imagem da funcdo f com x € [1. Os pontos cujas coordenadas sdo dadas por
(n, a,) sdo pontos da reta de equacdo y = 4 + 4x. Vejamos esta representacio no plano

cartesiano:
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1 0
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.

L
/10'1'23;‘5

Grafico 1 — Representacao grafica de uma P.A.

De modo geral, temos:

® A representagdo grafica de uma P.A. {a,,a,,as,...,a,, ..} é formada pelos
pontos (n, a,) do plano cartesiano;

® Como o termo geral € a, = a; + (n — 1)r, a representagdo grafica da P.A. é
formada por pontos da reta de equagdo y = a; + (x — 1)r. Note que f(x) =aq +

(x — 1)r é uma fungdo afim se r # 0, e é constante se r = 0.

3.1.2.
Soma dos n primeiros termos de uma Progressao Aritmética

Conta-se uma histéria' que, no ano de 1785, em uma pequena escola no principado
de Braunscheweig, na Alemanha, o professor Buttner propds aos seus alunos que
somassem os nimeros naturais de 1 a 100. Apenas trés minutos depois, um menino de 8
anos aproximou-se da mesa do professor e apresentou o resultado pedido. O professor
assombrado, constatou que o resultado estava correto.

Aquele menino viria a ser um dos maiores matematicos de todos os tempos: Carl
Friedrich Gauss (1777-1855). O célculo efetuado por Gauss foi simples. Ele percebeu
que:

¢ A soma do primeiro com o ultimo nimero é: 1 + 100 =101

® A soma do segundo nimero com o pentltimo é: 2 + 99 = 101

® A soma do terceiro com o antepenultimo nimero é: 3 + 98 = 101

¢ E assim por diante, a soma de dois nimeros equidistantes dos extremos € igual a

soma dos extremos, que € 101.

! PAIVA, M., Matematica Paiva-EM, 2010, p. 401.
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¢ Como, no total, sdo 50 somas iguais a 101, Gauss concluiu que :
1+2+3+...+98 + 99 + 100 = 101-50 = 5050
Como a sequéncia dos nimeros naturais de 1 a 100 forma uma P.A. cuja razio é
igual a 1, a situacdo anterior € um exemplo de soma de n primeiros termos de uma P.A.
A soma S,, dos n primeiros termos da P.A. {a4, a,, as, ..., ay, ... } é dada por:
_(ag+ay)n
2

Demonstracao: Sejam a4, a,,as, ..., a,, 0s n primeiros termos uma P.A. de razdo 7,

Sn

podemos escrevé-los nas formas:
a;,ay +r,a; +2r,..,a; + (m—2)r,a; + (n — 1)rou
a,—(n—-Dr,a,—(n—-2)r,..,a, —2r,a, —1,a,
Sendo a segunda maneira de escrever a P.A. obtida a partir da seguinte ideia:
a, =, +(n—Dr=a,=a,—(n—Dr

Gu=a+r=a,—-n—-Dr+r=a,—n—-2)r

Vamos, inicialmente, escrever duas vezes a soma S,, de n termos da seguinte maneira:
Sn=a1+ (@ +r)+ (@ +2r)+ -+ (@ +(n=2)r)+ (a; + (n—1)r) (i)
Sn=ap+(@,—-7r)+(a,—-2r)+ -+ (a,— (n—=2)r)+ (a, — (n— Dr) (ii)
Efetuando a soma (i) + (ii), temos:

2-S,=(a; +ay) +(a; +a,) + -+ (a; +a,) + (a; +a,)

nvezes

a; +ay)'n
2:Sp = (a1+an)-n=>5n=%
Aplicando esta relacdo na situacdo pedida pelo professor de Gauss, temos:
(1+100)-100 101-100 10100
100 = 2 = 2 = 2

Observe que a expressdo que representa a soma de n termos de uma P.A. é um

= 5050

polindmio de grau 2 em n. Vejamos:
a; +ay)'n
= @ta
Temosquea, =a; + (n—1)r =a; +rn —r (ii)

Substituindo (ii) em (i):

(aq+ay+m—-r)'n (Ra;—r+rm)'n (2a;—71) r
n= 2 = 5 = > n+-

nZ

3.1.3
Progressao aritmética de segunda ordem

Primeiramente, vamos aqui fixar algumas definicoes.
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Dada uma sequéncia (a,), define-se operador A, chamado de operador diferenca,
por Aa, = a,41 — a,, Vn € N. Note que (Aa,,) forma uma sequéncia numérica.

A partir desta definicdo, segue que uma sequéncia (a,) € uma progressiao
aritmética se, e somente se, (Aa,) é constante a,,; — a, =71,¥n € N.

Definimos uma progressdo aritmética de segunda ordem como sendo uma
sequéncia (a,) na qual as diferen¢as Aa, = a,,; —a, formam uma progressao
aritmética nao constante (b,,) na qual:

by =a; —ay,b,=a3—ay,...,.b,=ay;1 —apeb,=b;+(n—1r,vneN

Tomemos como exemplo a sequéncia:

(an) ={3,7,13,21,31, ...}
Observe que:
a,—a,=7—3=40a3—a,=13—-7=6,a,—a3;=21—-13 =8
a sequéncia obtida a partir das diferengas entre termos sucessivos de (a,) a P.A.:
(bp) = {4,6,810, ...}
Proposicao: Numa progressdo aritmética (a,) de segunda ordem, cada termo a, n =
2 corresponde a soma de a; com a soma dos n — 1 primeiros termos da progressdao
aritmética (b,,) onde b,, = Aa,,.
Demeonstracao: Dada a sequéncia (a,) = {a4,ay, as, ..., a,_1, ayn, ... }, temos que:
b,=Aa,=0a,41—a, © ap;1 =a, +b,,VNEN

. bi+by)m . .
E, considerando S,,, = %, a soma dos m primeiros termos de (b,,), obtemos:

a2=a1+b1=a1+51
a3=a2+b2=a1+b1+b2=a1+52
a4=a3+b3=a1+b1+b2+b3=a1+53

ap=a;+S,-1,Vn=2nm
Segue da proposicao anterior que
(ap) ={a;,a; +S1,a1 + S5, ...,a; + Sp_q, - }
sendo (a,) uma P.A. de segunda ordem.
Teorema: Uma sequéncia (a,) € uma progressdo aritmética de ordem 2 se, e somente se,
seu termo geral a, € expresso por um polindmio de grau 2 em n.
Demonstracio: vamos demonstrar o teorema para a P.A. de segunda ordem:
Sea, =an’*+ pn+y,Vn €N, com a # 0, entdo:
by = Aan = apyq —an =
=an+1)?+pm+1D+y—(an?+pn+y) =2an+ (a +p)
que € polindmio do primeiro grau em n.

Sendo assim, na sequéncia (b;,) temos:
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bpi1 — by =2a(n+1)+ (a+p)— (2an+ (a +B)) =2a,Yn €N
Ou seja, (b,) tem razdo igual a 2a logo, (b,) é uma progressdo aritmética de
ordem um ndo constante.
Por outro lado, se (a,) é uma progressdo aritmética de segunda ordem, entdo, (b,,)

com b,, = Aa,,, € uma progressao aritmética com razdo r # 0. Logo:

bi+b,_1) - (n—1
b1+b2+b3+"'+bn_1=sn_1=(1 71.1) ( )

2
byt b+(n=2)r)-(n—1)
= > =
_ 2bn+rn® —2rn—2b; —rn+2r
= > =
T (2b; — 31)
—E 2+Tn+r—b1
como a, = a; + S,_; temos que:
r 2b; — 3r
an=—n2+gn+r—b1+a1

2 2

polindmio de segundo grau que determina a,, ®

Agora, voltemos ao nosso exemplo do mosaico de azulejos pretos e brancos e,
observemos o numero de azulejos brancos de cada etapa.

1 etapa: 1 azulejo (1 = 12)

2% etapa: 4 azulejos (4 = 22)

3% etapa: 9 azulejos (9 = 32%)

4* etapa: 16 azulejos (16 = 42)

Note que:

4 —1 = 3 (ndmero de azulejos na segunda etapa menos o nimero na primeira
etapa)

9 —4 =5 (nimero de azulejos na terceira etapa menos o nimero na segunda
etapa)

16 —9 = 7 (ndmero de azulejos na quarta etapa menos o nimero na segunda
etapa)

Organizando os numeros que representam a quantidade de azulejos brancos
utilizados em cada etapa, temos a sequéncia:

(ap) ={1,49,16, ...}
que é uma progressao aritmética de segunda ordem cuja sequéncia das diferencas entre
cada termo e seu anterior é:
(bn) = (Aay) = (ans1 = a) = {357, ..}

P.A. de primeira ordem, cujarazdo € b, —by = bz — b, =2 =r.
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Podemos determinar a expressdo do termo geral a,, lembrando que a, =
a; + Sp_1,eS,_1 é asomados n — 1 termos da de (b,,)
T 2by — 3r 2 23-32
2 + ( 1 )n 2 + ( )

ap, ==n +r—b1+a1=5n >

> > n+2-3+1

a, =n?vn€N.

3.1.4.
Os numeros naturais quadrados perfeitos

Os nimeros naturais que representam o produto de dois fatores iguais e inteiros sdo
chamados nimeros quadrados perfeitos. Vejamos algumas caracteristicas da sequéncia
formada pelos nimeros quadrados perfeitos:

1.1=1;22=4,33=9,44=16,..,n.n =n"

Uma questdo interessante a respeito dos numeros quadrados perfeitos € que o
niimero n? pode ser expresso como a soma dos n primeiros nimeros naturais fmpares.

Observe que a sequéncia dos nimeros naturais impares {1,3,5,7,9,11,..} € uma
progressdo aritmética cuja razio € 2 e o termo geral é dado por

a,=a;+(n—1D.r=1+n-1).2=2n-1

Aplicando a expressdo que determina a soma de n termos de uma P.A. temos:

a;+a,)n (A+2n—1).n 2n?
_Gregn (rmona wE Lo

Por outro lado se organizarmos de forma sequencial os niimeros quadrados

Sn

perfeitos, temos (b,) = {1,4,9,16,...,n2,...} que, como foi apresentado na observacio
anterior, ¢ uma progressdo aritmética de segunda ordem associada a sequéncia (Aa,) =
(bp) ={3,5,7,...,2n+ 1, ... }. Como vimos, cada termo b,, pode ser representado por:
b, = by + Sp_1
onde S,,_; é a soma dos (n — 1) termos de (c,). Assim,
b,=14+3+54+-+2n-1)+1=14+34+5+-+2n-1

Observe que 1+3+5+--+2n—1 é a soma dos n primeiros nimeros naturais
impares.

Podemos, entdo escrever

n*=1+3+5+-+2n—-1,VvneN

Tomemos como exemplo o nimero 25 = 5%, temos que 25=1+3+5+7+9
(soma dos 5 primeiros nimeros naturais impares).

Usar exemplos como este numa sala de aula da educagdo bésica quando trata-se de
progressdo aritmética, certamente desperta nos alunos um interesse pelo universo da

Matematica.
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3.1.5.
Um pouco de histéria — A Tetraktys

Os pitagéricos tinham uma maneira de representar nimeros por meio de seixos
(ou pontos). Para representar os nimeros 1, 2, 3, 4... por exemplo, utilizavam-se de uma
colec@o de seixos para formar triangulos eqiiilateros, cujo niimero de seixos da base de

cada um corresponde ao niimero que representa.

Numero Representacdo Quantidade de seixos
1 . 1
2 . 3
e o
3 ¢ 6
e o
4 10

Tabela 2 — NUmeros naturais representados por seixos

Observe que a sequéncia determinada pelo nimero de seixos em cada tridngulo € a
progressdo aritmética de segunda ordem (a,) = {1,3,6,10, ...} associada a P.A. de razdo
igual a 1 (b,) = {2,3,4, ... }. Podemos expressar o nimero de seixos no n-ésimo tridngulo
da seguinte maneira:

Ap = ay + Sp—q
sendo S;,,_; a soma dos n — 1 termos de (b)), onde b, =n+1,vn € Ne:
(by +bp_1)(n—1)
2
+(2+n)2(n—1)=2+2n—§+n2—n=n2;-n=n(n2+ 1)

Assim, se quisermos saber quantos seixos teria o sétimo tridngulo formado

an, = aq +Sn_1=a1+

a, =1

conforme a ideia dos pitagoricos fazemos:
_7(7+1) 78
S22

Em particular, o tridngulo construido para representar o niimero 4 que utiliza-se de

a = 28

10 seixos, era chamado de Tetraktys (que significa quaterndrio ou ‘“quatritude”) e os
pitagéricos o tomaram como simbolo da perfeicdo. Pois nele se percebe os quatro
primeiros nimeros, jAque 10=1+2+3+4

Conta a histéria® que Pitigoras pede a alguém que conte. Quando a pessoa conta

“1, 2, 3, 47, Pitagoras o interrompe e diz: “Vocé entende? O que toma por 4 é 10, um

% LiVIO, M., Deus é Matemético?, p. 33.
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tridngulo perfeito e nosso juramento”. O fildsofo neoplatdnico Jamblico (250-325d.c) diz
que os juramento dos pitagéricos era:

“Juro por aquele que descobriu a Tetraktys,

Nascente de toda a sabedoria,

Raiz perene da fonte da natureza.”

Aos olhos dos pitagéricos do século VI, a Tetraktys pareceu delinear toda a
natureza do universo. Em geometria, o nimero 1 representava um ponto, 2 representava
uma linha, 3 representava uma superficie e 4 um sélido tetraédrico tridimensional. A

Tetraktys parecia, portanto representar todas as dimensdes percebidas no espago.

NPANYAN

Figura 4 — Representacédo Geométrica dos Primeiros Quatro Numeros Naturais

3.2
Progressao Geométrica

As bactérias podem crescer individualmente por fissdao bindria (a célula alonga-se
até se dividir em duas) ou no contexto de uma populacdo (as células duplicam o seu
tamanho e forma-se um septum, que consiste no crescimento da membrana celular e
da parede celular até a separacdo das duas células). Quando uma célula se separa dando
origem a duas novas células diz-se que ocorreu uma geragdo, designando-se por tempo de
geracdo a duragdo de todo esse processo. Tendo em conta que existe uma relacdo entre o
nimero inicial de células e o nimero de células apés um periodo de tempo de
crescimento exponencial (uma vez que uma célula d4d origem a duas e essas duas vao
dividir-se em 4 células e assim sucessivamente), hd uma expressdo matemadtica que
resume essa relagdo: n; = 2™.n;, sendo n; o ndmero inicial de bactérias; n; é o nimero
de bactérias no tempo final e n que é o niimero de geracdes.

Esta situagdo € um exemplo do uso de modelagem matemdtica para situagdes
naturais. E possivel, com isso perceber mais uma aplicagdo dos conceitos matematicos na
vida prética. Casos como este auxiliam muito o trabalho do professor quando o objetivo é
incentivar o interesse dos alunos pelos conteidos lecionados. Neste caso, podem ser
trabalhados dois conteddos: funcido exponencial ou progressdo geométrica. Vamos aqui
focar no estudo das sequéncias e, portanto abordaremos o exemplo através dos conceitos

de progressdo geométrica e faremos, ainda, um paralelo entre os dois conteddos.

3 LIVIO, M., Deus é Matematico?, p. 34.
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Primeiramente, vamos definir o que caracteriza uma sequéncia como progressao
geométrica.

Uma progressdo geométrica (P.G.) é toda sequéncia na qual, cada termo a partir do
segundo, é igual ao produto do termo anterior por uma constante g. O nimero g é
chamado de razdo da progressao. Uma representacdo genérica pode ser:

(an) ={a,a:.9,0z.9,0a3.9, ... ,an_1.q, ...}
sendo a; o primeiro termo, a, o segundo termo, az O terceiro termo, € assim

sucessivamente com a,, sendo o n-€simo termo, onde:

a1=a1
a; =as.q
az = az.q

Ap-1 = An-2-4
an = Ap-1-4
Multiplicando-se lado a lado as equagdes acima, temos:
Aq.03.03 ..0p_1.0p = A1.01.4.03.G. .. Ap_3.q. Ap_1.q
E, cancelando os termos iguais, obtém-se:
an =a;.q"*

Observe que para avangar um termo em uma progressdo geométrica basta
multiplicar uma vez pela razio; para avangar dois termos, basta multiplicar duas vezes
pela razdo, e assim por diante. Portanto podemos obter um termo k a partir de um termo i,
através da relagdo: a, = a;.q*™*

Uma P.G. pode ser classificada como:

o Crescente: a1 >0egq>1oua; <0el0<g<1.

Exemplos: {1,2,4,8,...} P.G. crescente de razao q = 2.

{~2-1,-3,-7

~ 1
ST } P.G. crescente de razdo q = >

® Decrescente:a; >0e0<g<loua; <0eq>1.
Exemplos: {8,4,2,1,%,%, } P.G. decrescente de razdo q = %
{—1,—2,—4,-8...} P.G. decrescente de razdo q = —2
e Constante: neste caso, a razao € 1 ou todos os termos sdo nulos.
Exemplos: {3,3,3, ...} P.G. constante de razdo q = 1
{0,0,0,...} P.G. constante com termos nulos.

o Alternada: a; # 0e g <0
Exemplo: {1,—3,9,—27, ...} P.G. alternada de razdo q = —3
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Na situacao descrita no inicio deste capitulo, temos uma relag@o entre o nimero de
bactérias num dado momento definida por n; = 2™.n; Podemos representar este nimero
através da sequéncia, na qual cada termo representa a quantidade de bactérias e o
intervalo de tempo que define a geragdo é dado pela posicdo ocupada pelo termo, sendo
a, o nimero de bactérias no momento inicial, a, o nimero de bactérias decorrido um
intervalo de tempo de geracdo, a, o nimero de bactérias decorridos dois intervalos de
tempo de geracdo, e assim sucessivamente, entdo:

a, = {n;,n;.2,n;.2%,n;.2%,...}

Que é uma P.G. crescente onde a; = n; e q = 2.

3.2.1.
Representacao grafica de uma Progressao Geométrica

Vamos representar graficamente uma P.G. (a,) pelos pontos (n,a,) do plano
cartesiano. Tomemos, por exemplo, a P.G. {2,4,8,16,...} cujo termo geral é dado por
a, = 2.2™" 1 ou, simplesmente, a,, = 2"™. Os pontos no plano cartesiano desta P.G. sdo

dados por (n,2™), conforme a imagem a seguir:

J
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1
1
1
1
!
1
1
1
1
!
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1
1
1
!
1
1
1
!
!
1
1
1
!
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1
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1
1
1
!
!
1
+
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1
1
Il
1
1
1
Il
l
'
1
1
1
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|
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Il
l
'
|
1
1
+
3

1
1
1
‘
1
1

1
1

1
1

1
‘

‘
! :
1 2

-2 -1 0

Grafico 2 — Representacao grafica de uma P.G.

De modo geral, considerando a P.G. {aq, a,,as, ay, ...} de razdo ¢, com q >0 e
q # 1, o termo geral a,, = a,.q™ 1é equivalente a a,, = %. q". Portanto a representagio

grafica dessa P.G. é formada por pontos do grafico da fung¢do exponencial f(x) = % .q*.

Se a razdo g de uma P.G. (a,) for negativa ndo existe funcdo exponencial. Se g =1 a

representacdo grafica € uma reta horizontal.
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3.2.2.
Soma dos termos de uma Progressao Geomeétrica

No século IX, foram escritos na Arabia os primeiros livros sobre o xadrez, cujos
autores foram: Al-Razi, Al-Sarajsi e Al-Adli. Este dltimo, escreveu "O livro do xadrez"
onde se narra pela primeira vez, a célebre lenda dos griaos de trigo, que atribuem a
invengdo do xadrez a alguém chamado Sissa.

Conta a lenda® que Sissa inventou este jogo com o objetivo de agradar o rei e
combater seu tédio, mostrando-lhe depois que um rei sem seu povo estd morto, pois nao
tem poder nem valor.

O rei fascinado com o jogo, ofereceu a Sissa qualquer coisa que ele quisesse. Sissa
decidiu dar ao rei uma licdo de humildade, e pediu o seguinte: 2 grdos de trigo pela
primeira casa do tabuleiro, 4 grdos pela segunda, 8 pela terceira, 16 pela quarta, e assim
sucessivamente até completar as 64 casas.

Mesmo estranhando que alguém com tanta inteligéncia pediria algo aparentemente
tdo simples, o rei ordenou que seus servos realizassem seu desejo. Em pouco tempo, seu
vizir lhe indicou que era impossivel satisfazer a demanda, pois a quantidade de trigo que
Sissa pedira era muitissimo mais do que todos eles podiam chegar a ter.

Analisando a lenda do inventor do xadrez sob o ponto de vista das sequéncias e
padrdes matematicos, percebemos que se organizarmos a quantidade de grdos de trigo
pedidos por Sissa para cada casa do tabuleiro de xadrez, teremos a seguinte progressao
geométrica:

(a) = {2,4,8,16, ..., 254}
naqual,a; =2,g=2eaqa, =2.2"1=2"

A missao dos servos do rei ficou impossivel, visto que o nimero de grios era muito
grande. De fato, para determind-lo seria preciso efetuar a soma 2 + 4 + 8 + --- + 264,

Mas, o que temos nessa situacdo € a soma de 64 termos de uma progressiao
geométrica. Vejamos entdo como podemos proceder para efetuar a soma dos n primeiros
termos de uma Progressdo Geométrica:

Considere a PG, com q # 1, {a;,a;.9,a,.4%, ... ,a;.q"" 1}

Efetuando a soma de seus n primeiros termos que indicamos por Sy,

Sp=a;+a,.q+a.q> +-+a;.q"t (i)
multiplicando a equag@o por g:

q.Sp=a.q+a;.q> +a..q% ...+ a..q" (ii)
e, fazendo (i) — (ii), temos:

S.—q.S,=a,—a;.q"

4 TAHAN, M., O homem que calculava, p. 271.
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1-q).Sy=a;.(1-q")
Como q # 1, podemos dividir por 1 — g, o que nos da:
1-q"
1-g¢q

Sn=a1

Sendo assim, o resultado do problema dos graos de trigo pode ser calculado através

da expressdo acima, por:
1 — 964
Sea = Z.ﬁ = —2.(1 —2%) = 36893488147419103230

Esse resultado certamente faria o servo do rei desistir de contar os graos, até
porque isso seria impossivel, visto que se fosse contado 1 grdo de trigo por segundo,
seriam necessdrios 36893488147419103230 segundos, aproximadamente um bilhdo de
séculos contando esta quantidade de trigo.

Esta é apenas uma lenda, mas € interessante perceber a aplicacdo de conceitos
relacionados a progressdo geométrica em situagdes que podem ser reais.

Nas progressdes geométricas em que |q| < 1, a soma dos n primeiros termos tem

um limite finito quando n — c0. Como nesse caso lim g" = 0, temos:
n—oo

. : a,
111_1)r0105n=a1. _q(z)%l_t})loSn=1_q

Normalmente nos livros de ensino médio este limite € indicado por S, € chamado
de soma de infinitos termos de uma progressdo geométrica.
Um exemplo de soma de infinitos termos pode ser dado pelo célculo da seguinte
soma:
0,3+ 0,034+ 0,003 +0,0003 + -
Os niimeros {0,3; 0,03;0,003; 0,0003;...} formam uma P.G. infinita cujo primeiro
termo € 0,3 e a razdo € 0,1. Assim, a soma pode ser obtida por:

¢ 03 1
®71-01 3

3.3.
Matematica financeira e as Progressoes

Vamos abordar aqui um assunto que estd muito presente no cotidiano: a
matemdtica financeira. Fundamentalmente, trata-se de estudar os procedimentos
utilizados em pagamentos de empréstimos, bem como os métodos de andlise de
investimentos em geral.

Quando uma pessoa (ou uma institui¢do, como acontece com os bancos) empresta

a outra um valor monetario, durante um certo tempo, essa quantia é chamada de capital
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(alguns livros chamam de principal) e vamos indicar por C. O valor que o emprestador
cobra pelo uso do dinheiro, ou valor pago pelo que tomou emprestado, ¢ chamado de
juros e indicamos por J. A taxa de juros, que indicamos por i € expressa como
porcentagem do capital. Ela expressa os juros numa certa unidade de tempo,
habitualmente representada da seguinte maneira: ao dia (a.d.), a0 més (a.m.), a0 ano
(a.a.).

Dessa forma, por exemplo, um capital de R$5000,00 é emprestado a uma taxa de
1,2% a.m., os juros pagos no més serdo iguais a 1,2% sobre R$5000,00, que equivale ao
produto 0,012 - 5000 e, portanto, igual a R$60,00. De modo geral, os juros no periodo
sdo iguais ao produto do capital pela taxa, isto é:

J=C-i

Se o pagamento do empréstimo for feito numa tnica parcela, ao final do prazo, o
valor pago vai corresponder a soma do capital emprestado com os juros, que
normalmente chamamos de montante, indicado por M. No exemplo anterior, ao final de
um més, o montante a ser pago serd 5000+60=R$5060,00. Generalizando, temos:

M=C+]

Se o capital for aplicado a uma certa taxa por periodo, por vérios intervalos ou por
periodos de tempo, o valor do montante pode ser calculado segundo duas convencdes de
calculo, chamadas de regimes de capitalizacdo: capitalizacdo simples (ou juros simples) e

capitaliza¢do composta (ou juros compostos).

3.3.1.
Regime de capitalizacao simples

Conforme este regime, os juros gerados em cada periodo sdo sempre 0os mesmos e
sdo dados pelo produto do capital pela taxa.

Considere um capital C aplicado a juros simples, a uma taxa i por periodo e durante
n periodos de tempo. Os juros iniciais sdo iguais a C.i e de acordo com o regime de

capitalizacdo em cada um dos periodos, os juros sdo iguais a C. i, portanto:

Periodo Juros
0 C
1 C.i
2 C.i + C.i = 2C.i
3 C.i+C.i +C.i =3C.i
T Ci+ C.i+...+C.i = C.i.t

Tabela 3 — Célculo de Juros por Periodo de Tempo
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O montante ao final de certo periodo t, é obtido fazendo-se:

M1=C
M2=M1+C.i
M3=M2+Cl

M, =M, {+C.i

Somando-se lado a lado as equagdes temos:

My+My+--+M,=C+M; + My +--+M,_;+nC.i=
M,=C+n-1).C.i

Percebemos que, neste caso o capital evolui de forma linear, como uma progressao
aritmética na qual, o primeiro termo € o capital (a; = C) e a razdo corresponde ao juro
por periodo (r = C.1Q).

Este padrao de calculo ndo € o regime mais comum nas transacdes bancdarias, mas é
bem simples de compreender. Este ¢ um contetido trabalhado normalmente no ensino
fundamental em turmas de sétimo ou oitavo ano. Os alunos, geralmente entendem bem e
resolvem tranquilamente as situacdes propostas. E importante que seja revisado no ensino
médio quando tratamos de progressdo aritmética com o objetivo de mostrar uma

aplicacdo deste assunto que ndo deve estar limitado a sala de aula.

3.3.2.
Regime de capitalizacao composta

Nesse regime, os juros do primeiro periodo correspondem ao produto do capital
pela taxa; esses juros sdo adicionados ao capital, gerando o montante M, apds 1 periodo.
Os juros do segundo periodo, sdo obtidos multiplicando-se a taxa pelo montante M, esses
juros sdo adicionados a M4, gerando o montante M,, apds 2 periodos. Os juros do terceiro
periodo, sdo obtidos multiplicando-se a taxa pelo montante M,, esses juros sao
adicionados a M,, gerando o montante M5, apds 3 periodos.

Dessa forma, os juros de cada periodo sdo iguais ao montante do inicio do periodo
multiplicado pela taxa, e esses juros sdo adicionados ao montante do inicio do periodo,
gerando o montante do final do periodo. Temos:

M;=C
My, =M+ My.i = M{(1+7)
Mz =M, + M,.i = My(1+1i)

My =My 1 +My_q.0i=Mp_1(1+1)

Multiplicando-se lado a lado as equagdes, vem:
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My.My ..My_1.M, = C.M;My ..Mp,_;(1+ )" =M, =C.(1+)"?

Neste caso, o capital evolui exponencialmente, como uma progressao geométrica,
na qual o termo inicial € o capital e arazdo éq = 1 + i.

No Brasil, o regime de juros compostos é o mais utilizado em operacdes
tradicionais tais como cheque especial, crédito direto ao consumidor, desconto de titulos e

outras. Este € um conteddo normalmente trabalhado no ensino médio como uma

aplicagdo pratica da progressdo geométrica.
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OS P ADROES MUSICAIS E A MATEMATICA

A miusica é uma das artes que mais desperta fascinio nas pessoas. Em qualquer
lugar do mundo, desde uma tribo escondida no meio da mais longinqua floresta até
grandes centros urbanos, existe o envolvimento das pessoas com a musica. Em tribos,
muitas vezes a miusica faz parte de rituais nos quais acreditam que através dela
estabelecem-se contatos entre humanos e alguma divindade.

A musica € reconhecida por muitos pesquisadores como uma espécie de
modalidade que desenvolve a mente humana, promove o equilibrio, proporcionando um
estado de bem-estar, facilitando a concentragdo e o desenvolvimento do raciocinio.
Conforme consta na publicagdo do site Brasil Escola em matéria cujo titulo é “A
importancia da miisica no processo de ensino-aprendizagem’:

Segundo estudos realizados por pesquisadores alemaes, pessoas que analisam tons
musicais apresentam area do cérebro 25% maior em comparacdo aos individuos
que ndo desenvolvem trabalho com musica, bem como aqueles que estudaram as
notas musicais e as divisoes ritmicas, obtiveram notas 100% maiores que os demais
colegas em relagdo a um determinado conteido de matemética.

Independente do estilo musical, ou do propdsito por trds do uso da musica, para
que ela soe de maneira agraddvel e ordenada seguem-se varios padrdes desde a
composi¢ao até a execugao.

Conforme Almir Chediak, em sua obra “Harmonia e Improvisacdo”, a musica € “a
arte dos sons, constituida de melodia, ritmo e harmonia.” Detalhadamente, aparecem os
conceitos envolvidos: “Melodia € uma sucessao de sons musicais combinados. Ritmo € a
duracdo e acentuagdo dos sons e das pausas. Harmonia € a combinagdo de sons

simultaneos”.

4.1.
Sons e as funcoes periodicas

O som ¢ o efeito audivel produzido por movimentos de corpos vibratérios. Para os
sons musicais faz-se necessdria uma fonte sonora (corpo que produz sons ao vibrar). Nos
instrumentos musicais, os corpos vibrantes sdo corda esticada (violdo, piano, guitarra)
coluna de ar (saxofone, flauta, trompete) ou uma membrana (tamborim, cuica). No caso
de uma corda de violdo ao ser tocada, ela movimenta-se de um lado para outro um
determinado nimero de vezes por segundo emitindo um som. Esse movimento, chama-se

vibracdo que é medida em Hertz — Hz (ciclos por segundo).
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Neste inicio da andlise dos elementos envolvidos na musica, j4 é possivel perceber
a presenca de padrdes matemadticos. Muitos sons musicais podem ser representados por
funcgdes periddicas como fungdes seno e cosseno, que nestes casos tém periodo igual a
2m. Esse tipo de funcdo € utilizado para modelar matematicamente fendomenos fisicos de
natureza ondulatdria, como oscilagdes mecanicas ou de corrente em circuitos elétricos,
propagacdo do som ou teoria ondulatéria da luz. Vamos aqui observar um exemplo de
uma expressao trigonométrica utilizada para representar sons.

Em particular, vamos pensar na fung¢do g(x) = asen(2mw(x —c)), na qual
a,w,ceR,a # 0 e w # 0. Esta fungdo tem amplitude |a|, freqiiéncia w, periodo % ecé
um angulo de fase. Isto é, o gréfico de g oscila tomando todos os valores do intervalo
[—]al, |a|], completa um ciclo em cada intervalo de comprimento %, (portanto, w ciclos

em cada intervalo de comprimento 1) e encontra-se defasado da origem |c| unidades para
a direita, se ¢ >0, ou para a esquerda, se ¢ <0, em relagio a fungdo f(x) =
asen(2mwx). As mesmas consideracdes valem tomando h(x) = acos(2nw(x —c¢)) em
vez de g(x).

O som se propaga fazendo vibrar as moléculas de ar. A ac¢do da onda sonora faz
com que uma determinada molécula de ar oscile com respeito a sua posi¢do de equilibrio.
Em geral isso € verdade nos sons emitidos por instrumentos musicais, mas nao para sons
classificados como ruidos.

Vamos representar por y(t) a posicdo de uma molécula de ar vibrando numa onda
sonora no instante de tempo t. Entdo, y(t) deve ser uma fungdo periédica. No entanto,
seu grafico ndo necessariamente € tdo simples quanto o grafico do seno ou do cosseno.
Por exemplo, se y(t) descreve o deslocamento de uma molécula de ar na onda sonora
emitida por um diapasdo (instrumento utilizado para afinar outros instrumentos, como o
violdo por exemplo, a partir do som de uma nota musical especifica) que vibra a uma
frequéncia de 320 ciclos por segundo com amplitude de 0,02mm, entéo:

y(t) = 0,02sen(2m(320)t) = 0,02sen(640mt)

De modo geral, os sons produzidos por ondas do tipo y(t) = asen(2mwt) ou
y(t) = acos(2nwt) sao denominados tons puros.

No inicio do século XIX, Joseph Fourier mostrou que as curvas periddicas
“agraddveis” podem ser muito bem aproximadas por uma soma de fungdes seno e
cosseno. Em particular isso ocorre com o som musical, como na fungao:

y(t) = 22,4sent + 94,1cost + 49,8sen(2t) — 43,6 cos(2t) + 33,7sen(3t) —

14,2 cos(3t) + 19,0sen(4t) — 1,9 cos(4t) + 8,9sen(5t) — 5,22 cos(5t) —

8,18sen(6t) — 1,77 cos(6t) + 6,4sen(7t) + 3,11sen(8t) — 8,34 cos(8t) —

1,28sen(9t) — 4,1 cos(9t) — 0,71sen(10t) — 2,17cos(10t),
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que parece estranha, mas, ao observar o seu gréfico, percebe-se tratar de uma fungdo

periddica:

s —
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A
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v

—
I

—
a

Gréfico 3 — Funcao de um Som

z

Numa escala de frequéncias adequadas a funcdo y(t), acima é uma boa
aproximagdo ao deslocamento da onda sonora correspondente ao tom de uma das pipas de
um 6rgio. E interessante observar que os termos da expressdo de y(t) sdo escritos aos
pares, um seno e um cosseno, € que as frequéncias desses pares sao multiplos inteiros da
frequéncia do primeiro par. Esse € um fato geral que é parte da teoria desenvolvida por
Fourier. A aproximacdo ao som real serd mais precisa, adicionando a y(t) um par da

forma asen(11t) + bcos(11t), para algumas constantes a e b.

4.2.
Padroes matematicos nas partituras

A notagdo musical é a representacdo grafica de uma musica. Existem sete notas

naturais:

0

%\ o O ©
NV o O
¢ o 9O
DO RE M FA soL LA sl
Figura 5 — Representacéo das Notas Musicais na Pauta

Estas notas podem ser alteradas de forma ascendente ou descendente, tomando,
entdo o lugar de uma de suas notas vizinhas, usando respectivamente, os sinais #
(sustenido) e b (bemol), completando assim a série das doze notas, isto &, sete notas

naturais e cinco alteradas. Na verdade, todas as sete notas podem ser alteradas, mas
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apenas cinco resultariam em novos sons. O Mi# e Si# tém som de F4 e Do,
respectivamente. Entre uma e outra nota hd um intervalo de um semitom.
Nas teclas de um piano € possivel visualizar bem essas doze notas, sendo as notas

naturais associadas as teclas brancas e as cinco notas alteradas as teclas pretas.

Figura 6 — Notas Musicais nas Teclas de Um Piano

As figuras utilizadas na escrita de uma partitura, que € a representacdo grifica da
musica, mostram o tempo de duracdo de cada nota. Essas duracdes sdo os valores

representados pelas figuras gréficas de notacao musical.

Figura Nome Valor do tempo de execucdo da nota
O Semibreve 1
c,] Minima 1

2

J Seminima 1
4

Colcheia 1

> 5
Semicolcheia 1

i) %
ﬁ Fusa 1
32

Semifusa 1

J =

Tabela 4 — Nomes e respectivos valores de tempo de uma nota na partitura

~
i
‘rrr

Figura 7 — As Subdivisbes dos Valores de Tempo das Notas

E f4cil detectar a presenca de conceitos matematicos na organizacdo dessas figuras.

~ _ -1
Os valores formam uma Progressdo Geométrica de razdo >

{111111}
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A associagdo da musica com a matemdtica ndo para por ai. Ha diversas situacdes
nas quais ideias associadas a matemdtica ajudam na execu¢do de uma musica. Quando
um musico precisa marcar o ritmo de certa composi¢do musical ele o faz como se

contasse nimeros.

4.3.
A Escala Pitagérica

Os sons podem ser considerados a matéria prima da misica. Como vimos os sons
sdo resultados de oscilagdes muito rdpidas que ocorrem no ar. Os ouvidos captam esta
frequéncia e enviam ao cérebro a percepcdo dos diversos sons.

Por exemplo, se alguém emite um som que tem uma determinada frequéncia de

vibragdo,

220 Hz

Figura 8 — Vibragdo de Uma Corda inteira

€ uma outra pessoa emite um som que tem aproximadamente uma frequéncia que

corresponde o seu dobro:

440 Hz ( % da corda)

Figura 9 — Vibracdo De Meia Corda

o ouvido humano interpreta estas frequéncias sonoras como equivalentes e passa aceita-
las como sons musicais idénticos. Desde a antiguidade os povos utilizaram deste
conhecimento para organizar suas criagdes musicais. Desenvolveu-se o costume de se
utilizar os sons que o ouvido reconhecia como equivalentes como limites de uma espécie
de unidade sonora que poderia ser dividida, ou melhor fracionada. Este intervalo é o que
chamamos de oitava. Nas figuras acima temos como exemplo o niimero de vibragdes
correspondente a nota musical L4, (220Hz) e sua oitava L4, (440Hz).

Segundo as palavras do filésofo, cientista, matematico e diplomata alemdo
Gottfried Wilhelm Leibiniz “musica é um exercicio oculto de aritmética de uma alma
inconsciente que lida com nimeros”. O primeiro sinal do casamento entre matemdtica e
musica ocorreu por volta do século V a.C., quando o fil6sofo e matemdtico grego,
Pitagoras, realizou o que viria a ser uma das primeiras experi€ncias matematicas

registradas na histéria da ciéncia. Pitdgoras construiu um instrumento composto por uma
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unica corda estendida que poderia ser pressionada em lugares calculados e assim gerava

sons que mantinham relag¢Ges aritméticas. Era o monocdrdio.

J il

Figura 10 — Monocordio
. . . 3 .
Pitdgoras observou que pressionando um ponto situado a " do comprimento da

~ . . . 3
corda em relagdo a sua extremidade — o que equivale a reduzi-la a " de seu tamanho

original — e tocando-a a seguir, ouvia-se uma quarta acima do tom emitido pela corda
inteira. A partir desta experiéncia, os intervalos passam a denominar-se consonancias
pitagéricas. Assim, se o comprimento original da corda for 12 e se a reduzirmos para 9,
ouviremos a quarta, para 8, a quinta, para 6, a oitava.

Os pitagéricos foram os primeiros a elaborar uma escolha de sons adequada ao uso
musical e criaram os principios da teoria musical. Utilizando-se do monocoérdio,
determinaram as relacdes matematicas que fazem parte das consonancias consideradas
mais importantes: o intervalo da oitava (diapason), o de quinta (diapente) e o de quarta

(diaterason). Fixando-se uma corda de comprimento 1m e paralelamente a ela fixam-se

32 1 ~ . —
outras cordas de tamanhos 2, ;M e —m, as razdes entre 0 comprimento da primeira

. ~ ~ 4
corda e comprimento das outras trés cordas serdo 3

N w
RN

e que corresponde,

respectivamente aos intervalos de quarta, quinta e oitava. A simplicidade dessas fragdes
foi fundamental para o modo que os gregos criaram uma escala de sete notas, muito
parecida com a escala que utilizamos hoje, conhecida como escala diatonica de D6. Que é
o correspondente a tocar as teclas brancas de um piano.

Uma forma de se obter a escala pitagorica, como ficou conhecida, é a seguinte:

. . 1 ~ 2
suponha que D6, corresponde ao som produzido pelo monocdérdio solto. Numa razao de 3

_ . < . . 2
do comprimento da corda obtém-se a nota Sol; correspondente a quinta acima de D6,. A 3

‘ 2 2 _ 4 .
do Sol; encontra-se o Ré, que corresponde a 335 do comprimento. Refazendo o

mesmo processo, obtém-se Ld,, Mi;, Si; que sdo sons mais agudos que D&, que

s PP . 1
corresponde a oitava de DG, e é obtido tomando-se o comprimento de > da corda. Os

pitagéricos reduziram estas frequéncias dobrando o comprimento da corda quando os

sons ultrapassassem o D6,. Para obter o comprimento L da corda correspondente ao som
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que esta n oitavas acima do D6, e cujo comprimento da primeira oitava é [ realizamos a

seguinte operacdo, cuja expressdo corresponde a uma Progressao Geométrica:

)

Com esses procedimentos ainda faltava determinar o comprimento correspondente

a nota F4, e para isso basta determinar o comprimento de um som acima do qual Dé, é
. o1 2 3
uma quinta, isto é&: - ==l = [ =~
2 3 4

Esta descri¢do da obtengdo da escala ficou conhecida como ciclo de quintas

ascendentes, que também pode ser obtido por quartas descendentes. Os pitagéricos,

assim, determinaram uma escala heptatdnica com a qual estavam bastante satisfeitos ja

que esta escala era adequada aos padrdes estéticos musicais da época. Mas continuando
dessa maneira, isto é, multiplicando-se os comprimentos dos sons obtidos por 7 iniciando

em Si; encontram-se os sons que correspondem as notas alteradas Fa#, D6#, Sol#, Ré# e
La#. Os gregos conseguiram, entdo, uma divisdo da oitava em 12 partes. Sdo
considerados 12 sons porque depois de se aplicar doze quintas a um som, encontra-se
uma nota que estd a cerca de sete oitavas acima do som inicial.

Na figura a seguir é possivel observar a o ciclo de quintas ascendentes definido
pelo pitagéricos deslocando-se no sentido anti-horério. Além disso, se o deslocamento for

no sentido horério tem-se o ciclo de quartas descendentes que € equivalente ao primeiro.

Figura 11 — Ciclo de Quintas/ de Quartas

A escala Pitagérica apresentou um problema em relagdo ao desenvolvimento e
composi¢cdo musical no que diz respeito a transposi¢des, j4 que mesmo dividida em 12
partes, estas ndo sdo iguais. Vejamos por exemplo o caso do Ddsg que encontra-se

exatamente a 12 quintas de D6, e como o comprimento correspondente ao D6, € 1, o

12 12
. . 2 2 p . . P . )
comprimento de Dég é L = 1. (E) = (5) . Além disso o Ddg esta a 7 oitavas de Doy,

: . 1 1\7
portanto seu comprimento também pode ser expresso por L = 1. (E) = (E) . Neste caso,

a razdo entre estes comprimentos deveria ser 1, mas ndo é o que acontece. Vejamos:


DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 1512256/CA


PUC-Rio- CertificacaoDigital N° 1512256/CA

39

Gl

1z —

1,013643264770508 ...

/N
wWIN
N——

A raz@o obtida acima é chamada coma pitagorico e representa a defasagem entre as
12 quintas e as sete oitavas, isSo mostra que as quintas acusticamente perfeitas de
Pitagoras ndo se ajustam as oitavas quaisquer que seja o nimero de quintas ascendentes
que sejam aplicadas a um som original. Explicamos matematicamente este desajuste pela

seguinte desigualdade:

2\" 1\™
G) #@) wmen
De fato, pelo Teorema Fundamental da Aritmética temos que:

2P 3" ¥p,n €N

Suponhap =n+m,m € N:

n m

2"+m¢3"=>2".2m¢3"=>§¢i=><g) ¢(1) ,vn,meN
3n - 2m 3 2

4.4.

A Escala Temperada

De forma genérica, temperar significa fazer ajustes nos intervalos, desviando-os
dos intervalos naturais. A aplicacdo do sistema de temperamento tem como principal
objetivo solucionar o problema de transposicdo e modulagdo musical. Transpor uma
musica estd relacionado a mudanga de tonalidades. Por exemplo, se uma determinada
musica € normalmente tocada na escala de D6, mas certo cantor deseja cantar em outro
tom, como F4, todas as notas devem ser alteradas adequadamente acompanhando a nova
tonalidade. Neste caso, diz-se que houve uma transposicdo da musica da escala de D6
para a escala de Fa.

A escala temperada possibilita a divisdo da escala em 12 partes iguais, mas sé
comecou a ser pensada no fim do século XVI pelo matematico flamenco Simon Steven e
também pelo principe chinés Chou Tsai-Yu. Mas, somente em 1691 esta escala foi
fundamentada pelo musico alemdo Andreas Werkmeister.

O Sistema Temperado sé foi possivel devido ao uso de nimeros irracionais. O
objetivo do temperamento igual é fazer com que a razdo entre as frequéncias de duas
notas consecutivas seja sempre constante. Considere, por exemplo a divisdo da oitava
perfeita D6, a D6,. O que se pretende € tornar o intervalo de frequéncias entre duas notas

consecutivas um nimero constante g que deve ser determinado.
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sol Fif
Sol# Mi
La Ré#
La# Ré
Si D6 Do#

Figura 12 — Ciclo da Escala Temperada

Tomando-se a; e a, como as frequéncias, respectivamente de D6, e Dé#, pelo

sistema temperado teremos:

a;
—=q=>0a; =a:1q
a;
Assim, entre Ré e D6#, com frequéncias aj e a,, respectivamente temos:

as _ _ _ _ )

2. - 4743 = @ = 4199 = hq
2

De igual modo, tomando-se Ré# e Ré (ay, as), obtém-se:

G4 _ _ _ 2, _ 3
—=(q=04 =039 =a01q°q = a1q
as
De modo geral, temos:
a, =a;,q"L,neN,1<n<13
Note que, n variade 1 a 13 porque temos 12 intervalos, mas 13 notas em uma oitava.
Paran = 13, tem-se:
— 12
13 = a19

As frequéncias a,3 e a;da igualdade acima correspondem ao intervalo de uma oitava, ou

.oa 2
seja, —= = =, portanto obtemos:
a; 1

7z

O que temos no sistema temperado é uma Progressdo Geométrica cuja razio é

q = "3/2 e o primeiro termo corresponde i frequéncia determinada pela nota chamada
principal da escala. Na escala de L4 a nota principal que define a escala € o L4.

Uma representacdo matemadtica dessa distribui¢do de frequéncias pode ser feita
através do uso de coordenadas polares. Esta representacdo pode-se iniciar por qualquer
nota da escala musical e percorrendo-se intervalos iguais, quando se chega ao décimo
segundo intervalo a frequéncia da nota musical serd o dobro daquela pela qual foi

iniciada.
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Figura 13 — Espiral Logaritmica Definida Pelas Coordenadas Polares de Uma Escala

Observe que a espiral comeca pelo valor 1 e termina no valor 2. Assim os raios
vetores que representam as notas musicais t€m seus comprimentos representados na

sequéncia por:

Nota Comprimento do raio vetor
Ld (%2)" =20=1

La# (32)" = "2 = 1,0594631
Si (13/5)2 =2 = 1,1224621
D6 (32)° = 42 = 1,1892071
Dé# (1{/5)4 = %2 =1,2599211
Ré ('32)° = 1,3348399
Ré# (13/5)6 =2 = 1,4142135
Mi (*42)" = 1,4983071

F4 (1i/§)8 = ¥4 = 1,5874011
Fé# (13/5)9 = %/8 = 1,6817929
Sol ('42)" = V32 = 1,7817975
Sol# (32)" = 1,8877487
Li (32)" =2

Tabela 5 — Variagdo De Frequéncias Das Notas De Uma Escala

O uso do sistema temperado se justifica porque com o desenvolvimento do sistema
tonal e da composi¢do musical, o uso de modulagdo ficou frequente e as escalas naturais
ficaram com o uso muito restrito. Este sistema atraiu muitos simpatizantes, que buscavam
a modulacdo e que, gracas ao novo sistema, finalmente conseguiram realizar
maravilhosos trabalhos musicais e escritos. Talvez, o mais célebre de todos tenha sido
Johann Sebastian Bach (1685-1750). Este compositor e instrumentista compds, em 1722 a

obra “O Cravo bem Temperado” que compreende 24 tonalidades.
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SEQUENCIA DE FIBONACCI

Leonardo Fibonacci nasceu na Itdlia por volta de 1170, é também conhecido como
Leonardo de Pisa ou Leonardo Bigollo. Ele representou um papel importante revivendo

conceitos matematicos antigos e fazendo contribui¢des significantes a esta ciéncia.

Figura 14 — Leonardo Fibonacci

“Os nove numeros indianos sdo: 9 8 76 54 3 2 1. Com esses nove ndmeros, € com
o signo 0... qualquer nimero pode ser escrito”

Com as palavras acima, Leonardo Fibonacci comecou seu primeiro e mais
conhecido livro, Liber abaci (Livro do dbaco), publicado em 1202. Nesta época poucos
intelectuais europeus conheciam os numerais indo-arabicos que usamos hoje. Era comum
0 uso do sistema romano de numeracio, nada prético para fins de cédlculos. Depois de
comparar varios sistemas de numeracio utilizados em sua época, Fibonacci concluiu que
0s numerais indo-ardbicos, que incluiam o principio do valor de lugar, eram muito
superiores a todos os outros métodos e dedicou os sete primeiros capitulos de seu livro a
explicacdes sobre a notacdo indo-ardbica e suas aplicacdes praticas.

Muitos foram os problemas abordados e solucionados no Liber abaci por Leonardo
Fibonacci. Um deles é o famoso problema dos coelhos, que muito provavelmente
originou-se do papiro de Rhind, que d4 origem a famosa sequéncia de Fibonacci:

“Um homem pds um par (casal) de filhotes de coelhos num lugar cercado de muro
de todos os lados. Quantos pares (casais) de coelhos podem ser gerados a partir desse
par em 12 periodos, se em todo periodo cada par gera um novo par (casal) de filhotes
que se tornam adultos e férteis a partir do segundo periodo de vida?”

Uma solugdo para este problema é dada a seguir:

¢ No primeiro periodo, tem-se 1 par de filhotes de coelhos;

*No segundo periodo, tem-se o0 mesmo par de coelhos, mas neste momento
adultos, portanto fértil;

® No terceiro periodo, tem-se 1 par inicial mais 1 par de filhotes, portanto 2 pares

de coelhos;
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® No quarto periodo, tem-se 1 par inicial, 1 par (primeiro par gerado) adulto fértil
mais 1 par de filhotes (segundo par gerado pelo primeiro casal), portanto 3 pares de
coelhos;

® No quinto periodo, tem-se os 3 pares de coelhos do quarto periodo mais 2 pares
de filhotes (sendo 1 gerado pelo par inicial e 1 gerado pelo primeiro par gerado), portanto
sdo 5 pares de coelhos;

¢ No sexto periodo tem-se os 5 pares de coelhos do quinto periodo, mais 3 pares de
filhotes (1 par gerado pelo par inicial, 1 par gerado pelo par gerado no terceiro periodo e
1 par gerado pelo par do quarto periodo), portanto sdo 8 pares de coelhos;

Seguindo essa ideia tem-se o esquema a seguir:

19 periodo

20 periodo | A Coelhos Adultos
32periodo | A E Coelhos Filhotes

49per|'odo

5°per|odo

69perl’od0

“ L] [a] [4]

Figura 15 — Esquema da Reproducao dos Coelhos

Continuando nessa mesma linha raciocinio, € possivel concluir que a partir do
terceiro periodo, a quantidade de casais é dada pela soma das quantidades de casais dos
dois periodos anteriores. Dessa forma, obtemos uma sequéncia, onde os dois primeiros
termos valem 1, os demais termos sdo gerados pela soma dos dois termos anteriores,
formando a sequéncia onde a posi¢do dos termos representa os periodos € 0s termos
representam a quantidade de casais de coelhos:

{1,1,2,3,5,8,13,21,34, 55,89, 144, ...}

A sequéncia acima na qual cada termo a partir do terceiro € obtido através da soma
de dois termos anteriores, foi apropriadamente chamada de Sequéncia de Fibonacci no
século XIX pelo matematico francés Edouard Lucas (1842-1891).

Sequéncias de nimeros nas quais as relagdes entre termos sucessivos pode ser
expressa por uma férmula matemdtica sdo conhecidas como recursivas. A propriedade
geral de que cada termo na sequéncia é igual a soma dos dois anteriores é expressa

matematicamente como:

{ i=f=1 neN

frniz = far1 1o

na qual f,, representa o n-ésimo termo da sequéncia.
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5.1.
Férmula recursiva da sequéncia de Fibonacci

Para nao ficarmos apenas na citacdo da expressdo “Sequéncia Recursiva”
abordaremos aqui rapidamente alguns conceitos relacionados a recorréncias. As
definicdes e teoremas citados aqui, sdo baseadas no livro Matemdtica Discreta, de
Augusto César Morgado e Paulo Cezar Pinto Carvalho, da cole¢do Profmat, da SBM.[1]

Muitas sequéncias sdo definidas recursivamente, isto é, por recorréncia. Isso
significa que € possivel defini-las através de uma regra que permite calcular qualquer
termo em funcao do(s) antecessor(es).

Por exemplo, a sequéncia (a,) dos nimeros naturais impares {1,3,5,7,...} pode
ser definida pora,,,1 = a, +2,n>1,coma, = 1.

Mas, uma recorréncia, por si s6, ndo define a sequéncia. No caso citado acima, a
recorréncia a,.+q, = a, + 2, é satisfeita ndo apenas pela sequéncia de nimero naturais
impares, mas todas as progressdes aritméticas de razdo 2. Para que a sequéncia fique
perfeitamente determinada é necessdrio também o conhecimento de alguns de seus
termos.

Uma recorréncia linear de segunda ordem homogénea com coeficientes constantes
¢ da forma x, 1, + pxp4+1 + gx, = 0,com g # 0.

A cada recorréncia da forma acima, associaremos uma equacdo do segundo grau,
%+ pr 4+ q = 0, chamada equagdo caracteristica. Como q # 0 temos que zero nio é
solucdo da equacio.

Teorema: Se as solucdes de 7>+ pr + q = 0 sdo 1, € 1, entdo a, = C;ry™ + Cory™ é
solugcdo da recorréncia X4, + PXn4q + X, = 0, quaisquer que sejam os valores das
constantes C; e C,.
Demonstragao: Substituindo a, = C;ry™ + C,1,™ na recorréncia Xxpip + PXpeq +
qx, = 0, obtemos:

Cim ™2 + Cory™2 + pCyry ™ + pCory,™ ™ + qCim ™ + qCory™ =
=" (1 ? +pr + Q) + 6N (R +pry +q) =
=Cin"0+Cnrn"0=0m

A partir desta linha de raciocinio, vamos encontrar uma férmula que determine um

fi=f=1
foiz = far1 tha

Note que a equacio f,42 — fne1 — fn = 0 que define um nimero de Fibonacci é

ndmero de Fibonacci f;,, definido por { conhecendo-se n.

uma recorréncia linear de segunda ordem cuja a equagio caracteristica é r> —r — 1 = 0,

cujas solugdes sdo obtidas através da resolu¢do da equagdo de segundo grau. Portanto:

1+/5 1—/5
e = ——

rn =
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Sendo assim, segue do teorema acima que:
n n
1++5 1-+5
fn=C1< > ) +C2< > )

e, para determinar Cye C,, podemos usar f; = f, = 1 obtendo assim o sistema:
(o (L5, . (1=V5\ _,
J U2 2\ 2 -
2 2
lC 1445 ie 1-+5 _,
o2 2\ 2 a
L
NS
termo de ordem n da sequéncia de Fibonacci pode-se usar a seguinte relacio:
P <1+\/§>" 1 <1—x/§>”
"oVE\ 2 V5\ 2
1

1+v5\  [1-+5\"
g 2) ()

Em meados do século XIX, o matematico francés Jacques Phillipe Marie Binet

Resolvendo o sistema, encontramos C; = —C, = Dai, para se determinar um

Que corresponde a:

(1786-1856) redescobriu esta férmula que ja era conhecida no século XVIII pelo
matematico sui¢o, Leonard Euler (1707-1783), e pelo também, matemdtico francés
Abraham de Moivre (1667-1754). Mas esta relacdo que determina qualquer termo f;, da

sequéncia de Fibonacci a partir de n é conhecida como férmula de Binet.

5.2
A Sequéncia de Fibonacci além do problema dos coelhos

O que realmente faz com que a sequéncia de Fibonacci seja tdo importante para a
matematica é o fato de ndo estar apenas relacionada a solu¢do do problema dos coelhos,
mas por estar presente em uma variedade inacreditdvel de fendmenos aparentemente sem
relagdo.

Situacdo 1) Observando, por exemplo, o fendmeno da ética dos raios de luz. Suponha
dispormos de duas placas de vidro ligeiramente distintas, cujas propriedades de refracdo
da luz, ou indices de refracdo sejam diferentes, colocadas face a face. Se as placas forem
expostas a luz, os raios podem se refletir internamente em quatro superficies antes de
emergir. Mais especificamente, eles podem passar diretamente sem se refletir em nada ou
podem ter uma reflexao interna, duas reflexdes internas, trés reflexdes internas, e assim
por diante — potencialmente um nuimero infinito de reflexdes internas antes de emergir.
Todos estes, sdo caminhos permitidos pelas leis da 6tica. Veja na ilustragdo a seguir o

nimero de raios que emergem desse sistema de duas placas.
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Numero de
reflexdes —
N 1 caminho
0 \\A
1 \> ™ 2 caminhos
AT | &
\__ ~ ~
2 Z 3 caminhos
N A
A

5 caminhos

Ni
1

| |
X__/

8 caminhos

A

i
:

i
It

/
/

s
Figura 16 — Fendmeno da Reflexdo

Se continuarmos aumentando o nimero de reflexdes o nimero de caminhos
encontrados pelos raios de luz formam seguem a sequéncia (1, 2, 3, 5, 8, ...) que uma
sequéncia de Fibonacci.

Situacdo 2) Agora, considerando um caso completamente diferente. Tomemos o

problema: uma pessoa estd subindo uma escada. O nimero maximo de degraus que ela

consegue subir de uma vez € dois, isto €, ela pode subir um ou dois degraus de cada vez.

Se existem n degraus na escada, de quantas maneiras diferentes ela pode subir? Vejamos:
® se existe apenas 1 degrau (n = 1), ha apenas uma maneira de subir;

e se existem 2 degraus (n = 2), ha 2 maneiras de subir (1 degrau de cada vez ou os
2 degraus de uma vez);

e se existem 3 degraus (n = 3), ha 3 maneiras de subir (1 degrau de cada vez, 1
degrau + 2 degraus ou 2 degraus + 1 degrau)

e se existem 4 degraus (n = 4), ha 5 maneiras de subir (1 degrau de cada vez, 1
degrau + 2 degraus + 1 degrau, 1 degrau + 1 degrau + 2 degraus, 2 degraus + 1 degrau + 1
degrau ou 2 degraus de cada vez)

Continuando na mesma linha de raciocinio, observa-se, por recorréncia que o
nimero de maneiras diferentes de subir segue a sequéncia (1, 2, 3, 5, ...) que é uma
sequéncia de Fibonacci.

Situacdo 3) O tridngulo de Pascal € um tridngulo aritmético formado por ndmeros
relacionados entre si. Esses nimeros sdo resultados do desenvolvimento de ndmeros
binomiais. O tridngulo aritmético é conhecido ha muito tempo (a descoberta inicial é

creditada ao matemadtico persa Omar Khayydm), mas foi nomeado “tridngulo de Pascal”
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devido aos estudos feitos e relacdes descobertas pelo filosofo e matemadtico francés Blaise

Pascal (1623-1662).

1
1 1

1 2 1

1 3 3 1

1 4 6 4 1

1 5 10 10 5 1

1 6 15 20 15 6 1

1 7 21 35 35 21 7 1

1 8 28 56 70 56 28 8 1

1 9 36 84 126 126 84 36 9 1

Figura 17 — Triangulo de Pascal

Cada linha do tridngulo possui um nimero a mais que a anterior, de modo que toda
linha n possui n + 1 elementos. Todas as linhas comecam e terminam com o nimero 1. A
partir da segunda linha, notamos que cada elemento x, com excecdo do primeiro e do
dltimo, € igual a soma de dois elementos consecutivos da linha anterior, a saber: o
elemento imediatamente acima de x e o anterior a este.

O que queremos observar aqui € que neste tridngulo a soma das diagonais forma a

sequéncia de Fibonacci.

1
3 1
6 4 1

10 10 5 1

15 20 15 6 1

21 36 3 21 7 1

28 56 70 56 28 3 1

Figura 18 — Soma dos Termos da Diagonal do Triangulo de Pascal

e e
00 DU P W o

O fendmeno 6tico, o problema dos degraus e a soma dos elementos da diagonal dos
nimeros do tridngulo de Pascal sdo apenas alguns dos intimeros exemplos encontrados
tanto na natureza quanto em situagdes matemadticas e problematizadas que se relacionam
com a sequéncia de Fibonacci e que nada tém em comum com o problema dos coelhos.

Matematicamente hd ainda algo interessante a respeito dessa sequéncia que € sua

relacdo com o nimero de ouro, ou a razdo durea. Este € o assunto a ser tratado a seguir.

5.3.
Razdo Aurea

No dia a dia, usamos a palavra “proporcdo” para a relacdo comparativa entre
partes de coisas com respeito a tamanho e quantidade, ou quando queremos descrever
uma relacdo harmoniosa entre diferentes partes. Na matematica, o termo “propor¢ao” é

usado para descrever uma igualdade entre razdes. Quatro nimeros racionais a,b,c e d,

. ~ a_c A .
diferentes de zero, nesta ordem, formam uma propor¢do quando: 5= onde 1é-se: a esta
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para b assim como c estd para d. A propriedade fundamental das propor¢des garante que
o produto dos extremos ¢é igual ao produto dos meios. Neste caso, a e d sdo os extremos e
b e c sio os meios. Sendo assim: a.d = b.c. A Razio Aurea nos fornece uma
interessante mistura entre essas duas acepgdes, j4 que embora seja matematicamente

definida, considera-se que revela qualidades agradavelmente harmoniosas.

5.3.1.
Definicao geométrica da extrema e média razao

A primeira definicdo clara do que mais tarde ficou conhecido como Razdo Aurea
foi dada por volta de 300 a.C. pelo fundador da geometria como sistema dedutivo
formalizado, Euclides de Alexandria. Ele definiu uma proporcdo derivada da simples
divisdo de uma linha no que ele chamou de sua extrema e média razdo. Nas palavras de
Euclides extraidas do livro VI de Os Elementos: ‘“Diz-se que uma linha reta é cortada na

razdo extrema e média quando, assim como a linha toda estd para o maior segmento, 0 maior
segmento estd para 0 menor segmento”.
Define-se que um ponto P divide um segmento AB na razdo durea (em uma medida
de extrema e média razio) se:
AB 4P
AP PB
Sejam a,x € R, com a > 0 e x > 0. Considerando AB = a e AP = x, temos que

PB = a — x e obtemos o nimero que corresponde a propor¢ao:

A P B

x <a-r—>
a

Conforme a definicdo de Euclides, temos:

a x 2 2 2 2
= Sx=a"—ax=>x"tax—a* =0
X a-—x

Resolvendo a equagdo na incognita x, vem:

,_—a—ax/g_—a(1+\/§)

X

2 2
., —a+aV5 a(W5-1)
e T 2

Como x' < 0, ndo vamos considerar este valor, visto que x é a medida de um
segmento de reta. Neste caso, tem-se que

a(W5-1) _a(3 —+/5)

ﬁ: — = —
a X a 2 2
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5.3.2.
Determinacao da constante ¢ (numero de ouro)
A partir da construcdo feita anteriormente consideremos a constante de

proporcionalidade igual a ¢:

a X 0

— = = 1

x a—x %
Portanto, podemos escrever:

a at+x—x a—x+1()
= — = = 125
=% X X
. X 1 a—x ..

Por (i) temos que ¢ = = P portanto em (ii) podemos escrever

Q= % + 1, logo temos a equagdo que define o valor de ¢:
P*—p—1=0

. Por se

~ ~ I 1_\/§ n 1+\/§
Resolvendo, a equacdo encontram-se as solucdes ¢’ = — e¢' =

tratar de uma razdo entre medidas de segmentos, tem-se que ¢ > 0, logo temos que:

14++5
2

Q= = 1,6180339887498948482045868343656...

Este valor corresponde a aproximadamente 1,618.

a(5-1) ==
2

Voltando ao desenho inicial, vimos que AB=a, AP=x = e PB=a—

a(3—V5 . AB AP
= % Podemos perceber que, de fato, efetuando as razdes = € == temos:

— V5-
a 2 V5+1 AP %

_ _ R _v5-1_ V5+1
T a(5-1) T 5-1 2 PB aB—V5  3-v5 2
2 2

==

Duas propriedades interessantes de ¢ sdo obtidas a partir da prépria equacio que o
define.

Para calcular o quadrado de ¢ basta somar 1 unidade a ele mesmo. De fato, se
@*>— @ —1=0,entdo > = ¢ + 1.

Seu inverso é obtido, subtraindo-se 1 unidade dele mesmo. Vejamos: dividindo a

equagdo que define ¢, pelo préprio ¢ temos: > — @ —1=0:(p) = ¢ — 1 —i =

1
0=>—-—=¢—1.
p %

Este nimero, indicado pela letra grega ¢ (Fi), que representa a medida da extrema
e média razdo, é também chamado por muitos como “Nuimero de Ouro”, “Razdo Aurea” e
“Secdo Aurea”. Luca Pacioli (1445-1517), matemadtico italiano, escreveu, por volta de
1509, o livro chamado Divina Proporcione (Divina Proporcdo) no qual tratava da
extrema e media razdo relacionando-a a diversas ilustragdes como o Homem Vitruviano

de Leonardo da Vinci.
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H4 duas expressdes matemdticas que a primeira vista parecem impossiveis de
serem calculadas sem que se tenha um conhecimento razodvel de Célculo. Mas, veremos
que com um pouco de criatividade e depois de conhecer o nimero de ouro, um aluno da

educacdo bésica € capaz de resolver tranquilamente essas expressoes.

Exemplo 1) Determinar o valor da expressdo |1+ |1+ \/ 1++1++1+ -, supondo

que representa um nimero real.

Solugdo: suponha que x € o valor que procuramos. Dessa forma:

x= |1+ 1+\/1+ 1+v1l+-ex>0

Elevando-se ao quadrado os dois lados dessa equagdo temos:

=1+ |1+ [1+ |1+ 14T+

Note que, como a segunda expressdo do lado direito da equagdo continua

indefinidamente, €, na verdade, igual ao x inicial. Portanto, obtemos a equacdo quadrética
x?> =1+ x que é a mesma que define o valor de ¢. Logo, nossa expressio infinita é de

fato igual a ¢.

Exemplo 2) Determinar o valor da expressdo 1 + 1++

1

1
1+1+...

1+

Solugdo: este € um caso especial de fracdo conhecida como fracdo continua, muito usada
em Teoria dos Nimeros. Como no caso anterior, vamos considerar que x é o valor que

procuramos. Assim:

x=1++ex>0
1+ I
1+

1
T+

Note que, como a fracdo € continua se estende indefinidamente, o denominador do

segundo termo do lado direito da equacgdo, é, de fato, o préprio x. Portanto, podemos
< 1 - -
escrever a equagdo como x = 1 + e Multiplicando-se a equagdo por x, temos: x> = x +

1, que novamente € a equagdo que define o ¢. Portanto o resultado da expressao € ¢.

5.3.3.

Divisao de um segmento em sua razao aurea
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Utilizando régua e compasso é possivel efetuar a construcio de um segmento
dividido em sua média e extrema e razdo. Vejamos:

1° passo: Seja dado um segmento AB qualquer, obtém-se seu ponto médio,
colocando a ponta seca do compasso sobre uma das extremidades com uma abertura
pouco maior que a metade do segmento, tragca-se um arco de circunferéncia acima e um
abaixo de AB. Depois, com a ponta seca sobre a outra extremidade e mesma abertura
tracam-se outros dois arcos de circunferéncia que intersectem os primeiros. O segmento

que une os pontos de intersec¢do destes arcos cruza AB em seu ponto médio.

X

b4

Figura 19 — Primeiro Passo da Divisdo de um Segmento em Média e Extrema Razao

2° passo: Traca-se uma perpendicular a AB, que contem B. E sobre ela, o segmento
BC com medida correspondente & metade de AB. Para isso, coloca-se a ponta seca do
compasso sobre B, com abertura de comprimento igual a distancia entre B e o ponto
médio, traga-se um arco, cuja intersec¢do com a perpendicular é o ponto C. Desta forma,

B C

A M B
Figura 20 — Segundo Passo da Divisdo de um Segmento em Média e Extrema Razao
3° passo: unindo os ponto A e C tem-se o tridngulo ABC, reto em B.

=

A B
Figura 21 — Terceiro Passo da Divisdo de um Segmento em Média e Extrema Razao

4° passo: com a ponta seca do compasso em C e abertura igual ao comprimento de

CB traga-se o arco de circunferéncia e marca-se o ponto E de intersec¢do deste arco com
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B

Figura 22 — Quarto Passo da Divisdo de um Segmento em Média e Extrema Razao

5° passo: com a ponta seca em A e abertura correspondente ao comprimento de AE,
faz-se o arco de circunferéncia marcando o ponto D sobre AB. Este ponto D, divide AB

em sua extrema e média razao.

L]
A n B
Figura 23 — Quinto Passo da Divisao de um Segmento em Média e Extrema Razao

Esta construgdo € validada a partir do seguinte argumento:
Seja aeR e a > 0, considerando AB = a, por construgio temos que BC = %.

Como ABC € um triangulo retangulo, pelo teorema de Pitdgoras temos que:

_ a2 5a* __  avV5
2 _ 2 _ — —
@y =a+(3) = =4C=—

Também por construcao temos que CE = %, portanto

S

A5 — AF = AC C__a\/g a_a(\/g—l)
T 2 22
Logo:
AB a _\/§+1_

AD  aGs-n | 2
2

@

5.4.
A sequéncia de Fibonacci e a Razio Aurea

Como talvez ja se tenha percebido através do que foi apresentado até aqui, existe
uma relacdo entre a sequéncia de Fibonacci e o numero de ouro. Mas, vejamos
detalhadamente algumas dessas relacdes.

Vimos que a sequéncia de Fibonacci pode ser escrita de forma recursiva por
{ fi=f=1
frvz = forr T fo

equacgio fri2 = fne1 + fn, divide-se ambos os lados da igualdade por f;,,4 tem-se:

1 1 1 1
f"+2=1+ Jn 1+ =1+ =1+ =1+

fa+a fasr  fmm 1+—— 1+— 1+—15

n

Considerando n suficientemente grande e tomando para cada n, a

fn-1
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Como vimos no segundo exemplo do tdpico 5.3.2. (Determinacido da constante ¢)
a fracdo continua obtida acima converge para o valor de ¢. Percebemos, portanto que o
quociente entre um termo da sequéncia de Fibonacci e o termo imediatamente anterior,

converge para o valor do nimero de ouro. Vejamos:

%:%:1,%=%=2, %:%:1,5, %:3:1,6, %=§=1,6
1 3 3 4 5
2 =2 =1,625 2 =2 =1,615384, > = =1,619047
6 7 8
a 55
20— = 1617647 ..., lim fniz _
ag 34 n—o foiq

Note que se tomarmos os primeiros nimeros da sequéncia essa razao ¢ um pouco
diferente, mas a medida que se avanca nos nimeros o valor da razio se aproxima muito
de ¢. E claro que ndo chegaremos com precisio o valor de ¢ até porque o que estamos
efetuando sdo divisdes entre ndmeros inteiros o que resulta em um nidmero racional
enquanto ¢ é um nimero irracional. O que vemos nessas sucessivas razdes ¢ uma
aproximacao.

Além disso, como vimos anteriormente, a férmula recursiva que permite que se
encontre o valor de qualquer nimero de Fibonacci, f,,, se seu lugar n na sequéncia for

conhecido € a férmula de Binet. E esta, se apoia inteiramente na razao 4urea.
1

_ 1+v5\  [1-+5)\"
g 2) (%)

Em principio, esta férmula parece um tanto complicada por relacionar cédlculos

com expressoes irracionais, mas sabe-se que conduz aos nimeros de Fibonacci, que sdo

. .. .. N N , 1+V/5
nimeros inteiros. Note que a primeira expressao entre parénteses & — =¢equea

. 1-+5 1
segunda é — = ——.
2 1

Mais um fato interessante que relaciona o nimero de ouro a sequéncia de
Fibonacci ocorre quando efetuam-se as poténcias de ¢. Para isso, vamos utilizar da
propriedade ¢* = 1 + ¢. Vejamos:

p’=1+¢

2=’ o=0+Q=0p+¢’=p+1+9=1+2¢

=0 o=>1+20)p=9+20° =9 +2(1+¢)=2+3¢

P =0t =02+30)p=20+3¢p> =20 +3(1+¢)=3+5¢

=00 =0B+50)p =390 +5¢p2=3¢p+5(1+¢)=5+8¢p

@07 =% 9 =(5+8p)p =50 +8p2=5p+8(1+¢)=28+13¢

" = fo1 + oo, YR EN, N > 2.

O que nos leva a seguinte proposicao:
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Proposicao: Para qualquer nimero natural n, n = 2, vale a igualdade
" = fo1 t+ fno,
onde f;,i € N sdo os nimeros de Fibonacci.
Demonstracao: Usando a indu¢cdo matemadtica sobre n temos:
(i) Paran = 2, observamos que:
©?> =1+ ¢ = f; + f>¢, sendo portanto verdadeira a igualdade.
(ii) Supondo que " = f,,_1 + f,@ € vélido para n = k, verifiquemos se também tem
validade paran = k + 1. Como:
FH1 = kg

segue, pela hipdtese de indugio:
P** = (fict + fr@)P = Ofic1 + 0% fi = Ofics + A+ O fi = Oficr + fie + 0fic =

= fi + (fk-1 + fid@ = fie + frrr190m

5.4.1.
O triangulo aureo

Um tridngulo € classificado como isdsceles, quando possui dois lados congruentes
e, consequentemente, dois dngulos congruentes.

Num tridngulo isdsceles cujo angulo do vértice oposto a base tem medida 36°, a
bissetriz interna de um dos angulos da base divide o lado oposto em média e extrema

razao.

Figura 24 — Triangulo Aureo

Demonstracio: No tridngulo acima, temos que BF é bissetriz de ABC, entio:
AB = AC = a (ABC é is6sceles de base BC)

BC = BF = AF = x (FBC e ABF sio is6sceles)

FC=AC—-AF=a-x

Como os tridangulos ABC e BCF sio semelhantes, temos que

a x
—= =Sxx¥=d-ax=ada —ax—-x*=0
X a-—x

Resolvendo a equagdo na incdgnita a, temos:
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,x(1+ V5)
2
,_x(1=V5)
2
Como a" < 0 ndo é considerado visto que a refere-se a2 medida do lado do tridngulo.
Portanto:
1+y5
@
x  x 2 - ¢

Este tridngulo é chamado de tridngulo dureo. Seguindo-se 0 mesmo procedimento
no tridngulo menor, depois sobre o outro tridngulo que serd obtido, e assim
sucessivamente podemos construir vérios tridngulos semelhantes ao primeiro. Portanto,
todos sao tridngulos dureos.

A partir deste tridngulo, é possivel construir outras figuras geométricas, como o
decdgono regular e o pentdgono regular.

Com centro do compasso em A traga-se a circunferéncia de raio AB. Visto que o
angulo central € de 36°, ao longo da circunferéncia marcam-se os pontos D, E, F, G, H, 1,

J e L, com o auxilio de um compasso, de forma que BC = CD =

E =--=1LB. Com

estes segmentos temos o decidgono regular.

Figura 25 — Decégono Regular

Da mesma maneira, podemos também construir um pentdgono. A partir do ponto
B, tomando os pontos de modo intercalado, construimos os segmentos BD = DF =

FH = HJ = ]B, obtendo assim, o pentdgono regular.

H

Figura 26 — Pentagono Regular
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O pentagono regular era, para os pitagéricos, uma figura importantissima, visto que

suas diagonais ddo origem ao pentagrama, simbolo da escola fundada por eles.

A

Figura 27 — Pentagrama
Observe que cada diagonal € cortada por outra (como ocorre no ponto C da figura
acima) de forma que os segmentos formados estdo em média e extrema razdo. A
demonstracio é parecida com a que fizemos anteriormente no tridngulo dureo. Veja ainda
que as intersecdes entre as diagonais formam os vértices de outro pentdgono regular,

podendo, portanto serem formados novos pentagramas em seu interior.

5.4.2.
O retangulo aureo

O retangulo cuja constru¢do ¢é feita considerando-se que as medidas do
comprimento e da largura estdo na razio durea é chamado Retdngulo Aureo.

A construgdo deste retangulo pode ser feita a partir da constru¢do de um quadrado

ABCD de lado a. Tomando-se o ponto médio M do lado AD e unindo-o ao vértice C,

temos que o segmento MC, pelo Teorema de Pitdgoras tem medida igual a %g. Tracando-

se o arco de centro em M e raio MC e marcando-se seu ponto (E) de interse¢do com a reta

que contém AD, teremos o lado maior do retingulo (AE), cuja medida corresponde a

a4 a5 _ a5
2 2 2
B C F
A M D E
Figura 28 — Retangulo Aureo
De fato:
__  a@+/5)
AE =5 — (1+5)
EF a 2 -9
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E interessante observar que o retingulo CDEF, da figura também é um retangulo
dureo. Vejamos:

EF a a 2 \/_+1

TAE—AD auns) _ e y5-1 2 ¢
2 2

S

A constru¢do de retdngulos a partir de um retangulo dureo adicionando-se

quadrados resulta em novos retdngulos dureo, veja:

P F G H
1+¢
9|
B c 14fp
1
A ¢ 0 J
2+3¢
1+2¢|
o 2+3¢ v 1 L

Figura 29 — Sequéncia de Retangulos Aureos

Observe que de fato, os retangulos ADGF, AFHJ, FHLM e HLOP sio retangulos

dureos. Basta efetuarmos as razdes entre comprimento de largura de cada um deles.

4
ADGF Y€ = € _ ,, AFHJ “2“’ ® — o, FHLMZ3 =2 _
(7] @ (p 1+2 @P

Note que as medidas dos lados dos retdngulos obtidos vdo aumentando conforme
as poténcias de ¢ que, como vimos, estdo relacionadas a sequéncia de Fibonacci. Observe
ainda, que todos os retangulos obtidos sdo semelhantes, o que ficou bem claro visto que a
razdo de semelhanca entre lados correspondentes do maior para o menor € igual a @.

E muito comum encontrarmos o desenho da espiral logaritmica, feito a partir dessa

construgdo de sucessivos retangulos dureos e quadrados como o desenho anterior.

P F G H
1 ° e
B s |c {+p
o tv
r, °_ 1
T /i0 J
243 | m
1
q 1420
1
o 2+3p 1 L

Figura 30 — Espiral Logaritmica Construida a Partir do Retangulo Aureo

A espiral logaritmica também pode ser obtida através do tridngulo dureo, que como
vimos anteriormente, bissectando-se um angulo da base obtém-se um tridngulo 4ureo
menor. Continuando este processo infinitamente gera-se uma série de tridngulos. Ligando

os vértices de um tridngulo dureo progressivamente, obteremos uma espiral logaritmica.
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Figura 31 — Espiral Logaritmica Construida a Partir do Triangulo Aureo

5.5.
Os padroes dos numeros de Fibonacci e a natureza

As folhas ao longo dos galhos de uma planta ou os talos ao longo de um galho
tendem a crescer em posi¢des que otimizariam sua exposi¢io ao sol, & chuva e ao ar. A
medida que um talo vertical cresce, ele produz folhas em pontos com espacamento bem
regular. No entanto, as folhas nio crescem diretamente uma sobre a outra, pois isso iria
impedir que as folhas inferiores recebessem a umidade e a luz do sol de que necessitam.
Em vez disso, a passagem de uma folha para a seguinte (ou de um talo para o seguiunte
ao longo de um ramo) é caracterizada por espagamentos em espiral em torno do ramo.
Arranjos semelhantes de unidades que se repetem podem ser encontrados nas camadas de
uma pinha ou nas sementes de um girassol. Esse fenomeno é chamado phyllotaxis (em
grego, significa arranjo de folhas), termo usado pelo naturalista suico Charles Bonnet em
1754.

Por exemplo, nas tilias americanas, as folhas aparecem geralmente em dois lados
opostos 0 que é conhecido como razdo filotdxica 1/2. Em outras plantas como a aveleira,
a amoreira e a faia, a passagem de uma folha para a seguinte envolve um terco de uma
volta (razdo filotaxica 1/3). De modo semelhante, a macieira, o carvalho e o damasqueiro
tém folhas a cada 2/5 de uma volta, e a pereira e o salgueiro-chordo t€m folhas a cada 3/8
de uma volta. Note que essas fracOes sdo razdes de membros alternados da sequéncia de
Fibonacci.

O livro Razdo Aurea, no capitulo intitulado “Filho de boa natureza”, no qual sio
consideradas diversas situacdes da natureza onde é possivel perceber a presenca de
nimeros da sequéncia de Fibonacci bem como sua relagdo com o nimero de ouro, nos
traz a seguinte consideragao:

O fato de que as folhas das plantas seguem certos padrdes foi observado pela primeira vez
na antiguidade por Teofrasto (372 a.C.-287 a.C.) em Investigacdo sobre plantas. Ele
comenta: “aquelas que tém folhas planas as t€m em séries regulares”. O estudo na filotaxia
ndo foi muito além dessas observacdes até o século XV, quando Leonardo da Vinci (1452-
1519) acrescentou um elemento quantitativo a descri¢ao de arranjos de folhas, ao notar que
estas se distribuiam em padrdes espirais com ciclos de cinco (correspondendo a um dngulo

2 L . S ~
de - por volta). A primeira pessoa a descobrir, mesmo que intuitivamente, a relagdo entre a
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filotaxia e os nimeros de Fibonacci foi o astronomo Joannes Kepler. Escreveu Kepler: “E
na similaridade dessa série autodeterminada (referindo-se a propriedade recursiva da
sequéncia de Fibonacci) que a faculdade da propagagdo, na minha opinido, é formada. E
assim, numa flor, a auténtica bandeira dessa faculdade é exibida, o pentdgono.” (LIVIO, p.

129)

Ainda falando a respeito da filotaxia e as diversas descobertas desta drea da
botinica onde a matemadtica encontra-se tdo presente Mario Livio acrescenta:

A histéria da filotaxia verdadeiramente matemadtica (em vez de puramente descritiva)
comeca no século XIX com os trabalhos do botanico Karl Friedric Schimper (publicado em
1830), de seu amigo Alexander Braun (publicado em 1835) e do cristalégrafo Auguste
Bravais e seu irmio, o botanico Louis (publicado em 1837). Estes pesquisadores
descobriram a regra geral de que os quocientes filotdxicos poderiam ser expressos por
razdes de termos da sequéncia de Fibonacci (como 2/5 e 3/8) e também notaram a apari¢io
de niimero de Fibonacci consecutivos nos parastichies de pinhas e abacaxis. (LIVIO, p.
121)

; “ 13
Figura 32 — Pinha e Abacaki — Presenca de Numeros de Fibonacci

O crescimento das plantas ocorre na ponta do caule (chamada meristema) que tem
formato tipicamente conico. As folhas que estdo mais abaixo tendem a se localizar
radialmente mais afastadas do centro do tronco quando visto de cima. O botanico Arthur
Herbert Church, no livro On the Relation of Phyllotaxis to Mechanical Laws (sobre a
relacdo entre a filotaxia e as leis da mecénica), foi o primeiro a enfatizar a importancia
desse tipo de representagdo para a compreensdo da filotaxia. A quantidade importante que
caracteriza a localizacdo das folhas € o angulo entre as linhas que ligam o centro do caule
as folhas sucessivas. Uma das descobertas dos irmdos Bravais em 1837 foi que novas
folhas avancam praticamente no mesmo angulo em volta do circulo (conhecido como
angulo de divergéncia) que em geral é préximo de 137,5 graus. O interessante é que este

angulo tem uma relacdo com a razdo durea. O angulo que divide uma volta completa na

360°

razdo durea é que € aproximadamente 222,5 graus. Como este valor corresponde a

mais da metade de um circulo (180 graus), é comum subtrair 222.5 de 360, o que resulta

em uma angulo observado de 137,5 graus (as vezes chamado de Angulo Aureo).
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Em 1907, o matemético alemao Gerrit van Iterson mostrou que, se considerarmos
pontos consecutivos separados por 137,5 graus em espirais firmemente enroladas, nossa
vista iria perceber uma familia de espirais girando no sentido hordrio e uma no anti-
horario. Os nimeros de espirais nas duas familias tendem a ser nimeros consecutivos de
Fibonacci.

Uma exibi¢do dessas espirais cruzadas é dado pelo arranjo dos flésculos nos
girassdis. A quantidade dessas espirais em geral depende do tamanho do girassol. O mais
comum ¢ que existam 34 espirais em um sentido e 55 no outro, mas com quocientes de
nimeros de espirais de 89/55 ou 144/89 ja foram vistos. Todos estes sdo razdes de

ndmeros de Fibonacci consecutivos.

Figura 34 - Espirais Obseraas no Girassol

A contagem e o arranjo de pétalas de algumas flores também apresentam nimeros
de Finonacci e ligacdes com a Razdo Aurea. A maioria de margaridas do campo, por
exemplo, tem 13, 21 ou 34 pétalas. Além disso, ha flores cuja forma € muito préxima de
um pentdgono regular, que também estd, como visto anteriormente, relacionado ao

ndmero de ouro.

Figura 35 — Flor de Calabaza e Flor Campanilla China

Muitas sdo, ainda as conjecturas a respeito da presenca da razdo durea em
construgdes, obras de arte, bem como da espiral logaritmica visualizada no universo, ou
na concha do caramujo ndutilus. Mas, algumas delas estdo, na realidade, mais

relacionadas a simetrias e fractais por este motivo nao foram tratadas neste trabalho.
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GEOMETRIA FRACTAL

A geometria euclidiana apresenta os fundamentos sobre os quais sdo construidos
muitos dos conceitos matematicos estudados e aplicados em diversas situacdes. Quando
vemos construcdes humanas com as mais variadas formas arquitetdnicas, todas podem ser
representadas e estudadas por suas caracteristicas geométricas a partir dos postulados
descritos nos livros Os Elementos, de Euclides. Vale lembrar que foram escritos no século
IIT a.C. e que até hoje, os conceitos abordados t€ém muitas aplicacdes nas mais diversas
areas, desde construcdes simples até o desenvolvimento tecnoldgico que vivemos em
nossa era.

Conta-se uma historia que Euclides, enquanto caminhava pela praia, notou que a
areia vista como um todo parecia uma superficie continua e uniforme, mesmo que fosse
composta por pequenas partes visiveis. Desde esta situacdo, ele tentava provar que todas
as formas da natureza poderiam ser reduzidas a formas geométricas simples, sendo
possivel portanto, estudd-las matematicamente sem grandes dificuldades. De fato, isso é
valido para diversas situacdes, como por exemplo, a elipse representando uma boa
aproximagdo para a trajetéria descrita pelos planetas que orbitam o sol, bem como o
comportamento dos elétrons de 4tomo. Também mostra-se eficiente o uso de uma esfera
para representacdo préxima ao formato do planeta Terra.

Galileu Galilei, no século XVII, disse que a matematica era linguagem da natureza
e o seu alfabeto eram circulos, tridngulos e demais figuras geométricas euclidianas.
Entretanto, se analisarmos com frieza, muitas formas naturais ndo podem ser reduzidas a
conceitos e formas geométricas simples.

Nuvens, arvores ou uma couve-flor ndo podem ser representadas tdo simplesmente
através de circulos, segmentos de retas ou tridngulos. Em 1975, o matematico polonés,
naturalizado americano Benoit Mandelbrot escreveu em seu livro Geometry of the
Nature, a seguinte frase: “nuvens nao sio esferas, montanhas nio sdo cones, os litorais
nio sdo circulos, a casca das arvores ndo € lisa e tampouco a luz viaja em linha reta”.

Por muitos anos, o estudo e andlise de objetos que fugissem dos padrdes da
geometria euclidiana ndo era muito comum. No final do século XIX e inicio do século
XX, alguns matemdticos criaram objetos que ficaram conhecidos como ‘“monstros
matemadticos”, como por exemplo, a curva de Peano, o tridngulo de Sierpinski, a curva de
Von Koch, o conjunto de Julia, o conjunto de Cantor, e vérios outros. Estes objetos sdo,

hoje, conhecidos como Fractais, e estudados pela Geometria Fractal.
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6.1.
De monstros matematicos a aplicac6es na Geometria Fractal

A histéria do surgimento da geometria fractal estd diretamente relacionada a
histéria de seu criador, o matematico Benoit Mandelbrot. Ele, que sempre teve uma visao
agucada da geometria, ndo estava muito satisfeito com as abordagens algébricas que
estavam sendo feitas com a geometria na primeira metade do século XX, promovida,
principalmente por Bourbaki na Franca, onde Mandelbrot morava. Ele entdo muda-se
para os Estados Unidos em 1948 para trabalhar no instituto de pesquisa James Watson da
IBM.

Ao longo de seus estudos, lidou com vdrias questdes que, em principio, nada
tinham em comum ou em nada se referia a geometria, como era o caso da andlise das
enchentes do rio Nilo, as cota¢des da bolsa de valores e outros. Um dos problemas mais
conhecidos que Mandelbrot tentou solucionar comeca com a pergunta “Quanto mede o
litoral da Gra-Bretanha?”. Conta-se que a sua resposta dizia respeito a possivel variacdo
de valores obtidos conforme a escala de medi¢do utilizada. Por exemplo, se a base de
medig¢do for o metro as saliéncias menores que este valor ndo serdo aferidas.

Um outro problema estudado por Mandelbrot, j4 dentro da IBM, foram os erros de
transmissao de dados. Um ruido aparecia quando, através de linhas telefonicas, tentava-se
enviar informagdes de um computador a outro. Os engenheiros especializados no assunto
tentavam eliminar os ruidos, enquanto Mandelbrot percebeu que eram inevitdveis e,
portanto, decidiu estudd-los. Concluiu que os erros no som chegavam em blocos, que por
sua vez ao serem ampliados revelavam outros blocos menores em sua estrutura
intercalada pelos dados da transmissdo. Desta forma, os erros foram tratados
semelhantemente ao conjunto de Cantor. Conseguiu com isso, fazer com que a
comunicacdo ficasse mais vidvel ja que programou os computadores de forma que os
receptores conseguissem diferenciar as informagdes transmitidas dos ruidos indesejaveis.

Mas do que se trata o conjunto de Cantor? Desenvolvido pelo matematico russo
George Cantor (1845-1918), que ficou conhecido por elaborar uma teoria dos conjuntos,
o conjunto (ou como também é conhecido, poeira) de Cantor € um subconjunto infinito de
pontos no intervalo unitdrio [0,1]. Consideremos como figura inicial, o intervalo fechado

Iy = [0,1], dividindo-o em trés partes iguais e desprezando-se o ter¢o central, ficamos

g . 1 2 . 1
com a unido disjunta de dois intervalos fechados I; = [O, 5] u [E’ 1] de comprimento 3

. . 1 2 . e e
cada. Aplicando este processo aos intervalos [O, 5] € [E’ 1], isto é, dividindo-se cada um

A . . . 1
deles em trés partes iguais e desprezando-se o ter¢o central, obtém-se I, = [O,;] U

21 27 8 . . 1 .
[;, 5] U [E'S] U [5, 1] com 4 intervalos congruentes de comprimento 5 cada. Continuando
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. . . . . 1
0 processo para cada intervalo obtido, tem-se 8 intervalos de comprimento igual a >
Repetindo-se iterativamente este processo obtém-se [, que serd constituido pela unido

disjunta de 2" intervalos iguais de comprimento igual a —.
3Tl

P [ " o—e e
o1 21 27 81 21920 7 8 25 261

2721 9 ;27273 sz g 2727

Figura 36 — Conjunto de Cantor
A partir desta situacdo, Mandelbrot dedicou-se a estudar estas figuras vistas até
entdo, como monstros matematicos. Reuniu muitos de seus trabalhos e os direcionou para
o que atualmente se conhece como Geometria Fractal. Fractal € uma palavra que vem do
latim fractus cujo significado é quebrado, fracionado, fragmentado. O termo parece
ilustrar bem as irregularidades provenientes das figuras fractais, além disso, remete a

ideia de particdo ordenada através das escalas.

6.2.
Caracteristicas dos Fractais

A definicdo de Fractal é um problema ainda em aberto na matemadtica, mas nas
palavras de Mandelbrot, isso ndao € um problema: “Serd necessdrio definir uma figura
fractal de modo rigoroso, para em seguida dizer que um objeto real é fractal por se
assemelhar a figura geométrica que constitui o modelo? Considerando que o tal
formalismo seria prematuro, adotei (...) um método baseado numa caracterizagio aberta e
intuitiva, onde os avancos se efetuam por retoques sucessivos.”

De forma objetiva, um fractal é definido por trés caracteristicas, que sdo

autossimilaridade, complexidade infinita ou iteracdo e a dimensao.

6.2.1.
Autossimilaridade

Esta € a caracteristica fundamental dos fractais. Tomando-se uma parte da figura e

fazendo-se algumas ampliacdes, ela se parece com a figura toda. Significa que os padrdes
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caracteristicos da figura, sdo encontrados igualmente (ou semelhante) em qualquer parte
dela, com escalas diferentes.

Existem dois tipos de autossimilaridade: a exata e a estatistica.

Na autossimilaridade exata, as partes sdo copias exatas do todo apenas vistas em
escalas diferentes. Este caso s6 existe em figuras geradas por processos matematicos em

que o conjunto total ¢ formado por pequenas réplicas perfeitas delas mesmas, ou seja é

formado por um processo iterativo, como € o caso do tridngulo e do tapete de Sierpinski e

do floco de Koch. Vejamos:

quadrado solido figura geradora

L

1* iteracao 2% iteracao

Figura 37 — Sequéncia de Constru¢éo do Tapete de Sierpinski

Observe que a figura geradora do tapete de Sierpinski lembra o exemplo que
trabalhamos analisando Progressdes Aritméticas. Porém o processo de construgdo do
tapete difere da sequéncia de azulejos brancos e pretos j4 que, neste caso, ndo sio
acrescentados novos quadrados iguais a uma razdo aritmética. O que ocorre aqui é uma
subdivisdo dos quadrados pretos o que nos leva a uma progressdo geométrica.

Por exemplo, para determinar a quantidade de quadrados pretos em determinada
etapa (n) da constru¢do do tapete podemos trabalhar com conceitos relacionados a P.G.
visto que na figura inicial temos 1 quadrado preto. Na segunda figura (figura geradora)
temos 8, na terceira sao 64, isto € temos a P.G. (a,) na qual a; = 1 e ¢ = 8, portanto seu
termo geral é dado por a, = 1.8""1 =8""1 J4 para determinar a quantidade de

le+1 = 8bn+ 1
b1=0

A iteracdo € o processo de repetir consecutivamente o mesmo procedimento

quadrados brancos temos a recorréncia { ,vn € N.

diversas vezes. No caso do tapete de Sierpinski temos um quadrado inicial que foi

dividido em 9 quadrados iguais, do qual retira-se o quadrado central obtendo-se a figura
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geradora. A primeira iteracdo ocorre quando se divide em 9 quadradinhos cada quadrado
preenchido da figura geradora e retira-se o quadradinho central. A segunda iteragdo
consiste em fazer o mesmo processo em cada novo quadradinho preenchido obtido na
primeira iteracdo. Este processo vai sendo repetido (iterado) obtendo-se uma figura
limite, a qual chamamos de tapete de Sierpinski.

Na autossimilaridade estatistica o objeto ampliado varias vezes ndo serd igual ao
inicial, serd apenas semelhante. O fractal possui medidas numéricas ou estatisticas (em
média) que sdo preservadas.

O que existe nas figuras da natureza € uma autossimilaridade aproximada em
diferentes escalas, isto é, autossemelhanca existe em média. Vejamos alguns exemplos

naturais:

Figura 39 — Couve-flor e Réplica Observada Numa Porcao da Mesma

No caso, por exemplo, da folha da planta acima, podemos descrevé-la como sendo
um ramo principal e os ramos que partem dele. Mas, se olharmos para um desses ramos
menores, podemos descrevé-lo da mesma forma, ou seja, ramos ainda menores que
partem do anterior. Neste caso, ndo € possivel prosseguir indefinidamente como foi
descrito no tapete de Sierpinski. Porém, é possivel usar dos fractais como modelos para

formas da natureza.

6.2.2.

Complexidade Infinita ou lteracao

Esta caracteristica dos fractais estd relacionada ao processo recursivo de constru¢io dos
fractais. Isto €, a repeticdo continua de um procedimento resultando em uma estrutura

complexa.
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Quando tratamos de processos iterativos em Geometria Fractal, as iteracdes sdo
classificadas em dois tipos: geométrica e algébrica.

Na iteragdo geométrica uma regra é aplicada em uma figura geométrica ou em
alguma parte especifica dela. Normalmente, a regra propde um fracionamento da figura e
nessas fragmentacOes a regra é aplicada indefinidamente. Um exemplo disso, é o fractal

chamado de Floco de Neve de Koch.

A\ A
/
/ \ / \\
// \ - / \ .
»'/ \ \ //
/ \\ \ /
J.r/ \ / &
/ \\ / \
r /4
\ /
AV,
Triangulo Equildtero Figura Geradora
: J A\. v, —/“f L/‘;Z
{
T .x \® ) N \, } ‘I_/\_)_A—._A_,D \1/‘_5/\_:_,\_{,
) €5 ¢
- — L, ,_,/_(
o Ch 4
) ¢ ;
£ o ] =y
v -V)_VJ
12 lteracdo 22 [teragdo

Figura 40 — Sequéncia da Constru¢éo do Floco de Neve de Koch

No caso acima, tem-se inicialmente um triadngulo equildtero. Cada lado deste

tridngulo € dividido em trés partes iguais e retira-se o terco do meio. Sobre a parte central
Z: [N <1z . . 1
constréi-se um tridngulo equildtero sem a base cuja medida do lado corresponde a 3 do

lado do tridngulo original, obtendo-se a figura geradora. A primeira iteragdo ocorre
quando se efetua este procedimento sobre cada segmento da figura geradora. E assim
sucessivamente sobre as novas figuras obtidas gerando a figura limite conhecida como
floco de neve de Koch.

Com a ajuda de computadores as iteracdes geométricas simples podem ser
aplicadas milhares de vezes em diferentes escalas para produzir os chamados forjamentos
fractais que sdo modelos, gerados por computador, de plantas, montanhas, linhas
litorneas e tudo que manifeste uma semelhanca com formas reais vistas na natureza.

Na iteragdo algébrica a rotina, isto é, o processo de repetir a regra de construgdo
do fractal, ocorre utilizando-se uma equagdo algébrica como unidade processadora,
atribuindo-se um valor inicial para x; e encontrando-se um valor para x;. Em seguida
usa-se o valor de x; no lugar de x, e obtém-se x,. A partir dai essa rotina continua

encontrando-se X3, X4, X5 € assim sucessivamente.
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Uma aplicacido bem pratica para esta forma de iteracdo € seu uso na Biologia no
modelo de Verhulst para o crescimento populacional. Este modelo toma a equagio
Xp41 = X, (1 — x,,) para prever a quantidade de individuos de uma espécie em periodos
de um ano. Nesta equagdo qual r é uma constante ajustidvel que representa os fatores que
interferem no crescimento da populacdo. A iteracdo ocorre tomando-se valores entre O e 1
para x, e fixando-se o valor de r, considerando que zero € a extin¢do e 1 representa a
populacdo méxima.

Fixando-se o parAmetro r, apds algumas iteragdes, o valor de x,, converge para um
nimero. Porém, aumentando-se o valor de r a iteracdo bifurca, ou seja, tende a se
estabilizar em dois valores distintos. Outra bifurca¢do ocorre ao se aumentar um pouco
mais o valor de r.

Dessa maneira, conforme o pardmetro r ¢ aumentado, o nimero de pontos em que
a rotina se estabiliza também tende a dobrar formando novas bifurca¢des. Sdo tantas que
rapidamente elas tendem para o infinito e tornam-se cadticas. Fazendo o gréfico
pardmetro r versus populagdo, sdo observadas pequenas ‘janelas de ordem” que se

assemelham a todo o gréfico num padrao de autossimilaridade.

Figura 41 - parametro r versus populagédo

6.2.3.
Dimensao

Na geometria euclidiana a dimensdo estd relacionada ao espago no qual o objeto
esta inserido e indica como medir o objeto. Dessa forma, um ponto tem dimensdo zero,
uma reta tem dimensdo 1, uma figura plana tem dimensio 2 e o espago em que vivemos
tem dimensao 3.

J4 na Geometria Fractal, a dimensdo estd associada a aspereza, espessura,
densidade, textura do objeto. E expressa, em geral, por um valor nio inteiro e esta
relacionada com sua estrutura, seu comportamento e seu grau de irregularidade. Aqui, a
dimensao € considerada a partir de conceitos topoldgicos. Na Topologia, linhas retas
podem ser manipuladas em curvas, circulos em triangulos, uma folha plana de papel é

equivalente a outra folha amarrotada.
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Se considerarmos um segmento de reta podemos dividi-lo em 2 partes iguais que
sdo autossemelhantes, de igual modo, podemos dividir um quadrado em 4 (2?) outros
quadrados autossemelhantes assim como também podemos dividir um cubo em 8 (23)
cubos menores idénticos de forma que cada um deles seja semelhante ao maior. Se
iniciarmos dividindo o segmento de reta em 3 partes iguais, cada parte é autossemelhante
ao segmento inicial, neste caso o quadrado seria divido em 9 (32) partes iguais e o cubo
em 27 (33) partes. Observando o expoente das subdivisdes, vemos que ele representa a
dimensao euclidiana da forma que esta sendo estudada.

Chamando de m o nimero de cépias de si mesmo e n o valor que cada cépia
precisa ser ampliada para voltar a ter o tamanho original, pode-se obter a seguinte
expressdo para calcular a dimensao d:

m = n®

Aplicando logaritmo nos dois lados da equagdo, temos:

logm = logn¢
logm = dlogn

__logm

~ logn
Assim, através desta relagdo, um segmento de reta que foi dividido em duas partes

iguais (duas cépias de si mesmo) e que precisa ser ampliado duas vezes para voltar ao

log 2
log 2

tamanho original tem dimensdo dada por d = = 1. Aplicando a mesma ideia para o

quadrado dividido em 4 partes e para o cubo divido em 8§ partes temos:

__log4 __log8
dquadrado - 2e dcubo - log 2 -

log2 -
Agora, aplicando esta expressdo para fractais, por exemplo na curva de Koch, onde
divide-se uma linha em trés partes iguais, despreza-se a parte central e sobre esta parte

constréi-se um tridngulo equildtero sem a base obtendo assim a figura:

Segmento inicial Figura Geradora

12 lteracgdo 22 lteragdo

Figura 42 — Construgdo Geométrica da Curva de Koch

Neste caso, observe que a figura geradora possui 4 (m = 4) partes iguais e cada

parte deve ser ampliada 3 (n = 3) vezes para ao tamanho original, portanto dg,cp =

log4 2 . . . ~
1023 = 1,26 .... Neste caso, vemos que a curva ¢ mais que uma linha (dimensdo 1), mas
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ndo chega a preencher uma por¢do do plano (dimensao 2). De igual forma, a dimensdo da
. . . log2 . . . ~
poeira de Cantor é obtida fazendo-se % = 0,63 ... que é mais que um ponto (dimensdo

0) e menos que uma linha (dimensao 1).
E interessante observar que tanto para se efetuar as iteragdes como para se definir a
dimensao de um fractal, utilizam-se conceitos relacionados as progressdes geométricas.
Voltemos a curva de Koch. Se quisermos calcular o comprimento de uma das
figuras formadas na n-ésima iteracdo a partir de um segmento com k unidades de

comprimento, podemos considerar a situacio da seguinte maneira:

k
O comprimento inicial é a; = k
2 k
3 3
k k
3 3
. . . k 4 a\1 4\271
Na segunda figura o comprimento é a, = 4.; =k 3= k (5) =aq, (5)

o | A
o o

>I?:-
| =

o &
o
o |
o o=
O =0 =

o : . K 16 4)? 4\3-1
Na terceira figura o comprimento é a; = 16.-=k.—=k.(=) =a4.|=
9 9 3 3
Observe que a sequéncia formada pelos nimeros que expressam os comprimentos das
: . ~ o L . . 4
figuras € uma progressao geométrica na qual o primeiro termo € k e a razdo ¢é T

A mesma linha de raciocinio pode ser aplicada para a poeira de Cantor, o Floco de
Neve de Koch, o tapete de Sierpinski e outros fractais. Inclusive em situagdes da natureza
que de alguma maneira sejam modeladas matematicamente através da Geometria Fractal.

Quando considera-se parte do floco de neve ou a curva de Koch, tem-se uma curva
que pode ser util, por exemplo, para responder a pergunta inicial apresentada a
Mandelbrot “Quanto mede o litoral da Gra-Bretanha?”, pois uma constru¢do desse tipo
apresenta certa semelhanca com o contorno de um litoral. Mas, segundo o préprio
Mandelbrot a pergunta ndo estd bem formulada, pois deveria ser “Qual a dimensao fractal

do litoral da Gra-Bretanha?”.


DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 1512256/CA


PUC-Rio- CertificacaoDigital N° 1512256/CA

70

6.3.
Alguns fractais classicos

Neste trabalho ja foram apresentados algumas das construgdes fractais mais
cléssicas, como a poeira de Cantor, a curva e o floco de neve de Koch e o tapete de
Sierpinski. Sdo figuras que até o inicio do século XX eram consideradas monstros da
matematica, visto sua complexidade mediante os conceitos da Geometria Euclidiana.
Vejamos a seguir um breve resumo e algumas imagens de dois conjuntos de fractais de

grande importancia:

6.3.1.
Os conjuntos de Julia

Os fractais conhecidos como conjuntos de Julia, surgiram a partir de varios estudos
sobre os processos iterativos e foram apresentados em 1918 por Gaston Julia e Pierre
Fatou, dois matemadticos franceses, sendo que Fatou recebeu também o posto de
astronomo no Observatdrio de Paris.

E importante lembrar que os estudos feitos por estes matematicos ndo contavam
com o auxilio de programas computacionais o que certamente os levaria a um
desenvolvimento mais completo dos processos de iteragdo.

Os estudos estdo baseados em analisar o comportamento de func¢des iterativas no
universo dos nimeros complexos. Considerando a fungdo z,,, = 2,2 + ¢, na qual ¢ é um
ponto fixo do plano complexo. Para cada ponto z; a fungdo € iterada gerando uma
sequéncia numérica com nimeros complexos (6rbita de z).

Zy 2z =zl tCcozy =224+ ¢Cc o

Neste caso, se a orbita de z, tende para um circulo em torno da origem, entdo z, é
um ponto de algum conjunto de Julia e diz-se que z, é ponto prisioneiro e o conjunto de
todos estes pontos forma o conjunto prisioneiro de c. Porém se a drbita tende para o
infinito, zy ndo pertence ao conjunto de Julia e diz-se que z, é ponto de escape e o
conjunto de todos estes pontos forma o conjunto de escape de c.

Esses dois conjuntos se complementam e preenchem partes do plano Argand-
Gauss. Dessa forma, a fronteira do conjunto de escape é também a fronteira do conjunto
prisioneiro e € nesta fronteira que encontra-se o conjunto de Julia associado ao parametro
c¢. O valor do ponto ¢ determina a formagdo dos conjuntos de Julia, sempre associando a
um conjunto em particular.

Por exemplo, para ¢ = 0 obtemos o circulo unitdrio. Vejamos a seguir alguns

conjuntos de Julia associados aos respectivos valores de c.
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——125 ¢ = 0,5-0,6i

Figura 43 — Conjuntos de Julia

6.3.2.
O conjunto de Mandelbrot

Em 1974, Mandelbrot com a ajuda de recursos computacionais tentou generalizar
os conjuntos de Julia e percebeu que era possivel criar uma imagem no plano complexo
que os catalogava.

A sua construgio estd baseada também na fungio z,,; = z,% + ¢, onde z, = 0,
zy(n € N) e ¢ sdo niimeros complexos. O conjunto de todos os niimeros complexos ¢ tais
que z, nao tende ao infinito define, portanto o conjunto de Mandelbrot. Iterando a fungdo
para cada ponto ¢ do plano complexo obtém-se a sequéncia:

cocf+c-o(c2+c)+c—

Tomando-se alguns valores para c¢ verifica-se dois tipos de sequéncias: limitadas
permanecendo dentro de um circulo no qual a distancia a origem mantém-se finita, que
ocorrem por exemplo, quando ¢ = 0 onde tem-se um ponto de convergéncia ou quando
¢ = —1 e neste caso tem-se uma sequéncia periédica. Mas, para certos valores de c, a
funcéo € ilimitada afastando-se cada vez mais da origem.

Os conjuntos formados pelas sequéncias limitadas e ilimitadas preenchem o plano
complexo e delimitam o conjunto de Mandelbrot, que pode ser observado na figura a

seguir.

Figura 44 — O conjunto de Mandelbrot como Um Catéalogo dos Conjuntos de Julia

Neste caso, a cor preta € usada para representar o conjunto de sequéncias limitadas,

ou seja, nas quais a sucessido de cada valor de ¢ permanece limitada. E as outras cores


DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 1512256/CA


PUC-Rio- CertificacaoDigital N° 1512256/CA

72

referem-se aos valores de ¢ nos quais as sequéncias sdo ilimitadas. No conjunto de
Mandelbrot pode-se observar a presenca dos conjuntos de Julia, obtidos conforme

variam-se os valores de c.

6.4.

Fractais presentes em diversas areas da ciéncia

Podemos perceber que muitas sdo as aplicagdes do estudo de fractais. E ndo péra
nas situacgdes ja citados neste trabalho. Em diversas dreas da ciéncia a Geometria Fractal
se faz presente.

Analisando-se, por exemplo, o trajeto percorrido pelo sangue humano no corpo.
Para que o sangue saia do coragdo percorra todos os 6rgaos e retorne ao coragcao no tempo
adequado é a disposi¢do, o arranjo e as respectivas formas/espessuras dos vasos

sanguineos que permitem o funcionamento adequado do sistema circulatério.

- |+ L PyA , @ T

Figura 45:: mpliagéo da Estrutura de ss -S;ngieos
A disposi¢do dos galhos da copa de uma drvore, que muito influencia na
distribuicdo de nutrientes essenciais pelo vegetal, onde é possivel perceber que a partir do
tronco os galhos se distribuem e a partir de cada um deles partem novos galhos menores,
e a partir destes Ultimos saem ramos menores. Aproximando-se e ampliando-se cada um

desses ramos vemos a semelhanga ao tronco original.
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Todos estes exemplos tirados da natureza apresentam uma das principais
caracteristicas dos fractais, a autossimilaridade, portanto é possivel estudéd-los sob a luz

da Geometria Fractal.

6.5.
Geometria fractal e a educacao basica

Como vimos até aqui, sdo muitas as aplicacdes da Geometria Fractal. Seu uso
permite aproximagdes muito eficientes para diversas medidas relacionadas a natureza, em
vérias delas muito mais adequadas do que as reducdes de formas naturais as formas da
Geometria Euclidiana.

Vale ressaltar que o objetivo do presente trabalho ndo é de maneira alguma opor-se
aos conceitos e fundamentos da geometria cldssica. Pelo contririo, o conhecimento
geométrico enriquece a aprendizagem e desenvolve habilidades de raciocinio e resolucdo
de problemas, sejam matemadticos ou de outras dreas do conhecimento. Como os

Pardmetros Curriculares Nacionais (PCN) no bloco espaco e forma enfatizam:

Os conceitos geométricos constituem parte importante do curriculo de Matemdtica no
Ensino Fundamental, porque por meio deles, o aluno desenvolve um tipo especial de
pensamento que lhe permite compreender, descrever e representar, de forma organizada, o
mundo em que vive. (BRASIL, 1997, p.56)

Na verdade, a Geometria Fractal pode complementar os conhecimentos obtidos
através da Euclidiana. Em sala de aula, é preciso langar mdo de todas ferramentas
possiveis para incentivar a criatividade e desenvolver o raciocinio interpretativo dos
alunos, de forma que ndo apenas decorem férmulas, mas que sejam capazes de resolver
situagdes e problemas praticos.

A apresentacdo dos fractais em sala de aula pode ocorrer de diversas maneiras. Por
exemplo, através da apresentacdo de suas caracteristicas por meio de recursos
tecnoldgicos, fazendo uso de software especifico na criacdo de novos fractais ou mesmo
na constru¢do de alguns dos exemplos cldssicos, bem como, mostrar as aplicagdes nas
dreas da ciéncia com um trabalho de interdisciplinaridade.

E possivel, no ensino fundamental quando sio ensinados os fundamentos da
Geometria Euclidiana, mostrar, a0 menos como curiosidade, que existe a Geometria
Fractal. E, mesmo que seu estudo e desenvolvimento sejam recentes, tendo em vista toda
a histéria por trds da maioria dos conteddos de Matemadtica trabalhados na escola, os
fractais estdo presentes em diversas situagdes naturais.

E ndo apenas relacionado diretamente a Geometria como outros contetidos como as
Progressdes Geométricas, trabalhadas no Ensino Médio. E comum encontrarmos
problemas propostos em provas de vestibulares de universidades brasileiras, que utilizam-

se da construcdo de Fractais e que buscam no estudante mais do que apenas
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conhecimento de férmulas, mas criatividade e capacidade interpretativa ao se deparar
com estas situagdes.

Vejamos a seguir uma questdo proposta no ano de 2002 no vestibular da
Universidade do Estado de Londrina, no Parané:
(UEL-PR) A figura construida segundo a sequéncia a seguir é denominada Esponja de

Sierpinsk ou Esponja de Menger. Representa um fractal gerado a partir de um cubo.
. o |
Partindo-se do cubo inicial, obtemos outros cubos menores, com arestas iguais a 3 da

aresta deste. O cubo central e os cubos do centro de cada face sdo removidos. O
procedimento se repete em cada um dos cubos menores restantes. O processo € iterado
infinitas vezes, gerando a Esponja. Supondo que a medida da aresta inicial seja igual a
Im, e considerando uma face do cubo original, qual é a drea remanescente dessa face, em

metro quadrado, na figura 30?

0 (5)"

Figura 47 — Sequéncia de Figuras que Formam a Esponja de Sierpinsk
Uma proposta de resolugdo da questio:
Temos que a drea de uma das faces da figura 1, cuja aresta é 1m é: 1m?
Na figura 2, percebemos que da drea inicial foi retirado um quadrado com lado

2
1 (1 1 ) : <
correspondendo a 3 ™M e cuja drea é (E) =35 Logo, a drea de uma face da figura 2 é dada
18
orl—=-=-.
P 9 9

Na figura 3, temos que da 4rea obtida no passo anterior sdo retirados 8 quadrados de lados

2
1 . (1 1 .
correspondendo a 5 M cuja drea € (5) =7 Portanto, a drea de uma face pode ser dada
8 1 64
por-—8.—=—
9 81 81

Como o préprio enunciado da questdo diz, esse procedimento seréd iterado infinitas vezes,

ou seja, tem-se um padrdo na sequéncia de cdlculos que buscam a 4rea de uma face da

. . . P 8 64 .
esponja. Observe que os nimeros obtidos até a figura 3 formam a P.G.={1,§, i }, cujo
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S £ ~ 8 < ~ .
primeiro termo € aq = 1 e razdo é q-= ; Portanto, através da expressao que determina o

termo geral de uma P.G. temos:

8 30-1 8 29
ds0 = 1'(6) = (6)

Portanto, a resposta correta € o item b.
Como vemos neste exemplo, os conceitos relacionados a Progressdo Geométrica

foram utilizados para resolver um problema que envolve a construcido de um fractal.
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7
CONSIDERACOES FINAIS

Como foi possivel perceber através deste trabalho, a Matematica € totalmente
envolvida em padrdes. Observar e estudar os padrdes presentes em diversas situagoes &,
na verdade, desenvolver o conhecimento matemadtico. Seja por meio de expressdes que
relacionam grandezas com suas férmulas ou como vimos, 0s conceitos matematicos
permeando a musica e a natureza de vdrias maneiras.

Dentro do universo dos niimeros e da Histéria da Matemética podemos perceber a
presenca das progressdes aritméticas em diversas situacdes. Vimos que € possivel
apresentar os conceitos relacionados a P.A., inclusive de segunda ordem, através de
exemplos simples nos quais a observac¢do dos padrdes nos permite chegar a expressdes
que representam uma sequéncia.

No trabalho do professor é importante sempre propiciar para os alunos uma forma
de construir os conceitos e ndo apenas recebé-los sem que facam sentido algum para o
aprendiz. Exemplos comuns e concretos como os que foram apresentados aqui, facilitam
a compreensdo. Além disso, os alunos sempre se interessam por curiosidades a respeito
dos ndmeros como o fato de um quadrado perfeito ser soma de nimeros impares ou a
histéria relacionada a Tetraktys.

Conforme a Teoria Construtivista de Jean Piaget5 (1896-1980) o conhecimento nao
deve ser tratado como algo predeterminado desde o nascimento (inatismo) tampouco
como resultado do simples registro de informagdes e percepcdes (empirismo). Na
verdade, resulta das agdes e interacdes do sujeito com o ambiente. O conhecimento é
construido a medida que o individuo relaciona o que ja sabe com o novo que se apresenta.

Em toda a histéria da humanidade, o homem busca resolver problemas praticos
desde simplesmente dividir a terra entre integrantes de um grupo ou desvendar como
ocorre o crescimento de uma bactéria para assim, encontrar uma forma de livrar-se dos
maleficios causados por ela.

Os Parametros Curriculares Nacionais (PCN) ao tratar da resolu¢do de problemas
apresenta, entre outras consideracdes a seguinte ideia:

O ponto de partida da atividade matematica ndo € a defini¢do, mas o problema. No processo
de ensino e aprendizagem, conceitos, ideias e métodos matematicos devem ser abordados
mediante a exploracdo de problemas, ou seja, de situagcdes em que os alunos precisem
desenvolver algum tipo de estratégia para resolvé-las.(...) o aluno ndo constréi um conceito
em resposta a um problema , mas constréi um campo de conceitos que tomam sentido num

5 . . . . s . s . , , .

Jean Piaget foi um bidlogo, psicdlogo e epistemoldgico suico e é considerado um dos grandes
pensadores de século XX oferecendo grandes contribui¢cdes a pedagogia através de teorias a
respeito de aprendizagem, como é o caso da Teoria Construtivista.
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campo de problemas. Um conceito matemdtico se constréi articulado com outros conceitos,
por meio de uma série de retificacdes e generalizagdes. (BRASIL, 199, p. 32)

O que nos faz perceber que um dos principais objetivos da Matematica, através da
resolucdo de problemas, é desenvolver o raciocinio l6gico a partir de questdes que
proponham desafios, onde o aluno utilize de seus conhecimentos prévios em busca de
solucdes, acarretando com isso a constru¢do do conhecimento de forma efetiva.

Através do universo musical, algo tdo comum para as pessoas em qualquer lugar do
mundo, pode-se perceber como os conceitos matematicos vdo muito além da sala de aula.
Mostrar ao aluno as diversas aplicacdes do que ele estuda, gera interesse em compreender
o que lhe é proposto.

Trabalhar a Sequéncia de Fibonacci bem como a Razdo Aurea quando se apresenta
os numeros irracionais a uma turma € uma possibilidade de envolver os alunos no
contetido sem que este seja apenas um conjunto de regras que, de fato sdo necessarias,
mas que no momento na cabeca do aprendiz parecem sem sentido. Vimos que os padrdes
e relagdes que envolvem estes assuntos sdo muito interessantes. Através do conhecimento
dos nimeros de Fibonacci, € possivel perceber como a Matemdtica encontra-se presente
em situacdes que muitas pessoas nem imaginam.

Enfim, ensinar Matematica é um desafio, mas ao mesmo tempo € muito bom ouvir
de um aluno que aprendeu a gostar dessa disciplina quando descobriu que ela tem
aplicagdes priticas e passou a fazer sentido quando lhe foi ensinado mais do que o
curriculo basico propde. Um estudante pode, e até deve, questionar o porqué de estudar
certo conteido, e o professor precisa responder com argumentos claros os objetivos do
que ensina. Como ja disse o educador Paulo Freire, no livro Pedagogia da Autonomia:

“Ensinar ndo ¢ transferir conhecimento, mas criar as possibilidades para a sua producio.”
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