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Resumo

Alves de Lima, Johnny Felipe; Goulart, Victor. O Problema
da Quadratura do Circulo no Plano Hiperbdlico. Rio de
Janeiro, 2017. 147p. Dissertacao de Mestrado — Departamento de
Matematica , Pontificia Universidade Catoélica do Rio de Janeiro .

A quadratura do circulo é um dos problemas de construtibilidade
com régua e compasso legados pela antiguidade cldssica e entreteve alguns
mateméticos por séculos a fio até que os avancos da Algebra Moderna
demostraram a impossibilidade de tal construcao no plano euclideano.
Entrementes, desenvolviam-se as chamadas Geometrias Nao-Euclideanas,
baseadas na substituigdo do Postulado V de Euclides (axioma das paralelas).
O intuito deste trabalho é mostrar como ¢ possivel, sob certas condicoes,
produzir um quadrilatero regular e um circulo de mesma &area no plano
hiperbélico usando apenas régua e compasso (hiperbdlicos). Um exemplo é
apresentado em detalhe, e as condi¢Oes necessérias e suficientes para o éxito

da construcgao sao apresentadas e discutidas brevemente.

Palavras-chave

Geometria Hiperbdlica;  Construgoes com régua e compasso.
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Abstract

Alves de Lima, Johnny Felipe; Goulart, Victor (Advisor). The
Problem of Squaring the Circle in the Hyperbolic Plane.
Rio de Janeiro, 2017. 147p. Dissertacao de mestrado — Departa-
mento de Matematica , Pontificia Universidade Catélica do Rio de
Janeiro .

Squaring the circle is one of the straightedge and compass constructibil-
ity problems whose inception goes back to classical antiquity and that have
entertained some mathematicians in the centuries that followed. The de-
velopment of Modern Algebra has shown beyond doubt that such a con-
struction is impossible in the Euclidean plane. Meanwhile, the so called
non-Euclidean Geometries appeared that were based on the replacement
of Euclid’s fifth postulate (the parallel axiom). The goal of this work is to
show how it is possible — under certain constraints — to produce a regular
quadrilateral and a circle of same area in the hyperbolic plane by means
of (hyperbolic) straightedge and compass alone. An example is presented
in full detail, and the necessary and sufficient conditions under which such

construction is possible are briefly discussed.

Keywords
Hyperbolic Geometry; Straightedge and Compass Constructions.
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1
Introducao

Como ¢ sabido, o problema da quadratura do circulo — que diz respeito
a possibilidade de se construir, com régua e compasso no plano euclideano, um
quadrado que tenha mesma area que um circulo dado — foi cogitado pelos
gregos ainda na antiguidade classica e nao tem solugao na Geometria Euclide-
ana. A resposta negativa a tal problema de construtibilidade é consequéncia
do fato de que 7 é um numero transcendente.

No entanto, ainda que possa parecer surpreendente, no contexto da Geo-
metria Hiperbdlica — em que P5 é substituido por um postulado alternativo,
o qual estabelece que, por um ponto a exterior uma reta, é possivel tragar infi-
nitas retas paralelas a reta dada —, pode-se construir, sob algumas condigoes
e com as versoes corretas da régua e do compasso, um quadrado e um circulo
de mesma Aarea.

O proéprio Janos Bolyai, um dos fundadores da Geometria Hiperbdlica,
anteviu o fato de que o problema da quadratura da circulo encontraria alguma
solugdo nesta nova Geometria. De fato, seu famoso Apéndice (citado em [1])
tinha por titulo (em tradugao livre): "a absolutamente verdadeira ciéncia do
Espago exposta independentemente da verdade ou falsidade (a priori indecidivel
para sempre) do postulado V de Euclides: para o caso de falsidade, com uma
quadratura geométrica do circulo."

Mais notavel ainda é o fato de que o referido matematico, sem ter um
modelo, conseguiu lancar os fundamentos geométricos da prova relativa as
condicoes necessarias e suficientes para que se possa construir um quadrado e
um circulo de mesma area no plano hiperbélico, tendo introduzido um angulo
auxiliar 6, que, como sera visto no Capitulo 4, tera grande relevancia na analise
deste problema.

O principal escopo desta dissertacao é mostrar que existem quadri-
lateros regulares e circulos de mesma &rea no plano hiperbdlico, ambos
construtiveis com a régua e o compasso intrinsecos a este espaco. Para
tanto, serd exibida uma construcao euclideana do quadrado e do circulo
de mesma area no disco de Poincaré, baseada em [2]. Sera apresentado,
ainda, o teorema de Nestorovich-Jagy, que estabelece as condi¢oes necessé-

rias e suficientes para que um quadrilatero regular e um circulo de mesma
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Capitulo 1. Introducio 12

drea possam ser construidos no plano hiperbdlico (H?), enunciado adiante:

Teorema Considere, em H?, um quadrado com dngulo interno o e um

circulo de mesma drea, de raio r. Entdo, ambos sdo construtiveis se,
™ ; .y o 27

e somente se, 0 < o < 5 e o ¢ um maultiplo inteiro de —, em que

n é wm numero inteiro positivo tal que o poligono reqular de n la-

dos possa ser construido com régua e compasso no plano euclideano.

Tendo em vista que o resultado supracitado faz referén-
cia. a construtibilidade de poligonos no plano euclideano, con-

vém rememorar, a titulo elucidativo, o Teorema de Gauss-Wentzel:

Teorema Um poligono regular de n lados pode ser construido com régua e

compasso em E? se, e somente se, n € da forma
2" F,\ . Fy,. . F
F U F,
~ . . !
em que os F; sao mimeros primos de Fermat (F; = 2° 4 1)

Sera apresentada uma demonstracao do resultado supracitado, alicercada
no seguinte tripé:

(i) a observagao de Bolyai de que o problema da construtibilidade do raio
r é equivalente a possibilidade de se construir um certo angulo auxiliar 6 (a
prova desta equivaléncia é vista em detalhe);

(ii) o Teorema de Mordukhai-Boltovskoi, que estabelece a equivaléncia
entre a construtibilidade de um segmento hiperbélico PQ e a construtibilidade,
no sentido algébrico, das fungoes hiperbdlicas de seu comprimento dp, (P, Q);

(iii) o celebrado Teorema de Gelfond-Schneider, resposta ao sétimo
problema de Hilbert sobre a irracionalidade e a transcendéncia de certos
numeros.

Nao se tentara apresentar nem mesmo esbogos de provas para os dois ulti-
mos resultados: quanto ao primeiro, nao julgamos que pudéssemos acrescentar
nada de original aquela prova — elementar, mas um pouco longa — encontrada
em [3], baseada ademais no modelo de Klein-Beltrami do plano hiperbélico,
que nao abordaremos nesta dissertagao; ja o segundo é um resultado profundo
da Teoria dos Numeros, cuja demonstracao escapa claramente aos objetivos
colimados neste trabalho. Como se observa, também no caso hiperbdlico, a
resposta ao problema da quadratura do circulo passa por consideragoes ati-

nentes a uma sofisticada Teoria dos Numeros.
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Capitulo 1. Introducio 13

Serao enunciados e provados, ainda, dois teoremas adicionais, devidos
a Jagy e expostos em [4], os quais estabelecem a inexisténcia de métodos de
construgao, no plano hiperbdlico, que: 1) a partir do raio do circulo r, produzam
o angulo interno ¢ do quadrado de mesma &rea e; 2) que, dado o dngulo
interno do quadrado o, permitam obter o raio r do circulo de mesma area.
Neste ambito, serao apresentadas duas classes de exemplos de pares quadrado-
circulo de mesma drea nas quais apenas uma das figuras (quadrado ou circulo)
é construtivel no plano hiperbdlico.

Por consequéncia do exposto no paragrafo precedente, verifica-se que,
na realidade, nao se tem, no plano hiperbdlico, uma “quadratura do circulo”
nem uma “circulagdo do quadrado”: as figuras devem ser construidas de forma
simultanea ou independente. De todo modo, é relevante destacar que mesmo
esta versao fraca do problema de construtibilidade é impossivel na Geometria
Euclideana, em virtude da transcendéncia de .

No que diz respeito a pré-requisitos, foi feito um esforco para preservar
este trabalho o maximo possivel da introducao de conceitos e técnicas que en-
volvam um uso mais do que elementar do Calculo Diferencial e Integral. Esta
decisdo foi devida tanto a presente inexperiéncia do autor com Geometria Dife-
rencial, quanto a sua esperanca de que estas notas sejam lidas por professores
e estudantes dos tltimos anos ou recém-egressos do nivel secundario, e possam
vir a motivar discussoes entre eles a respeito de “outras geometrias”, contri-
buindo para enriquecer a cultura matematica de educandos e educadores, no
espirito do que propoe o ProfMat.

Apos tais consideragoes preliminares, passaremos a apresentar os topicos
tratados nesta dissertacao.

No Capitulo 2 (Geometria Euclideana), serdao expostas as nogoes da
Geometria Tradicional relacionadas ao posterior desenvolvimento do trabalho,
sob a perspectiva de considerar conhecidos os principais fatos e os resultados
mais basicos de tal Geometria. Apds a exposicao dos axiomas e postulados de
Euclides, serao introduzidos, na se¢ao 2.1, as regras do jogo de construcao com
régua e compasso, com apresentacao de construcoes que serao utilizadas em
outras partes do texto. No final do referido topico serao relembrados os trés
problemas cléassicos de construtibilidade: a quadratura do circulo, a duplicagao
do cubo e a trissec¢ao do angulo.

Na secao 2.2, a Geometria Analitica serd apresentada como modelo para
a Geometria Euclideana, com as provas de que as defini¢bes de reta como
conjunto-solugao de uma equagao do primeiro grau ax + by = ¢ (a,b,c € R, a
e b ndo simultaneamente nulos) e de circulo como conjunto-solu¢ao de uma

equagao da forma (z — z¢)? + (y — yo)® = r? (z¢, yo e T sdao nimeros
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Capitulo 1. Introducio 14

reais e r > 0) satisfazem os postulados P1 a P5 de Euclides. No final deste
tépico, sera demonstrado um teorema, devido a Descartes, que relaciona a
possibilidade de se construir um ponto, com régua e compasso, no plano
cartesiano, com obtencao das suas coordenadas, a partir dos pontos iniciais,
por meio das operagoes +,—, X,+ e da extragdo de raizes quadradas, o
qual sera fundamental no contexto desta dissertacdo quando do estudo da
construtibilidade no plano hiperbdlico.

Na secao 2.3, serao desenvolvidos os aspectos algébricos que conduziram
a resposta negativa aos problemas classicos de construtibilidade no plano
euclideano (duplicagao do cubo, trissecgao do dngulo e quadratura do circulo).

A dltima secdo do Capitulo 1 (2.4) serd dedicada ao es-
tudo da inversao circular, com prova das suas principais proprieda-
des, as quais estdo diretamente relacionadas com o desenvolvimento

do modelo do disco de Poincaré, que sera visto no Capitulo 3.

No capitulo 3 (Geometria Hiperbdlica), apés uma noticia histérica bem
sucinta e da introdugao do postulado 5 modificado, serdao apresentadas as
definicbes e os principais resultados da Geometria Hiperbodlica que terao
utilidade futura para a construcao do quadrado e do circulo de mesma area no
modelo do disco de Poincaré ou para a conclusao sobre as condi¢oes necessarias
e suficientes para que seja possivel tal construcao.

A Geometria Hiperbdlica serd apresentada, no referido Capitulo (segao
3.1), com base no modelo do disco de Poincaré, que atribui novo significado
a figuras ja conhecidas da Geometria Euclideana: (i) o plano hiperbdlico
é representado pelo interior de um circulo e a circunferéncia deste circulo,
chamada de absoluta, representa o infinito, o horizonte. Os pontos da absoluta
sdo denominados pontos ideais; (ii) uma reta é um arco de circulo perpendicular
a absoluta; (iii) duas retas sdo paralelas quando se cortam em um ponto ideal;
(iv) as demais retas que nao se intersectam sao chamadas nao-secantes ou
divergentes.

Na subsecao 3.1.1, serd demonstrado que as defini¢oes da Geometria
Hiperbdlica satisfazem os postulados P1 a P4, além do P5 modificado. Sera
apresentada a construgao euclideana da reta hiperbodlica que passa por dois
pontos dados, decorrente de uma das propriedades da inversao circular, vista
no Capitulo 1. Serdo enunciadas como teoremas e provadas as propriedades
que permitem realizar a construcao euclideana do circulo no modelo do disco
de Poincaré. As conclusoes de tal subsecao sao as de que a régua e o compasso,
no modelo do disco de Poincaré, podem ser pensados como combinagoes ou

usos mais sofisticados da régua e do compasso euclideanos e, ainda, de que
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Capitulo 1. Introducio 15

a consisténcia da Geometria Hiperbodlica depende apenas da consisténcia da
Geometria Euclideana.

Na subsec¢ao 3.1.2, sera retomada a definicao de distancia ja mencionada
na subse¢ao anterior para introduzir a construcao do circulo. Em seguida,
serao apresentadas as defini¢oes de angulo hiperbdlico, angulo de paralelismo
e tridngulo hiperbdlico. A definicdo de poligono hiperbélico foi considerada
conhecida, tendo em vista que é a mesma da Geometria Tradicional.

Ainda, na subsecao 3.1.2, serao introduzidas as defini¢oes de defeito de
um triangulo e defeito de um poligono — que consistem na diferenca entre a
soma dos angulos internos que tais figuras teriam na Geometria Euclideana
e a que efetivamente tém na Geometria Hiperbdlica — e serao apresentadas
provas de que todo tridangulo tem defeito positivo e, por consequéncia, todo
poligono também tem defeito positivo. Serd provado, ainda, o fato de que,
se dois triangulos sao semelhantes na Geometria Hiperbdlica, entao eles sao
congruentes.

A drea de um tridngulo sera definida, na subsecao 3.1.2, como sendo
igual ao seu defeito (como se verifica facilmente a partir do Teorema de
Gauss-Bonnet, conforme se observa em [5]). Ofereceremos para tal fato uma
fundamentagao meramente heuristica: partiremos do pressuposto de que a area
deve ser um nimero positivo associado a um triangulo, com as caracteristicas
de invariancia por congruéncia e aditividade, ambas satisfeitas pelo defeito.
Por conseguinte, a area do poligono sera dada também pelo seu defeito. Uma
formula para a area do circulo sera obtida pelo método da exaustdao apenas
na subsecao seguinte, pois sua deducao dependera de alguma trigonometria
hiperbdlica.

Na subsecao 3.1.3, serdo enunciadas e demonstradas as féormulas da tri-
gonometria hiperbdlica para um tridngulo retangulo hiperbdlico e, em seguida,
para um tridngulo qualquer (Lei dos Senos e Lei dos Cossenos). Serd demons-

trada, ainda, a férmula de Lobatchevski-Bolyai, que relaciona o comprimento
e
de paralelismo d com o respectivo angulo a | e™% = tan 5] Serao provadas,

também, outras formulas que relacionam angulo e comprimento de paralelismo.
Na mesma subsecdo, sera justificada, com base na féormula de

Lobatchevski-Bolyai, a existéncia de uma bijegao decrescente II : R, \{0} —

7T . . ~ .
0, 5 | dueassocia a cada comprimento t o corresponde angulo de paralelismo

I1(t). Ainda, sera explicitada a existéncia de uma unidade natural de medida,
oriunda da propria teoria da Geometria Hiperbdlica, dada pela constante de
Schweikart (p), que corresponde a medida altura relativa a hipotenusa de

um triangulo retangulo hiperbdlico com lados infinitos e ao comprimento de
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paralelismo associado ao angulo de Z Interessante observar que, na Geometria
Euclideana, as unidades de medida sao consideradas de forma arbitraria.

Ao final da subsegdo 3.1.3, sera provada uma féormula para a &area
do circulo, pelo método da exaustao, com utilizagao de uma proposicao
trigonométrica e de conceitos basicos de Calculo Diferencial e Integral, como
as séries de Taylor referentes as fungoes trigonométricas envolvidas na dedugao
da férmula.

Na subsecao 3.1.4 sera ressaltado, inicialmente, que a nogao de constru-
tibilidade também faz sentido na Geometria Hiperbdlica, mas, tendo em vista
que o modelo do disco de Poincaré atribui novo significado a figuras ja conhe-
cidas da Geometria Euclideana, o leitor serd advertido para que nao confunda
a nocao de construbilidade euclideana em tal modelo com a nocao de constru-
tibilidade hiperbdlica propriamente dita. Por esta razao, serao introduzidas as
defini¢cdes de ponto E-construtivel e ponto H-construtivel.

Ainda na subsecao 3.1.4, serao retomados alguns dos topicos sobre cons-
trutibilidade j& discutidos no Capitulo 2 para entao introduzir o ja& mencionado
Teorema de Mordukhai-Boltovskoi, o qual estabelece que um comprimento ¢
pode ser construido com régua e compasso no plano hiperbolico se, e somente
se, os comprimentos relativos as fungoes trigonométricas hiperbélicas de ¢ sao
construtiveis no plano euclideano. Com base no resultado mencionado, sera
provado um outro teorema, que sera determinante para a introducao do an-
gulo auxiliar 6 na andlise do problema da quadratura do circulo em H?: um
angulo « é construtivel no plano hiperbdlico se, e somente se, ele pode ser
construido com régua e compasso no plano euclideano.

Sugere-se ao leitor ja plenamente familiarizado com os pré-requisitos
relativos a Geometria Hiperbodlica que nao se detenha por muito tempo na
leitura dos Capitulos 1, 2 e 3 e avance diretamente para o Capitulo 4, no qual

sera efetivamente estudado o problema que é o objeto da presente dissertacao.

Chegaremos, entao, ao Capitulo 4, que diz respeito a Quadratura do
Circulo no Plano Hiperbdlico. Na secao 4.1, sera apresentada, em detalhes, a
construcao do quadrado e do circulo de mesma area no modelo do disco de
Poincaré, mas com a utilizagao da régua e compasso euclideanos, e tirando
proveito do plano euclideano ambiente. Cabe insistir neste ponto, porque a
construcao nao utilizara os métodos do Capitulo 3 e sera inteiramente eucli-
deana, extrinseca ao modelo, pois, como sera visto, o circulo que representara
o disco de Poincaré sera construido juntamente com o restante da figura. As
propriedades que justificam a construgao serao provadas em proposicoes sepa-

radas. Serd observado que os resultados da subsecao 3.1.4 sugerem a existéncia
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de um método de construcao intrinseco, embora nao fornecam uma receita ex-
plicita.

Um 1ltimo comentério sobre a construcao supracitada: em analogia com
o que ocorre na Geometria Fuclideana, em que algumas construgoes nao podem
ser realizadas apenas com a utilizagao de régua e compasso, mas podem ser
realizadas com o uso conjugado de outros instrumentos — como é o caso da
duplicagdo do cubo com a utilizagao de um instrumento que permite tracar
secoes cOnicas e as construgoes possiveis com régua graduada —, podemos
pensar na construcao da secao 4.1 como intrinseca, mas utilizando dois
instrumentos (hipotéticos): um que desenha segmentos de retas euclideanas
e outro que permite tragar arcos de circulos euclideanos secantes ao disco de
Poincaré, seja 14 os nomes e a aparéncia que essas curvas tenham para um
(hipotético?) habitante do espago hiperbdlico H?.

Ainda na secdo 4.1 e ap0s a construgao, serao apresentados questiona-
mentos sobre a possibilidade de se construir um quadrado e um circulo de
mesma area no plano hiperboélico. Serd demonstrada, também, uma férmula

que relaciona o raio euclideano do circulo hiperbdlico () com o d&ngulo interno

T

o do quadrado; em seguida, serao apresentados trés exemplos, que sao o = e
16 + 5/ 7 , S - .

r=In 9\/_ e o0 = arctan 7> €M que 7 € o Taio hiperbdlico do circulo,

com o objetivo de fixar ideias e possibilitar a conclusao sobre o resultado que
serd visto na sequéncia.

Finalmente, na se¢ao 4.2, sera enunciado o Teorema de Nestorovich-Jagy,
que estabelece as condi¢Oes necessarias e suficientes para que um quadrado e
um circulo de mesma area sejam ambos construtiveis no plano hiperbdlico,
conforme ja detalhado anteriormente, com prova baseada no tripé ja apontado
acima. Ao contrario do desenvolvido no Capitulo 3, o tratamento do tema
nesta ultima segao sera feito do ponto de vista sintético. Assim, serdo expostas,
antes, as construgoes necessarias a obtencao do quadrado hiperbdlico e a prova
do fato, observado por Bolyai, de que o problema da construbilidade do raio
r do circulo equivale ao da construtibilidade do angulo auxiliar #, tal que
tanf = 2sinh .

Como ja explicitado, serao provados, ainda, dois teoremas devidos a Jagy,
expostos em [4], que estabelecem a inexisténcia de métodos de construcao com
régua e compasso, no plano hiperbélico, para, a partir do quadrado, obter o
circulo de mesma area e vice-versa. Para provar o ultimo destes resultados,
serd introduzido o Teorema de Olmsted, que consta de [6], nos termos do qual
se o angulo 7 ¢ um multiplo racional de 7, entao os unicos valores racionais

para tan7 sao 0, 1 e —1.


DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 1512253/CA


PUC-RIo- CertificagaoDigital N° 1512253/CA

2
Geometria Euclideana

A Geometria Tradicional ou Euclideana foi desenvolvida por Euclides
em sua monumental obra “Elementos”, que continha tépicos de diversas areas
da Matemadtica até entao conhecida. Este matematico grego estabeleceu um
conjunto de axiomas e postulados. Os axiomas sdo os seguintes:

AXIOMA 1. Coisas iguais a uma terceira também sao iquais entre si.

AXIOMA 2. Se quantidades iguais sio adicionadas a partes iguais, o0s
resultados serao iguais.

AXIOMA 3. Se quantidades iguais sao subtraidas de coisas iguais, 0
restos sao 1guais.

AXIOMA 4. Coisas que coincidem umas com as outras sao iguais.

AXIOMA 5. O todo é maior que suas partes.

Ja os postulados, que dizem respeito, especificamente, a Geometria, sao
enunciados adiante:

P1. Uma reta pode ser tracada de um ponto a outro, escolhidos a vontade.

P2. Uma reta pode ser prolongada indefinidamente.

P3. Um circulo pode ser tracado com centro e raio arbitrarios.

P4. Todos os angulos retos sdao iquais (congruentes).

P5. Se uma reta € transversal a outras duas e forma com estas angulos, de
um mesmo lado da transversal, que somam menos de dois angulos retos, entao
as duas retas dadas, desde que prolongadas de forma suficiente, intersectar-se-
ao em um ponto deste mesmo lado.

O postulado P5 ¢é mais conhecido pela sua forma moderna, enunciada a
seguir:

P5(Enunciado Moderno - Axioma de Playfair). Por um ponto do
plano exterior a uma reta € possivel tracar uma unica reta paralela a reta dada.

Como o presente trabalho diz respeito a um problema de construtibi-
lidade, é pertinente destacar que os postulados P1 e P3, acima enunciados,
podem ser traduzidos como “existem régquas” e “existem compassos”. Assim,
os problemas de construcao com régua e compasso dizem respeito a saber se
uma dada figura pode ser construida por meio de retas, circulos ou arcos de

circulos e a intersecao destes (duas retas, circulos e retas, dois circulos).
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Nesta dissertacao, serao considerados conhecidos os principais fatos e os
resultados mais basicos da Geometria Fuclideana, os quais serao utilizados sem

uma exposicao sistematica anterior.

2.1
Construtibilidade com Régua e Compasso

2.1.1
Nocoes Gerais

Conforme visto na sec¢ao anterior, os postulados P1, P2 e P3 estabelecem
a existéncia de retas e circulos no plano euclideano, e, por via de consequéncia,
permitem imaginar a existéncia instrumentos que possibilitem tragar tais
figuras. A régua é o instrumento que permite desenhar retas e o compasso
é o instrumento permite a construgao de circulos.

Quando se pensa em problemas de construtibilidade com régua e com-
passo, nao se cogita da existéncia ideal das figuras geométricas, mas sim da
possibilidade de se realizar a sua construcao com a utilizacdo de um método
exato e nao aproximado.

Os problemas de construtibilidade devem ser resolvidos com régua nao
marcada, ou seja, que nao contém unidades de medida. Ademais, deve ser
utilizado o compasso colapsante, ou seja, aquele que permite diversas aberturas
para obter raios de circulos arbitrarios, mas, se uma das pontas for retirada
do papel, ndo é possivel manter a abertura inicialmente considerada, de modo
que nao ¢é possivel transferir as medidas diretamente.

Outra observacao importante é que, nas construgoes realizadas, nao
sao considerados pontos arbitrarios nem aberturas de compasso quaisquer;
todos os pontos e medidas de abertura utilizados nas construgoes tém de ser
previamente dados.

Ainda que haja as restricbes mencionadas no paragrafo anterior, é
possivel estabelecer, com os referidos instrumentos, um método de construgao

para realizar a transferéncia de medidas. E o que veremos adiante.

Proposicao 1 (Transferéncia de Medidas) E posstvel transferir medidas

com régua nao marcada e compasso colapsante.

Prova. Para provarmos a proposicao acima, realizaremos uma construgao para
a transferéncia de medidas proposta no enunciado acima.

Sejam dados um segmento AB e o ponto O, a partir do qual serd transferida
a medida de AB. A construcdo, conforme a figura acima, tem as seguintes

etapas:
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Figura 2.1: Construcao - Transferéncia de Medida de Segmento

1 — tracar os circulos de centro A e raio AO e de centro O e mesmo raio. As
circunferéncias terdo uma das suas intersegoes no ponto D (figura 2.1);

2 — desenhar o circulo de centro A e raio AB e a reta m, prolongando-a do
modo suficiente até que encontre esta tultima circunferéncia no ponto F, do
lado oposto de D em relacao a A;

3 — tracar o circulo de centro D e raio DF e, em seguida, desenhar a reta %,
que encontrard a circunferéncia centrada em D no ponto F', no lado oposto de
D em relacao a O. O segmento OF tem a mesma medida de AB.

Para justificar a construcao acima e finalizar a demonstragao, basta observar

que o tridngulo AOD ¢ equilatero e se tem AO = DA = DO. Ademais, como
B e E estao sobre o mesmo circulo centrado em A, tem-se que AB = AFE.

Uma vez que E e F estao sobre o mesmo circulo centrado em D, chega-se a

DF =DE = DO+ OF = DA+ AE = DO+ OF = DA+ AB

Mas DA = DO, donde segue a igualdade OF = AB, o que prova a proposicao
enunciada acima. [

E interessante observar que a construgao vista acima nao depende
do quinto postulado de Euclides. Tal fato terd extrema relevancia quando

realizarmos o estudo da Geometria Hiperbdlica.
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Na sequéncia, apresentaremos outras construgoes geométricas que terao
importancia no contexto deste trabalho. Algumas destas construgoes serao
extremamente relevantes quando tratarmos do modelo do Disco de Poincaré
e da construcao do quadrado e do circulo de mesma area no contexto da

Geometria Hiperbdlica.

Construgao 1 (Perpendicular por ponto exterior) Dada uma reta r,
um ponto A sobre r e um ponto exterior P, construir a reta perpendicular

ar que passa por P.

A construcao acima é realizada adotando-se os seguintes passos:

1 — utilizar o compasso para construir um circulo de centro P e raio
AP, que intersectard r em outro ponto B;

2 — tracar as circunferéncias de centros A e B e raios AP e BP, que se
cortarao nos pontos P e Q;

3 — desenhar a reta gé, que é a perpendicular procurada.
Justificativa. Pela construcao, tem-se que AP = BP = A(Q = B(Q), donde

segue que os triangulos APB e AQB sao isosceles e congruentes, do mesmo

que os tridngulos PAQ e PB() sao isosceles e congruentes.

Seja H o ponto de intersecdao das retas r e (ndo mostrado na figura). Os
triangulos APB e AQB sao congruentes e os segmentos PH e QH, em cada
um dos tridngulos, sdo cevianas relativas ao lado comum AB, as quais dividem
este lado nos mesmos segmentos AH e HB. Assim, PH = HQ.

Por conseguinte, como APQ é isosceles e PH = HQ, segue que AH é mediana
relativa ao lado PQ, que se confunde com a altura, donde se conclui que r e

% sao perpendiculares.

Q

Figura 2.2: Perpendicular por ponto exterior a reta dada
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Construgao 2 (Perpendicular por um ponto incidente) Sejam  uma
reta v e dois pontos sobre esta A e P. Tracar a reta perpendicular a r que

passa por P.

Tal construgao é realizada da seguinte forma:

1 — usar o compasso para tracar a circunferéncia de centro P e raio PA,
que intersectarda r em outro ponto Q;

2 — desenhar as circunferéncias com raio AQ e centros A e ), respecti-
vamente. As referidas circunferéncias terao intersecao nos pontos B e

3 — tracar a reta %, que passara por P e sera a reta perpendicular
procurada.
Justificativa. Da figura, tem-se que AQ = AB = BQ = AC = CQ. Além
disso, AP = PQ. Logo, os tridangulos ABQ e ACQ sdo equildteros e P é o pé

das medianas de tais tridngulos (BP e C'P) relativas a AQ, que também sao

alturas. Portanto, % passa por P e é perpendicular a r.

A Q

&

Figura 2.3: Perpendicular por um ponto incidente

E relevante destacar que, se fossem dados A e @), os passos 2 e 3 acima

descritos permitiriam obter, por construcdo, a mediatriz do segmento AQ.

Construcao 3 (Paralela) Por um P exterior a uma reta r, com ponto

incidente A, construir uma reta s paralela a r.

J& sabemos construir retas perpendiculares. Deste modo, para construir

a reta paralela procurada, podemos proceder da seguinte forma:
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1 — tracar a reta ¢, perpendicular a r e passando por P;

2 — desenhar a reta s, perpendicular a t e passando por P. A reta s é a
paralela procurada.
Justificativa. As retas r e s formam um angulos que somam dois angulos retos
em quaisquer dos lados da transversal t. Assim, pelo quinto postulado de
Euclides, nao é possivel que tais retas se intersectem em nenhum ponto, donde

se conclui que r e s sdo paralelas.

1)

.

Figura 2.4: Retas paralelas

Construgao 4 (Bissetriz) Dadas suas semirretas OA e OB de origem co-

mum O, tracar a bissetriz do angulo AOB.

Figura 2.5: Construgao da bissetriz

A fim de tragarmos a bissetriz do angulo acima referido, devemos
proceder da seguinte forma:
1 — desenhar a circunferéncia de centro O e raio OA, que intersectard a

semirreta OB no ponto C,
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2 — tragar as circunferéncias de centro A e C, com raios de medida
idéntica a do segmento OA. Tais circunferéncias encontrar-se-ao no ponto D,
no interior do angulo AOB:;

3 — tracar a semirreta @, que ¢ a bissetriz procurada.

Justificativa. Da figura acima, tem-se que OA = OC = AD = CD. Deste

modo, os tridngulos OAD e OCD sao congruentes, donde segue, pela cor-

respondéncia dos angulos, que AOD = DOC. Assim, conclui-se que OD é
bissetriz de AOB.

Importante observar que, na figura acima, a construcao foi realizada
como se o compasso fosse nao colapsante, ou seja, como se este retivesse a
abertura apds uma das suas ter sido retirada do papel e pudesse transferir
diretamente medidas. No entanto, tal fato nao é realmente relevante, uma vez
que foi provado acima que ¢ possivel transferir medidas mesmo com o compasso
colapsante, de modo que poderia ser utilizado o método explicitado na prova

da proposicao 1 para realizar a transferéncia da medida de OA.

Construgao 5 (Tangentes) Tracar as retas tangentes a um circulo de centro

O, que passam por um ponto A, exterior ao circulo.

Figura 2.6: Retas tangentes por um ponto exterior ao circulo

Para tracar as retas tangentes a um circulo de centro O, que passam por
um ponto exterior A, deve-se proceder da seguinte forma:

1 — tracar o segmento OA;

2 — tracar a reta mediatriz do segmento O A, obtendo o ponto médio M;

3 — desenhar a circunferéncia com centro M e raio OM = MA, que

intersectara o circulo original nos pontos T} e T5;
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4 — tracar as retas jﬁ e ﬁ , que sao as tangentes procuradas.
Justificativa. Basta observar que, do ponto de vista da circunferéncia de centro
M, o segmento OA é didmetro. Deste modo, os tridngulos OT} A e OT,A sdo
retangulos em 7} e em Ty, respectivamente. Dai, segue que os raios OT; e OT5,
do circulo dado, sao perpendiculares as retas ﬁ ea ﬁg, respectivamente,

donde se conclui que estas retas sdo as tangentes procuradas.

Figura 2.7: Justificativa para a construcao das retas tangentes

2.1.2
Trés Problemas Classicos

H& trés problemas classicos de construtibilidade que foram cogitados
ainda na Grécia Antiga. Neste contexto, é relevante expor um pouco da historia
relativa a tais problemas.

No livro [7], contam os autores, com base em Plutarco, que o filésofo
pré-socratico Anaxagoras, falecido em 428 a. C., enquanto esteve preso, em-
preendeu tentativas de quadrar o circulo, ou seja, de construir, com régua e
compasso, um quadrado que tivesse a mesma area de um circulo dado.

A obra supracitada menciona uma lenda associada ao segundo problema
classico apresentado: conta-se que uma peste vitimou Péricles em 427 a. C.
e assolou Atenas, tendo ceifado, possivelmente, um quarto da populagao da
cidade. Assim, uma delegacao teria sido enviada ao Oraculo de Apolo em Delos,
para indagar sobre como combater a doenga; o Oraculo teria respondido que,
para aplacar os efeitos da peste, o altar de Apolo, que tinha formato cubico,
deveria ser duplicado. Em vao tentaram os atenienses resolver o problema
duplicando a aresta do cubo, ja que este sélido teve seu volume multiplicado
por oito.

Por tltimo, narram os autores acima referidos que, por este mesmo

periodo, circulava por Atenas um outro problema de construtibilidade, que
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dizia respeito a possibilidade de se construir, apenas com régua e compasso,
um angulo com medida equivalente a um terco da medida do angulo dado.

Portanto, os trés problemas classicos sao os seguintes:

Problema 1 (Quadratura do Circulo) Construir, com régua e compasso,

um quadrado que tenha a mesma drea que um circulo dado.

Problema 2 (Duplicagdo do Cubo) Construir, com régua e compasso, a
aresta de um cubo que tenha volume correspondente a duas vezes o volume de

um cubo dado.

Problema 3 (Trissecgdo do Angulo) Construir, com régua e compasso,

um angulo com medida que corresponde a um terco da medida de um angulo

dado.

Como ja se sabe, os trés problemas classicos sao, em geral, impossiveis
de serem resolvidos na Geometria Euclideana, mas foram necessarios mais de
2200 anos e o auxilio de Algebra Moderna para que a resposta negativa aos
problemas fosse dada.

Mais adiante no texto, serao explicitados os motivos da impossibilidade

de solucao para os referidos problemas no contexto da Geometria Tradicional.

2.2
Geometria Analitica

Nesta secao, apresentaremos algumas questoes gerais sobre a Geometria
Analitica, a qual terd alguma relevancia no desenvolvimento do tema traba-
lhado nesta dissertacao.

Do ponto de vista analitico, um ponto é um conjunto unitario contendo
um par ordenado (x,y) de nimeros reais, ou seja, um ponto P é da forma
{(x,y)}. O plano euclideano é o conjunto R* = {(z,y),z,y € R}. A reta é

definida da forma a seguir:

Definicao 1 (Reta) Uma reta, do ponto de vista analitico, é o conjunto-
solugdo de uma equagdo do primeiro grau (ax + by = ¢), em que sdo a, b,
¢ sdo coeficientes reais e a e b ndao podem ser simultaneamente nulos. Ou seja,

a reta v é dada por r = {(x,y) € R?|azx + by = c}.

Existem duas retas especialmente importantes, x = 0 e y = 0, que passam
pela origem O = {(0,0)} e permitem estabelecer um sistema de coordenadas
ortogonais para os pontos do plano. A reta y = 0, neste contexto, é chamada

de eixo das abscissas e a reta x = 0 é chamada eixo das ordenadas.
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Y ® -~ --- 'Y P= {(qu,yu)}

Y

(@]

=
B

Figura 2.8: Eixos coordenados

Dado um ponto P{(zo,%0)}, 0 nimero zg é a coordenada do pé da
perpendicular PH, ao eixo das abscissas, isto ¢, a medida do segmento O H,,
com sinal positivo se H, estiver a direita de O e negativo em caso contrario.

Analogamente, yo é a coordenada do pé da perpendicular PH, ao eixo
das ordenadas (medida do segmento O H,), com sinal positivo se H, est4 acima
de O ou negativo, se H, estiver abaixo de O.

No contexto da Geometria Analitica, existe uma definicdo de distancia

(métrica), que serd introduzida a seguir.

Definicao 2 (Distincia entre Pontos) Sejam P = {(zp,yp)} ¢ Q =
{(zq,yq)} dois pontos no plano euclideano. A distincia entre os dois pontos

¢ definida por

|PQ| = \/(9CP —2q)? + (yr — Y@)?

Convém destacar que a distancia entre pontos acima definida tem a
seguinte propriedades:

(i) Positividade. |PQ| > 0. Note-se que PQ =0 P = Q;

(ii) Simetria. [PQ = |QP];

(iii) Desigualdade Triangular. |PQ| < |PR| + |RQ)|.

Com a definicao de distancia acima exposta, estamos em condigoes definir

o circulo do ponto de vista analitico.

Defini¢ao 3 (Circulo) Um circulo T', do ponto de wista analitico, é o
conjunto-solugio de uma equagio da forma (r — xc)* + (y — yo)* = r? em
que Tc,yc er > 0 sdo constantes reais. Ou seja, T' = {(z,y) € R?|(z — z¢)? +
(y —ye)? =r*r >0},
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Observe-se que, considerando a definicao de distancia acima exposta, a
equacao que representa o circulo corresponde a sua definicdo axioméatica de
conjunto dos pontos do plano que estio a uma certa distancia (raio) de um

ponto dado (centro), pois o ponto C' = {(z¢,yc)} € o seu centro e r é o raio.

Definigao 4 (Incidéncia) Dizemos que um objeto A (ponto, reta ou circulo)

incide num objeto B (ponto, reta ou circulo) se, e somente se, AN B # ).

As definigoes de reta e circulo acima satisfazem os postulados P1 a P5

de Euclides. E o que provaremos a seguir.
Proposicao 2 A definicio 1 (reta) satisfaz o postulado 1 de FEuclides.

Prova. Para provarmos a proposi¢ao acima, devemos mostrar, primeiramente,
que, dados dois pontos P = {(zp,yp)} ¢ @ = {(zg,yq)}, existe uma reta
passando por eles. Seja r a reta de equagdo (yo — yp).x — (zg — zp).y =

rpyg — xqyp. De fato, P incide em 7, pois:

(Yo —yp)-xp — (T — Tp).Yp = YoTp — YpTp — TQYP + TPYr = TPYQ — TQYP

ou seja, a equagao de r é verificada por P. Do mesmo modo, r passa por @,

pois:

(Yo —yp)wq — (1@ — TP).Yo = YQTq — YPTQ — TQYq + TPYQ = TPYQ — TQYP

Provaremos, agora, que a reta r, que passa pelos pontos P e (), é unica.
Suponhamos que exista outra reta (s), de equagao ax + by = ¢ (I), que passe
por P e Q. Deste modo, temos que azp + byp = ¢ (II) e axg + byg = ¢ (III).
Subtraindo (IT) de (IIT), obtemos:

a_Y%—Yr

a(rg —xp) +b(yg —yp) =0 = a(zg —xp) = —blyg —yp) = ~3
T —Xp

0 que é possivel, pois a e b ndo podem ser simultaneamente nulos (foi suposto
b nao nulo). Dai, segue que a = —A(yg —yp) (IV) e b = A(zg — zp) (V), com
A€ R, A =# 0. Além disto, como P incide em s, conclui-se que ¢ = axp + byp
(VI). Substituindo (IV), (V) e (VI) em (I), obtemos:

—Aye —yr)r + Mzg — zp)y = —ANyg — yp)zp + Mzg — 2p)yp

Dividindo a equacado acima por —A\ e realizando as operagoes necessarias,
chegamos a (yg — yp)r — (g — Tp)y = TpYg — Toyp, que é a equacdo de

r (contradigdo). Logo, existe apenas uma reta que passa por P e Q). [ |
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Proposicao 3 A definigio 1 (reta) satisfaz o postulado 2 de Euclides.

0= {(-ﬁhﬂ[])}

Figura 2.9: Tlustracao - reta prolongada indefinidamente

Prova. Para mostrar que a definicdo analitica de reta satisfaz o postulado 2 —
uma reta pode ser prolongada indefinidamente —, podemos pensar da seguinte
forma: dada uma reta r e um circulo I', com didmetro sobre r, devemos mostrar
que existem pontos de r que nao estao nao no interior de I'.

Seja r um reta de equagao ax+by = c e seja O = {(xg,yo)} o centro do circulo
[, que tem raio R. Assim, a equagao do circulo é dada por (x—x¢)?+(y—1y0)* =
R?. Como O incide em r por hipétese, segue que ¢ = axy + byy. Portanto, a
equacao de r pode ser reescrita como ax + by = axgy + byg.

Mostraremos que existem dois pontos sobre r que estao a uma distancia 2R de
O e, portanto, ndo estao no interior do circulo I'. Para tanto, resolveremos o
sistema dado pelas equacoes ax+by = axo+byy (1) e (x—x0)*+ (y—1y0)? = 4R?
(II).

Fazendo as operagbes necessarias em (I), obtemos = — zy = —Z.(y — Yo)-
Substituindo x — xp = 2z e y — yo = w, chegamos ao sistema formado pelas
equagoes z = —é.w (I) e 22 + w? = 4R? (IV).

Substituindo (IICIL) em (IV), obtemos

2aR
Va? + b?

Substituindo o valor encontrado para w em (III), chegamos a

b2
—w’+w® =4R* = (® + V*).w’® = 4a’R* = w =+
a

2R
CFaiR
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. Por fim, obtemos os pontos
2bR n 2aR n
VZire v Vare P

2bR n 2aR n
TS5 x ) Y Y
Va2 + b? 0 Va2 + b? Yo
que pertencem a reta r mas nao estao no interior de I'. Assim, concluimos que

a reta, com a definicao analitica dada acima, pode ser prolongada indefinida-

mente. |
Proposicao 4 A defini¢io 3 (circulo) satisfaz o postulado 3 de Euclides.

Prova. Pela definicdo 3, um circulo é o conjunto dos pontos do R? que
satisfazem equagoes da forma (v —x.)? + (y —y.)? = R?, em que C' = {(z,y.)}
¢ o centro do circulo e R > 0 é o raio. Deste modo, variando os parametros
do ponto C' e a medida do raio R, vemos claramente, que é possivel tragar um

circulo com centro e raio considerados arbitrariamente. [ |

Proposicao 5 As definicoes da Geometria Analitica satisfazem o postulado 4

de Euclides, sequndo o qual todos os dngulos retos sao iguais (congruentes).

Prova. Para demonstrar que as defini¢bes da Geometria Analitica satisfazem
o postulado 4, devemos mostrar que, dados dois pares retas perpendiculares
no plano, é possivel obter uma transformacao — uma combinacao de rotacao
e translacao — que leva um par de retas no outro.

Sejam 7 e s; duas retas perpendiculares com interse¢do no ponto (aq,by),
tal que r; forma um angulo #; com o eixo z. Considere, ainda, as retas
perpendiculares ry e s9, com intersegao no ponto (asg, by), tal que ry forma um
angulo Ay com o eixo das abscissas. As transformagoes que levam as referidas

perpendiculares nos eixos z e y ¢ dada por

T, x Ry, v\ [ . onde Ry — C'OSQJ- — sin ¢; '
Y Y b; sin 6; cos 0;

Queremos uma transformagao 17" que leve r; e s; nas retas ry e so, respectiva-
mente, com (aq, by) sendo levado em (as, by). Podemos pensar, primeiramente,
em aplicar a transformacado 77 e levar as retas r; e s; para os eixos e v,
respectivamente e (aj, by) para a origem. Em seguida, aplicamos uma transfor-
macao que leva os eixos nas retas 7, e Sp € a origem em (as, b2), que nada mais

é do que Tb . Logo, T' =T, ! o T}. Ou seja,
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em que

01 —0;) —sin(6h — 0
R_g,Rp, = Ry, 09, = C,OS( ! 2) sin(6 2)
sin(f; — 6y)  cos(0; — 6s)

Portanto, existe uma transformacao (composigao de rotacao e translagdo) que
leva um par de retas perpendiculares em outra e assim, conclui-se que as

defini¢oes da Geometria Analitica satisfazem o postulado 4 de Euclides. W
Proposicao 6 A definicio 1 (reta) satisfaz o quinto postulado de Euclides.

Prova. A primeira observacao a ser feita para demonstrar a proposi¢ao acima
é que duas retas sao paralelas se nao tém ponto em comum. Assim, conside-
rando a definicao 1, isto acontece quando as equagodes do primeiro grau que
representam as retas formam um sistema impossivel. Ou seja, dadas duas re-
tas paralelas r e s de equacoes ax + by = c e d'xz + 'y = ¢, respectivamente,
devemos ter @’ = Aa, O/ = Abed # Ac, A € R.
Por conseguinte, dada uma reta r de equacao axr + by = ¢ e um ponto
P = {(xp,yp)}, ndo incidente em r, a equacdo de uma reta s, paralela a r
e que passa por P, é dada por ax + by = d, em que d = axp + byp. Afirmamos
que esta ¢ a Unica paralela a r que passa por P.
De fato, suponha que exista outra reta t paralela a r e passando por P. A reta
t terd equacao da forma ax + by = k, com k # d. Mas P incide sobre ¢, donde
segue que axp + byp = k # d = axrp + byp (contradigao). Logo, existe apenas
uma reta passando por P e paralela a r, de modo que o postulado 5 se verifica
com a defini¢do de reta acima referida. [ |
A principal motivacao para o estudo na Geometria Analitica, no contexto
desta dissertacao, diz respeito a apresentacdo do teorema a seguir, devido
a Descartes, que relaciona a construtibilidade de determinados pontos com

operacoes +,—,X e =+ e raizes quadradas.

Teorema 1 (Descartes) Sejam dados os pontos Py = {(ai,b1)}, P» =
{(ag,b2)}, +-+, Py = {(an,b,)}. Entdo, o ponto Q@ = {(a, B)} pode ser cons-
truido com régua e compasso a partir de Py, P, ---, P, se, e somente se,

a e B forem o resultado de operagoes +,—,x e + aplicadas as coordenadas
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a1,0Q2,"** ,Qp, b1, b, -+ b, €, ainda, da solugio de um niumero finito de equa-
coes do primeiro e do sequndo graus, envolvendo raizes quadradas de nimeros

TeQLs Positivos.

Prova. Uma construcdo com régua e compasso consiste em tragar retas a
partir de determinados pontos, em desenhar circulos com centros e raios
determinados, bem como em obter intersecoes entre duas retas, dois circulos
ou entre retas e circulos.

Na prova da proposicao 2, vimos que a equacao da reta que passa pelos pontos
P1 = {(al, bl)} e P2 = {(CLQ, bz)} ¢é dada por (bg—bl)x—(aQ—al)y = CleQ—CLle;
de modo andlogo, sdo obtidas as equagoes das retas que passam por dois dos
outros pontos dados.

Ainda, como visto na defini¢ao 3, a equagao de um circulo de centro {(a,b)} e
raio r é dada por (z —a)?+ (y —b)? = r?. Esta equagao tem termos do segundo
grau em x e em .

Assim, para encontrarmos o ponto de intersecao entre duas retas, devemos
resolver um sistema de duas equagoes do primeiro grau, utilizando as operagoes
+,—,X e +.

J& a intersecao entre uma reta e um circulo envolve a resolucao de um sistema
em que uma das equagoes ¢ do primeiro grau e a outra tem termos do segundo
grau. Portanto, neste caso, o problema recai em uma equacao quadratica, a
qual envolve raiz quadrada em sua solucao.

Para obtermos a intersecao entre dois circulos, devemos subtrair uma das
equacoes da outra, o que resultard na eliminacao dos termos de segundo grau 22
e y2. Apds obtermos uma relacao entre os termos x e y, devemos retornar a uma
das equacgoes de circulo e efetuar uma substituicao de variavel, que resultara
numa equacao do segundo grau, cuja solugao envolve raizes quadradas.

O exposto acima significa que, para conseguirmos as coordenadas do ponto
Q = {(a,p)} com régua e compasso, devemos, a partir dos pontos dados
(P, Ps, .., P,), resolver um numero finito de equagoes lineares e quadréticas,
com coeficientes dependendo das coordenadas pontos iniciais e com quanti-
dades construidas a partir dos pontos dados, o que envolve a utilizacao de
operagoes +,—,X e =+ e a extracao de raizes quadradas.

Reciprocamente, provaremos que, dados os segmentos de medidas 1, a e b, é
possivel obter os segmentos de medida a + b, b — a, a.b, é e a.

Os segmentos de medida a + b e b — a sao obtidos tragancéo—os sobre a mesma
reta; para a adicdo, a extremidade de um deve coincidir com a extremidade
do outro e, para a diferenga, os segmentos devem estar sobrepostos, com uma

das extremidades coincidente (figura 2.10).
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b
Figura 2.12: Obtencao do segmento de medida —
a
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Para obtermos um segmento de medida a.b, devemos tragar, no plano com
sistema de coordenadas, a reta r que passa pelos pontos {(0,1)} e {(a,0)},
que tem equacao x + ay = a. Depois, devemos obter a reta s paralela a r e que
passa pelo ponto {(0,b)} que terd equacio da forma =+ ay = k. E facil de ver
que k = ab. Assim, s tem equacao x + ay = ab. Também é claro que s corta o
eixo x no ponto {(ab,0)} e, assim, obtemos o segmento de medida ab (figura
2.11).

A estratégia para o segmento de medida b ¢ analoga: devemos tracar, no
plano com sistema de coordenadas, a reta ? que passa pelos pontos {(1,0)}
e {(0,a)}, que tem equagdo axr +y = a e a reta u, paralela a ¢, que passa
pelo ponto {(0,b)}; a equacao de s é da forma ax +y = [, sendo facil concluir
que [ = b. Logo, u tem equacgdo ax +y = b e é claro que u passa pelo ponto

{(=,0)}, conseguimos o segmento de medida — procurado (figura 2.12).
a a

Va

Figura 2.13: Obtengao do segmento de medida /a

Com relagao ao segmento de medida /a, procedemos da seguinte forma (figura
2.13): tragamos um semicirculo com didmetro de extremidades {(—1,0)} e
{(a,0)}, que intersectard o eixo y acima da origem. O centro do circulo serd o
ponto médio do segmento referido,{(agl, 0)}. O raio do circulo tem medida

correspondente a metade do segmento entre os pontos {(—1,0)} e {(a,0)}, isto
a+1

. Portanto, o semicirculo tem equacao

() )

em que y > 0. O ponto em que o semicirculo intersecta o eixo x, acima da

&,

origem, tem abscissa x = 0. Determinaremos a ordenada de tal ponto:
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2 2
Lt = a+1
L

a> =20+ 144y =a’>+2a+1

4y2:4a:y2:a:y:\/5

Assim, encontramos um segmento de medida /a, o que finaliza a de-
monstragao. [

Uma observagao importante é que seria possivel obter, por construcao,
de forma bem simples, os segmentos de medida a.b, — e y/a, considerando
resultados de Geometria Sintética: a semelhanca de tri%ngulos, o teorema de
Tales e as relagoes métricas no triangulo retangulo.

E relevante destacar, ainda, que o teorema 1 fornece um critério algébrico
para decidir sobre a possibilidade de uma dada construgdo geométrica. No
entanto, tal resultado nao estabelece um método para realizar a referida

construcao, caso seja possivel.

2.3
Resposta Moderna aos Problemas Classicos de Construtibilidade

Para que seja possivel apresentar as respostas negativas aos classicos
problemas de construtibilidade, faz-se necessério, antes, introduzir alguns con-
ceitos de natureza algébrica. Tentaremos nesta se¢cao compendiar as principais
defini¢oes e resultados, assumindo do leitor alguma familiaridade com os te-
mas abordados. Referéncias para esta parte do texto podem ser encontradas
em [8] e [9]. Neste tltimo livro, é possivel encontrar o tratamento algébrico dos

problemas de construtibilidade com régua e compasso.

Defini¢ao 5 (Corpo) Seja K um conjunto nao-vazio em que sao definidas
duas operagoes bindrias + e -, denominadas adi¢io e multiplicacdo, respec-
tivamente. Dizemos que (K,+,-) € um corpo se sio satisfeitas as sequintes

propriedades:

(i) Associatividade da Adicao. Va,b,c€ K, a+ (b+c¢) = (a+b)+¢;

(ii) Elemento Neutro da Adi¢do. 30 € K;Yae K,a+0=0+a = a;
(iii) Elemento Simétrico. Va € K, 3—a € K;a+ (—a) =(—a)+a=0;
(iv) Comutatividade da Adigdo. Va,b € K,a+b=0b+a;

(v) Associatividade da Multiplicacao. Va,b,c € K, a-(b-c) = (a.b).c;
(vi) Elemento Neutro da Multiplicagdo. 31 € K\{0};Va € K,a-1 =

l.-a=ay
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(vii) Elemento Inverso. Va € K\{0}, Ja ' € K;a-a'=a"'-a=1;
(viit) Comutatividade da Multiplicacao.Va,b € K,a-b="5b-a;
(iz) Distributividade. Ya,b,c € K, a-(b+c¢)=a-b+a-c.

Sao exemplos de corpos Q, R e C, com as operagoes de adicdo e
multiplicagdo usuais. Como a propriedade (vii) ndo é satisfeita por Z (p.ex.,
1/2 ¢ 7Z), vemos que os nimeros inteiros nao formam um corpo. Conjuntos,
como Z, munidos de operac¢oes binarias que satisfazem os axiomas de corpo
acima com a possivel excegao de (vii) sdo chamados anéis. Um outro tipo de
anel muito importante é o anel K[z] dos polinémios na indeterminada x com

coeficientes no corpo K:
Kzl ={co+cz+ -+ 2" |neNU{0},co,c1, -+ ,c, € K}

Outro exemplo importante de corpo no contexto do presente trabalho é
o conjunto £ C R, dos comprimentos construtiveis com régua e compasso no
plano euclideano a partir de um comprimento unitario pré-fixado, considerando
como operagoes de adicao e multiplicacao as construcoes apresentadas quando

da prova do teorema 1.

Defini¢do 6 (Subcorpos e extensado de corpos) Seja K um corpo. Um
subconjunto S C K, € um subcorpo se, e somente se, S é fechado com relacao
as operagoes + e - definidas para K (i.e., Ya,b € S,a+b€ Sea-be S
) e (S,+,:) é um corpo. Nesse, caso, dizemos também que o corpo K € uma

extensdao do corpo S.

Para que um subconjunto S de um corpo K seja um subcorpo, é
necessario e suficiente que contenha 0 e +1 e que, para todos a,b € S, a+b € S,
a
a-be s, e seb+#0,entao 7 € S. Aqui, + e - sdo as operacoes definidas em
K.

Como exemplo do exposto, observe que todas as inclusoes em
QcFECRCcCC

sao extensoes de corpos (ja a inclusao Z C @Q, como vimos, nao é uma extensao
de corpos). Uma sequéncia de extensoes concatenadas como essa é dita uma
torre de corpos.

Para respondermos aos problemas classicos de construtibilidade, neces-
sitaremos de alguns teoremas bésicos sobre extensoes de corpos, em cujas de-
monstragoes assumiremos do leitor alguma familiaridade com a teoria dos es-

pagos vetoriais sobre um corpo abstrato K. As nogoes de que precisaremos
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(espagos vetoriais e seus subespagos, dependendéncia e independéncia linear,
geradores, bases e dimensao) em geral sdo vistas no comego de qualquer gradu-
acao em Matematica, Ciéncias ou Engenharias em cursos de Algebra Linear,

onde normalmente se assume tacitamente que K = R.

Defini¢ao 7 (Espago Vetorial) Seja K um corpo. Um espago vetorial sobre
o corpo (de escalares) K € um conjunto ndo-vazio V- -munido de uma operagao
de adicio + : V. xV — V e uma operacao de multiplicacao por escalar

KXV =V com as sequintes propriedades:

(i) Associatividade da Adicao. Vu,v,w € V, u+ (v+w) = (u+v) + w;
(ii) Elemento Neutro da Adigdo. 3 0y € V;Vv € Vo + 0y =0y +v =v;
(iii) Elemento Simétrico. Vv e V, I —v e V v+ (—v) = (—v) +v =0y;
(iv) Comutatividade da Adi¢do. Vu,v € V,u+v =v+ u;

(v) Associatividade da Multiplicagao por Escalar. Vo, € K,u € V,
(@B)-v=(a)-(Bv);

(vi) Distributividade 1. Vo, € K,ueV, (a+8)-v=a-v+ - v;

(vii) Distributividade 2. Vo € K,u,v €V, a-(u+v) =a-u+ a-v;

(viii) Elemento Neutro na Multiplicagdo por escalar. Vv € V,1x-v =v.

Os conjuntos R, R2R3,...R",... sdo exemplos de espacos vetoriais sobre
R, onde

R"=Rx---xR
—_———

n fatores

:{(:Ulu"' 7:1;”)‘:1;1’... ,xneR}7

e a adicao de vetores é feita coordenada a coordenada e a multiplicacdo por
escalar é feita multiplicando todas as coordenadas pelo mesmo escalar. Note
ainda que, identificando o nimero complexo z = = + iy com o par ordenado
(x,y), temos que C = R? é um espaco vetorial sobre o corpo R. De fato, é
imediato verificar que, dada qualquer extensao de corpos S C K, temos que
K é um espaco vetorial sobre S com relagao as operacoes binarias de corpo -+
e - definidas em K.

E relevante expor, ainda, algumas defini¢oes relativas a espagos vetoriais.

Defini¢ao 8 (Dependéncia e Independéncia Linear) Seja V' um espago
vetorial sobre K, r € N* e sejam vy,vs, ..., v, vetores de V. Dizemos que 0s

vetores v, Ve, ..., . sao linearmente dependentes sobre K quando a equacdo

Q1.01 + 9.3 + ... + v, = Oy
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admite em K solucao diferente da solugdo trivial oy = as = ... = «a, = O.
Caso contrdrio, dizemos que os vetores vy, Va, ..., U, SGo linearmente indepen-
dentes sobre K (ou simplesmente LI).

Dado um subconjunto X de V' (possivelmente infinito), dizemos que X é
linearmente dependente sobre K quando existe um numero finito r de vetores
vy, Vo, ..., v € X linearmente dependentes sobre K. Caso contrario, dizemos

que o subconjunto X ¢ linearmente indenpendente sobre K.

Definicao 9 (Espago Gerado) Seja V' um espago vetorial sobre K e seja X

um conjunto de vetores de V. Dizemos que V' é gerado por X e escrevemos
spang(X) =V

quando todo v € V' é uma combinagdo linear finita de elementos de X. Ou

seja, evistem r € N* vy, v9,...,v, € X e ay,qs,...,qa, € K tais que
V= Q1.V1 + Q9.U9 + ... + Q..U

Com base nas defini¢bes acima, estamos em condigoes de definir a base

e a dimensao de um espagco vetorial.

Definicao 10 (Base de um espago Vetorial) Seja V um espago vetorial
sobre K e seja X um conjunto de vetores de V (possivelmente infinito).
Dizemos que X € uma base de V sobre K se X é linearmente independente e

gera V.

Todo espago vetorial possui uma base e quaisquer duas bases de um
mesmo espaco vetorial sobre o mesmo corpo de escalares possuem o mesmo
numero de vetores. Omitiremos as provas desses dois resultados basicos da

teoria dos espacos vetoriais.

Defini¢ao 11 (Dimensao de um Espago Vetorial) Seja V' um espago ve-
torial sobre o corpo K. A dimensdo de V sobre K, denotada por dimgV € a
cardinalidade (nimero de elementos) de qualquer de suas bases. No caso em
que V' admite como base sobre K um conjunto infinito X de vetores, escreve-

mos dimgV = oco.

Por exemplo, nao é dificil ver que dimgR"™ = n. O leitor deve notar que
a dimensao depende crucialmente do corpo de escalares K que se considera.
Por exemplo, como vimos acima, dimgC = 2, mas é claro que dim¢ C = 1.

As defini¢oes acima sao relevantes pois, como vimos, se K C L é uma

extensao de corpo, entao L é um espaco vetorial sobre K.
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Defini¢ao 12 (Grau de uma Extensao de Corpo) Denotamos o grau de

uma extensao de corpo K C L por [L : K] e a definimos como
[L: K] =dimgL.

A extensio K C L é dita finita (resp., infinita) se seu grau [L : K| € finito
(resp., infinito).

Portanto, C é uma extensao de grau dois de R. Outro exemplo de
extensao quadratica é conjunto Q(v/2) = {a +bv/2|a,b € Q}. Cada elemento
de Q(v/2) é escrito de forma tinica como combinacao linear de 1 e /2 com
coeficientes racionais, por causa da irracionalidade de v/2. Portanto, {1,1/2} é
uma base para Q(v/2) sobre Q. Para mostrar que Q(y/2) assim definido é de
fato um corpo, pode-se explorar a analogia com C = R(i) = {x + yi| z,y € R}.
Interessante notar neste ponto que v/2 é raiz da equacdo do segundo grau
2?2 = 2, com coeficientes em Q e sem raizes em Q; assim como a unidade
imagindria i é raiz da equacdo do segundo grau x? = —1, com coeficientes em
R e sem raizes em R. Como veremos abaixo na proposi¢ao 7, isso nao é uma

coincidéncia.

Defini¢ao 13 (Elemento Algébrico e Transcendente) Seja K C L uma
extensao de corpo. Dizemos que um elemento o € L € algébrico sobre K se

existe um polinomio ndao-nulo
p(x) = a2 + -+ a4+ a9 € Kz]\ {0}
com coeficientes ag, ay,--- ,a, € K tal que
p(a) = a4+ -+ a0+ ag = 0p.

Se a € L nao é algébrico sobre K, dizemos que a € transcendente sobre K.
Quando K = Q e L é uma extensio de Q contida em C, dizemos
simplesmente que o é um numero algébrico, ou um numero transcendente,
conforme o caso.
Se todo elemento de L ¢ algébrico sobre K, dizemos que a extensao K C L

¢ algébrica. Caso contrdrio, dizemos que a extensio K C L € transcendente.

Como vimos acima, v/2 e 7 sdo niimeros algébricos. Ntimeros transcenden-
tes famosos sdo 7 e e. Sabe-se, gracas ao Teorema de Lindemann-Weierstrass,
que os nimeros da forma e®, In(a), sin(a), cos(a) e tan(a) com a algébrico nao-
nulo (e a # 1, no caso do logaritmo) sao todos transcendentes. Esse mesmo teo-

rema garante que a solucdo de cos(z) = = é um ntmero transcendente. Sabe-se
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ainda, gracas ao teorema de Gelfond-Schneider (ver teorema 21), que os ni-
meros €™ e 2V2 sdo transcendentes (esses numeros ficaram conhecidos como
constantes de Gelfond-Schneider). Os teoremas de Lindemann-Weierstrass e
Gelfond-Schneider encontram uma generalizagdo comum no teorema de Ba-
ker. Esses resultados tém sido uma grande fonte de niimeros transcendentes
conhecidos, embora muitos outros tenham sido obtidos por outros métodos,
como os nimeros de Liouville >, 8¥, com S algébrico e 0 < 3 < 1, obtidos
estudando a eficacia das aproximacoes diofantinas de niimeros algébricos irra-
cionais (Teorema de Liouville). A constante de Liouville A = 0,110001000 - - -
(faga 8 = 1/10 na soma infinita acima) foi o primeiro nimero transcendente
conhecido. Embora mais dificeis de serem exibidos, os niimeros transcendentes
formam, num certo sentido matematicamente preciso, a maioria esmagadora
dos numeros reais, ja que o conjunto dos nimeros algébricos é enumeravel.
Neste trabalho, ndo apresentaremos prova de nenhum critério de transcendén-
cia, como os citados acima, embora fagamos uso de alguns deles no capitulo 4

(teoremas 21 e 24). Remetemos o leitor interessado a [6].

Proposicao 7 Sao verdadeiras as sequintes afirmacoes a respeito de uma

extensao de corpo K C L e de um elemento o« € L\ {0} algébrico sobre
K.

(1) Eziste um inico polinémio monico
Pa(2) = 2" + ap, 2™+ Fayz +ao € K[z]\ {0}

com coeficientes em K satisfazendo p,(a) = 0 que tem grau n, > 1 mais baizo

dentre todos os polinomios em Klz|\ {0} que tém a como raiz em L.

(2) pa(z) € irredutivel sobre K|x].

(3) Seja K(«) a menor subextensio de K C L contendo o, ou seja:
Kla)= (] M

KCMCL
aeM

Entao,

K(a) = Kla] = {p(a) [ p(z) € Kz]}.

(4) Sendo n, = grau,p,(x), temos que {1, ,--- ,a""} € uma base de K(«)
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sobre K. Em particular,

K(a) = SpanK(la Q- ’ana—l)

={cotaa+- - +epa0™ e, 1 € KT
(5) [K(a) : K] = ng,.
Prova. (1) Como o conjunto N é bem ordenado por <, seu subconjunto
Go ={n € N|dp(z) € K[z]\ 0 tal que grau,p(x) =n e p(a) = 0}

dos graus de polindmios com coeficientes em K que se anulam em « possui
um menor elemento, que chamaremos n,. Sejam p(x), ¢(x) € K[z] polinémios
monicos de grau n, que se anulam em «. Se tivéssemos p(x) # ¢(z), entao
p(x) — q(z) € K[x] seria um polinémio de grau menor do que n, se anulando

em «, o que contrariaria a minimalidade de n, em G,. Resta admitir que
p(x) = q(x).

(2) Suponha por absurdo que se tivesse p,(x) = f(z) - g(x), com f(z),g(z) €
Klz] \ K. Entdo, como L é corpo, teriamos f(a) = 0 ou g(a) = 0. Mas como
1 < grau, f(z) < n, e 1 < grau,g(z) < n,, isso contrariaria a minimalidade

de n, em G,. Portanto, p,(z) é irredutivel em K{z].

(3) E evidente que K[a] C K (a) e que K] é fechado com relacio as operaces
+ e - de L, além de conter obviamente 0, +1 € L. Basta entao mostrar que,
dado h(x) € K[z] com h(a) # 0, temos h(a)~! € K|[a] para verificar que K|a]
¢ um subcorpo de L. Seguird da defini¢do e da inclusao ébvia K[a] C K(«) que
K(a) = K[a]. Vamos a prova: dado h(x) € K[z] com h(a) # 0, temos que h(x)
nao ¢ divisivel por p,(z) em Klz]. Como p,(x) é irredutivel em K[z], temos
que mdcgy)(pa(2), h(z)) = 1, donde segue que existem f(z), g(x) € K|z] tais
que
F(@) - pal@) + () - hlz) = 1.

Avaliando essa expressao polinomial em «, temos g(a) - h(a) = 1, ou seja:
g(a) = h(a)™! € K|[a], como querfamos demonstrar.

Na—1

(4) E evidente que 1,a,--- ,a sao linearmente independentes sobre K,

pois uma relacao de dependéncia linear
Na—1 __
Cot+ oo+ -+ cCp, 100 =0

entre esses elementos de L com coeficientes em K (nao todos nulos), forneceria

um polindmio p(z) = co+c1z+- - ++cp, 12"+ € K[x]\{0} de grau menor que
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ne se anulando em «, o que estaria em contradi¢ao com a minimalidade de n,,
em G,. Resta entao provar que os elementos 1, , - - - , a1 € L geram K(a) =
K|a] sobre K. De fato, basta mostrar que o € spang(1,q, -+ ,a" 1) Para

isso, basta notar que, por defini¢do, temos
Pa(@) = Q™ +ap, 1™+ b aja+ag =0,

donde segue que

Q" = —a,, ™ — . —aja — ag
¢ combinacao linear de 1,a,---,a™ ! com coeficientes em K. Portanto,
{l,a, -+ ,a™ '} é uma base de K(a) sobre K formada por n, elementos.
Isso prova (4) e (5). |

A proposicao 7 explica porque escrevemos alguns paragrafos acima que
Q(v2) = {a +bv2|a,b € Q}, obtendo [Q(v2) : Q] = 2.

Ainda no espirito da proposi¢cao 7, cumpre observar que toda extensao
finita é algébrica e, portanto, toda extensdao transcendente é infinita (assim,
temos p.ex. que [Q(m) : Q] = o0). Com efeito, suponha a extensdao K C L

finita de grau n e considere um elemento o« € L. A dependéncia linear
co-l+cia+-+ec, 10" 4, =0

(com coeficentes ¢y, -+ ,¢, € K nao todos nulos) entre os n + 1 elementos

L,a,0?,- - ,a™ € L fornece um polindémio
p(z) =co+ w4+ 12" ez € K]\ {0}

que se anula em «. Portanto, a € L ¢ algébrico sobre K.

Nao sao verdadeiras, entretanto, as implicagoes reciprocas: existem ex-
tensoes algébricas infinitas. De fato, vamos provar que o conjunto dos niimeros
algébricos A é um corpo, e, portanto, uma extensao algébrica infinita de Q.
Para isso, lancaremos mao do seguinte importante resultado, que sera utili-
zado ainda para dar uma caracterizagao algébrica dos pontos construtiveis no
plano euclideano (teorema 2). Essa caracterizagdo permitird concluir que tam-
bém a extensdo Q C F (onde E é o corpo dos comprimentos de segmentos

construtiveis a partir do segmento unitario) é algébrica e infinita.

Proposicao 8 Considere a torre de corpos K C L C M. A extensio K C M

¢ finita se, e somente se, as extensoes K C L e L. C M sdo ambas finitas.
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Nesse caso, tem-se a igualdade
M :K|=[M:L]-[L:K]

Prova. E evidente que, se [M : K] < 0o, entdo [M : L] < co e [L : K] < oo, pois
L é um subespaco vetorial de M sobre o corpo de escalares K e, obviamente,
dim;, M < dimgM. Podemos entdao supor sem perda de generalidade que as
extensoes K C L e L C M sao ambas finitas. Sejam [M : L] =me[L: K| =n
e tome

sl3%/[:{0517”' 7am}

%g( = {617"' aﬁn}a

onde BY e BL sio, respectivamente, bases de M sobre L e de L sobre K.

Afirmamos que o conjunto
%M:%f.%L ={oq-Bu, 01 Py P B}

formado por todos os produtos de elementos de B e BL, é uma base de M
sobre K. De fato, temos
M = span B

pois, dado o € M, existem aq,--- ,a,, € L tais que

m
o = Zai o7
=1

Agora, para cada a; € L, existem b;q,--- ,b;, € K tais que
n
a; = Z bijﬁj'
j=1

Portanto, temos

m n

a = ZZ%’ oy - By) € span ;B .

i=1j=1

Falta ver que B2 é linearmente independente. Dada uma combinagao linear

nula

DD i B) =0
i=1j=1

dos elementos «; - 3; de M com coeficientes ¢;; em K, podemos reescrevé-la

usando a associatividade, a distributividade e a comutatividade em M como
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uma combinacao linear nula

dos a; € M com coeficientes
n
Z Cij * Bj € L.
j=1

Pela independéncia linear dos elementos aq, - - - , o, de M sobre L, temos que

esses coeficientes devem ser todos nulos:
n
Vi€{1,~~-,m}, Zcij-ﬁj:().
j=1

Agora, pela independéncia linear dos elementos 1, - - - , 5, de L sobre K, temos
também que os coeficientes ¢;; € K devem ser todos nulos, o que completa a

prova. [ |

Como aplicacdo da proposi¢dao 8 acima, podemos provar que o conjunto
A dos niimeros algébricos é um subcorpo de C, donde uma extensao algébrica
infinita de Q. De fato, sejam «, § € A e vamos mostrar que a+ 3, a-f € A e
que, se 3 # 0, entdao ! € A. Considere

Qa,8)= () K,

QCKCC
a,feK
o menor subcorpo de C que contém Q e os nimeros « e 3. Nao é dificil verificar

que

onde os corpos Q(a) e Q(5) sao definidos de maneira andloga e foram
introduzidos abstratamente na afirmacao (3) da proposicdo 7 acima. Assim,

podemos considerar a torre de corpos

Q € Q(a) € Q(a, ).

Pela proposigao 7 (afirmagoes 4 e 5) a extensao Q C Q(f) é finita (assim como
Q € Q(«), a proposito). Com maior razao, portanto, sera finita a extensao
Q(a) € Q(av, B). Assim, pela proposicao 8, temos que a extensdo Q C Q(«, )
é finita, e portanto, algébrica. Como obviamente a + 3, a - € Q(«, ) e, se
B # 0, entao 37! € Q(a, B), segue que esses niimeros sao algébricos, como

queriamos demonstrar.
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Para ver que a extensao Q C A é infinita, basta observar que existem
numeros algébricos @ € A de grau n, arbitrariamente alto sobre Q, donde
segue que existem subextensoes Q C Q(a) C A tais que [Q(«) : Q] = n, ¢é
tao grande quanto se queira. Por exemplo, podemos considerar a sequéncia de
polinémios p,(x) = 2™ — p € Z[z| irredutiveis em Q|x], com p primo, cujos
zeros reais sao as raizes n—ésimas de p. A irredutibilidade dos polinémios
pn(z) segue, por exemplo, do critério de Eisenstein. Podemos pensar também
na sequéncia de polindmios ciclotémicos ®,(x) € Z[z]| de graus p primos, cujos
zeros sao as raizes p—ésimas complexas da unidade. Pode-se mostrar que esses
polindmios sao irredutiveis em Q[z] pelo mesmo critério de Eisenstein (apds

uma mudanga de varidvel conveniente). Remetemos o leitor interessado a [8].

Agora, podemos retomar a questao relativa a construtibilidade com régua
e compasso. Pelo Teorema 1, concluimos que um ponto @ = {(«, 5)}, no plano
cartesiano, pode construido com régua e compasso se e somente se este pode ser
obtido, a partir das coordenadas dos pontos inicias Py, P, ..., P,, por meio de

operagoes +,—,x e + (operagoes de corpos) e de extracoes de raizes quadradas

de niimeros positivos.

Caso os pontos iniciais tenham como coordenadas apenas niimeros racio-
nais, entao « e [ serao elementos do corpo de construtiveis E, que sao obtidos
a partir de operagoes de corpos e extracoes de raizes quadradas dos elementos
de Q. Portanto, o ponto () pode se construido com régua e compasso no plano
cartesiano se, e somente se, a e  sdo nimeros construtiveis.

O teorema a seguir, e o respectivo corolario, estabelecem critério de cons-
trutibilidade de niimeros que sera fundamental para provar a impossibilidade

de solucao dos problemas classicos no contexto da Geometria Euclideana.

Teorema 2 Um numero a« € R é construtivel no plano euclideano se, e

somente se, existe uma torre de subcorpos de R,
Q=FRCFKHC..CFCR
tal que o € Fy, e F; = Fi_1(\/a;) para algum a; € F;_.

Prova. Suponhamos, primeiramente, o construtivel. Escrevamos o como resul-
tado de um numero finito de operagoes de corpos e raizes quadradas. Assim,
cada vez que aparecer uma raiz quadrada em tal escrita, defina recursivamente
F; como o corpo decorrente da adjuncao de tal raiz quadrada ao corpo anterior.

Assim, obtemos uma torre de corpos na forma enunciada.
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Reciprocamente, se a € Fj, é claro que, pela forma como construida a torre
de corpos, a é o resultado de operagoes de corpos e raizes quadradas. Logo, o

é construtivel no plano euclideano. [ |

Corolario 1 Seja o € R construtivel. Entao, [Q(a) : Q] = 2" para algum
n € N.

Prova. Ao acrescentarmos, a uma extensao de corpo, a raiz quadrada de um
nimero que nao é um quadrado perfeito, obtemos uma extensao de corpo
de grau 2. Se todas as extensoes de corpo do teorema 2 forem nao-triviais,
entdo devemos ter [F), : Q] = 2. Uma vez que Q C Q(a) C F}, e se tem a
multiplicatividade dos graus de extensoes de corpos encadeadas (proposigao
8), concluimos que [Q(«) : Q] é da forma 2", n € N. |

Como todos os nimeros construtiveis no plano euclideano sao resultados
de operacgoes de corpos e de extracoes de raizes quadradas, é bem claro
que todos os numeros que podem ser construidos com régua e compasso sao
algébricos.

De posse dos resultados acima, estamos em condi¢oes de dar resposta aos

problemas classicos de construtibilidade.

Teorema 3 Ndao é possivel duplicar um cubo, com régua e compasso, na

Geometria Fuclideana.

Prova. Considere que o cubo dado tem aresta a. Deste modo, para que se tenha
um novo cubo que volume corresponde ao dobro do sélido original, devemos
ter b® = 2.a%, o que implica b = {/2a. Portanto, b pode ser construido com
régua e compasso se, e somente se, v/2 é construtivel.

Queremos provar que /2 nao é construtivel. De fato, /2 é raiz do polinémio
p(x) = 23 — 2. Provaremos que p(z) é irredutivel em Q.

Suponha, por absurdo, que p(z) nao seja irredutivel no conjunto dos racionais.
Assim, o polindmio teria uma raiz em Q. Seja %, fracdo irredutivel, c¢,d €

Z\{0}, a referida raiz. Dai, seguiria que

c3

_ 3_ o3
Da igualdade acima, concluimos que ¢ é par, o que acarreta c par e, conse-
quentemente, 23|c. Isto implica que ¢® = 23k, k € Z (I). Substituindo (I) na

igualdade acima, chegamos a

Pk =24 = 4k = &®
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A tltima equacao acima implica que d® é par, donde-se conclui que d também
é par. Tal fato contradiz a hipdtese de que 2 é fracao irredutivel. Logo p(x) é
irredutivel em Q.

Como p(x) é irredutivel em Q e tem grau 3, concluimos, pela proposi¢ao 7,
que [Q(v/2) : Q] = 3. Por via de consequéncia v/2 nao é construtivel, tendo
em vista o corolario 1 do teorema 2.

Por fim, concluimos que, como /2 nao é construtivel, b nao pode ser construido

com régua e compasso, o que prova o resultado. [ |

Teorema 4 Ndao € possivel, de modo geral, realizar a trisseccao de wm angulo,

com régua e compasso, na Geometria Fuclideana.

Prova. Para a demonstracao do resultado acima, é necessario esclarecer,
primeiramente, que um angulo a é construtivel se, e somente se, suas fungoes
trigonométricas podem ser construidas com régua e compasso. Para verificar
este fato, basta pensar num triangulo retdngulo com hipotenusa 1 e um dos
angulos de medida «, que tera catetos de medida sin « e cos . Os demais casos
acabam por reduzir-se ao exposto.

O problema da trisseccdo do angulo é um pouco diverso do problema da
duplicagdo do cubo, pois, em alguns casos, é possivel construir um angulo
que tenha medida equivalente a um terco da de um angulo dado. Por exemplo,
se o angulo dado for reto, para obter, por constru¢ao, um angulo que tem
medida %, pode-se construir um triangulo equilatero e, posteriormente, tracar
a bissetriz de um dos seus angulos internos.

Mostraremos que nao é possivel, de modo geral, trissectar um angulo, provando
que nao ¢é possivel realizar a trissecgdo para o caso particular em que o angulo

tem medida g E sabido que cos 30 = 4 cos®# — 3cosf. Se 0 = g, tem-se que

T T T
cos — = 4cos® = — 3cos —
3 9

9

4 cos®

T o 9005
— —3cos - =
9 9

s 7
8cos® = —6cos=—1=0
9 9
Fazendo x = 2 cos g, chegamos a equagao polinomial.

2 —-3r—1=0

Provaremos que o polinémio ¢(z) = 2* — 3z — 1 ¢ irredutivel em Q.
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Suponhamos, por absurdo, que ¢(z) seja redutivel em Q. Deste modo, ¢(x)

—, fracao irredutivel com

b

a
a,b € Z\{0}. Substituindo = por — e realizando as operagdes necessarias,

b

teria uma raiz no conjunto dos racionais, digamos

chegamos a equagao

a® —3ab®> —b> =0

Da igualdade acima, concluimos que todo fator primo de a deveria ser também
fator primo de b. Como, por hipdtese, a e b sao primos entre si, devemos ter
a = =+1e b= +1, donde segue que % = +1. No entanto, 1 e —1 nao sao raizes
do polinémio ¢(x), como é possivel verificar por inspegao. Portanto, ¢(z) é
irredutivel em Q.

Assim, considerando a proposicao 7 e o corolario 1 do teorema 2, concluimos

que

7T A . 7-‘- ~ / Ve
Q (cos 9) :Q} = 3 e que, por consequéncia, cos 9 nao é construtivel.

2 . . ; ,
Logo, o angulo de medida 9 nao pode ser construido com régua e compasso.

Teorema 5 O problema da quadratura do circulo nao tem solugdo com réqua

e compasso na Geometria Euclideana.

Prova. Considere um circulo de raio 7, que tem 4rea 7r2. Queremos construir
um quadrado de lado a, que tenha a mesma &area do circulo, o que resulta
em a® = 7r?. Deste modo, a = r/m, donde se conclui que a é construtivel
se, e somente se, /7 é construtivel. No entanto, = é transcendente e, por via
de consequéncia, nao pode ser construido com régua e compasso, ja que todo
numero construtivel é algébrico.
Como 7 nao é construtivel, segue que /7 também nao é construtivel, o que
resulta na impossibilidade de construgao, com régua e compasso, na Geometria
Euclideana, de um quadrado com a mesma area que um circulo dado. [ |

A prova de que m é um numero transcendente estd muito além dos
objetivos deste trabalho, pois depende de conceitos de Anadlise, e nao sera
aqui apresentada. Uma demonstragao deste fato pode ser encontrada em [10].

Apos a apresentagao das respostas negativas aos trés problemas proble-
mas classicos na Geometria Euclideana, é possivel conjecturar sobre a exis-
téncia de solucao para tais problemas em outras geometrias, que apresentam
nocoes de distAncia e dreas completamente diferentes. E o que faremos no
capitulo 4, no ambito da Geometria Hiperbdlica.

Para encerrar esta secao, apresentaremos um famoso resultado devido a
Gauss e Wentzel, que diz respeito a construtibilidade de poligonos regulares

no plano euclideano (E?).
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Teorema 6 (Gauss-Wentzel) Um poligono reqular de n lados pode ser cons-

truido com régua e compasso em E? se, e somente se, n é da forma
k
2V F, . F,,.. . F;,
~ ’ . !
em que os F;; sio nidmeros primos de Fermat (F; = 2* +1).

Uma referéncia para este resultado pode ser encontrada em [9], p. 258.

O interesse de tal teorema, neste trabalho, diz respeito ao fato de que,
se n ¢ um numero da forma enunciada no teorema acima, nao apenas o
poligono regular de n lados pode ser construido com régua e compasso, mas
também o angulo central de medida 2; Este fato tera extrema relevancia
quando for apresentada a demonstragao do teorema que estabelece as condig¢oes
necessarias e suficientes para que um quadrado e um circulo de mesma area
possam ser construidos com régua e compasso no plano hiperbélico, como
veremos no Capitulo 4.

A seguir, serdao apresentadas algumas defini¢oes e demonstragoes da Ge-
ometria Tradicional que serdao necessarias ao estudo da Geometria Hiperbdlica,

sobretudo do modelo de Poincaré, as quais dizem respeito a inversao circular.

2.4
Inversao Circular

Definicao 14 Dado um circulo de centro O e um ponto P qualquer, dizemos

que P’ € o ponto inverso de P quando ele é o unico ponto pertencente d reta
OP tal que d(O, P).d(O, P") =12, onde r € o raio do circulo.

Apresentaremos, a seguir, o métodos de construgao do ponto inverso P,

quando P esta no interior do circulo e quando P esta no seu exterior.

Construcao 6 Dado um ponto P, no interior de um circulo de centro O,

obter, por construgao com régua e compasso, o ponto inverso P’.

Para que se obtenha o ponto P’ procurado, quando P estd no interior do
circulo, é necessario proceder da seguinte forma:

1 — primeiramente, deve-se tragar a reta W;

2 — desenhar a reta perpendicular a &)’ que passa por P. A referida
perpendicular intersectara o circulo em dois pontos, A e B;

3 — finalmente, deve-se tragar a reta t, tangente ao circulo que passa por
A (ou por B). O ponto P’ é a interse¢ao de t com &%
Justificativa. Da figura, tem-se que, como OA é raio e t é a reta tangente

que passa por A, OA é perpendicular a t. Dai, segue que o tridngulo OAP’ é
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Figura 2.14: Ponto Inverso

retangulo e AP é a altura relativa a hipotenusa OP’. Considerando os angulos
marcados na figura, conclui-se que os triangulos OAP" e O P A sdo semelhantes.

Logo,

gﬁ = ?)Z = OP.OP' = OA°
Mas OA = r, raio do circulo. Deste modo, d(O, P).d(O, P') = r? e, de fato, P’
é o inverso de P, como queriamos demonstrar.
E possivel observar, portanto, que quando o ponto P estd no interior
do circulo, o ponto inverso P’ estd no exterior do circulo e vice-versa. Neste
contexto, deve ser apresentado o método de obtencao de P’ quando P estd no

exterior do circulo.

Construcgao 7 Considere um circulo de centro O e um ponto P, exterior ao

circulo. Obter, por construgao com régua e compasso, o ponto inverso P'.

Quando P estd fora do circulo, para obter P, deve-se tracar o segmento
OP, bem como as retas tangentes ao circulo (construgdo 5) que passam por
P e o intersectam nos pontos 77 e T;. Em seguida, deve-se tracar o segmento
Tl PP =TT, N OP (figura 2.15).

Outra observacao importante é o fato de que, quanto mais proximo de

O estd o ponto P, mais distante se encontra o ponto P’ e vice-versa, de modo
que a inversao para o proprio ponto O nao esta definida.

E relevante, para o escopo da presente dissertacio, estudar as proprieda-
des da inversao circular, de modo que serao enunciados e provados, adiante, os

resultados pertinentes quanto a este topico.
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Figura 2.15: Inverso de um ponto exterior ao circulo

Teorema 7 Seja I' um circulo de centro O. Entdo, a inversao, por ', de uma
reta que passa por O é a propria reta. Ainda, uma reta que ndo passa por O é

transformada, pela inversao, num circulo que passa por O e vice-versa.

Figura 2.16: Inversao de uma reta

Prova. Primeiramente, note que, de fato, uma reta que passa por O ¢ trans-
formada na prépria reta, haja vista que, pela propria definicao de inversao
circular, conclui-se que os inversos dos pontos da reta estao sobre ela prépria.
Agora, seja r uma reta que nao passa por 0. Consideramos, na figura 2.16,
a hipotese em que r nao intersecta I'. Os demais casos se provam de modo

analogo.


DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 1512253/CA


PUC-RIo- CertificagaoDigital N° 1512253/CA

Capitulo 2. Geometria Euclideana 52

Trace a perpendicular a r que passa por O e intersecta a referida reta em
A. Obtendo o ponto inverso A’ de A, desenhe o circulo v de didmetro OA’.
Afirmamos que 7 é o lugar geométrico dos inversos dos pontos de 7.

De fato, seja B um outro ponto qualquer de r. Tracando o segmento OB,
este encontrard v no ponto B’. Como OA’ é didmetro, segue que o tridngulo
OB'A’ é retdngulo em B’. Mas o triangulo OAB é retangulo em A e, além
disso, tem um angulo em comum com OB'A’, que é A/OB' = AOB. Logo,
OB'A" ~ OAB, donde resulta que

OB OA

= = == B BI: A A/
o OB:>O O 0OA.O

Como A’ é o inverso de A, segue que OA.OA” = %, em que r é o raio de I'.
Por conseguinte, OB.OB’ = r?, o que prova que a inversao transforma a reta

r no circulo v (com exce¢ao de O) e vice-versa. |

Figura 2.17: Angulo entre circulos

Defini¢io 15 (Angulo entre Circulos ou entre Circulo e Reta)

Quando dois circulos (ou um circulo e uma reta) se intersectam, dizemos
que o angulo entre eles é o angulo formado entre as retas tangentes nos pontos
de contato (ou o angulo formado entre a reta tangente ao circulo no ponto de

interse¢do e a outra reta dada).
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Deve-se assinalar que, quando dois circulos sao secantes, o angulo entre
eles é o mesmo nos dois pontos de contato, uma vez que os dois circulos sao

simétricos em relagao a reta que passa pelos seus centros.

Figura 2.18: Circulos Perpendiculares

A definicado de angulo entre circulos, exposta acima, conduz a definicao
de circulos perpendiculares, exposta adiante, a qual é necessaria para o
desenvolvimento de um dos modelos para a Geometria Hiperbdlica, devido

a Poincaré.

Definicao 16 (Circulos Perpendiculares) Sejam I'y e I'y dois circulos se-
cantes. Dizemos que I'y e I's sdo perpendiculares quando as retas tangentes aos

dois circulos, que passam pelos pontos de contato, sao perpendiculares.

Na prética, como o raio de um circulo é perpendicular a reta tangente,
no ponto de tangéncia, tem-se que as retas suportes dos raios de I'; e I'y que
tém extremidade nos pontos de contato sao perpendiculares (figura 2.18).

A seguir, apresentaremos uma defini¢cao e provaremos uma resultado que

serd util na demonstracao do proximo teorema.

Definicao 17 (Angulo de Segmento) Dado um circulo I' e um ponto A €
I', trace a reta tangente /ﬁ a T que passa por A e a corda AB, em que B
¢ outro ponto qualquer pertencente a I'. Neste caso, dizemos que BAT ¢ um

angulo de segmento (figura 2.19).

Proposicao 9 O angulo de segmento o tem medida igual a metade da do arco
subtendido AB.
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Figura 2.19: Angulo de Segmento

Prova. Da figura 2.19, percebe-se que, a + 3 = g (1), tendo em vista que fﬁ

é tangente a I' e OA é raio. Ademais, uma vez que AC é didmetro, tem-se que
AB + BC = (2), em que AB e BC estdo do mesmo lado de 10 que T.

C
Note-se, também, que 3 = - (angulo inscrito).

Multiplicando a primeira relagao por 2, obtemos:
2a+2.p0=m7
Como BC = 2.6, segue que
2.0+ BC =7 (3)

Subtraindo (3) de (2), chegamos a:

—

5 — AB
2.(1—AB:O:>2.04:AB:>04:7
[ |

Teorema 8 Sejam I'y e I'y dois circulos secantes, de centros Oy e Oy, res-
pectivamente. Entao, I'1 e I'y sdo perpendiculares se, e somente se, para todo
ponto P € I'y, tem-se que P’ € T'y, em que P’ € o inverso de P com relagdo a
Iy.

Prova. Considere que I'; e I'; sdo circulos perpendiculares e seja P um ponto

qualquer de T’y (figura 2.20). Assim, o raio O1A de I'; é tangente a I'y e, por
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Figura 2.20: Teorema-Circulos Perpendiculares e Pontos Inversos

consequéncia, o angulo O1 AP, de segmento em relaciao a I'y, tem medida que

AP  —
corresponde a T (AP é o menor dos dois arcos possiveis).

Observe-se, ainda, que, por ser angulo inscrito em I'y, PP'A também mede

AP R R .
R Portanto, O1AP = PP'A = OP'A = «. Além disso, tem-se que
AOP = AO\P' =3 (angulo comum). Por conseguinte, os triangulos O; AP e

O P’ A sdo semelhantes, o que resulta em

O,P O/A
O, A O, P

— O0,P.O P = 0,A

Mas O1A = rq, raio de I'y. Logo, P’ é o inverso de P com relacao a I'y e
P eTl,.
Reciprocamente, se d(Oy, P).d(Oy, P') = r}, com P’ € 'y, tem-se que:

2 01P 1
1

OP.OP =1r{ =

T1 OIP/

Como 1 = O1A (raio de T'1), segue que:

O.P  0OA

0, A O P

Ademais, tem-se que AO,P = AO,P'. Logo, os triangulos O1AP e OP'A

tem um angulo comum e lados adjacentes ao angulo proporcionais e, portanto,


DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 1512253/CA


PUC-RIo- CertificagaoDigital N° 1512253/CA

Capitulo 2. Geometria Euclideana 56

sao semelhantes. Dai, segue que o angulo O, AP é congruente a O, P'A. Mas

- AP
O,P'A = - (menor dos dois arcos possiveis) e, por via de consequéncia,

= —

A AP - N AP
O.AP = R Uma vez que O1A nao é corda de I'y e O1AP = < deve-se

concluir, forcosamente, que O; AP ¢ um angulo de segmento e o raio O A4 é
tangente a I's, o que prova a reciproca do teorema. [ |

O teorema provado acima implica que, se I'; e I's sdo dois circulos
perpendiculares, entao a inversao de I's em relagao a I'; é o proprio 'y, pois a
transformacao referida leva pontos de I'y em seus inversos, os quais estao sobre
este préprio circulo.

Outro comentario interessante é que toda reta que passa por Oq, centro
de I'y e por um ponto P € I'y encontrard este ultimo circulo também em P’,

inverso de P com relacao a I';.

Teorema 9 Seja v um circulo que ndao passa pelo centro Or de outro circulo
I'. Entao v € transformado, por inversdo circular em relacao a I', em outro

circulo v'.

—
-

(0,R)

Or(0,0)

(=R.0) (R,0)

(0,—R)
Figura 2.21: Inversao do circulo

Prova. Para tal demonstracao, utilizaremos a Geometria Analitica.
Seja I' o circulo pelo qual se pretende fazer a inversao. Posicionando os eixos,
de forma conveniente, com origem coincidente com o centro Or, tem-se que a

equacao de I' é dada por 2% + y? = R?, em que R é o raio de T
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Inicialmente, dado um ponto P = (x,y), determinaremos as coordenadas do
ponto inverso (z’,y'), em relagdo a = e a y.

Pela definicio de ponto inverso, tem-se que d(Or, P).d(Or, P') = R?. Logo,

Va2 + 2 /@) + ) = R

P e o seu inverso pertencem a mesma reta y = mx, que passa pela origem.

Dali, segue que

\/x2 + (mx)2.\/(:c’)2 + (ma')? = R?

V@ +m2).22./(1+m2).(a')2 = R?
(1+m?).|z|.|2| = R?
R2
, = —-——
= Tl
Como P e o seu inverso estdao no mesmo quadrante, x e 2’ possuem o mesmo

sinal, donde se conclui que

xlzijxlzﬁjlj:ﬂ
(1+m?).x (1 4+ m?).x? 2+ y?

Por processo andlogo, obtém-se iy’ em fungao de x e y:

2 2
Y y ,
\/m2 +y2V(ml + ) =R

1 4+ m? 14 m?
() (e

R? R?.y R%y
y/:—giy/:—Qiy,_ﬁ
1+m 14+m ) ety
2 |V 2 |Y
m m
Portanto, a inversao T' tem equacao
Rz R%y
T(SL’, y) = 2 27 .2 2
rrtysxt+vy

Considere, agora, um circulo qualquer v de centro O, = (a,b) e raio r, que
tem equacao (x — a)? + (y — b)? = r? e um ponto P; = (x7,%;), cujo inverso
R’x; R2yr
v+ yi T+ i

2 2
R2.$[ Rz.y[ 2
S| Tl b =7
7 +yr r7 +yr

pertence a . Deste modo, o ponto P = satisfaz a equacao

de . Logo,
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Desenvolvendo e dividindo ambos os membros da equacao por z%+y?%, obtemos
R — 2R%ax; — 2R’byr + a*.(v7 + y7) + V°.(2F + y7) = r°.(aF + v})
(a® +b* — r?).27 — 2R%ax; + (a® + b* — r?).y? — 2R*by; = —R*
9 R?a R?b R*

2 —
Ul gt T Y = T e

Completando quadrados, chegamos a

2 2
B R%.a n B R%b B R
o a? + b2 —1r2 yr a?4+b2—1r2) (a4 b2 —r2)2

R2.q R2b )

ue representa um circulo 4" de centro O., = ,
q p v g 2+ —r2 @2 b2 — 2
R%r

raio —————.
a? 4+ b2 —r2

Como o ponto P; = (zr,y;) foi considerado de forma arbitraria, segue que
todo inverso de ponto  pertence a v', o que prova o resultado. A figura acima
mostra apenas o caso em que 7y estd no interior de I', mas a demonstracao
realizada é valida em geral. [ ]
Convém esclarecer que o ponto inverso de O, = (a,b) em relagdo a I

R?a R%b

a2+ 02 a2+ b2

perceber que, em geral, o centro do circulo inverso ~/, obtido acima, nao

tem coordenadas dadas por T'(a,b) = . Assim, é possivel

coincide com o inverso do centro de 7.

Figura 2.22: Ilustragdo— inversao conforme
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Teorema 10 A inversdo circular é conforme, ou seja, preserva dangulos. Isto
significa que, em quaisquer pontos onde duas curvas (circulos ou retas) se
intersectam, suas transformacoes pela inversao circular se encontram com os

mesmos angulos.

Prova. Consideremos, primeiramente, a hipotese em que P ¢ I' (figura 2.22).
Sejam r e s as tangentes a suas curvas que se intersectam em P (as curvas nao
aparecem na figura). Entao é possivel tragar um circulo v, que é tangente a r
em P e passa por P’ (ponto inverso de P por I'). Para tanto, deve-se tragar a
mediatriz m de PP’ e a perpendicular ¢ a r que passa por P. A intersecao de
m e t serd o centro de vy, a partir do qual, com a ponta seca do compasso a
outra ponta em P ou P’, é possivel desenhar tal circulo. Por processo andlogo,
é possivel construir 7,, circulo tangente a s em P e que contém P’
O Teorema 8 garante que, como y; e 72 passam por P e pelo seu inverso,
tais circulos sao perpendiculares a I' e, consequentemente, sao transformados
em si proprios no que diz respeito a inversao circular por I'. Logo, as curvas
originais (retas ou circulos) serao transformadas em curvas tangentes a y; e a
9 € formarao o mesmo angulo que tinham em P, tendo em vista que v, e 7
formam o mesmo angulo nos dois pontos de intersecao.
Para o caso em que P € I', basta observar que P = P’. Portanto, as retas
tangentes as curvas em P e em P’ sdo exatamente as mesmas e, assim, formam
o0 mesmo angulo. [
A seguir, sera introduzida a definicdo de razdo cruzada. A principal
motivacdo para tal definicdo diz respeito ao fato de que ela tem relacdo com
com a distancia hiperboélica entre dois pontos no modelo do disco de Poincaré,

conforme sera explicitado no capitulo 3.

Definicao 18 Sejam A,B, P e Q) quatro pontos distintos no plano. A razao

cruzada de tais pontos € definida como

d(A, P)
(4,PQ) = G5’
d(B, Q)

Teorema 11 Dados quatro pontos distintos A, B, P e @, diferentes de O,
centro do circulo I', tem-se que a inversao pelo circulo referido preserva a
razdo cruzada, ou seja, se A', B', P e Q' sdo os inversos de A, B, P e @,

entao
(AB, PQ) = (A’B’, P’Q’)

Prova. Para realizarmos a demonstracao deste fato, consideraremos dois casos:
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Figura 2.23: O, A e P nao colineares.

Caso 1. Os pontos O, A e P nio sao colineares (figura 2.23).
Nesta hipotese, tem-se que OA.OA” = r?> = OP.OP’, em que r é o raio do
circulo, donde segue que -

OA OP

OP ~ OA
Uma vez que os lados do triangulos OAP e OP’ A’ sao proporcionais, conforme
explicitado acima, e que o angulo compreendido entre os lados proporcionais
(AOP' = AOP = «) é comum, conclui-se que os referidos tridngulos sao
semelhantes.
Deste modo, podemos obter a seguinte relacgao:

AP OA

ap op

Caso 2. Os pontos O, A e P estao sobre uma mesma reta.

Para este caso, devemos observar o seguinte:

04 OP
oP _ 0A&

OA.OA = OP.OP = (2)

E conhecida a propriedade das proporcoes segundo a qual, para quaisquer
x z Z—x x ) .

x,y,z,w € R, tem-se que — = — = = —. Aplicando a referida
Y w w—=y Y
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Figura 2.24: Pontos O, A e P sobre uma mesma reta.

propriedade a (2), obtemos

OP-0A OA
OA — 0P  OF

AP 1
Mas OP — OA = AP ¢ OA — OF = AP, de modo que b — 94 ¢ 4
AP 0P

relagdo (1) mais uma vez se verifica. Ou seja, em qualquer caso se tem (1),

donde segue que
—— A'PLOA
OP' (3)

De modo andlogo, considerando outros pontos B e (), tem-se o seguinte:

AQ 0A . AQ.0A
Q _ 04 _ g Aeot
A/Q/ OQ/ OQ/
BP OB - PBP.OB
gror ' op O
BQ OB __. PBQ.OB
= BQ)Q=———— (6
B/Q/ OQ/ = Q OQ/ ( )
Considerando as relagoes (3), (4), (5) e (6), chegamos a
AP AP OA B'Q.0OB
AQ _ AP BQ __op O

(AB, PQ) =

BP AQ BP A'Q'.0OA B'P'.OB

BQ o’ or’
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Fazendo as simplificagbes necessérias, obtemos

(AB,PQ) =

AP
AP B'Q) B TQ’
A/Q/'B/P/ - BP
5

— (A/B/, P/Q/)

62
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Geometria Hiperbdlica

Desde muito cedo, houve a percepcao de que o quinto postulado euclide-
ano, P5, enunciado no comego do Capitulo 2, era mais sofisticado do que os
demais e nao seria um resultado livre de demonstragao; sabe-se que o préprio
Euclides tentava evitar a sua utilizacao na prova de proposicoes e teoremas.

Varios matematicos, ao longo dos séculos, tentaram demonstrar o quinto
postulado, utilizando-se de P1 a P4, acrescidos de um postulado adicional,
que, de modo geral, revelava-se equivalente a P5. Empreenderam tentativas
de prova Proclus, Clavius, Clairaut, Simson, Playfair,etc. Esta é a primeira fase
do desenvolvimento histérico da questao referente ao postulado das paralelas.

A segunda etapa iniciou-se com a conclusao de que P5 poderia ser negado
para que entao fossem considerados postulados alternativos, que conduziriam
ao nascimento de duas novas geometrias. Os novos postulados seriam os
seguintes:

P5 (Hiperbdlico). Por um ponto do plano exterior a uma reta, é
possivel tracar infinitas retas paralelas a uma reta dada.

P5 (Esférico). Por um ponto do plano exterior a uma reta, nao é
possivel tracar retas paralelas a wma reta dada.

O nascimento destas novas geometrias foi entrevisto por Gauss, mas seu
desenvolvimento, em especial da Geometria Hiperbodlica, coube a Janos (ou
Johann) Bolyai e a Nikolai Lobatchevski.

A terceira fase corresponde a prova da consisténcia destas novas geome-
trias por meio da utilizagao de diversos modelos.

O objeto do presente trabalho diz respeito, tdo somente, a Geometria

Hiperbdlica.

3.1
A Geometria Hiperbdélica. O Modelo do Disco de Poincaré

A Geometria Hiperbdlica é que surge da substituicdo do postulado 5
euclideano pelo seguinte:
P5(Hiperbdlico). Por um ponto do plano exterior a uma reta, é possivel

tracar infinitas retas paralelas a uma reta dada.
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Todos os demais postulados — P1 a P4 — sado validos neste nova
Geometria, com o acréscimo do postulado 5 modificado. No presente trabalho,
as principais nogoes e resultados da Geometria Hiperbolica serdao apresentados
com base no modelo do disco de Poincaré.

Modelos sao um conjunto de objetos matematicos postos em correspon-
déncia com um dada teoria, com o objetivo de provar a sua consisténcia, isto
é, a auséncia de qualquer contradicao intrinseca na teoria.

A Geometria Hiperbdlica tem diversos modelos que comprovam sua
consisténcia, dentre os quais podem ser citados o de Klein, o da pseudoesfera,
devido a Beltrami e o do disco de Poincaré.

No modelo do disco de Poincaré, o plano hiperbodlico é representado pelo
interior de um circulo euclideano; o bordo ou circunferéncia deste circulo é
chamado de absoluta e representa o infinito, o horizonte. Os pontos da absoluta
sdo chamados de pontos ideais. As retas sdo representadas por arcos de circulos
perpendiculares ao bordo do disco de Poincaré. Nesta dissertacao, o disco de
Poincaré serd apresentado nas figuras de forma destacada, com preenchimento
em azul.

As retas que passam pelo centro do disco de Poincaré, sdo, na verdade,
retas euclideanas (e-retas), pois a inversao para o centro do disco nao esta
definida, pois conforme um ponto se aproxima do centro, maior a distancia
até o respectivo inverso. Por este motivo, é possivel pensar em tais retas como
“circulos de raio infinito”.

Na sequéncia, apresentaremos as definicbes de retas paralelas, nao-
secantes ou divergentes e concorrentes. Cabe assinalar que a terminologia
aqui adotada nem de longe é unanime entre os autores que tratam do
estudo da Geometria Hiperbdlica, de modo que podem ser encontradas outras

denominacoes nos diversos textos que abordam este tema.

Defini¢ao 19 (Retas Paralelas) Duas retas no disco de Poincaré sio ditas
paralelas quando sao representadas por arcos de circulos perpendiculares a

absoluta que passam por um mesmo ponto ideal.

Defini¢ao 20 (Retas Nao-Secantes ou Divergentes) As demais retas
que nao se intersectam e nao passam por um mesmo ponto ideal sao denomi-

nadas nao secantes ou divergentes.

Defini¢ao 21 (Retas Concorrentes) Duas retas sio concorrentes no
mesmo sentido da Geometria Tradicional, ou seja, quando tém apenas um

ponto em comum.

Na figura abaixo, tem-se o seguinte:
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Figura 3.1: Retas paralelas e nao-secantes no modelo de Poincaré

1 — r e s sao paralelas;

2 — r e t sao paralelas;

3 — s e t sao nao-secantes ou divergentes;

4 — r e u sao nao-secantes ou divergentes;

5 — s e u sao nao-secantes ou divergentes;

6 — t e u sao nao-secantes ou divergentes.

Tendo em vista que ha dois pontos ideais para cada reta — ja que os arcos
de circulos que representam as retas e a absoluta sao secantes —, é possivel
tragar duas retas paralelas passando por um ponto dado, exterior a reta. As
demais que nao se encontram — denominadas nao-secantes ou divergentes —
nao tém grande relevancia para o desenvolvimento do modelo.

E relevante fazer um comentério sobre terminologia: nas construgoes que
serao realizadas adiante, serd necessario utilizar algumas retas euclideanas, que
serao denominadas e-retas para evitar qualquer possivel confusdo com as retas

hiperbolicas.

3.1.1
A Régua e o Compasso Hiperbdlicos

Nesta subsecao, primeiramente, provaremos que a reta definida no modelo

de Poincaré satisfaz o postulado 1 de Euclides.

Proposicao 10 A reta definida para o modelo de Poincaré satisfaz o postulado
1 de Euclides.
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Prova. Para provarmos que a definicado de reta satisfaz o postulado 1 de
Fuclides — uma reta pode ser tracada de um ponto a outro, escolhidos a
vontade —, construiremos a reta hiperbdlica que passa por dois pontos,
digamos A e B.

Neste ambito, devemos lembrar o Teorema 8, provado no Capitulo 2. Como
o arco de circulo que representa a reta hiperbdlica é perpendicular ao bordo
disco de Poincaré, entao ele passard pelos pontos A’ e B, inversos de A e B
em relagao ao bordo do disco. Por conseguinte, deve-se proceder da seguinte
forma:

1— obter A’ (ou B’), por meio da construcao 6;

2— tragar as e-retas mediatrizes 9B e ax (ou BB ). As e-retas referidas
intersectar-se-ao em um ponto, que é o centro do O, do arco que representa a

reta procurada;

3 — com a ponta seca do compasso em O, e tomando como raio O, A ou O, B,

pode-se finalmente tracar a reta hiperbdlica que passa por A e B.

o,

Figura 3.2: Disco de Poincaré — reta hiperbdlica por dois pontos

Deste modo, verificamos que existe uma reta hiperbdlica, no modelo do disco
de Poincaré, que passa por A e B.

Para provar que a reta que passa por A e B é tnica, basta observar que
existem infinitos circulos euclideanos que passam por A e B, mas nem todos
sao perpendiculares a absoluta.

Assim, suponhamos que exista outro arco de circulo, passando por A e B,
que corresponda a defini¢do de reta hiperbdlica. Por conseguinte, tal arco sera

perpendicular a absoluta e, tendo em vista o teorema 8, ele passard por A’ e
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B’, inversos de A e B em relagao ao bordo do disco. Ou seja, o referido arco
passara por A, B, A’ e B’, do mesmo modo que o arco de circulo que contém
a reta hiperbdlica que passa por A e B, donde se conclui que tal arco coincide
com a referida reta hiperbdlica. [ ]

E relevante destacar que, além de a demonstracdo acima comprovar que
dois pontos determinam uma reta na Geometria Hiperbdlica (postulado 1), o
Teorema 8 garante a existéncia de uma régua para o disco de Poincaré, que
pode ser pensada como uma combina¢ao da régua e do compasso até entao
utilizados para a Geometria Euclideana.

Neste contexto, é importante também apresentar a construgao das retas

paralelas a uma reta dada, por um ponto exterior.

Construcao 8 Construir, no modelo do disco de Poincaré, duas retas parale-

las a wma reta r dada, passando por um ponto exterior P.

Para realizar a referida construcao, devemos obter, utilizando régua e
compasso, os arcos de circulos que passam por P, Q; (ponto ideal de r) e P’
(ponto inverso de P com relagdo ao disco de Poincaré) e por P, P' e Q5 (outro
ponto ideal de r). O processo é semelhante ao descrito acima:

1 — tracar as e-retas mediatrizes de dois pares de pontos dos arcos de
circulos euclideanos que representam cada reta, para obter o centro de cada
circulo;

2 — com a ponta seca do compasso no centro obtido e a outra ponta
em um dos pontos da reta hiperbodlica procurada, tracar o arco de circulo que

representa a reta.

Figura 3.3: Disco de Poincaré - paralelas por ponto dado
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No mesmo espirito do empreendido, provaremos, a seguir, que a reta
hiperbdlica definida no modelo do disco de Poincaré satisfaz o postulado 2 de
Euclides.

Proposicao 11 A definicao de reta hiperbolica, no modelo do disco de Poin-

caré, satisfaz o postulado 2 de Fuclides.

Prova. Para verificar a validade do postulado 2 no modelo do disco Poincaré,
basta observar que a defini¢ao de reta como arco de circulo perpendicular ao
bordo do disco de Poincaré faz com que o circulo que contém a reta hiperbdlica
tenha dois pontos de intersecdo com a absoluta, que representa o infinito ou o
horizonte. Deste modo, é claro que a defini¢ao de reta do modelo do disco de
Poincaré atende ao postulado 2 de Euclides. [ |

Os resultados sobre inversao circular, desenvolvidos no Capitulo 2, permi-
tem estabelecer um método de construcao de circulos no modelo de Poincaré,
de modo que, adiante, serd provado que o modelo do disco de Poincaré também
satisfaz o postulado 3 de Euclides (um circulo pode ser tragcado com centro e
raio arbitrdrios).

Convém, primeiramente, definir a distancia entre pontos no modelo ora

estudado.

d($h, A) d(Qy, B) d(Qe. A) d(Q2. B)

Figura 3.4: Distancia no disco de Poincaré

Definicao 22 A distancia entre dois pontos A e B, no modelo do disco de

Poincaré, é dada por
dn(A, B) = k.|In[(AB, Q1)

em que (AB,8%) € a razao cruzada entre os pontos A, B, £y e o,

que envolve as distancias euclideanas d(2y, A), d(Qa, A), d(2, B) e d(Qs, B)
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(figura 3.4), e onde k > 0 é uma constante arbitrdria, denominada constante

de Gauss.

Para entender os motivos de a distancia ter sido definida na forma acima,
devemos lembrar que, pelos teoremas de inversao circular, ndo ha preservagao
de comprimentos euclideanos; no que respeito a medidas de segmentos, apenas
a razdo cruzada é invariante pela inversao circular, conforme se verifica do
Teorema 11. Por este motivo, a razao cruzada aparece na definicdo acima.

Deve-se levar em conta, porém, que uma boa definicio de distancia
deve ser aditiva, no seguinte sentido: dados trés pontos A, B e C, sobre
a mesma reta hiperbolica, com B entre A e C, devemos ter dn(A,C) =
dn(A, B) + di(B,C), do mesmo modo que se dd com trés pontos colineares
sobre uma reta euclideana.

No entanto, a razdo cruzada nao é aditiva e sim multiplicativa. Note-se

que

d(2,A) d(,B)  d(Q4, A)
(AB-00:)(BC.0.90) = o2 51020 = a0y ~ AC
d(Q,B) d(Q,C)  d(Q,0)

Portanto, a principio, a razao cruzada nao seria uma boa definicao de
distancia, ja que ¢ multiplicativa e nao aditiva. No entanto, sabemos que a
funcao logaritmo (In) transforma produto em soma. Assim, aplicando In a
razao cruzada, na forma acima, obtemos uma definicao de distancia com a
caracteristica aditiva pretendida.

O moédulo utilizado na expressdao acima é apenas para garantir que a
distancia definida seja sempre positiva. E interessante esclarecer que, do mesmo
que na Geometria Tradicional, a distdncia de um ponto A a ele préprio é 0,

pois:

Q.

(S, A)
d(2y, A)
LA, A
d(Qg, A)

Voltando aos pormenores relativos a construgdo do circulo no modelo

dn(A, A) = k.|1 —kInl=0

)
)
)
A)

do disco de Poincaré, enunciaremos e provaremos uma proposicao que tera

relevancia no teorema a ser demonstrado em seguida.

Proposicao 12 Dado um ponto A qualquer no disco de Poincaré, existe uma
inversao T, por um circulo I, perpendicular ao bordo do disco, que leva A ao

centro O do disco de Poincaré.
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Figura 3.5: Inversdo por um circulo perpendicular ao bordo do disco de
Poincaré

Prova. Para provarmos a proposicao acima, realizaremos uma construgao com
régua e compasso para obter o circulo procurado, adotando os seguintes passos:
1 — tracar a reta <O_Z, que conterd o centro de I';
2 — tracgar a e-reta perpendicular a (<)—1>4 passando por A, que intersectara o
bordo do disco (absoluta) em dois pontos (77 e T3, ndo nomeados na figura).
3 — desenhar uma das retas tangentes a absoluta, por 77 ou T,. A intersegao
das das tangentes com O<—1>4 é o centro Or de I', a partir do qual pode ser
desenhado o circulo, que terd raio com outra extremidade no ponto a partir
do qual foi construida a tangente (figura 3.5).

E facil de ver que, se tracarmos o raio euclideano OT; da absoluta, o

triangulo OT;Or sera retangulo. Da semelhanca entre os tridngulos OT,Or e

T1AOr, obtemos a relacao OrO.OrA = OpT12, o que prova que O é o inverso

de A com relacao a I'. |

Teorema 12 Um circulo hiperbolico, no modelo de Poincaré, é um circulo
euclideano contido no disco de Poincaré (mas o seu centro hiperbdlico H, em

geral, nao coincide com o seu centro euclideano E).

Prova. Primeiramente, devemos observar que um circulo hiperbdlico, centrado
em O, centro do disco de Poincaré, nada mais ¢ do que um circulo euclideano,
uma vez que as retas hiperbdlicas que passam por O sdo também e-retas, de
modo que os raios do circulo sdo segmentos de retas euclideanas. Assim, o lugar
geométrico dos pontos equidistantes de O, com os raios dados, é a mesma figura
j& conhecida.

Considere agora um circulo qualquer v no interior do disco de Poincaré, com
centro hiperbélico H nao coincidente com O, centro da absoluta. Afirmamos

que vy ¢ um circulo euclideano.


DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 1512253/CA


PUC-RIo- CertificagaoDigital N° 1512253/CA

Capitulo 3. Geometria Hiperbdlica 71

De fato, seja T" a inversao por um circulo I', perpendicular ao bordo do disco
de Poincaré, que leva H em O. Ja vimos, no Teorema 11, que a inversao
circular preserva a razao cruzada e, consequentemente, a distancia hiperbdlica.
Assim, se aplicarmos T a v, obteremos um conjunto de pontos equidistantes
hiperbolicamente de O, que, pela observagao acima, nada mais é do que um
circulo euclideano /.

~" é um circulo euclideano que nao passa pelo centro de I (Or) Para verificar
este fato, basta observar que 4’ é um circulo no interior do disco de Poincaré e
na construcao vista na prova da proposicao 12, o ponto Or estd no exterior da
absoluta. Deste modo, pelo Teorema 9, T'(7') também é um circulo euclideano,
ou seja v é um circulo euclideano, como queriamos demonstrar.

Observe-se que, na inversao 71" pelo circulo I', tem-se que o centro hiperbdlico
H de 7 coincide com O, ponto inverso de O. Por conseguinte, convém recordar
que, conforme explicitado na demonstracao do Teorema 9, o centro do circulo
inverso nao coincide com o ponto inverso do centro do circulo original. Por
este motivo, o centro hiperbdlico de 7' (O" = H) néo é necessariamente o seu
centro euclideano (F). A tnica excegao é quando o circulo é construido com

centro do disco de Poincaré, em que O, E e H se confundem. |

Figura 3.6: Raio do Circulo Hiperbodlico

Apo6s a referida demonstragdo é interessante apontar uma fato que
também terda importancia para a construcao do circulo no modelo do disco
de Poincaré: os raios do circulo hiperbdlico sao perpendiculares ao circulo.
Para verificar este fato, basta observar que os raios de um circulo euclideano
sao perpendiculares ao circulo, ja que formam angulo g com as retas tangentes
nos pontos respectivos pontos de tangéncia.

Deste modo, os raios do circulo 7/, centrado em O sao levados, pela
inversao T', por I', em arcos de circulo que representam segmentos de retas

hiperbdlicas (demonstragao do teorema 12). Assim, como a inversao é conforme
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(Teorema 10) e T'(v") = =, segue que os raios hiperbdlicos sdao perpendiculares
ao circulo . A figura 3.6 ilustra a inversao dos raios dos circulos v e v'.

O teorema acima provado garante que o centro euclideano (F) e o centro
hiperbélico (H) de um circulo no disco de Poincaré sao diferentes, mas nao
explicita como obter E, o que é fundamental para realizar a construcao do
circulo. Por este motivo, é necessario, ainda, o resultado que sera provado a

seguir.

Teorema 13 O centro do disco de Poincaré (O), o centro euclideano de um
circulo no referido disco (E) e o centro hiperbdlico (H) deste mesmo circulo

estao sobre uma mesma reta.

T(X)

Figura 3.7: O, ' e H sobre a mesma reta

Prova. Sejam [ a e-reta (também reta hiperbdlica) que passa por O, centro
do disco de Poincaré e E, centro euclideano do circulo 7, mostrado na figura
acima. Pela continuidade da distancia hiperbdlica e da reta, conclui-se que
existe um tnico ponto H em [, no didmetro RS tal que d,(H, R) = d,(H, S),
em que dj é a distancia hiperbdlica entre os pontos. Afirmamos que H é o
centro hiperbdlico de 7.

Suponha, por absurdo, que o centro hiperbélico de v nao esteja em [. Considere
a reflexao T; pela reta hiperbdlica [.

Os pontos que estao sobre [ sdo levados em si préprios por 7T;, enquanto os
demais pontos sao levados em pontos a mesma distancia de [, em lados opostos
da reta e os semicirculos superior e inferior (com relagao ao didmetro RS) de
v sao levados um no outro.

Assim, como H nao esté sobre [, segue que hd um ponto outro ponto T;(H),

contido no interior do circulo v, obtido pela reflexdo de H em relacao a [. A
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reflexao mencionada tem as mesmas propriedades da inversao circular, dentre
as quais a preservagao da razao cruzada (teorema 11) e, consequentemente,
da distancia hiperbdlica. Logo, como H ¢é equidistante dos pontos de v e o
semicirculo superior é levado no semicirculo inferior por T, segue que T;(H)
também é equidistante dos pontos de 7. Ou seja, v teria dois centros H e
Ti(H), o que é absurdo.
Para verificar que v nao pode ter dois centros, suponhamos que exista um
didmetro AB, que passa por H e Tj(H). Deste modo, tem-se que, se r é o raio
de v, entdo dn(A, B) = 2r. Mas, d,(H,A) = d,(T;(H), B) = r, donde segue
que dp(H,T;(H)) = 0 (contradigao).
Logo, H esté sobre a reta que passa por O e E. |
De posse de todos os resultados expostos acima, podemos, finalmente,

construir o circulo hiperbélico em H no modelo do disco de Poincaré.

Construcao 9 Dados o centro hiperbolico H e o ponto R, extremidade do

rato, construir um circulo hiperbolico no modelo do disco de Poincaré.

Consoante os teoremas acima provados, a construgao deve ser realizada
da seguinte forma:

1 — primeiramente, deve-se tracar a reta hiperbdlica (também e-reta)
OH;

2 — em seguida, deve-se desenhar a reta hiperbdlica que passa pelos
pontos H e R, representada por um circulo de centro Z;

3 — deve-se tracar o raio ZR do circulo que contém a reta hiperboélica
que passa por H e R;

4 — a partir de R, deve-se tracar a e-reta tangente ao e-circulo que passa
por R e H, perpendicular ao raio ZR. A referida e-reta encontrarda OH no
ponto E, que é o centro euclideano do circulo que se pretende construir;

5 — com a ponta seca do compasso em FE e a outra ponta em R, pode-se,
entao, tragar o circulo hiperbdlico procurado.

Justificativa. Como visto apos a prova do Teorema 12, as retas hiperbdlicas
que contém os raios sao perpendiculares ao circulo a ser construido, razao pela
qual foi tracada a e-reta perpendicular ao raio ZR do circulo que contém a
reta hiperbdlica que passa por H e R, a qual é tangente a tal circulo em R.
Como a circunferéncia que representa a reta hiperbdlica ﬁ ¢é perpendicular
ao circulo que se pretende tracar, conclui-se que o centro euclideano E do
circulo esta sobre a e-reta tangente que passa por R, mencionada acima, ja
que este ponto pertence ao circulo.

Ainda, pelo Teorema 13, o ponto F estd sobre a reta que passa por O e H,
donde se conclui que o centro euclideano do circulo é a interse¢do entre OH e

a e-reta tangente que passa por R.


DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 1512253/CA


PUC-RIo- CertificagaoDigital N° 1512253/CA

Capitulo 3. Geometria Hiperbdlica e

Deste modo, observa-se que o compasso, no modelo do disco de Poincaré,
da mesma forma que a régua, pode ser pensado como uma combinacao da
régua e do compasso tradicionais, pois estes instrumentos, utilizados da forma

apropriada, possibilitam a construcao do circulo hiperbdlico neste modelo.

Figura 3.8: Construcao do Circulo no Modelo de Poincaré

Proposicao 13 O modelo do disco de Poincaré satisfaz o postulado 3 de
Fuclides, sequndo o qual um circulo pode ser tracado com centro e raio

arbitrarios.
Prova. Decorre dos teoremas 12 e 13 e da construcao 9. [ |

Proposicao 14 O modelo do disco do Poincaré satisfaz o postulado 4 de

Fuclides, sequndo o qual todos os angulos retos sao iguais

Prova. Para verificar que o postulado 4 é satisfeito pelo modelo do disco de
Poincaré, demonstraremos que, dados dois pares quaisquer de retas perpendi-
culares, no modelo do disco de Poincaré, existe uma transformagao (composi-
¢ao de inversdes circulares e rotagoes) que leva um par de retas no outro.

Sejam 71, s1 € 9, So dois pares de retas perpendiculares quaisquer, com pontos
de intersecdo P; e Ps, respectivamente. Assim, existem as inversoes 17 e T,
pelos circulos I'y e I's, que levam P; e P, ao centro O do disco de Poincaré

(proposicao 12). Aplicando tais inversdes aos pares de retas, observamos que
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Figura 3.9: Ilustragdo para a prova de P4 no modelo do disco de Poincaré

elas serao transformadas em duas retas euclideanas, passando por O, ainda
perpendiculares, tendo em vista que a inversao é conforme (teorema 10).
Considere, agora, as rotagoes R; e Ry, que levam os pares 71,s] e 7}, s,
respectivamente, em duas retas perpendiculares, uma vertical e uma horizontal
(podemos pensar nestas como o eixo x, horizontal e o eixo y, vertical, com
origem O, centro do disco de Poincaré).
Definidas a inversao e a rotacao, podemos observar que, para levarmos o par
retas ri, s; em rq, So, devemos, primeiramente, aplicar a inversao 17 e depois
a rotagdo Ry, que levarao rq, s; aos eixos = e y. Em seguida, devemos aplicar
Ry, que levara os eixos x e y a 15,5, e finalmente Ty ', que levard a 7y, so.
Portanto, existe uma transformacio 7', dada por Ty ' o Ry' o Ry o T}, que leva
um par perpendiculares no outro.
Assim, conclui-se que, no modelo do disco de Poincaré, todos os dngulos retos
sao congruentes.
|

Ap6s o que foi desenvolvido nesta segao, é possivel perceber que o grande
interesse do modelo do disco de Poincaré é justamente o fato de que ele mostra
que a consisténcia da Geometria Hiperbdlica s6 depende da consisténcia da

Geometria Euclideana.
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3.1.2
Métrica Hiperbdlica

Com relagao a presente se¢ao, devemos lembrar, primeiramente, que os
aspectos desenvolvidos no tépico 2.2 permitem estabelecer um modelo analitico
para o modelo do disco de Poincaré: basta considerar a absoluta como um
circulo unitario no plano cartesiano Oxy, centrado na origem.

A distancia hiperbdlica entre dois pontos, no modelo do disco de Poin-

caré, foi definida como
dn(A, B) = k.|In[(AB, Q1)

em que (AB, 2,€);) é arazao cruzada entre os pontos A, B, € e {2y, que envolve
as distancias euclideanas d(€2;, A), d(€22, A), d(21, B) e d(§2, B) (figura 3.4),
e onde k£ > 0 é uma constante arbitraria, denominada constante de Gauss.

Um fato interessante sobre tal definicao de distancia é que, quanto mais
proximos da absoluta os pontos A e B estiverem, maior sera a distancia
dn(A, B) e quanto mais distantes tais pontos estiverem da absoluta, menor
serd a distancia d(A, B).

Deste modo, dois pontos podem estar bem distantes do ponto de vista
hiperbdlico, ainda que, do ponto de vista euclideano, o comprimento do arco
que os une seja pequeno. A figura 3.10 apresenta um exemplo do afirmado,com

k =1 e raio da absoluta de medida 1.

I y

b
Il

(1—2¢,0)
B=(1-¢0)

[

(~1,0) o A B (L0) ¢

+

Figura 3.10: Exemplo — distancia no modelo do disco de Poincaré

Na aludida figura, é possivel observar que os pontos A e B tém coorde-

nadas (1 — 2¢,0) e (1 —¢,0), em que € tende a 0. Estao marcados, ainda, os
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pontos ideais ; = (—1,0) e Q9 = (1,0). Assim, tem-se que d(€2;, A) = 2 — 2e,
d(Qg, A) = 2¢, d(21, B) = 2 — € e d(Q22, B) = €. Logo, a distancia hiperbdlica
entre A e B é dada por
9 _
=In ( 6)
1—e€

Ou seja, ainda que A e B estejam bem préximos do ponto de vista

2—2¢ €

dn(A, B) = 5 7 ¢

In

euclideano, ja que € — 0, tem-se que dp(A, B) estd préximo de In2 = 0,6931.
E conveniente, ainda, definir o 4ngulo hiperbélico no modelo do disco de

Poincaré.

Definiciao 23 (Angulo Hiperbélico) O dngulo hiperbilico formado entre
duas retas v e s no modelo do disco de Poincaré é o angulo formado entre
as e-retas tangentes aos circulos euclideanos que contém as retas hiperbolicas,
no respectivo ponto de contato. Ou seja, o angulo hiperbolico formado entre r
e s € o angulo euclideano formado entre os circulos que contém as referidas
retas (figura 3.11).

Figura 3.11: Angulo Hiperbdlico

Deve ser apresentado, ainda, o angulo de paralelismo, que nao existe na

Geometria Tradicional.

Defini¢io 24 (Angulo de Paralelismo e Comprimento de Paralelismo)
Dada a reta v e as retas r1 e ro, paralelas a r, com ponto comum P, trace
o segmento AP, perpendicular a r, que passa por P. Dizemos que o dngulo
formado entre AP e ry,bem como entre AP e ry (figura 3.12) é chamado de

angulo de paralelismo.
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1

Figura 3.12: Angulo de paralelismo

Nestas condicoes, dizemos que a medida hiperbdlica do segmento AP, perpen-

dicular a r, é o comprimento de paralelismo.

Na figura 3.12, a ilustragao do dngulo de paralelismo foi feita de forma
conveniente com o segmento AP passando pelo ponto O, centro do disco de
Poincaré. O interesse de a ilustragao ter sido feita desta forma é o fato de que,
na referida figura, ha uma simetria em relagao a reta m, o que justifica o fato
de dois dngulos de paralelismo serem congruentes. Os demais casos reduzem-
se a este, tendo em vista que é sempre possivel obter uma inversao que leve
o segmento PA a passar por O; ademais, a inversdo é conforme e preserva as
distancias hiperbdlicas. Deste modo, conclui-se que dois angulos de paralelismo
sao sempre congruentes.

Adiante, na secao referente a trigonometria hiperbdlica, provaremos a
existéncia de uma relagdo biunivoca entre a medida hiperbdlica do segmento
AP (comprimento de paralelismo) e a medida do angulo de paralelismo .

Definido o angulo de paralelismo, é importante destacar que, ao contrario
da Geometria FEuclideana, em que a unidade de medida de distancias ¢
arbitraria, existe uma unidade natural de comprimento, dada pela constante
pela Schweikart, que é o comprimento associado ao angulo de paralelismo
medindo Z Na proxima secao, sera melhor explicitado o motivo pelo qual esta

pode ser considerada uma unidade natural de medida.

s

Definigao 25 (Tridngulo Hiperbdlico) Um triangulo hiperbslico ABC' é

uma reunido de segmentos finitos de retas hiperbolicas AB U AC U BC, os

quais tém apenas os vértices em comum.


DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 1512253/CA


PUC-RIo- CertificagaoDigital N° 1512253/CA

Capitulo 3. Geometria Hiperbdlica 79

Figura 3.13: Triangulo Hiperbdlico

Como ¢é possivel perceber, a definicao de triangulo acima ¢é similar a da
Geometria Tradicional. Outra no¢ao importante, no contexto da Geometria

Tradicional, é a de defeito, que sera exposta adiante.

Definicao 26 (Defeito) Seja ABC' um triangulo com dngulos internos «,
B e . Nestas condigoes, chamamos de defeito do tridangulo o numero A =
T —(a+ B +7).

E trivial que, na Geometria Tradicional, se tem A = 0, j4 que a soma
dos angulos internos de um triangulo euclideano é justamente 7. Na Geometria

Hiperbdlica, A > 0, conforme serd provado adiante.
Proposicao 15 Todo triangulo hiperbolico tem defeito positivo.

Prova. Seja ABC' um triangulo hiperbdlico no modelo do disco de Poincaré.
Existe uma inversao, por um circulo perpendicular a absoluta, que leva o ponto
A no ponto O, centro do disco. Considere D e E os pontos inversos de B e C,
respectivamente, pelo mesmo circulo que leva A em O.

Como a inversao é conforme, os angulos do triangulo ABC' sao os mesmos do
triangulo ODE. Além disso, os lados OD e OF sao e-retas, enquanto o lado
DE continua sendo um arco de circulo.

Na figura (figura 3.14), é possivel observar um tridngulo euclideano com
vértices em O, D e E, que tem soma dos angulos internos igual a 7. E possivel
observar, ainda, o tridngulo hiperbdlico ODFE, tendo sido tracadas, ainda, as
tangentes ao arco de circulo de que representa o lado DFE, nos pontos D e E.
Tendo em vista que os angulos hiperbdlicos ODE e OED sao formados entre
as tangentes em D e E e os segmentos hiperbdlicos (também e-segmentos)

OD e OF, respectivamente, segue que os referidos angulos hiperbdlicos tém


DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 1512253/CA


PUC-RIo- CertificagaoDigital N° 1512253/CA

Capitulo 3. Geometria Hiperbdlica 80

medida inferior a dos angulos euclideanos ODE ¢ OED. Dai, segue que a soma
dos angulos do triangulo ODFE é inferior a m, donde segue que o defeito de tal
triangulo é positivo.
Como o tridngulo ODE tem os mesmos angulos de ABC', segue que este tltimo
triangulo também tem defeito positivo, como queriamos demonstrar. [ |
Considerando poligonos da mesma forma que na Geometria Euclideana,
podemos definir, também, o defeito do poligono como sendo a diferencga entre
a soma dos angulos internos que o poligono teria na Geometria Tradicional e
a efetiva soma dos seus angulos internos na Geometria Hiperbdlica. De modo

mais formal,

Defini¢ao 27 (Defeito de um poligono) Considere um poligono hiperbo-

lico de n lados, com angulos internos ay,qs,...,a,. Dizemos que o nimero
n

T.(n—2) = o

=1

¢ o defeito do poligono.

No que diz respeito a poligonos hiperbdlicos, hd uma proposicao analoga

a que existe para os triangulos.
Proposicao 16 Todo poligono hiperbolico tem defeito positivo.

Prova. Considere AjAs, ..., A, um poligono hiperbélico e P um ponto no

interior do poligono. Tracando os segmentos hiperbélicos PA;, PA,,...,PA,,
obtemos os triangulos PA; Ay, PAsAs,....PA,A;.

Figura 3.14: Ilustracao - Defeito do Triangulo Hiperbdlico
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Cada um dos triangulos acima tem trés angulos internos, um dos quais no
vértice P. Além disso, os tridngulos que tém um lado comum, digamos PA;,
contém angulos no vértice comum A;, que, somados, correspondem ao angulo
interno do poligono no vértice A;.

Deste modo, a soma dos angulos internos, no vértice P, dos triangulos
acima referidos ¢ 2m e a soma dos demais angulos internos triangulos cor-
responde a soma dos angulos internos do poligono. Assim, denotando por

Q1,Q3,...,0;, 0s angulos internos do poligono, conclui-se que a soma dos defeitos
de PAlAQ,PAQAg,...PAnAl ¢ dada por

nm—(2r+ o +at .. ta,)=1(n—2)->
i=1

ou seja, a soma dos defeitos dos triangulos acima referidos nada mais é do
que o defeito do poligono A;As...A,,. Mas, o defeito de cada um dos tridngulos
é positivo. Dali, segue que o defeito do poligono é uma soma de quantidades
positivas e, portanto, é positivo. [ |

Apo6s as consideragoes sobre o defeito de tridangulos e poligonos, é possivel
provar um fato interessante que se da na Geometria Hiperbdlica, ao contrario

do que ocorre na Geometria Tradicional. E o que se vera adiante.

Proposicao 17 Na Geometria Hiperbilica, se dois triangulos sdo semelhan-

tes, entao eles sao congruentes.

Figura 3.15: Ilustracdo para prova da proposi¢do da proposi¢ao 17 (situagao
impossivel)

Prova. Sejam ABC' e DEF dois tridngulos semelhantes, com angulos A = D =
a, B=F= B, C=F=56. Suponha, por absurdo, que tais triangulos nao sao

congruentes.


DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 1512253/CA


PUC-RIo- CertificagaoDigital N° 1512253/CA

Capitulo 3. Geometria Hiperbdlica 82

Deste modo, podemos supor, sem perda de generalidade, que AB > DFE e
AC > DF. Marquemos nos lados AB e AC de ABC, os pontos Ey e F,
tais que DE = AEy e DF = AFy. Assim, obtemos o tridngulo AE>Fy (figura

3.15, em que nao aparece o triangulo DEF. A ilustracao foi feita com FsFy

passando por O por questdo de conveniéncia).

Pelo critério LAL (lado-angulo-lado), tem-se que, como A=D= a, DE =

AFye DF = AF,, conclui-se que os tridngulos DEF e AF,F, sao congruentes.
Portanto, em DEF, se tem Fy = 8 e Fy = 8. Dal, segue que o quadrilatero
EyF>,CB tem angulos internos m — 3, @ — 4§, # e 6, que somam 2. Por
conseguinte, temos um quadrilatero hiperbélico com defeito nulo (absurdo).
Consequentemente, s6 podemos concluir que, se os triangulos ABC' e DEF
sao semelhantes, entao eles sao congruentes. [

No que diz respeito a area, lembremos, primeiramente, que, na Geometria
Tradicional, esta é medida da seguinte forma: fixando um quadrado com lado
de medida 1, que terd area 1, observamos que um retangulo de dimensoes a
e b terd por area ab, ja que ab quadrados de area 1 preenchem o interior do
retangulo.

Tracando uma das diagonais do retangulo, obtemos dois tridangulos

retangulos congruentes, com catetos a e b, donde se conclui que a area do

triangulo retangulo corresponde a metade da area do retangulo, ou seja, %.
Como ja sabemos a area do tridngulo retangulo, podemos agora obter
a area de um triangulo qualquer. Seja um triangulo qualquer em que um dos
lados tem medida b. Tracemos a altura relativa ao lado b, que tera medida h.
O triangulo original ficou dividido em dois triangulos retangulos com catetos
de medidas m e h e n e h, respectivamente, tais que m +n = b. Logo, a area

do triangulo serda dada por

mh nh _ (m+n)h bh

> T T T T3

Tal modo de proceder, no entanto, nao é possivel na Geometria Hiper-
bolica, pois nesta nao ha quadrados nem retangulos. Para justificar este fato,
basta observar que o defeito de qualquer poligono é positivo, de modo que nao
ha um quadrildtero com quatro angulos retos. Entao, sera necessario definir a
area de forma totalmente diferente.

Do mesmo modo que na Geometria Euclideana, para definir a area de
um tridngulo hiperbdlico, devemos associar a tal figura um ndmero positivo
que tenha as seguintes propriedades:

(i) Invaridncia por congruéncia. Isto significa que tridngulos congru-

entes deverao ter a mesma area pela definicao dada.


DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 1512253/CA


PUC-RIo- CertificagaoDigital N° 1512253/CA

Capitulo 3. Geometria Hiperbdlica 83

(ii) Aditividade. Dado um triangulo hiperbdlico ABC, se tragarmos
uma ceviana AD que divide o tridngulo original em dois outros tridAngulos
devemos ter Area(ABC) = Area(ABD) + Area(ADC).

Nao ¢ dificil verificar que o defeito do tridngulo hiperbdlico tem as

propriedades acima, donde segue naturalmente a seguinte definicao:

Defini¢iao 28 (Area de um Tridngulo Hiperbélico) Considere um tri-
angulo hiperbolico ABC' com angulos internos «, [ e . Entdo, a drea do

referido triangulo € dada pelo seu defeito, ou seja,
Area(ABC) =7 — (a+ +7)

Em verdade, uma fundamentacdo mais rigorosa da area do tridngulo
hiperbélico como defeito dependeria de um teorema de Geometria Diferencial
(Gauss-Bonnet), que estd muito além dos objetivos do presente trabalho. No
Capitulo 11 da obra [5], o mencionado resultado foi provado e na p. 257
deste mesmo livro, foi verificada a consequéncia que a area de um triangulo
hiperbdlico ¢ dada pelo seu defeito, com base no modelo da pseudoesfera.

Uma observagdo importante sobre a definicdo acima é a de que os
triangulos hiperbdlicos, mesmo com lados arbitrariamente grandes, tém a area
limitada, pois estd nunca é superior a 7.

Considerando o ja exposto quando da demonstragao de que o defeito
do poligono é positivo, podemos definir a area do poligono como sendo o seu
defeito.

Defini¢iao 29 (Area de um Poligono Hiperbdlico) Seja A A,...A, um
poligono hiperbolico com angulos internos aq,qs,...,an,. Entdo, a drea de tal

poligono € dada pelo seu defeito, ou seja,

Area(AlAQ...An) =m(n—2)— Z o

i=1

E relevante, para o posterior desenvolvimento do trabalho, apresentar
a area de um circulo hiperbdlico. Porém, a prova da férmula da area de tal
figura depende de conhecimentos que serao explicitados na préoxima subsecao,
referente a trigonometria hiperbdlica. Por este motivo, a area do circulo sera

enunciada e provada quando do estudo do tépico referido.
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3.1.3
Trigonometria Hiperbélica

A trigonometria se ocupa do estudo das relagoes entre os lados e os
angulos de tridngulo. E sabido que, na Geometria Euclideana, dado um
triangulo retadngulo qualquer, sdo definidas as relagdes trigonométricas seno,

cosseno e tangente, dentre outras:

cateto oposto cateto adjacente cateto oposto
——— — . cosa= : ; tana = -
hipotenusa cateto adjacente

sina =
hipotenusa
As fungoes trigonométricas também fazem sentido na Geometria Hiper-
bolica, mas apenas seria possivel defini-las da mesma forma que a Geometria
Tradicional em modelos conformes, como o do disco de Poincaré, nos quais
os angulos sdo medidos da mesma forma que na Geometria Fuclideana. No
entanto, uma resposta mais geral para o problema diz respeito a definir as fun-
¢oOes trigonométricas hiperbodlicas de forma puramente analitica, para depois
utilizé-las no contexto da Geometria.
Deste modo, sdo introduzidas as seguintes defini¢oes das fungoes seno
hiperbdlico (sinh) e cosseno hiperbélico (cosh):
} et —e™” et +e*
sinhr = ——; coshr=—"-—
2 2
A tangente hiperbodlica ¢ definida de maneira analoga a da trigonometria

tradicional:

sinh x el —e*

tanhx = =
coshx e*+4e®

Com relagao as funcoes trigonométricas hiperbélicas, também existe uma

relacao fundamental (cosh®z — sinh® z = 1). Note-se que

2 2
e et e" —e "
h?z —sinh?z2=|—" | - [———— | =
cosn T smn- xr ( B ) ( B )

62x+2+672z 621_2+672172+27

4 4 4

Podem ser provadas, ainda, outras relagoes entre as fungoes trigonomé-

1

tricas hiperbodlicas que sao bem analogas as da trigonometria tradicional. Uma
exposicao detalhada destas relagoes pode ser encontrada em [11], p. 401.
Voltando agora a Geometria, podemos estabelecer relagoes trigonométri-

cas nos triangulos hiperbdlicos, o que sera feito a seguir. Antes, sera necessaria,


DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 1512253/CA


PUC-RIo- CertificagaoDigital N° 1512253/CA

Capitulo 3. Geometria Hiperbdlica 85

porém, uma proposicao que estabelece um resultado que sera 1til posterior-

mente.

Proposicao 18 Seja r uma reta hiperbolica que passa por O, centro da
absoluta e seja P um ponto sobre r. Nestas condicoes, denotando por t a
distancia hiperbélica dy,(O, P) e por x a medida do segmento euclideano OP,
tem-se que sdo satisfeitas as sequintes relacoes:

1+ xz' 2x

cosht = 7 tanht =

inht 2
S1n = —— _— _—
1— —x?’ 14 22

2’
Prova. Para provar as formulas acima, estamos considerando o caso em que
k = 1 e oraio do disco de Poincaré tem medida 1. Assim, tem-se que a distancia
hiperbdlica d, (O, P) =t é dada por

Logo,

t ]-+ZL’
ot —
11—z
Dai, segue que
l+2z 11—z
t ot N ) o
s & "¢ _1-z 14z @ +20+41-(@" —2r+1)
2 2 2(1— 22)
S 2(1—22) 1 —a?
1+ 1-—=x
Cosht_€t+e_t_1—x+m_I2+2$+1+x2—2x+1_
- - 2 - 2(1 — 22) =

C2(142%) 1427
C2(1—2?) 1 - a2

2
sinht 1 _ 42 2z
an cosht 1+ 22 14 22
1 — 22

Teorema 14 Seja ABC' um triangulo retangulo hiperbolico, retangulo em C,

com angulos denotados por 121, BeC elados designados por BC = a, AC = b
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e AB = c. Entao, sdo vdlidas as sequintes relacoes trigonométricas:

(2) cosh ¢ = cosh a. cosh b = cot A cot B

cos A

sin B

(3) cosha =

Figura 3.16: Ilustracao para a prova do teorema 14

Prova. Na figura 3.16, o tridngulo retdngulo foi tragado com o vértice A
coincidente com O, centro da absoluta, de tal modo que dois dos seus lados
AB = c e AC = b correspondem a retas euclideanas. O lado BC' = a esté
contido numa reta hiperbélica, representada por um arco circulo perpendicular
ao bordo do disco de Poincaré. Foi considerado £ = 1 e o raio da absoluta com
medida 1.

Para verificar que, na figura acima o angulo C' é reto, basta observar que o0s
pontos O = A, C' e Oy sao colineares. Assim, como O; é o centro do circulo
que representa a reta hiperbodlica que passa por B e C, m é perpendicular
a tangente em (', donde segue que, pela observacao anterior, que AC é
perpendicular a referida tangente.

O caso geral reduz-se a hipdtese apresentada acima, uma vez que é sempre
possivel obter uma inversao que leve um dos vértices do triangulo retangulo
ao centro do disco de Poincaré. Como a inversao preserva os angulos e a razao
cruzada — e, por via de consequéncia, a distancia hiperbolica —, as operagoes
realizadas preservarao as razoes trigonométricas adiante obtidas.

Na figura acima, o segmento O B; é perpendicular a OB’. Deste modo, observa-

se que o angulo B do triangulo ABC, formado pela reta tangente ao circulo
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em B e a reta @ , tem medida idéntica ao angulo GBB’ , j& que sao opostos

pelo vértice. Dai, segue que B = BélBl, ja que se tem GBB' + B,BO; = g,

do mesmo modo que BOlBl + BléOl = g

Pelo teorema 8, enunciado e demonstrado no Capitulo 2, tem-se que, como os
dois circulos da figura acima sao perpendiculares, B’ e C' sao inversos de B
e C' em relagdo a absoluta, que tem raio 1. Logo, denotando as medidas dos

segmentos euclideanos OB por z e OC por y e considerando a proposicio 18,

tem-se que
2
BB —OF —-OB -+ —p- 2% _ 2
T T sinh ¢
1 1 — 2 2
CC =00 —0C =~ —y—-——Y _ _
Y Y sinh b

Da figura 3.16, verifica-se, ainda, que B; é ponto médio de BB’, ja que o
tridngulo BO1 B é isésceles (O1B e O B’ sao raios do mesmo circulo) e O1B; é
altura relativa a base BB’. Além disso, CC" é diametro do circulo que contém

a reta hiperbodlica que passa por B e C' e, assim, C'C" = 20, B. Logo,

2
sin B — BB, _ BB’ _ sinhe _ sinh b
o.B CC 2 sinh ¢
sinh b
Uma vez que o angulo agudo B foi tomado arbitrariamente, também ¢é valido
~ sinha
que sin A = — o Assim, a primeira férmula de (1) esta provada.
sinh ¢
A demonstracao para a férmula de cos A ¢ feita de modo anédlogo. Do triangulo
N B
0O, By, retangulo em By, tem-se que cos A = 001. Mas,
1

1 1
OB, = OB + BB, = 0B + ;,.BB' = 0B + (OB - OB) =

1(1 ) 1—22 1422 1
:x—l—i. —— x| =2+ = =

T 2x 2r  tanhc

00; = 0C + CO; = OC+;.CC’ - OC+;(OC’—OC) -

(! B +1—y2_1+y2_ 1
YTy Yy )=y 2y 2y  tanhb

~ tanhb
Consequentemente, cos A =

tanh ¢’
A prova das demais relagoes depende apenas de manipulagoes algébricas:

sin? A + cos?A =1
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sinh?’a  tanh?b

=1
sinh’c  tanh?c

sinh? @ + tanh? b cosh? ¢ = sinh? ¢
sinh? b

1+sinh?a + | ———
(cos 2y

).COShQC = 1+sinh?ec

cosh? a cosh? b + sinh? b cosh? ¢ = cosh? ¢ cosh? b
cosh? @ cosh? b = cosh? ¢(cosh? b — sinh? b)
cosh? a cosh? b = cosh? ¢

Como a fungdo cosh apenas assume valores positivos, segue que coshc =
cosh a cosh b e assim, estd demonstrada a primeira igualdade em (2).

Provaremos, a seguir, a segunda igualdade em (2):

R R tanh b tanha
cos A cos B _ tanhc tanhe tanh b sinh ¢ tanha sinhec B

sin A sin B sinha sinhd  tanhe'sinha tanhe sinhd
sinhe¢ sinhe

cot flcot E =

tanh a tanh bcosh?c  tanh a tanh b cosh a cosh b cosh ¢
= = = cosh ¢

sinh asinh b N sinh a sinh b

Finalmente, provaremos a relacao em (3):

_ tanhb sinh b
cos A _ tanhe tanh b sinh c _ coshb sinh ¢ B

sin 3 sinhd  tanhe'sinhd  sinhe 'sinhb

sinh ¢ coshc
1
_ coshp _ coshe h
-1 _coshb_COS “
cosh ¢

|

Adiante, serao enunciadas e provadas as relagoes trigonométricas num
tridngulo hiperbdlico qualquer (lei dos senos e lei dos cossenos), mas sera
necessario utilizar, nas demonstracoes, as formulas do seno hiperbélico da soma
e do cosseno hiperbdlico da soma. Por este motivo, introduziremos as férmulas

mencionadas.

Proposicao 19 Sao vdlidas as sequintes relagoes:
(1) sinh(x + y) = sinh x coshy + sinh y cosh x;

(2) cosh(z + y) = cosh z cosh y + sinh z sinh y.
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Prova. Provaremos, primeiramente, a férmula em (1).
sinh x cosh y 4 sinh y cosh z =

() () () ()

4
2Tty — e—(@+y) aty _ o—(z+y)
= (c 46 ) = (c 26 ) = sinh(z + y)

Faremos, a seguir, a demonstracao da formula em (2).

cosh x coshy + sinh x sinhy =

() (5 () )

ex-i—y —+ ex_y —+ ey_w + e_(x“l‘y) —+ e$+y . ey_x — e$_y —+ 6_(37"!‘:’4)

4

9Tty —(z+y) Tty —(z+y)
_ e Ze ) _Le +2€ ) _ cosh(z + y)

Teorema 15 (Lei dos Senos e Lei dos Cossenos) Seja ABC um triin-
gulo qualquer, no plano hiperbolico, com angulos internos fl, B e C e lados
BC =a, AC =b e AB = c. Entdo, sdo vilidas as sequintes relagoes:

sin A sin B sin ¢

(1)sinha - sinh b - sinh ¢

(2) cosh ¢ = cosh a cosh b — sinh a sinh b cos

cos Acos B + cosC

sin Asin B

(3) cosh e =

Prova. Primeiramente, cabe fazer uma observagao: o tridngulo ABC' (figura
3.17) foi desenhado considerando o vértice C' coincidente com o centro da
absoluta, apenas para facilitar a visualizagdo. A demonstracao realizada a
seguir sera valida para um triangulo com vértices quaisquer no interior do
disco de Poincaré.

Na figura abaixo, o segmento OH = d é perpendicular a AB. Assim, conside-

rando as medidas dos lados designadas no enunciado e os segmentos marcados


DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 1512253/CA


PUC-RIo- CertificagaoDigital N° 1512253/CA

Capitulo 3. Geometria Hiperbdlica 90

Figura 3.17: Triangulo Hiperbdlico

na figura e levando em conta as férmulas do teorema 14, tem-se que

sin A B sinh d ~ sin B B sinh d
sinha sinhasinhbd’ sinhb  sinhasinhb

Portanto, ji estd satisfeita primeira igualdade em (1). Para provar a segunda
igualdade, obteremos as fung¢oes trigonométricas de CieCye aplicaremos a

féormula do seno da soma:

O sinh m A tanh d
sinC}{ = ———: cos(C| =
' sinhb’ '™ tanhb
O sinhn A tanh d
sin Cy = : cosCy =
27 Sinha >~ tanha

sinC = sin(él + 02) = sin €} cos Cy + sin Cy cos Gy =

~ sinhb tanha + sinha tanhd tanh d.

sinhm tanhd sinhn tanhd sinh m cosh a + sinh n cosh b (%)
sinh a sinh b

Pela férmula (2) do teorema 14, tem-se que cosha = coshncoshd e coshb =

cosh m cosh d. Substituindo as referidas relagoes em (), obtemos:

sinh a sinh b

sinhd [ sinh m cosh n cosh d + sinh n cosh m cosh d
coshd’

_sinh d(sinh m cosh n + sinh n coshm)

= (%)

sinh asinh b
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Pela proposi¢ao 19, tem-se que sinhm coshn + sinh n coshm = sinh(m + n).
Substituindo, em (x%) o primeiro membro de igualdade referida pelo segundo,

chegamos a:
sinhdsinh(m +mn)  sinhdsinhc

sinh a sinh b ~ sinhasinhb
sin C' B sinh d
sinhc¢  sinhasinhb

Assim, do mesmo modo, se tem que encerra a demons-
tracao de (1).

Para a prova de (2) utilizaremos a férmula do cosseno da soma:
cos C' = cos(C + Cy) = cos C cos Cy — sin C sin Cy =

B tanh? d sinh m sinh n
~ tanhatanhb sinh a sinh b

. tanh?d cosh a cosh b — sinh m sinh n
cosC =

sinh a sinh b
sinh a sinh b cos C' = tanh? d cosh a cosh b — sinh m sinh n

. 192
sinh a sinh b cos €' = sinh”d COS];I acoshb — sinh msinh n
cosh” d

(cosh*d — 1). cosh a cosh b
cosh? d
cosh a cosh b

sinh a sinh b cos C' = cosh a cosh b — —————— —sinhmsinhn
cosh” d

— sinh m sinhn

sinh asinh bcos €' =

h hb
Pela férmula (2) do teorema 14, tem-se que coshd = cosna_ COSY Dal,
coshn  coshm

segue que

cosh a cosh b

sinh a sinh b cos C' = cosh a cosh b — — sinh msinhn
cosha coshb

coshn coshm
sinh a sinh b cos C' = cosh a cosh b — (cosh m cosh n 4 sinh m sinh n)
sinh a sinh b cos C' = cosh a cosh b — cosh(m +n)
sinh a sinh b cos C' = cosh a cosh b — cosh ¢
cosh ¢ = cosh a cosh b — sinh a sinh b cos C

Finalmente, provaremos a rela¢ao em (3):

cosh csin Asin B = cosh a cosh bsin Asin B — sinh a sinh bsin Asin B cos C =

sinh d sinhd b asinh b sinh d sinh d o
sinh a sinh b SR @ SHI D sinha sinhb’ cost =

= cosh a cosh b.


DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 1512253/CA


PUC-RIo- CertificagaoDigital N° 1512253/CA

Capitulo 3. Geometria Hiperbdlica 92

sinh? d A sinh? d A
=" "  _ sinh%d = —— h?d—1 C=
tanh a tanh b St o8 tanh a tanh b (cos ) cos
sinh? d N N
= cosh®d =
P —— cos cosC + cosC
sinh? d tanh? d sinh m sinh n A
=————— —cosh®d — C =
tanh a tanh b o8 (tanh atanhb sinh a sinh b ) +cos
sinh m sinh n cosh? d n & sinh m sinh n cosh @ cosh b n &
= cosC = cosC =
sinh a sinh b sinh a sinh b cosh n cosh m

sinhm sinhn
coshm coshn ~,  tanhm tanhn

= Snhb  sinha +cosC = tanhb tanha 4+ cosC = cos Acos B + cos C'
coshb cosha
o que prova a férmula em (3). [

E relevante destacar que, além das relagoes trigonométricas hiperbodlicas
acima elencadas, existem relagoes trigonométricas entre o angulo de parale-
lismo e o comprimento de paralelismo correspondente (defini¢do 24), as quais

serao apresentadas e demonstradas adiante.

Teorema 16 (Férmula de Lobatchevski-Bolyai) Seja u uma reta hiper-
bolica e v e w retas paralelas a u passando pelo ponto A. Nestas condigoes, se
a € o angulo de paralelismo e d é o comprimento de paralelismo, entao

d

_ t a
e " =tan -
2

Prova. Para tal demonstragao, devemos esclarecer, primeiramente, que o raio
do disco de Poincaré terda medida 1 e sera utilizado k=1.

Dadas as retas u, v e w na forma do enunciado, apliquemos uma inversao que
faga com que a reta inversa de u (r) passe pelo centro do disco de Poincaré, de
tal modo que o pé da perpendicular baixada coincida com O, centro do disco
de Poincaré. O inverso de A serda P e a inversa de v serd s (figura 3.18). A
inversa de w nao foi mostrada acima.

O e-segmento PQ é tangente ao circulo que contém s, do mesmo modo que
QX também é um e-segmento tangente ao mesmo circulo, donde se conclui
que PQ = QX =y (e-segmentos de mesma medida).

Ademais, como a inversao é conforme, conclui-se que OPQ tem a mesma
medida do angulo de paralelismo «. Como a inversao preserva a razao cruzada,

segue que dp (O, P) corresponde a medida do segmento de paralelismo d.

1
Da figura acima, observamos que d,(O, P) = d = In (#), em que x é o

comprimento euclideano do segmento OP. Dai segue que,
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1 41
e se=5 )

frd é _
1—=z ed +1

Considerando as medidas dos segmentos euclideanos destacadas na figura e

e
aplicando o teorema de Pitagoras ao triangulo O P(Q), obtemos o seguinte

Pl (-’ P =ty -yl 2y =Pl y=" 5~ (2

Na figura 3.18, esta tracada a bissetriz do angulo OPQ = a e estd destacada
a distancia euclideana de O ao pé da bissetriz (m). Aplicando o teorema da

Bissetriz Interna ao triangulo O P(Q), obtemos:

z Y

mzl—y—m

ym =1x — Yy —ITm

(@ +y)m=ux.(l-y)

r+y

Substituindo (2) em (3), obtemos

Figura 3.18: Ilustragao para prova da féormula de Lobatchevski-Bolyai
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2
x'(l_ﬂf +1)
2

m =

N r?+1
x
2
NP - v.(l—x)
Fazendo as simplificagbes necessarias chegamos a m = B Dai segue
x
que
1—
tan o =" = 27Ty
2 x 1+2
Substituindo (1) em (4), obtemos
d
—1
Q@ 1- 6cl 1
tan = €1
2 14 e’ —1
ed+1
Expandindo e fazendo as simplifica¢cbes necessarias, chegamos a
- —d
tan — = e
2
como queriamos demonstrar. [ ]

A primeira observacao relevante apds a demonstracdo acima é que
o angulo de paralelismo « é sempre agudo, pois, com a inversao circular
apresentada na figura 3.18, a corresponde a um angulo de um tridngulo
retangulo euclideano.

E importante destacar, ainda, que, como a funcdo exponencial é bijetora

T
e a funcao tangente é bijetora no intervalo | 0, 5] a féormula de Lobatchevski-

Bolyai permite estabelecer uma bijecao I1: R;\{0} — O,g , que associa a

cada medida de segmento t o seu correspondente dngulo de paralelismo TI(t).
Um fato extremamente relevante sobre a funcao Il é que ela é decrescente,
ou seja, quanto maior o angulo de paralelismo, menor a medida do segmento

correspondente e vice-versa. Para verificar o afirmado, basta observar a fungao
, . ™ ~ -1 .
tangente é crescente no intervalo | 0, 5 e a funcao exponencial é estritamente

crescente. Dai, segue que

() LG

[(t,) > II(t;) < tan — > tan 5 @ e >se et >ty t <ty

Além da féormula de Lobatchevski-Bolyai, existem outras que relacionam

o segmento de paralelismo e o segmento de paralelismo correspondentes, que
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serao expostas na proposicao a seguir:

Teorema 17 (Outras Férmulas) Ainda existem as sequintes formulas tri-
gonométricas que relacionam o comprimento de paralelismo (t) com o dngulo

correspondente TI(t):
(1)sinht = cotII(t); (2)cosht = cscIl(t); (3)tanht = cosII(?)

Prova. Para demonstrarmos as féormulas acima, partiremos da férmula de
Lobatchevski-Bolyai e utilizaremos identidades trigonométricas e manipulagoes

algébricas. Sabe-se que

II(¢t
2tan é)
tanIl(t) = —=—
1 — tan? @
2
I1(t
Dai, como tan é> = e, segue que
2et
tan H(t) = 1_76_%
Tendo em vist (TI(f) = — = ch
endo em vista que co = ———— chegamos a
q tan I1(t)’ &
1—e 2
tI(t) = ——
cot I1(%) Dot

Multiplicando o numerador e o denominador do segundo membro da igualdade

acima por e’, obtemos

t -t
cotII(t) = % =sinht

Assim, estd provada a férmula (1).
Para (2), utilizaremos a identidade cosh®¢ — sinh®¢ = 1. Substituindo (1) na

identidade mencionada, obtemos
cosh®t — cot?TI(t) = 1

1+ cot?TI(t) = cosh®t

Como 1 + cot?TI(t) = csc?TI(t) e tanto cscII(t) quanto cosht sdo positivos,

conclui-se que cscII(t) = cosht.
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Por fim, concluiremos (3) com base em (1) e (2):

cos I1(t)
sinht  sinTI(¢)
tanht = = = II(¢
an p— 1 cos I1(?)
sin I1(¢)

|

Agora, estamos em condigoes de justificar o motivo pelo qual a constante

de Schweikart é uma constante universal do mundo hiperbdlico, que fornece
uma unidade natural de comprimento: é o comprimento da altura, relativa a

hipotenusa, de um tridngulo retangulo hiperbdlico de lados infinitos.

Figura 3.19: Constante de Schweikart

Na figura 3.19, tem-se que a reta hiperbdlica r é paralela as retas

hiperbdlicas s e t e o comprimento de paralelismo p esté associado ao angulo de
T

paralelismo —. Note que, se k = 1 e o raio da absoluta tem medida 1, tem-se,

de uma das formulas do teorema 17, que
sinh p = cot II(p) = sinhp = cot % = sinhp =1,

o que contribui para simplificar muitos calculos posteriores. Sob essa condi¢ao
p = In(1 ++/2). De fato,

5 p=In(1++?2)

2 4 2¢/2
:1:(61))2—2@?—1:0:61’:2\/_:

Deste modo, o comprimento hiperbélico p tal que sinh p = 1, serd tomado
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como nossa unidade natural de comprimento no plano hiperbdlico. Assim,
ao contrario do que ocorre na Geometria Euclideana — em que as unidades
de medida de segmentos sao tomadas de forma arbitraria —, na Geometria
Hiperbdlica, existe uma unidade de comprimento que surge da propria teoria
desenvolvida.

Para encerrar esta subsecao, serd enunciada e provada uma férmula para
a area do circulo hiperbodlico. Mas, antes, temos a necessidade de provar uma
formula para o comprimento do circulo hiperbdlico e mais uma proposicao

auxiliar.

Proposigao 20 (Comprimento do Circulo Hiperbdlico) O compri-

mento C' do circulo hiperbolico é dado por 2msinhr.

>

[}

Figura 3.20: Ilustracao para a prova do comprimento e da area do circulo

Prova. Na figura 3.20, estda representado um poligono hiperbdlico regular
inscrito num circulo de raio r. Por questao de comodidade, o circulo foi
construido com o seu centro coincidente com o centro do disco de Poincaré,
mas a demonstracao a ser realizada a seguir vale de modo geral (o disco de
Poincaré nao aparece na figura).

Para a referida prova, utilizaremos o método da exaustao. Assim, o compri-
mento do circulo sera calculado como C' = lim,,_,o, p,, em que p,, € o perimetro

de um poligono de n lados inscrito no circulo. Como o poligono ¢é regular e
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possui n lados, tem-se que cada lado tem medida Pn Tendo em vista que o
n

triangulo O P, P, da figura é isosceles e OH é perpendicular a P P,, segue que

P, =
2n 5
A T _
Uma vez que o angulo central P OP; tem medida — e OH ¢é bissetriz, segue

n
R 70
que HOP, tem medida —.
n

Denotando p,, por p, por questao de simplicidade e aplicando a férmula (1) do

teorema 14, obtemos

. p
sinh — D -
sin — = ——=~ 21— ginh - = sin —.sinhr
n sinh r 2n n

T
Utilizando as expansoes de Taylor para sinh — e sinh 23, chegamos a
n n

1 ’ 1 ’ 1 ’ 1 ’
i*gu(i) +y(i) *“':Smmln‘gl@ +5'(Z) ‘]
1 ’ 1 ! 1 ’ 1 !
”3!(52) *5'(2};) 1 :Zsmhrll‘a;@ +5!(Zi) ‘]

Multiplicando os dois termos da ultima igualdade acima por 2n, obtemos

2 4 2 4
1({p 1({p . 1 (= 1(n
1 — | = — | — PP :2 h 1—* — - | — T e
+ﬁn(2n) +ﬁﬂ(2n> + e T[ 3!(n) +5!(n) ]

Tomando, nas expressoes acima, o limite quando n tende a infinito, chegamos,

N

p

on’

p-

finalmente, a C' = 27 sinh r, como queriamos demonstrar. [ |
Enunciaremos e provaremos, na sequéncia, uma formula de suma impor-

tancia para a demonstragao da area do circulo.

Proposicao 21 Seja ABC' um triangulo retangulo hiperbolico, com angulos
internos 121, Be C’, este ultimo reto. Nestas condicoes, denotando o defeito de
ABC por K e considerando a notacao usual para os lados do triangulo, tem-se
que

K
tan — = tanh g. tanh —
2 2 2

Prova. Primeiramente, devemos observar que o defeito do tridangulo retangulo
ABC' é dado por
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Ademais, tem-se que, de modo geral,

r coshx —1
tanh? = =

2 coshz +1
De fato,
et + e " e —2+e" et —2+e’"
coshx—l_ 9 —1 9 4 B
coshz+1 et +e® T4 24e T T 424
2 +1 2 4

Finalmente, provaremos a formula referente a proposicdo acima:

20 o b cosha—1 coshb—1
tanh 2.tanh 2 cosha+ 1 coshb+1 (1)

cos A cos B
Substituindo, em (1), cosha e coshb por ——= e por — (teorema 14), e

. ~ . sin B sin
fazendo as simplificagoes necessarias, obtemos

) A D) o)
2 2 (cos A+ sin B).(cos B +sin A)

cosfl—cos (;T—l%) .| sin (g—é) —sinfl
~ 1 1 e

cosfl—l—cos (;T —B) .| sin (g —é) +sinf1

Utilizando, em as identidades trigonométricas

Tr+y r—y

: oy — 2 . o siny — 2 '

sinz + siny sin 5 cos 5 sinz — siny sin 5 cos 5
Tty T =Yy . Tty . x—yY

COS T + cosy = 2 cos 5 . CO8 5 COST — COsy = —2sin 5 .sin 5

chegamos a

cos/Al — CoS (;T — l%) = —2sin (

Y
|
[\ UJ>
+
Dol 3
N———
=.
=
//
s
+
(] U:J>
|
ol
N———
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[\

2 )
R . A-B+Z

cosA+cos| —— B | =2cos % .cos [ ——=
—_— X A-B+ X T _(A+B)

sin[ - — B | +sinA = 2sin 2 s 2

2 2 2

Substituindo as igualdades acima em (2) e fazendo as devidas simplificagdes,
A+B-T

sin % sin

A
COsS | ——————

b K K K
tanh? g. tanh? 3 = —tan ( — 2) .tan — = tan® —

chegamos a

b
tanh? 2_ tanh? — = —
2 2

+
[N} UU)
|
2ol
N~ —
(@)
o
3}
N
|
DO
+
wuy
N————

Logo,

K
Como — ¢ um angulo agudo, sua tangente é positiva e, assim, concluimos que

a b K
tanh 7 tanh 5= tan > |
Finalmente, utilizando a férmula provada acima, demonstraremos a area

do circulo hiperbélico.

Teorema 18 (Area do Circulo Hiperbélico) A drea de um circulo hiper-

r
bélico de raio v é dada por 4w sinh? 3

Prova. A primeira observacao necessaria é que a medida a, do apétema OH
tende a r quando n tende a infinito, o que é visualmente claro, pois, a medida
que n aumenta, os lados do poligono regular se tornam cada vez menores a,, se
torna cada vez maior, se aproximando de . De modo mais formal, considerando
uma das relagoes trigonométricas do teorema 14, tem-se que

m  tanha,

cos — =
n tanh r

T
= tanha,, = cos —. tanhr
n

Tomando, na expressao acima, o limite de n quando n tende a infinito, tem-se
que, como cos é continua e tanh é um homeomorfismo, a,,, de fato, se aproxima
de r, o que prova a afirmacao. A partir de agora, o apotema serda denotado

simplesmente por a.
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Nos mesmos moldes do que foi feito para obter o comprimento do circulo,
calcularemos a area do circulo a partir do limite da area K,, do poligono regular
inscrito no circulo, quando n tende a infinito, ou seja A = lim,,_,, K,,. Ou seja,
utilizaremos o método da exaustao.

A area do poligono de n, corresponde ao seu defeito, que nada mais é do que
a soma dos defeitos dos 2n tridngulos retdngulos congruentes a O H P,. Assim,

se o defeito de OHP, é D e K,, é a area do poligono regular, entao

Kn:2n.D:>D:&
2n

Por questao de simplicidade, denotaremos, a partir de agora a area do poligono
regular por K.

Se aplicarmos a férmula da proposicao 21 ao triangulo OH P, da figura 3.20,
obtemos

D K P a
—_— = _— = _ h —
tan 5 tan n tanh n tan 5

K
Pela expansao de Taylor de tan 1 © tanh 42, obtemos
n n

3 5 3 5
K 1(K 2 (K |l 1f0p 2 (p a
4n+3(4n) +15(4n) s Ln 3<4n) +15<4n> ]'ta“hz

Multiplicando, por 4n, os dois termos da igualdade acima, obtemos

2 4 2 4
KK oKk [ K p( p 2p ( p a
K+—|= uialelll kel o= pE £ LlLEY o] tanh =
T3 (am) 5 (am) + [p 3<4n) 15 <4n tanh o

Tomando lim,, .., em ambos os lados da igualdade e lembrando que a area
A é dada por lim,_,,, K, que lim,_,..p = C = 27wsinhr e que a tende a r,

chegamos a

A= C.tanhg = A= QWSinhrtanhg

Para obtermos a formula da area do circulo, devemos observar que sinhr =

r r
2 sinh 3 cosh —. De fato, da primeira férmula da proposicao 19, tem-se que

T r r r r r r
inh7 = sinh | = + = | = sinh ~. cosh = + sinh —. cosh = = 2sinh —. cosh -
sinh 7 = sin ( 5 + 2) sinh 7. cosh + sin 5 cosh o sinh . cosh o
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Dai, segue que

r
sinh —
A =27.| 2.sinh C. cosh r .tanh T 4. | sinh i. cosh r 7%
2 2 2 2] cosh —
2
Portanto,
A = 47 sinh? r
2
como queriamos demonstrar. [ |
3.1.4

Construtibilidade no Plano Hiperbdlico

Vimos, na subse¢ao 3.1.1, como sao realizadas as construcoes da reta e
do circulo no modelo do disco de Poincaré, tendo sido concluido, com base
nas referidas construgoes, que a régua e o compasso, no modelo estudado,
podem ser pensados como usos um pouco mais sofisticados dos instrumentos
ja conhecidos e utilizados no contexto da Geometria Tradicional. Deste modo,
¢ possivel perceber que a nogao de construtibilidade com régua e compasso
também faz sentido na Geometria Hiperbdlica.

No entanto, como o modelo estudado é o do disco de Poincaré — que
atribui novo significado a figuras ja conhecidas da Geometria Euclideana —, é
necessario que se tenha um certo cuidado para que nao se confundam as nogoes
de construtibilidade euclideana e hiperbdlica, ja que as construgoes realizadas
no modelo anteriormente mencionada tém por base a Geometria Tradicional.
Assim, denotando o disco de Poincaré por ID?, é conveniente estabelecer as

seguintes definig¢oes.

Definigao 30 (E-construtivel) Um ponto P € D? ¢ dito E-construtivel
quando pode ser obtido, com régua e compasso, a partir dos pontos iniciais,
por meio de construgoes euclideanas, ou seja, por meio da intersecao de retas

euclideanas, de retas e circulos euclideanos, ou de circulos euclideanos.

Definigao 31 (H-construtivel) Um ponto P € D?* ¢é dito H-construtivel
quando pode ser obtido, com régua e compasso, a partir dos pontos iniciais,
por meio de construgoes hiperbolicas, ou seja, por meio da intersecao de retas

hiperbolicas, de retas e circulos hiperbolicos, ou de circulos hiperbolicos.

Alguns pontos sdo simultaneamente E-construtiveis e H-construtiveis, o
que pode ser exemplificado pelo ponto O (origem). Outros exemplos ajudarao

a aclarar as definigoes.
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Figura 3.21: Ilustragao - Ponto E-construtivel e ponto H construtivel

Figura 3.22: Ilustracao — Reta Hiperbdlica
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Na figura 3.21, o ponto P é H-construtivel, uma vez que é a intersecao
de duas retas hiperbdlicas (arcos de circulos perpendiculares a absoluta). Ja o
ponto @) ¢ E-construtivel, haja vista que ¢ a intersecao de duas retas euclideanas
que nao passam pelo centro do disco de Poincaré.

No segundo exemplo 3.22, relembramos a construcao da reta hiperbélica
que passa por dois pontos A e B. Para realizarmos tal construcao, obtemos o
ponto inverso A’ de A e, em seguida, desenhamos as mediatrizes dos segmentos
euclideanos AA’ e AB’, que se intersectardo no ponto O,, que é o centro do
circulo que contém o arco que representa a reta procurada.

O ponto A’ esta no exterior do disco de Poincaré, de modo que é apenas
E-construtivel. Do mesmo modo, as mediatrizes tracadas para obter O, sao
apenas E-construtiveis. No entanto, o arco de circulo que passa por A e B
¢ H-construtivel, j& que representa a reta hiperbolica que passa pelos pontos
mencionados.

Infere-se, do que foi estudado no Capitulo 2, se¢oes 2.2 e 2.3, que o con-
junto dos comprimentos que podem ser construidos, com régua e compasso, no
plano euclideano (F) é um corpo, considerando as construgoes anteriormente
realizadas, relativas a adicao, subtracao, multiplicagao e divisao de segmentos.
Ademais, por convencao, 0 € E e se considera que um numero real negativo
s € E se, e somente se, |s| é construtivel. Observa-se, também, que o conjunto
E é fechado sob a operagao de raiz quadrada, no seguinte sentido: se a medida
m € E, entao /m € E.

Outro fato importante que foi exposto nas segoes supracitadas é que um
angulo a pode ser construido com régua e compasso no plano euclideano (E?)
se, e somente se, suas fungoes trigonométricas sao construtiveis. Para verificar
este fato, basta considerar o tridngulo retangulo de hipotenusa 1 que tem um
dos angulos congruente a «; os demais casos recaem na hipotese de o agudo.

Apébs termos relembrado os principais fatos sobre a construtibilidade
no plano euclideano, introduziremos um teorema que estabelece a condicao
necessaria e suficiente para que seja possivel construir um comprimento ¢ no

plano hiperbélico (H?).

Teorema 19 (Mordukhai-Boltovskoi) Um segmento de medida t é cons-
trutivel com régua e compasso no plano hiperbolico se, e somente se, sinht € F,

cosht € E ou tanht € E, sendo estas condigcoes equivalentes.

O teorema acima enunciado foi demonstrado pelos matematicos russos
Mordukhai e Boltovskoi. Uma referéncia para o referido teorema, em Lingua
Inglesa, é o livro [3] que, em seu Capitulo 11, pp. 254-275, apresenta a prova

de tal resultado. Também hd mencao ao teorema 19 em [12], p. 482.


DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 1512253/CA


PUC-RIo- CertificagaoDigital N° 1512253/CA

Capitulo 3. Geometria Hiperbdlica 105

Com base no teorema acima enunciado, estamos em condigoes de de-
monstrar o resultado a seguir, que diz respeito a construtibilidade de angulos

hiperbdlicos.

Teorema 20 Um angulo o pode ser construido, com régua e compasso, em

H? se, e somente se, é construtivel no plano euclideano.

Prova. Seja @ um angulo no plano hiperbdlico. Considere um triangulo retan-
gulo hiperbélico em que um dos angulos internos é «, de hipotenusa de medida
correspondente ao segmento de Schweikart (p), tal que sinhp = 1. Denotando
o cateto oposto a a por a, tem-se, de uma das relagoes da trigonometria hi-

perbdlica, que
sinha sinha

sino = = sinh a

sinhp 1
Suponha que o« possa ser construido com régua e compasso em E2. Deste
modo, sina € FE e, por via de consequéncia sinha é construtivel no plano
euclideano. Dali, segue, pelo Teorema 19, que o segmento a é construtivel no
plano hiperbdlico. Como a hipotenusa do tridngulo também ¢é construtivel,
por ser a unidade, conclui-se que é possivel utilizar a régua e o compasso para
construir o outro cateto do triangulo retangulo, de modo que o triangulo ¢é
construtivel no plano hiperbdélico, bem como o angulo a.
Reciprocamente, suponha que « é construtivel com régua e compasso em H?Z.
Deste modo, é possivel construir um triangulo retangulo hiperbdlico com um
dos angulos internos de medida «, hipotenusa de comprimento p e cateto oposto
a a de medida a. Assim, o comprimento a é construtivel no plano hiperbélico.
Em tal tridngulo, vale sin @ = sinh a. Como a pode ser construido com régua e
compasso em H?, tem-se, pelo Teorema 19, que sinh a é construtivel no plano
euclideano e, portanto sina € E. Dali, segue que a é construtivel no plano
euclideano. [ ]

Decorre imediatamente, do teorema 20, o fato de que, em geral, nao é
possivel realizar a trisseccao de um angulo, com régua e compasso, no contexto
da Geometria Hiperboélica. Ou seja, o problema classico da trisseccao do angulo
tem uma solucao trivial na Geometria Hiperbolica.

Outro corolario do teorema 20 ¢é o fato de que um poligono regular de
n lados é construtivel no plano hiperbdlico se, e somente se, é construtivel
no plano euclideano. Para verificar este fato, basta observar que um poligono
regular de n lados tem um angulo central associado de medida all

Os teoremas apresentados nesta subsecao serao fundamgltais para o
estudo do problema da quadratura do circulo no plano hiperbélico, que sera

desenvolvido no Capitulo 4.
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4
Quadratura do Circulo no Plano Hiperbdlico

4.1
Construcdo de um Quadrado e de um Circulo de mesma Area no Modelo

do Disco de Poincaré com Régua e Compasso Euclideanos

Na presente secao, serda apresentado um exemplo de construcao de um
quadrado e de um circulo de mesma area no modelo do disco de Poincaré,
baseada no artigo [2], publicado em 2014. A construgao ocorrerd no plano
euclideano, com régua e compasso euclideanos. A construtibilidade hiperbélica
(i. e., intrinseca) de tais objetos decorre dos teoremas 19 e 20 da Subsecao 3.1.4.

Em verdade, sera realizada a construcao de um caso particular, em que o
centro do quadrado e do circulo coincidem com o centro O do disco de Poincaré,
o que nao implica perda de generalidade. Para realizar tal intento, a primeira
observagao necessaria é que sera utilizada a férmula de distancia do referido
modelo, com £ =1 e com o raio da absoluta igual a 1. Assim, o comprimento

OX, de um segmento que passa pelo centro do disco é dada por

(1+x>
In
11—z

em que z é a distancia euclideana entre O e X.

E relevante destacar, também, que o quadrado, na Geometria Hiperbé-
lica, ¢ um poligono com quatro lados congruentes e quatro angulos agudos e de
mesma medida, ja que o defeito de todo poligono, em tal Geometria, é sempre
positivo (proposigao 16).

Pela definicao 29, a area do quadrado corresponde ao seu defeito, isto ¢,
a diferenca entre a soma dos angulos internos que tal poligono teria na Geo-
metria Euclideana (27) e a que efetivamente tem na Geometria Hiperbélica.
Denotando por ¢ o angulo interno do quadrado, concluimos que a sua area é
dada por 27 — 4o.

Considere-se, agora, um circulo centrado em O, em que a outra extremi-

dade de um dos raios é P, tal que a distancia euclideana de O a P é 7 Dai,
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segue que
1 3
1+ °
dp(O,P) =1n (%) =In (%) =1In3
1— = -
2 2

Uma vez obtida medida hiperbdlica do raio do circulo (In 3), concluimos

que a sua area sera dada por

T A nva e\ 7 V3- %Y
4(2) :4ﬁ_(€26> :M( : f)

. , 47
Como queremos construir um quadrado de mesma area 5 devemos

obter o angulo interno o:

4 4 2
2W—4J:§:>40:27T—§:>4a:§:>0:%

A . . ™ ; ,
Note que o angulo assim obtido [ o = 3 pode ser construido com régua

e compasso do ponto de vista euclideano e, portanto, também é construtivel
no plano hiperbélico (teorema 20).

Além disso, observe que o comprimento hiperbdlico do raio (In 3) é cons-
trutivel em H? pelo teorema 19, haja vista que sinh(In 3) é um ntimero racional
e estd em E; o comprimento do raio também é euclideanamente construtivel,
pois sua medida euclideana corresponde a metade do raio euclideano da abso-
luta.

Vejamos como construir, com régua e compasso, o quadrilatero regular
hiperbdlico e o circulo de area l, ambos contidos num disco de Poincaré
(também construido). Note que a construgao dos trés objetos é imbricada: eles
nao sao construidos independentemente.

Pelos teoremas 19 e 20, da subsecao 3.1.4, segue, da construtibilidade
euclideana, que tal exemplo poderia ser obtido intrinsecamente no plano
hiperbdlico (i. e., com régua e compasso hiperbélicos), embora nao tenhamos
uma receita explicita.

Para realizarmos a construcao, devemos proceder da seguinte forma:

1 — construir dois triangulos ABC e ADK congruentes e refletidos,
com angulos internos E, T e Z, de tal modo que o angulo 121, de medida z,
seja comum aos dois tridngulos (figura 4.1). Para a realizar a construcao dos

triangulos, pode-se, primeiramente, construir um tridngulo equilatero e depois
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T
tracar a bissetriz de um dos angulos de medida 7 ou entao, considerar que os
tridngulos ABC e ADK tém um dos catetos com medida que corresponde a
metade da medida da hipotenusa. Os catetos BC' e DK, dos triangulos ABC

e ADK  respectivamente, terdao intersecao no ponto F;

A

Figura 4.1: Quadrado e Circulo de Mesma Area - Parte 1

Figura 4.2: Quadrado e Circulo de Mesma Area - Parte 2
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2 — tracar os circulos de centros B e D e raios de medida DFE = BE
(figura 4.2), que se intersectarao AB e AD nos pontos I e H, respectivamente.
Os arcos de circulos delimitados por E e F' e por E e H correspondem a dois
lados do quadrado que se pretende construir;

3 — obter o ponto O, que é o incentro comum aos dois tridngulos
retangulos. Para tanto, basta tracar duas das bissetrizes dos angulos de ABC
e ADK, que se intersectarao em O (figura 4.2);

4 — tracar uma circunferéncia, de didmetro OB, que cortara o circulo
centrado em B no ponto J. O segmento OJ, corresponde ao raio do disco de
Poincaré (a ser construido; figura 4.2);

5 — para obter o tultimo vértice e os outros dois lados do quadrado,
devemos fazer a reflexdo dos circulos dos centros B e D, pela e-reta ﬁ ,
suporte da diagonal oposta a E. Estes dois ultimos circulos terdao dois pontos
de intersecao, um dos quais é o vértice G do quadrado. Os arcos de circulo

delimitados por F' e G e H e GG sdo os outros lados do quadrado (figura 4.3).

Figura 4.3: Quadrado e Circulo de Mesma Area - Parte 3

6 — para construirmos o circulo de mesma area que o quadrado FFGH,
devemos lembrar que o raio do disco de Poincaré é OJ, que corresponde a
medida euclideana 1 e que o circulo a ser tragado tem centro O e raio euclideano

1
7 Assim, para desenhar o circulo em questao, basta obter o ponto médio N
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de OJ e tracar o circulo procurado, que tem raio ON. Apés desenharmos o

disco de Poincaré com raio O.J, a construgao estard finalizada (figura 4.4).

Figura 4.4: Quadrado e Circulo de Mesma Area - Construcio Final

Para justificarmos a construcao acima, demonstraremos as propriedades

da figura em proposicoes separadas.

Proposicao 22 Os triangulos DCE e BKE sdo congruentes, e, consequen-
temente, BE = DE.

Prova. Os triangulos ABC' e ADK foram construidos de tal forma a serem
congruentes. Assim, tem-se que ¢ = AB = AD (hipotenusas), b = AC =
AK (catetos opostos aos angulos B = D) e a = BC = DK (catetos opostos ao

angulo A). Dai, segue que

CD=AD—-AC=c—-»

BK =AB—-AK=c—-1b

Portanto, BK = CD. Ademais, CED = KEB, pois sao angulos opostos
pelo vértice, e, ainda, se tem, pela hipotese da construgao, que EDC=EBK.
Logo, pelo critério LAA, (lado-4ngulo-dngulo oposto), os tridngulos DCE e
BK FE sao congruentes, como queriamos demonstrar e, por via de consequéncia,

BE = DE. u
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Proposicao 23 AFE ¢ a bissetriz interna relativa ao dngulo A dos triangulos

ABC e ADK.

D

Figura 4.5: Justificativa — Construgdao do Quadrado e do Circulo de Mesma
Area - Parte 1

Prova. Na figura 4.5, vemos que os tridngulos congruentes DC'E e BKE sao
semelhantes ao tridngulo BCA, ja que todos estes tém os mesmos angulos
. ) T T T
internos de medidas 33 e —.
Da semelhanca entre os tridngulos DCE e BC'A, tem-se que

AC AB

CE DE
Mas DE = BE, donde se conclui que

AC 4B

CE BE
Considerando a ultima relagao acima, concluimos, com base na reciproca do
teorema da bissetriz interna aplicada ao tridangulo ABC, que AE é bissetriz

interna do angulo A. [

Proposicao 24 O ponto O, incentro do triangulo ABC, também ¢é incentro
do triangulo ADK .

Prova. Tracemos a bissetriz interna do angulo B do triangulo ABC'. A referida
ceviana encontrard AE no ponto O, incentro de ABC. Desenhemos, também,
o segmento DO (figura 4.5).
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Pelo critério LAL (lado-dngulo-lado), tem-se que os tridngulos AOD e AOB
sdo congruentes, j4 que A0 é lado comum, BAO = OAD e AB = AD pela

hipotese da construgao.

R . ABC A .
Consequentemente, ADO = OBA = — Mas, ABC = ADK, donde segue
A ADK .
que ADO = ——. Assim, % é bissetriz interna do angulo D do tridngulo

ADK. Como zﬁ também ¢é bissetriz interna de um dos angulos do triangulo
ADK, conclui-se que O também é incentro de ADK. [ |

Proposicao 25 A reta [ﬁ passa pelo ponto O.

Figura 4.6: Justificativa - Quadrado e Circulo de Mesma Area - Parte 2

Prova. Da figura 4.6, é possivel concluir que os triangulos HDO e EDO sao
congruentes pelo caso LAL, pois HD = DE (raios do mesmo circulo), DO é
lado comum aos triangulos e H DO = ODE, j4 que DO ¢é bissetriz do angulo
HDE = ADK, conforme provado acima (proposicio 24).

Do mesmo modo, com relacio os tridngulos £EDO e EBO, tem-se que DO =
BO, pela congruéncia entre os tridngulos AOD e AOB provada acima (pro-
posicao 24), ODE = OBE, j4 que BO e DO sao bissetrizes dos angulos D e
B de mesma medida e, ainda, DE = BE (proposigao 22). Assim, pelo critério
LAL, os triangulos EDO e FBO também sao congruentes.
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Por dltimo, mostraremos que os triangulos EFBO e FBO sao congruentes.
Os lados BF e BE sao raios do mesmo circulo; BO ¢ lado comum aos
dois tridngulos e, ainda FBO = OBE, pois BO é bissetriz do angulo B.
Consequentemente, os triangulos EBO e F'BO também sao congruentes.
Portanto, os triangulos HDO, EDO, EBO e FBO sao todos congruentes.
Dai, segue que HOD = DOE = EOB = BOF. Determinaremos o valor dos
angulos mencionados.

No tridngulo AEB, tem-se que o angulo BAE = % e ABE = g Dai, segue

s m Tm

que AEB = OEB = 71 — 3T 13 Pela congruéncia dos triangulos
T

provada anteriormente, tem-se que DHO = OED = OFEB = BFO = IR
Por conseguinte, nos triangulos HDO, EDO, EBO e FBO, os angulos do

7 R
vértice O tém medida 7 — % — % = %, donde se conclui que HOF =
HOD+DOE+EOB+ BOF mede 7. Logo, os pontos H, O e F sao colineares,
como queriamos demonstrar. [ |

Proposicao 26 Os pontos E, F, G e H sao os vértices de um quadrado

euclideano.

Figura 4.7: Justificativa — Construgao do Quadrado e do Circulo de Mesma
Area - Parte 3
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Prova. Da figura 4.7, é possivel verificar que os segmentos euclideanos EF, FG,
GH e HE tém a mesma medida. Para mostrar tal fato, basta observar que,
em virtude da simetria existente na construcao, os circulos que representam
as retas hiperbodlicas tém o mesmo raio e cada um dos segmentos ¢é lado
de um tridangulo em que os outros dois lados sao raios e que os angulos
opostos aos segmentos tém a mesma medida (g) Assim, pelo critério LAL,
os tridngulos O1HG, O,GF, BFE e DEH sao congruentes, donde segue que
EFF=FG=GH=HE.

Ademais, afirmamos que o angulo euclideano HEF mede g De fato, o

triangulo DEH é equilatero, pois DE = DH (raios do mesmo circulo) e H DE
mede g Por motivo analogo, BEF também ¢é equilatero.

No tridangulo DEH, tem-se que EC é altura, e portanto, também ¢é bissetriz.
Logo, CEH = g Como BEF ¢ equilatero, segue que BEF = g Mas,

BEF + CEH + FEH = 7 e, portanto FEH mede g Como os lados de
EFGH sao todos congruentes e tal quadrilatero euclideano tem um angulo de
medida E, conclui-se que EFGH é um quadrado.

Como EFGH é um quadrado euclideano, tem-se que suas diagonais EG e
FH sao perpendiculares e se intersectam no respectivo ponto médio. Segue,
do provado anteriormente (proposicao 25), que as diagonais se intersectam em

O, incentro dos triangulos. |
Proposicao 27 O ponto G estd sobre a reta jﬁ

Prova. Na figura 4.7, observa-se que o triangulo AHF ¢é isosceles, ja que
AB = AD e BF = DH (raios de circulos), donde se conclui que AH =
AD — DH = AB — BF = AF.

Como A é um dos angulos de tal triangulo e jﬁ é bissetriz, tem-se que jﬁ é

perpendicular a HF. Mas GFE também ¢é perpendicular a HF, j& que os dois
segmentos sao diagonais do quadrado euclideano EFGH. Como existe apenas

uma reta que passa por E e é perpendicular a H F', conclui-se que G esta sobre

AE. n

Proposicao 28 O segmento OJ ¢é perpendicular a BJ, raio do circulo que

contém a reta hiperbolica que passa por E e F.

Prova. J é o ponto de interse¢do do circulo centrado em B com o circulo de
didmetro OB (figura 4.4). Portanto, OJ e BJ sido perpendiculares, ji que

N T
o angulo inscrito OJB tem medida > correspondente a metade da do arco

OB = . Logo, o circulo de centro O e raio O.J é perpendicular ao de centro
B e raio BJ. |
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O circulo de centro O e raio OJ sera tomado como o disco de Poincaré, ja que o
arco de circulo centrado em B e que passa pelos pontos E e F' é perpendicular
ao disco referido e representard uma reta hiperbdlica.

Pela simetria existente na construcao, conclui-se que os demais circulos que
contém os segmentos de retas hiperbdlicas também sao perpendiculares ao

circulo de centro O e raio OJ.

Propoposicao 29 Os angulos do quadrildtero hiperbolico EFGH tém medida
T

G

Figura 4.8: Justificativa — Construgdo do Quadrado e do Circulo de Mesma
Area - Parte 4

Prova. Na figura 4.8, acima, a reta euclideana ﬁ ¢ tangente ao circulo com
centro D, que contém a reta hiperbdlica que passa por E e H, donde se
conclui que ESLDK e, por via de consequéncia, ES é paralelo a AK e

KAD = ESD = %.

Do mesmo modo, como a e-reta ﬁ ¢ tangente ao circulo que contém a reta
hiperbélica. que passa por E e T, ETLBC. Logo, ET é paralelo a AC e
BTE = BAC = %

Dai segue que, no quadrildtero euclideano ETAS (figura), hd um angulo de

5
medida % e dois angulos de % Uma vez que os angulos do quadrilatero devem
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somar 2w, tem-se que o angulo formado entre as retas tangentes ﬁ e ﬁ tem

. ™ A , . /7
medida % Ora, mas este angulo é o mesmo formado entre as retas hiperbdlicas

. ™ ;
que passam por ' e F e E e H e tem medida —, como queriamos demonstrar.
Mostraremos, em seguida, que o angulo formado pelos demais pares de retas

hiperbodlicas também mede %

Figura 4.9: Justificativa — Construgdo do Quadrado e do Circulo de Mesma
Area - Parte 5

Na figura 4.9, tem-se que, como FFGH é um quadrado euclideano (proposigao
26), EH ¢é paralelo a FG. Pela simetria existente na construgio, sabe-se que
o tridngulo BEF é equilatero, do mesmo modo que o triangulo O,GF'. Logo,
o angulo 0,FG mede g

O angulo EHD mede g, pois EDH é congruente a E'F'B e também equilatero,
por construcdo. Por conseguinte, o e-segmento AC' é paralelo ao raio O5F, ji
que formam angulos de mesma medida com os e-segmentos paralelos FH e
F@, respectivamente.

Como O,F é perpendicular a ¢, reta tangente ao circulo de centro Oy em F,
e AC LBC, segue, do paralelismo provado acima, que t; é paralela a BC'.

A reta ty é tangente ao circulo de centro B no ponto F' e, assim, é perpendicular

ao raio BF. Dai, segue que, como BF L DK, t, é paralelo a DK.


DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 1512253/CA


PUC-RIo- CertificagaoDigital N° 1512253/CA

Capitulo 4. Quadratura do Circulo no Plano Hiperbdlico 117

Do exposto nos paragrafos precedentes, deduz-se que o angulo formado entre
as retas hiperbdlicas que passam por E e F' e F' e G nada mais é do que o
angulo agudo formado entre as retas BC' e DK. Deste modo, como as retas
mencionadas intersectam-se em F, vé-se que CED tem a mesma medida do
angulo formado entre as retas hiperbélicas ﬁ e ﬁ

e o angulo

— CED =

No triangulo CED, tem-se que o angulo C' tem medida g
E

el

T
mede 3 pela hipdtese da construcao. Portanto, o angulo

Assim, o angulo entre as retas hiperbdlicas ﬁ e ﬁ mede %, como queriamos
demonstrar.

Pela simetria existente na construcao em relagao a reta ﬁ e pelas proposicoes
provadas acima, que garantem a existéncia de simetria também com relacao a

. . A 7/ 7.(—
reta AE, conclui-se que os demais angulos também medem & Observe-se que,

como jﬁ e ﬁ , passam por O, centro do disco de Poincaré, a reflexdo em
relacdo as referidas retas mantém as propriedades da inversao circular, dentre
as quais a preservagao de angulos. [ ]

As proposicoes provadas acima garantem a validade da construcao eu-
clideana do quadrado hiperbélico com o dngulo interno pretendido % Quanto
ao circulo de mesma area, sua validade decorre pelas operacoes realizadas
anteriormente, pelas quais obtivemos que o seu raio teria medida euclideana
equivalente a metade do comprimento euclideano do raio do disco de Poincaré
(0J), tomado como unidade.

A construcao do quadrado hiperbdlico pode ser realizada para qualquer
angulo interno construtivel. Para verificar tal fato, basta observar que algumas
das propriedades provadas acima nao dependeram da medida do angulo
considerado e mesmo aquelas em que foram utilizadas medidas de angulo
podem ser provadas considerando um valor genérico de angulo «; é o que
se verifica nas figuras abaixo.

Considerando os dngulos marcados na figura 4.10, é possivel verificar as
mesmas congruéncias e semelhancas de tridngulos verificadas nas demonstra-
¢oes das proposigoes 22, 23 e 24, de modo que sao validas as conclusoes de que
BE = DE e de que AFE 6 bissetriz do angulo A dos triangulos ABC e ADK.

Na figura 4.11, é possivel verificar que os triangulos OAB e OAD sao
congruentes pelo caso LAL, j4 que AB = AD, BAO = OAD = % e AO
é lado comum aos dois triangulos euclideanos. Portanto, do mesmo modo,
DO = BO.

Tendo em vista os angulos marcados na figura 4.11, que DH = DE =
BE = BF e que BO = DO, conclui-se que, da mesma forma que na prova
da proposicdo 25, que os triangulos HDO, EDO, EBO e FBO sao todos
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Figura 4.10: Ilustracao para a prova da validade das proposicoes 22, 23 e 24
para angulos em geral

Figura 4.11: Ilustracao para a prova da validade da proposi¢ao 25 para um
angulo qualquer


DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 1512253/CA


PUC-RIo- CertificagaoDigital N° 1512253/CA

Capitulo 4. Quadratura do Circulo no Plano Hiperbdlico 119

congruentes.

O triangulo AEB tem dois angulos internos de medida % e g - «a,

respectivamente. Logo, podemos obter a medida do angulo AEB = OFEB:

T+«

%—i—g—a—l—OEB:WéOEB:

Pela congruéncia dos tridngulos H DO, EDO, EBO e FFBO, foram mar-
cados todos os angulos que estao na figura. Assim, conclui-se que, analoga-
mente ao ja provado acima, que HOD = DOE = EOB = BOF = %, donde
segue que o angulo formado entre HO e OF tem medida 7. Logo, os pontos

H, O e F sao colineares.

D

Figura 4.12: Tlustracdo para a prova da proposicao 26 para angulos quaisquer.

Na figura 4.12, é possivel verificar que sao validos os mesmos fatos pro-
vados quando da demonstracao da proposicao 26: pela simetria da construcao,
os triangulos HED, EFB, GHO; e FGO, sao todos congruentes e isosce-
les, ja que os lados de tais triangulos sao raios de circulo com mesma medida
e o angulo formado por estes lados sao congruentes, com medida g —a. A
unica ressalva a ser feita é que, no caso geral, os tridngulos referidos sao isés-
celes e nao equildteros. A congruéncia dos tridngulos referidos garante que
EF=FG=GH=HE.

Como o triangulo FEB ¢ isoésceles, foi calculada a medida do angulo
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FEB:

T A ~ ™ «
- — 2.FEB = FEB = — 4+ —
5 a + ™= 4—|—2

Como os triangulos FEB ¢ HED sao congruentes, segue que EHD =
T o«

1 + 7 Deste modo, no triangulo retangulo CH E, vamos obter a medida do

angulo CEH
T (@) A T A T (6%
Sy -4+ HEC=-=HFEC=-——
g Ty PHEC =5 = HEC ==

Mas HEC + HEF + FEB = . Dai, segue que o angulo HEF tem

T
medida 5 Portanto, como o quadrilatero euclideano FFGH tem os quatro

lados congruentes e tem um angulo interno que mede g, conclui-se que EFGH
é um quadrado euclideano.

As proposicoes 27 e 28, sdao validas para a construcao realizada para um
angulo qualquer, uma vez que as demonstragoes destas nao dependeram, de

forma direta, da medida do angulo considerado.

A

D

Figura 4.13: Primeira ilustracao para a prova da proposicao 29 para um angulo
qualquer

Da figura 4.13, verificam-se os mesmos fatos ja provados da proposicao
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29: as retas ﬁ e ﬁ , tangentes, no ponto E, aos circulos que contém os pontos
E e F e E e H, sao perpendiculares aos raios BE e ED. Consequentemente,
o quadrildtero euclideano ETAS tem os angulos marcados na figura, donde

segue que o angulo formado pelas retas hiperbdlicas ﬁ e ﬁ[ mede a.

D

Figura 4.14: Primeira ilustracao para a prova da proposicao 29 para um angulo
qualquer

Por fim, na figura 4.14, abaixo, apesar da modificacdo do angulo, sao
validas as mesmas conclusoes da segunda parte da demonstragao da proposicao
29: FH ¢é paralelo a F'G, pois sao lados opostos do quadrado euclideano
EFGH. Assim, como EHC = GEO,, segue que O, F é paralelo a AC. Como

AC 1L BC e OyF ¢é perpendicular a reta ¢, tangente ao circulo de centro Oy no

ponto F, segue que t; é paralela a BC.

Ademais, como t, é tangente ao circulo de centro B e raio BF(nao
mostrado na figura), tem-se que to | BF. Logo, t5 ¢ paralela a DK .

Deste modo, o angulo formado entre t; e t5 é o mesmo formado entre

BC e DK, que se intersectam no ponto E. Portanto, o angulo formado entre
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as retas hiperbolicas ﬁ e FCS ¢é congruente ao angulo C’ED, que mede a.

Pela simetria da construcao, conclui-se, do mesmo modo, que todos os
angulos do quadrilatero hiperbdlico EFGH tém medida «, o que encerra a
prova da validade da construcao para um quadrado hiperbdlico EFGH com
angulo interno qualquer construtivel.

Conseguimos verificar que a construcao do quadrado hiperbdlico, reali-
zada acima, é valida para qualquer angulo interno construtivel. No entanto,
cabe indagar: é sempre possivel construir, com régua e compasso (euclideanos),
no plano hiperbdlico, o circulo que tem mesma area que o quadrado? Caso a
resposta a primeira questao seja negativa, quais seriam as condi¢des necessa-
rias e suficientes para que seja possivel construir um circulo e um quadrado de
mesma area no plano hiperbélico?

E relevante destacar, ainda, que as duas figuras — quadrado e circulo
— foram construidas simultaneamente, de modo que nao foi realizada, pro-
priamente, uma quadratura de circulo. Por este motivo, também ¢é possivel
questionar: existe um método, para o plano hiperbdlico, que permita cons-
truir, a partir do quadrado, o circulo de mesma &area, ou a partir do circulo, o
quadrado de mesma area?

Para fixar ideias, apresentaremos alguns exemplos, mas antes serd neces-
sario introduzir uma férmula que relaciona o comprimento euclideano do raio
do circulo x e a medida do angulo do quadrado o.

Comecamos notando que a féormula da area do circulo pode ser reescrita
como 27.(coshr — 1). De fato,

r =T r_2 —r
27.(coshr — 1) = 27. i—1 = 2. e-2te )

r_9 —r T _ o—%
= 4. e4+€ = 4. % :47rsinh2g

A féormula da area do circulo, reescrita da forma acima exposta, serd um

grande auxilio na prova da proposi¢ao a seguir.

Proposicao 30 Considere um circulo hiperbolico, no disco de Poincaré, com
centro em O, centro da absoluta, raio hiperbolico r e raio euclideano x. Seja o
o angulo interno do quadrado hiperbolico que tem mesma drea que o circulo.

Nestas condigoes, tem-se que
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Prova. O quadrado e o circulo, por hipdtese, tém a mesma area. Assim,

21 — 4o = 2m(coshr — 1) (%)
1+ 22

— 2
do segundo membro da igualdade em (x), obtemos

1+ 22
2w — 4o = 2. -1
T — 4o W(l—xz )

Dividindo os dois membros da igualdade acima por 4, chegamos a

Mas, pela proposicao 18, sabe-se que cosh r = . Efetuando a substituicao

2
T
— —0
_ 2
=137
— -0
2

Na sequéncia, apresentaremos os exemplos anteriormente referidos:
Exemplo 1 o = 1

Neste primeiro exemplo, estamos partindo da medida do angulo o, ja mencio-

nada. Neste caso, tem-se que a medida euclideana do raio do circulo serd dada

por
s m ™
e |24 4 _ 1
ST_mo 10T W5
2 4 4

™ ~
Observamos, deste modo, que, para ¢ = 72 construcao do quadrado e do
circulo de mesma &area é possivel. A unica diferenca é que, com o angulo
assinalado, a construcao do circulo sera mais trabalhosa, pois, tomando o raio

euclideano da absoluta como unidade, sera necessario obter o comprimento V5
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. 1
para, posteriormente, realizar a construcao do segmento de medida —=, com
V5
utilizacao dos métodos vistos na demonstragao do teorema 1.
Faz-se necessario um tultimo comentario. A medida hiperbdlica do raio do

circulo, no exemplo ora estudado, sera dada por

1

_ 't o [(VEALY o (6+2vB) | (3+V5

T =11 1_L = 1n \/5_1 = 1n T = 1n 9
V5

. 3+ VD , . .
E facil ver que sinh (ln ( 2\/_)> é um comprimento construtivel no plano

euclideano, pois é um nimero que é o resultado de operagoes de corpos e
extracao de raiz quadrada envolvendo niimeros racionais. Portanto, r pode ser
construido no plano hiperbdélico (teorema 19), o que ratifica a possibilidade da
construcao do quadrado e do circulo de mesma area quando o angulo interno

s
do quadrado é 0 = —.

4

Exemplo 2 r» = In (

16 + 5ﬁ)
9

No segundo exemplo, observamos, primeiramente, que r é construtivel no
plano hiperbdlico, ja que sinhr é um nimero obtido por operagoes de corpos
e extragdo de raiz quadrada envolvendo ntmeros racionais (teorema 19).

Obteremos a medida do raio euclideano z:

16 + 57 1+
mn|[— Y| =In
9 1—=x

164+5V7 1+ua
9 Cl-z
9492 = 16+ 5V7 — (16 + 5V 7)x
T+5vVT _ (T+5V7)(25-5V7) _ (T+5V7).(6-VT) _18VT V7

T st 450 90 90 5

O raio euclideano do circulo que se pretende construir z = = pode ser
construido com régua e compasso em [E2. No entanto, como veremos a seguir,

o angulo interno ¢ nao é construtivel. De fato,
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T—20 7
3r—20 25
4w
25m —b00 =2ln — 40 = 0= — = —
s o s CHo=22=3
e A 71- ~ ’ /7
Concluimos que o angulo ¢ = — nao pode ser construido, com régua e

compasso, no plano euclideano, com base no teorema 6 (Gauss-Wentzel), pois,
caso contrario, seria possivel construir um poligono com 18 lados, o que estaria
em desacordo com o resultado mencionado. Como o angulo referido nao é
construtivel em E2, ele também nao pode ser construido com régua e compasso

no plano hiperbdélico.

3
Exemplo 3 o = arctan 1

No que diz respeito a este exemplo, cumpre esclarecer que o angulo o pode ser
construido, com régua e compasso, no plano euclideano, uma vez que tano € Q
e, por via de consequéncia, tanc € E. Do mesmo modo, o referido angulo é
construtivel no plano hiperbdlico (teorema 20). Obteremos a medida euclideana

do raio do circulo de mesma area x:

s
— — arctan — arctan —
r = 2 _ 3
3T 3
— — arctan — 7w — arctan §
Dai segue que
1 B s
2 ti -1
arctan —
3

Tem-se que = € FE se, e somente se, ;2 pode ser construido com régua
e compasso no plano euclideano. Mas serda que este ultimo comprimento é
construtivel? Ainda nao temos condicoes de responder a tal pergunta, pois
sera necessario o desenvolvimento da teoria que serd exposta na secao 4.2.
De todo modo, a férmula provada na proposicao 30 sinaliza para a
necessidade de obtencao de um valor de x com eliminacao de 7, que é um
numero transcendente e nao pode ser construido com régua e compasso. Assim,
conclui-se que se © € E, entdao 0 = k.m, com com k € E. Adiante, veremos
que, na verdade, devemos ter k € QQ, caso contrario, ¢ nao sera construtivel.
Os questionamentos apontados anteriormente serdo analisados, de um

ponto de vista mais geral, na proxima se¢ao.
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4.2
Condicoes Necessarias e Suficientes para Construir um Quadrado e um
Circulo de Mesma Area no Plano Hiperbélico

Nesta secao, serao enunciados e demonstrados os teoremas que respon-
dem os questionamentos que encerraram a secao anterior, sobre as condigoes
necessarias e suficientes para que seja possivel construir um quadrado e um
circulo de mesma area no plano hiperbdlico e sobre a existéncia, ou nao, de
métodos que, a partir do quadrado, permitam construir o circulo e vice-versa.
Esta parte do texto é baseada, principalmente, no artigo [4], publicado em
1995. As construgoes sintéticas apresentadas adiante foram, em sua maioria,
baseadas em [12].

Neste trabalho, apresentamos a Geometria Hiperbdlica com base no
modelo do disco de Poincaré. Porém, as questoes tratadas nesta tltima secao
serao desenvolvidas do ponto de vista sintético.

Comecamos observando que, como a area do quadrado é dada por 2r—40,
em que o ¢é o angulo interno, conclui-se que a area de tal poligono é menor ou
igual a 27 e apenas assume o valor maximo para quadrados com lados infinitos.
No que diz respeito aos circulos, como sua area é dada por 2m.(coshr —1), em
que r é o raio, esta pode assumir qualquer valor positivo. Portanto, ainda sem
fazer mencao a questao da construtibilidade, apenas circulos com area inferior
a 2m (coshr < 2) podem ter um correspondente quadrado de mesma area.

Sobre as figuras apresentadas nesta se¢ao, é relevante fazer um esclare-
cimento: como o tratamento serd sintético, as figuras nao serdo apresentadas
com base no modelo do disco de Poincaré. As retas serao desenhadas como se
fossem retas euclideanas, com setas para indicar nas extremidades para indicar
os paralelismos existentes. Assim, por exemplo, é apresentada, a seguir, uma
figura com retas hiperbodlicas paralelas que passam por um ponto P, em que

sao detalhados o angulo de paralelismo p e o segmento de paralelismo .

Figura 4.15: Retas paralelas do ponto de vista axiomatico

Neste momento, é importante, também, lembrar a bijegao IT : R, \{0} —
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m . . . 1
(0, 2), que associa a cada comprimento hiperbdlico ¢ o seu correspondente

()

t — tan —~2. E necessario recordar,

dngulo de paralelismo II(¢), em que e~
também, que I é decrescente, o que tem grande relevancia nas construgoes
que serao realizadas adiante.

Quanto a régua e compasso, ao contrario da abordagem centrada no mo-
delo do disco de Poincaré — em que a régua e o compasso eram combinagoes ou
usos mais sofisticados da régua e do compasso ja utilizados na Geometria Eucli-
deana —, no caso da abordagem sintética, estamos lidando com instrumentos
intrinsecos que permitem desenhar retas e circulos no plano hiperbdlico.

No plano hiperbdlico (H?), sdo validas as construcoes elementares reali-
zadas no plano euclideano (E?), que sdo as seguintes: (i) adicionar ou subtrair
segmentos; (ii) adicionar ou subtrair &ngulos; (iii) tragar bissetrizes de angulos;
(iv) tracar perpendiculares por um ponto da reta ou por um ponto exterior a
esta e (v) tracar mediatrizes de segmentos. Isto ocorre porque as construgoes
mencionadas nao dependem do quinto postulado de Euclides. As diferencas
nas construgoes dizem respeito ao fato de que, na Geometria Hiperbdlica, ha
duas retas paralelas a uma reta dada.

Pelo motivo exposto no paragrafo anterior, serdo apresentadas algumas
construgoes que serao necessarias para possibilitar a analise do problema da

quadratura do circulo no plano hiperbdélico.

Construcao 10 Construir uma reta paralela a reta dada [, passando por um

ponto P.
o o
G [«] i
T
m
e -

Figura 4.16: Construcao de reta paralela do ponto de vista sintético

A construcao deve ser realizada da seguinte forma:
1 — por P, tracar a perpendicular a [, que intersectara tal reta em @;
2 — tracar a semirreta j, perpendicular a PQ, a partir de P, na direcao

da reta paralela desejada;
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3 — por um ponto R qualquer de [, tragar uma perpendicular a j, que
encontrara a semirreta no ponto S;

4 — utilizar o compasso para desenhar um circulo com centro em P e
raio igual ao comprimento de QR. O circulo intersectard o segmento RS no
ponto T,

5 — Tracar m = ﬁ7 que é a reta paralela procurada.

Justificativa. Na figura 4.17, verifica-se que PQRS é um quadrilatero com trés
angulos retos e um angulo agudo, conhecido como quadrilatero de Lambert.

Com base na primeira ilustragdo, que contém apenas o quadrilatero PQR.S,
tanh z

provaremos, primeiramente, que coshv =

tanhu’

P

Q z R

Figura 4.17: Ilustragao para justificativa da construcao 10

De fato, das relagoes trigonométricas hiperbdlicas aplicadas ao triangulo

retangulo (teorema 14), concluimos que

tanh
CoS (W—H) _ = tanh u = cos (g—@) .tanh r = tanh v = sin § tanh r

2 ~ tanhr
sinh 2 sinh z sinh z
= tanhu = — .tanhr = tanhu = = tanhy = ————
sinh r cosh r cosh z cosh v
tanh 2 tanh z
= tanhu = = coshv = (%)
cosh v tanh u

Agora, analisando a segunda ilustracao e aplicando uma relacao trigonométrica

no triangulo PST, chegamos a

Considerando a relagao (*), provada acima, obtemos

1
cosh v

sino = = cscav = coshv  (kx)
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Assim, considerando que « é agudo e que a relagdo (%) corresponde a segunda
formula que relaciona o comprimento de paralelismo com o respectivo angulo
(Teorema 17), conclui-se que o = II(v), donde segue que [ e m (figura 4.16)

sao paralelas, como queriamos demonstrar.

Construgao 11 Dado um angulo agudo p, formado por duas semirretas que
partem de um ponto A, construir a reta hiperbolica perpendicular a uma delas

e paralela a outra.

Seja p o angulo BAC e considere que C' é o pé da perpendicular baixada
de B a semirreta 1@ . Utilizando a construcao 10, encontramos o angulo
II(AB). Agora devemos, obter, por construcio o ponto D sobre a reta %,
tal que CAD = II(AB). O segmento AD é tal que II(AD) = p.

Para finalizar a construcao, basta, apenas, utilizar o compasso para
construir um circulo de centro A e raio AD e a partir do ponto D,, intersecao
deste circulo com a semirreta 1@ , construir uma reta perpendicular a 1@ , que

sera paralela a j@ (segunda parte da constru¢ao nao mostrada na figura).

Bo

Figura 4.18: Construgao do segmento de paralelismo, dado o angulo de para-
lelismo p

Justificativa. Da figura 4.18, verifica-se que AB > AC. Assim, como II é uma
funcio decrescente, segue que II(AB) < II(AC). Portanto, o ponto D existe e
pode ser obtido por construgao. Das relagoes trigonométricas hiperbdlicas dos

teoremas 14 e 17, temos que

tanh AC tanh AC  tanh AC
tanh AB  cosII(AB)  tanh AC
tanh AD

= tanh AD

cosp =

Como a igualdade cos p = tanh AD corresponde a terceira formula apresentada

no teorema 17, segue que p = II(AD), como querfamos demonstrar.
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Construcgao 12 Construir um triangulo retangulo, dados os dois angulos

. . m
internos a e B tais que a + < 5

Para realizar a construcao do tridngulo, deve-se obter, primeiramente,
por meio da construgdo 11, segmentos de paralelismo z e t tais que I1(z) = «
e Il(t) = T_ B. Como a < g — [ e II é decrescente, segue que z > t. Assim,
deve-se desenhar, em seguida, um tridngulo retangulo de hipotenusa z, um
cateto t e o outro cateto denotado por b. A construcao deve ser realizada de
forma andloga a da geometria euclideana, por exemplo:

1 — tragar o segmento de medida ¢, cujas extremidades sao os pontos Z
e B;

2 — pelo ponto Z, tracar uma perpendicular ao segmento de medida ¢;

3 — utilizar o compasso para desenhar um circulo ao redor de B, com
raio z, que intersectara a perpendicular tragada no ponto 7.

Ap6s, deve-se desenhar outro tridngulo retangulo (AB,C') em que AC = b

b e 0 angulo BoAC = a. O outro angulo de tal tridngulo terd medida 3.

—0 @ 9
yA t B C

Figura 4.19: Construcao dos tridngulo retangulo hiperbdlico, dados angulos «

ep

Justificativa. Tendo em vista as relagoes trigonométricas dos teoremas 14 e 17,
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verificamos, do tridngulo ZT B, que

cosh z = coshtcoshb = coshb = % = coshb = o sex =
cosht T
csc (2 — 6)
sin (;T - 5)
= coshb = ———— = coshb = 70986 (1)
sin v sin «v

Agora, aplicando uma das féormulas do teorema 14 ao triangulo AB,C e

denotando o dngulo AB,C por ¢, chegamos a

J
coshb = C,OS (2)
sin «v
Da igualdade entre (1) e (2), segue que cosd = cosf. Mas os referidos

angulos sao agudos, donde se conclui que 6 = (. Logo, o tridngulo retan-

gulo AByC' tem os angulos internos agudos a e 3, como queriamos demonstrar.

A seguir, apresentaremos duas construgoes que relacionam a medida
de um segmento r com um angulo #, tal que tanf = QSinhg, as quais
serao fundamentais para a andlise do problema relativo a possibilidade de
se construir, no plano hiperbodlico, um circulo e um quadrado de mesma area.
Antes, porém, faz-se necessario apresentar algumas defini¢bes que nao foram
explicitadas em outra secao deste trabalho, bem como mais uma construgao

que terd utilidade para justificar uma das construgoes referentes a r e 6.

B
[

Figura 4.20: Biangulo fechado

Definicao 32 (Bidngulo fechado) Um biingulo fechado ABC'D é uma reu-

40 BAUBC UCD, onde BA ¢ O sio semirrtas ¢ BC ¢ |
niao BAU BC UCD, onde BA e CD sdo semirretas e BC' é segmento tais
que A e D estao do mesmo lado de %(% e que toda semirreta B?, que passa
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pelo interior do biangulo, intersecta @ e que toda semirreta ﬁ, que passa
. . A . =t

pelo interior do biangulo, intersecta BA.

Um biangulo fechado ABCD é dito isésceles quando se tem ABC = DCB.

Ou seja, um biangulo fechado ABC'D é a figura formada pelas semirretas
paralelas B—zzl e @ juntamente com o segmento BC'. A figura acima 4.20 ilustra
sinteticamente um bidngulo fechado.

A construcao exibida e justificada a seguir serd importante para obter o

<
segmento r a partir do angulo 6, tal que tanf = 2sinh 3

Construgao 13 Construir, a partir de um biangulo fechado qualquer ABCD,
um biangulo fechado e isosceles ABCyD, com Cy €

Para realizar a construgao acima, devemos cumprir os seguintes passos:

1 — construir a bissetriz do angulo ABC, que intersectard @ no ponto
E;

2 — construir a bissetriz do angulo BCD, que se encontrarad com BE no

ponto P;

3 — baixar as perpendiculares PQ, PS e PR a EZL BC e ﬁ,
respectivamente;

4 — prolongar a reta Cﬁ no sentido oposto ao do ponto D e utilizar o
compasso para construir um circulo com centro R e raio QB, que intersectara
@ no ponto Cy, do mesmo lado de QR que B;

5 — tragar o segmento BC)y, obtendo, finalmente, o bidngulo fechado e

isésceles ABC,D.

B

Figura 4.21: Construcao do biangulo isésceles ABCyD, dado o bidngulo
qualquer ABC'D

Justificativa. Da figura acima, observamos que os tridngulos BP(@ e BPS

sao congruentes pelo caso LAA,, analogo ao da Geometria Euclideana, pois

PBQ = PBS, BP ¢ lado comum e PQB = PSB. Logo, PQ = PS.
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Pelo mesmo caso acima, os triangulos C'PS e CPR sao congruentes, ja que
PC é lado comum, SCP = RCP e PSC = PRC. Portanto, PS = PR.
Concluimos, deste modo, que o tridngulo PQR ¢ isésceles de base QR.
Assim, do mesmo modo que na Geometria Euclideana, tem-se que os angulos
adjacentes a base (PQR e P]A%Q) sao congruentes. Por conseguinte, BQR =
CRQ, donde segue que AQR = DRQ, razdo pela qual o biangulo AQRD é
isosceles.

Falta apenas provar que, se AQRD é um biangulo isésceles e QB = RC,, com
B e Cy do mesmo lado de QR, entao ABC,R também ¢ isésceles.

Na figura 4.22, abaixo, tem-se que M é o ponto médio de QR e, por hipétese,
RC, = QB. Além disso, como j& provado acima BOQR = CRQ = C5RQ. Deste
modo, os triangulos BQM e Co RM sao congruentes por LAL.

B

M

Figura 4.22: Tlustracao para justificativa da construcao 13

Do exposto, segue que QEM = RC,M. Ainda, tem-se que BM = CyM, donde
se conclui que o triangulo BM C5, é isosceles e M ECQ =M C’QB )
Consequentemente, QE’CQ = QEM + MBCQ = RégM + MC'QB = RC'QB €0
biangulo ABCyD ¢é isosceles.

Agora, podemos apresentar as construgoes que relacionam 7 e 6.

Construgao 14 Construir, a partir, de um dangulo 0, um segmento hiperbolico

de medida r tal que tan = 2sinh g

Dado o angulo 8 = ABC, devemos construir um segmento BD perpen-
H A
dicular a BA, tal que CBD =1I(BD) e que D e C' estejam do mesmo lado de
—
BA.

Seja s a reta perpendicular a BD e que passa por D (paralela a %)
Devemos, agora, obter, por construcdo, o ponto F € s tal que BE = r e
CBE = BED. Nestas condigoes, tem-se que tan § = QSinhg (figura 4.23).
Justificativa. O ponto D pode ser obtido por meio da construcao 11. Ja o

ponto E surge como resultado da construcao 13, que diz respeito a obtencao
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Figura 4.23: Construcao do segmento r, dado o angulo 6

de um bidngulo fechado e isésceles a partir de um dado vértice de um biangulo
fechado qualquer.

Provaremos a seguir, que, a partir construcao sugerida acima, obtém-se o
segmento r tal que tan # = 2sinh f.

Considerando a figura 4.23 e as relacoes trigonométricas do teorema 17, tem-se

que

tan @ = cot (;T — 0) = sinh BD

No biangulo isésceles CBED, tem-se que BED = CBE = H(;) Por

conseguinte, pelos teoremas 14 e 17,

. inh BD tan
sin BED = 81117 = sinll| - | = 'an = tanf = sinhr.sin I | - (1)
sinh r 2 sinhr 2

De uma das formulas do teorema 17, sabe-se que csc Il (;) = cosh %, donde

T 1
sinll{ = | = — (2)
(2) COShg

Além disso, tem-se que sinh r = 2. sinh % cosh g (3). De fato, pela proposicao

segue que
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19, tem-se que

) ] ror T T T r T r
sinh r = sinh (2 + 2) = sinh 3 cosh 3 + sinh 7 cosh 5= 2.sinh 7 cosh 3

Fazendo as substitui¢oes pertinentes de (2) e (3) na expressao (1), chegamos a

1
tan f = 2.sinh g.cosh C.ir = tanf = 2.sinhg

h—
COS B

Construgao 15 Construir, a partir de um segmento de medida r, um angulo
0 tal que tan @ = 2. sinh g

Pela observacao da figura 4.23, nao ¢ dificil estabelecer um método de
construcao para, a partir de r, obter #. Devemos proceder da seguinte forma:
1 — construir um bidngulo fechado e isésceles ABCD, em que BC = r.
Para tanto, basta utilizar a construgao 10 para obter o angulo de paralelismo

. . r
associado ao segmento de medida 3’

2 — a partir de B, baixar uma perpendicular a reta Cﬁ, que intersectara
tal reta no ponto E;

3 — tragar a semirreta ﬁ , perpendicular a BE no ponto B. O angulo
FBA ser4 o 6 procurado.

[ e e

Figura 4.24: Construcao do angulo #, dado o segmento r

Justificativa. Uma vez realizada a construcao acima (figura 4.24), é facil
verificar que as mesmas relagoes trigonométricas referentes a justificativa
da construcao 14 sao validas, de modo que se obtém o mesmo resultado

tan @ = 2.sinh g
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Uma ultima observagao: na presente secao do trabalho, serd considerada
a unidade natural de comprimento da Geometria Hiperbdlica, dada pela

constante de Schweikart (II(p) = %) Observe-se que, conforme provado no

Capitulo 3, subsecao 3.1.3, sinh p = cot T_1. E comum relacionar a constante
de Schweikart com a constante de Gauss (k), escala de distancia, de modo que
sinh(p/k) = 1. No estudo que sera feito adiante, sera considerado k = 1.

Feitas as consideracoes preliminares, cabe esclarecer que a “quadratura
do circulo” serd estudada mediante a comparacao de construtibilidade entre
angulos e comprimentos nos planos hiperbdlico (H?) e euclideano (E?).

O problema relativo a construgdo de um quadrado e de um circulo de
mesma area, em vez de ser considerado do ponto de vista da medida do raio
do circulo, seré analisado com a utilizagao do angulo auxiliar €, tendo em vista
que as construgoes 14 e 15 permitem obter o angulo # a partir do raio r e
vice-versa. A vantagem de proceder desta forma diz respeito ao fato de que
um angulo é construtivel no plano hiperbdlico se, e somente se, ele pode ser
construido com régua e compasso no plano euclideano (teorema 20, provado na
subsecao 3.1.4 do Capitulo 3). Tal resultado facilita, sobremaneira, a andlise

do problema da construtibilidade em H?2.

y/2 y/2
a/2 LI o/2
/2 a/2
y/2
/4 /4
/4 T
i—| / /4 |T
w4 /4
w/4| w/4
y/2
/2 o/2
a/2 TI /2

Figura 4.25: Quadrado hiperbélico construido a partir de oito tridngulos
retangulos congruentes

Finalmente, vamos enunciar e provar os teoremas referentes ao problema
da quadratura do circulo na Geometria Hiperbdlica.
Em primeiro lugar, devemos notar que, como a area do circulo é dada

r
por 4m. Sinh2(§) e o angulo 0 ¢é construido mediante a correspondéncia tan 6 =
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2 sinh g, conclui-se que a area do circulo também é dada por 7. tan?#.

Ainda, devemos recordar que o quadrado, no plano hiperbélico (figura
4.25), é um quadrilatero com quatro lados congruentes e quatro angulos
internos de mesma medida e agudos. Tal poligono pode ser construido a
partir de oito tridngulos retdngulos congruentes (construcao 12), com angulos
internos %, % e g e um dos catetos de medida % Assim, o lado do quadrado
tenha medida .

O quadrado construido pelo método acima tem angulo interno o. Logo,
considerando que a area de tal quadrado corresponde ao seu defeito, tem-se
que esta sera dada por 27 — 40.

A proposicao a seguir nos ensina como relacionar o lado do quadrado (y)

com o raio do circulo de mesma area (r).

Proposicao 31 Se um quadrado hiperbolico tem lado y e um circulo de mesma

area que o quadrado tem raio r, entdao

m.coshr

coshy = tan?( 1 )

Prova. Considere o quadrado com lado y e angulo interno o, subdivido em oito
T T
— e —

5 (figura 4.25).

De uma das relagoes da trigonometria hiperbdlica (teorema 14), temos que

A A A O-
tridngulos retangulos com angulos —
2 )

T
cos —

cosh Y = él (1)
2 sin 5

A area do quadrado é dada por 27 —40 e a do circulo tem férmula 27.(cosh r —

1). Como as duas figuras tém a mesma &drea, segue que
27 — 40 = 2m.(coshr — 1)

Dividindo a equacao acima por 8, obtemos

i h
:Z.(coshr—l) = % _ T _T.COr (%)

T_¢
4 2 2 4

Substituindo (*) em (1), chegamos a

cosh y_ 4 4

2 ) (71’ W.COShT) (W.COShT)
sim|—-— ——— cos 1

o)
W
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Mas

Logo,
2. COShQ% = coshy 4+ 1 = coshy = 2. cosh? % -1

Por fim, obtemos que
V2 V2

2
TR
_ 2 1 — 2 _
coshy = 2. ( (W.COShT)) 1= 2‘(:032 <7r.coshr) 1
4 4

COS

coshy =

. o (m.coshr
st ( 4 ) ~ tan? (7?. coshr)

cos? <7r. coshr) 4
4

|

Retomando a formula do circulo com base no angulo auxiliar #, podemos
escrever 2m — 40 = 7. tan? 0. Deste modo, o problema da construtibilidade de
um circulo e de um quadrado de mesma &rea, em H?, reduz-se & possibilidade
de construcao dos angulos ¢ e 6 no plano euclideano, tendo em vista o teorema
20.

Suponha r e o construtiveis em H?. Denotando por w a drea comum
do quadrado e do circulo, tem-se que w = 27 — 40, de tal modo que w é um
angulo que pode ser construido em E2. Por sua vez, w = 7. tan? § e, como 6 é um
angulo construtivel, sua funcdo trigonométrica tan 6 e, por consequéncia, tan? 6
pertencem a F (conjunto dos comprimentos construtiveis no plano euclideano).
Se escrevermos x = tan? 6, teremos um angulo w e um segmento x construtiveis
em E2, tal que w = 7x.

Considerando todas as igualdades ja mencionadas, temos
w =21 — 40 = wtan?# = mx = 2r.(coshr — 1) = 4 sinh? g

Por meio da comparacao entre o segundo e o quinto membros acima,

chegamos a
21 — 40 = 2m.(coshr — 1) = 1 —20 = wcoshr —m = 20 + wcoshr =27 (1)
J4, da igualdade entre o quarto e o quinto membros, obtemos

mx = 2m.(coshr —1) = x =2coshr —2 =2 +2=2coshr (2)
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Para demonstrarmos o primeiro teorema relativo a construtibilidade de
um quadrado e de um circulo de mesma area no plano hiperbodlico, provaremos,
primeiramente, uma proposi¢ao com o auxilio de um teorema que diz respeito
a numeros transcendentes, enunciado adiante. Antes, porém, serd necessario
apresentar um comentario sobre niimeros algébricos e transcendentes.

E sabido que o conjunto A, dos nimeros algébricos, ¢ um corpo que,
dentre outros, tem como elemento i tal que i> = —1. O interesse de nos re-
portarmos aos numeros algébricos diz respeito ao fato de que os comprimentos
construtiveis no plano euclideano sdo ntmeros algébricos, ou seja, £ C A.
Logo, ndo hé comprimentos representados por numeros transcendentes que
possam ser construidos com régua e compasso no plano euclideano. Ademais,

E(i) = {a+ bi;a,b € E}, extensao de corpo de E por i, é um subcorpo de A.

Teorema 21 (Gelfond-Schneider) Se ¢ e x sio dois nimeros algébricos

diferentes de 0, p # 1 e x ¢ Q, entdo qualquer valor de X é transcendente.

7

E importante observar que ©X = eX(® donde se conclui tal ¢X é
multivaluado como logaritmo complexo. Deve-se destacar, também, que o
resultado acima tem sua aplicagdo nao apenas quando y € R, mas também
quando o expoente referido é complexo com parte imagindria ndo nula (por
exemplo 7% tem como um valor €™, donde segue que ™ ¢ transcendente).
Note-se, também, que a base do nimero considerado (¢) nao pode ser igual 1,
mas o teorema nao impede que se tenha ¢ = —1.

Uma apresentacao do teorema de Gelfond-Schneider, com detalhes, pode
ser encontrada em [6], pp. 134-150.

Com base no teorema 21, provaremos a seguinte proposicao:

Proposicao 32 Se w = mx é um dangulo que pode ser construido com régua e

compasso no plano euclideano e x € E, entdao x € Q.

Prova. Suponha que w = 7z é um angulo construtivel em E2. Entdo, cos 7z e
sin mz pertencem a E. Logo, ™ = cosmx + i.sinwtz € E(i) C A. Tomando
In(—1) = im, segue que (—1)® = €™, de tal modo que (—1)* é um niimero
algébrico.
Tendo em vista que o comprimento x, por hipotese, pode ser construido com
régua e compasso no plano euclideano, conclui-se que = € A. Dai, como —1 e
x sdo algébricos e (—1)" € A, segue, pelo Teorema de Gelfond-Schneider, que
x 86 pode ser racional. [ |
Pela proposi¢ao provada acima e pelo Teorema 20, tem-se que, se w = 7z
é construtivel no plano hiperbdlico e x é um comprimento que pode ser

construido com régua e compasso em [E?, entdo x é racional. Ademais, da


DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 1512253/CA


PUC-RIo- CertificagaoDigital N° 1512253/CA

Capitulo 4. Quadratura do Circulo no Plano Hiperbdlico 140

relagdo (2), exposta anteriormente nesta subsecao (z + 2 = 2coshr), conclui-
se que, como = € Q, coshr também é racional.
Agora, estamos em condigoes de enunciar e provar o primeiro teorema

referente a construtibilidade no plano hiperbdlico.

Teorema 22 (Nestorovich-Jagy) Considere, em H?, um quadrado com an-
gulo interno o e um circulo de mesma area, de raio r. Entdo, ambos sao cons-
trutiveis se, e somente se, 0 < o < T e o é um maultiplo inteiro de 21, em que
n € um numero inteiro positivo tal que o poligono regqular de n lado?possa ser

construido com régua e compasso no plano euclideano.

Prova. Suponhamos, primeiramente, o e r construtiveis em H?Z.

Como r é construtivel no plano hiperbdlico, podemos obter € pela construcao
15. Assim, 6 também pode ser construido com régua e compasso em IE?
(teorema 20), donde se conclui que tanf € E e também que tan®6 € FE.
Além disso, afirmamos que w = 27 — 40 é um angulo construtivel no plano
hiperbélico. De fato, como o é construtivel em H?, também pode ser construido
com régua e compasso em E? (teorema 20). Portanto, sinc € E e coso € E.

Dai, segue que
sinw = sin(27m — 40) = —sindo = —25sin 20. cos 20 =

= sinw = —4sin 0. cos 0.(cos” o — sin’® o)

Por conseguinte, sinw € FE, pois pode ser obtido por meio das construgoes
vistas na prova do teorema 1 a partir de sino e coso, que estao em FE.
Consequentemente, w é construtivel no plano euclideano e, pelo teorema 20, w
também pode ser construido com régua e compasso em H?2.
Mas w = mtan?6 e tan?# € E. Por conseguinte, z = tan?6 € Q, tendo em
vista a proposicao 32.
Seja © = @, m,n € 7, com mdc(m,n) = 1. Assim, existem inteiros u e v
tais que w% + vn = 1. Multiplicando ambos os membros da equagao anterior
por 7/n, obtemos

7r

s T
um— +vnr = — = uw +um = —
n n n

Prova-se, pelo principio da inducao finita, que se o é um angulo construtivel,
entdo pa também é construtivel, p € N. Como, por hipdtese, a pode ser
construido com régua e compasso, entdao sina € E e cosa € E. Para p = 2,
tem-se que

sin 2« = sin(a + «) = 2. sin a.cosa
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Assim, vé-se que sin2a pode ser construido com régua e compasso em E? a
partir de sin « e sin «, considerando as construgoes vistas na prova do teorema
1.

Suponha, agora, que pa é construtivel. Para p + 1, tem-se que
sin[(p + 1).a] = sin(pa + «) = sin pa. cos a + cos pa. sin «

Do mesmo modo, sin[(p + 1).a] pode ser obtido, com régua e compasso,

a partir de sina, cosa, cospa e sinpa que, por hipotese, estao em FE.

- . . - m
Retomando a demonstracao, concluiremos, a partir da equacao uw + vmr = —,
n

7-‘- / e
com u,v € Z, que — é construtivel em E? (e, consequentemente, em H?). Para

n
verificar este fato, basta observar que

LT . . .
SIn — = SIN UW. COS VT ~+ SIN V. COS UW = SIN UW. COS VT
n

. . . .
de modo que se tem sin — = sinwuw ou sin — = —sinuw, de acordo com a

n n
patidade de v. Como w ¢ construtivel em E?, uw também pode ser construido
com régua e compasso, donde segue que as fungoes trigonométricas deste tltimo

A ~ . L ~ ™, ,
angulo estao em E e, por via de consequéncia, o angulo — é construtivel.
n

L eqe . A ™ ~
A possibilidade de se construir o d&ngulo — tem relagdo com o teorema 6 (Gauss-
n
Wentzel), no seguinte sentido: desenhando, no interior de um circulo, o &ngulo
. m . ~ ; .
central de medida — e copiando este angulo n—1 vezes, construimos o poligono
regular de n lados no plano euclideano. A construgao referida é possivel se,
somente se, n = 28 F; .F;,...F; em que os F;, sao nameros primos de Fermat.
~ T . ;
Portanto, para que o angulo — seja construtivel, devemos ter n da forma
n

n = 2’“.FZ-1.E2...F7;T em que os Fj; sao nameros primos de Fermat. Note que o

1A ) 2m 27 , ]
referido angulo pode ser reescrito como o, = v emquen continua sendo
n n
um numero da forma do teorema 6.
) . mm 2w ,
Mas n é o denominador de w = 7o = —. Logo, w = m.—, em que n
n

n
corresponde ao nimero de lados de um poligono construtivel com régua e
compasso no plano euclideano.

Dai, como w = 27 — 40, segue que

5 2m
2T —w T me 2m 2m
n / /
o= = =(n -m)— =M —m).—
4 4 ( ) An/ ( ) n'
2r ,
Observe que, como w = m.—- ¢ a drea do quadrado e do circulo, devemos ter

w < 27, donde se conclui que m <n’ en’ —m > 0.
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2k
Logo, o é da forma — - em que k € Z* e em que n" é o nimero de lados de um
n

poligono que pode ser construido com régua e compasso no plano euclideano.

2k
Reciprocamente, seja 0 = ——, tal que & € Z%, n é da forma n =
n

28 [y .F},...F;, em que os F;; sdo ntimeros primos de Fermat.

Neste caso, o é construtivel tanto em E? quanto em H? (teorema 20). Do mesmo
modo, w = 27 — 40, pode ser construido com régua e compasso nos planos
euclideano e hiperbdlico, como ja visto na primeira parte da demonstracgao.

Além disso,

w =21 — 4. %—ﬂ = 2. ﬂ
n n

N

Dai, segue que w ¢ um multiplo racional de m. Mas w = wtan?6, donde se
conclui que tan?f € Q e, por consequéncia, tan?f € E e tanf € E. Logo, 0
¢ um angulo construtivel no plano euclideano e também no plano hiperbdlico
(teorema 20).

Deste modo, podemos utilizar a construcao 14 para obter o raio r do circulo.
Assim, conclui-se que o circulo de mesma area que o quadrado pode ser
construido com régua e compasso no plano hiperbélico.

Para finalizar a demonstracao, falta apenas esclarecer que podemos considerar
quadrados de lado infinito e angulo ¢ = 0, mas nao faz sentido considerar
quadrados de angulo interno 7/2, j4 que tais figuras, no plano hiperbélico,
seriam um unico ponto, com area 0. Logo, 0 < o < 7/2. [ |

O teorema acima, de forma surpreendente, estabelece que o problema da
construcao de um circulo e um quadrado de mesma &area, no plano hiperbdlico,
é equivalente ao problema da construtibilidade de poligonos com régua e
compasso no plano euclideano (ou mesmo no plano hiperbdlico; observagao
apds a prova do teorema 20, na subsecao 3.1.4).

O teorema 22 produziu, simultaneamente, o quadrado e o circulo de
mesma area com as informagoes dadas. No entanto, é possivel indagar se existe
um método para, a partir de r, obter ¢ ou se, iniciando por o, existe um método
para construir r. Como ja se podia imaginar pelos exemplos apresentados
na secao 4.1, a resposta a tais perguntas é negativa. Nas demonstragoes dos
teoremas seguintes, serao apresentadas classes de exemplos em que, partindo

do angulo auxiliar €, obtém-se o nao construtivel e vice-versa.

Teorema 23 (Jagy) Nao eziste método geral de constru¢io com réqua e
compasso, no plano hiperbolico, que, a partir do raio r do circulo, produza

o angulo interno o do quadrado que tem mesma drea que o circulo dado.


DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 1512253/CA


PUC-RIo- CertificagaoDigital N° 1512253/CA

Capitulo 4. Quadratura do Circulo no Plano Hiperbdlico 143

Prova. Suponha que exista um método geral para, a partir de qualquer raio de
circulo construtivel, produzir o correspondente angulo interno o do quadrado

de mesma 4rea.

. . 7 A m
Considere o raio r do circulo que produza o dngulo # = arctan | — |, tal que
n

m e n sao primos entre si e n nao é poténcia de 2, mas tem algum fator primo
fmpar d. Deste modo, o angulo 6 é construtivel em E? e em H? (teorema 20)
e o circulo tem drea w = 7 tan® 6 = 7.m?/n?.

Como mdc(m,n) = 1, tem-se que mdc(m? n?) = 1. Deste modo, existem
inteiros x e y tais que z.m? + y.n? = 1. Multiplicando a referida relacio

2

7T 7’ . . . .

por — e procedendo de modo analogo ao que foi feito na primeira parte da
n

demonstragio do teorema 22, concluimos que, se w é construtivel (em E? e em

~ T .
H?), entao — ¢ construtivel.
n

7-‘- ~ Ve V4 . 7z .
Mas — nao pode ser construido com régua e compasso, pois, caso contrario,
n
seria possivel construir um poligono regular de n? lados, com n da forma acima,
o que é impossivel pelo teorema 6. Consequentemente, w nao é construtivel.

) 2m —w « L ,
Dai, segue que, como o = — tal angulo também nao é construtivel
(contradigao). Logo, ndo existe o método de construcao referido. [ |

Jagy, em seu artigo [4], mencionou que Nestorovich, o primeiro matema-

tico a descobrir o teorema 22, apresentou um exemplo em que
1
sinh g = 5\/2— V2 = 0 = arctan(y/2 — V/2)

donde se conclui que r e 6 sao construtiveis. Porém, o angulo interno o, em
tal hipdtese, nao possibilita a construcao do quadrado com mesma area que o
circulo, pois a drea é w = m.(2 —v/2) e

2T —w o0 — 21 + m/2 V2

g = = =0 =T—

4 4 4

Com base em tal exemplo, concluiu-se que a classe dos “quadrados
circuldveis” € mais ampla que a dos “circulos quadrdveis”.
Antes de enunciarmos e provarmos o proximo teorema, introduziremos

um teorema também apresentado em [6], p. 41.

Teorema 24 (Olmsted) Se 7 é um miltiplo racional de 7, entdo os unicos

valores pertencentes a Q para tant sdo 0, 1 e —1.

Com o auxilio do resultado acima, demonstraremos o tultimo teorema
sobre a construtibilidade de um circulo e de um quadrado de mesma area no

plano hiperbdlico.
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Teorema 25 (Jagy) Nao eziste método geral de constru¢io com réqua e
compasso, no plano hiperbolico, que, a partir do angulo interno o do quadrado,

produza o raio v do circulo que tem mesma drea que o quadrado.

Prova. Suponha que exista um método para, partindo de o construtivel, obter
r por construgao. Entao, o método deve permitir a construgao de r a partir de
qualquer o considerado.

Seja ¢ € Q tal que ¢ > 0 e ¢ # 1. Assim, o angulo 0 = arctan g pode ser
construido com régua e compasso no plano hiperbélico, ja que g é construtivel
em E? (teorema 20). Tendo em vista que o ¢ agudo, obtemos, das relagdes

trigonométricas, o seguinte:

) sin? o sin? o .y tan® o _ tan o
tan®“ o = = 5~ = SIN"0 = ———5— = slno =

cos2c 1 —sin’e 1+ tan’o V1 +tan?o

tan? o 1 N 1
= COSO = ——
1+tan’c 1+tan’c V1+tanlo

Fazendo a substituicao tano = ¢, chegamos a sino = % e coso =
q
1

———. Deste modo, sinc € E e cosc € FE, donde segue que e =
/1 + q2 g q
sino +icoso € E(i) C A.

coslo=1—sinc=1-—

Pelo teorema de Olmsted, como tan o = ¢ e ¢ é racional positivo diferente de
0' : g N (e

1, — é um numero irracional. Tomando €™ = —1, tem-se (—1)7 = (e'")= =
T

. 0- 7 / .
e € A. Consequentemente, — é um numero transcendente, tendo em vista

7T
o teorema de Gelfond-Schneider, pois —1 e (—1)7 sdo ntimeros algébricos e

Z¢Q.
T

w 4o w
Uma vez que w = 27 — 40, temos — = 2 — —, donde resulta que — também ¢
s 7r 7
w
transcendente. Mas, — = x = tan? 6, donde se conclui que tan?§ e, finalmente,
70

tan # nao sao construtiveis. Dai, segue que nao ¢é possivel construir # com régua
e compasso, e, também, nao é possivel obter r por construcao, o que esta em
contradi¢cao com a hipdtese. Portanto, nao existe o método mencionado. M

Retomando os exemplos apresentados na secao 4.1, observamos que, de
fato, os angulos para os quais foi possivel a construcao do quadrado e do
circulo de mesma area foram % (exemplo construido) e Z (exemplo 1), os
quais sao angulos centrais associados a poligonos de 12 e 8 lados, que podem
ser construidos no plano euclideano pelo teorema 6 (Gauss-Wentzel). Portanto,
como ja era de se esperar, tais angulos estao de acordo com o teorema 22

(Nestorovich-Jagy).
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No exemplo 2, partimos de um raio r construtivel em H?, mas obtemos

A . ™ , .
o angulo interno 9 do quadrado de mesma area, que pode ser reescrito como
2m . N . / 2 ~
13 O referido angulo tem denominador que, na forma fatorada, é 2 x 3° e nao
corresponde a fatoracdo do niimero de lados de um poligono construtivel em
[E? (teorema 6, de Gauss-Wentzel). Consequentemente, nao ¢ possivel construir
o quadrado que tenha tal angulo interno, tendo em vista que este nao satisfaz
o enunciado do teorema 22.
3 ) <~
Por fim, no exemplo 3, em que ¢ = arctan —, verificamos que nao é
possivel construir o circulo que tenha mesma area que o quadrado com tal
angulo interno, tendo em vista os teoremas 22 e 25. E interessante recordar
que, quando tentamos obter o raio euclideano do circulo, no modelo do disco

de Poincaré, com base na férmula da proposicao 30, chegamos a relagao

1 s
72:7_1

arctan —
3

Como visto na demonstracao do teorema 25, podemos concluir, pelos

teoremas 24 (Olmsted) e 21 (Gelfond-Schneider), que o nimero

™

arctan —
3

1
é transcendente, donde segue que — e finalmente x sdo transcendentes. Logo,
x

mais uma vez, concluimos que nao é possivel realizar a construcao do circulo

3

que tem mesma area que o quadrado com angulo interno arctan T
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