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Resumo

da Conceigao, Larissa; Goulart Nascimento,José Victor. Teoria
de Grafos na Educagao Secundaria: Uma Proposta. Rio de
Janeiro, 2017. 108p. Dissertacao de Mestrado — Departamento de
Matematica , Pontificia Universidade Catodlica do Rio de Janeiro.

Este trabalho procura motivar e propor dire¢oes para uma abordagem
de rudimentos da Teoria de Grafos nos anos finais da educacao secundéria
brasileira. Os conceitos basicos da teoria sao apresentados no contexto de
desafios ludicos e situacoes cotidianas. Procura-se ainda destacar a interdis-
ciplinaridade e a atualidade do tema, apresentando exemplos provenientes

de ramos tao diversos como eletronica, transportes, arqueologia e genética.

Palavras-chave

Teoria de Grafos;  Ensino;


DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 1512255/CA


PUC-Rio- CertificagaoDigital N° 1512255/CA

Abstract

da Conceigao, Larissa; Goulart Nascimento,José Victor (Advisor).
Graph Theory in Secondary Education: A Proposal. Rio de
Janeiro, 2017. 108p. Dissertacao de mestrado — Departamento de
Matematica , Pontificia Universidade Catoélica do Rio de Janeiro.

This work makes a case for the inclusion of some rudimentary Graph
Theory in the final years of secondary education in Brazil, and also puts for-
ward some suggestions of approach. The most basic concepts are presented
in a light key, taking advange of puzzles and day to day situations. An ef-
fort was made to highlight the connections and applications of the theory
to many branches of science and technology, such as electronics, transports,

archeology and genetics.
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Graph Theory; Education;
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A Matemdtica € o alfabeto que Deus usou para
escrever o Universo.

Galilei, Galileu.
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1
Introducao

A dissertagdo que sera apresentada ao leitor tem como objetivo mostrar
uma proposta de abordagem de teoria de grafos de forma que desperte o
interesse dos alunos da educacao secundaria.

O interesse pela teoria de grafo teve inicio com o resultado do problema
das sete pontes de Konigsberg (que serd trabalhado nos préximos capitulos)
no artigo de Leonhard Euler, publicado em 1736. (1) Esse resultado é consi-
derado um dos primeiros resultados topologicos em Geometria, ou seja, nao
dependente de quaisquer medidas. Isso ilustra a profunda conexdo entre a
Combinatoria e a Topologia.

Embora seja um contetiddo que nao conste do curriculo padrao da educa-
¢ao basica, sendo até mesmo omitido da grade de alguns cursos de licenciatura
em Matematica, a abordagem proposta é simples e contextualizada sendo per-
feitamente possivel trabalhar com os alunos, principalmente do ensino médio,
nao s6 em matematica, mas em diversas outras disciplinas, como veremos no
decorrer deste trabalho, o que torna o assunto muito mais palpavel e viavel ao
processo de ensino-aprendizagem do estudante.

Além desta breve introducao, o trabalho possui outros quatro capitulos:

No capitulo 2, abordamos quatro problemas classicos e procuramos
resolvé-los sem falar explicitamente sobre grafos. Com isso, pode ser que algum
deles nao encontre solucao imediata. Eles serao revisitados no capitulo 4.

No capitulo 3 , comegamos a trabalhar o conceito de grafos, apresentando
algumas defini¢oes basicas que serao tteis no capitulo seguinte.

No capitulo 4, introduzimos alguns resultados bésicos da teoria de
grafos para resolver alguns problemas contextualizados que abrangem diversas
areas de conhecimento. Os problemas do capitulo 2 sao revisitados usando a
terminologia introduzida no capitulo 3 e os teoremas aprendidos neste capitulo
4.

Por fim, no capitulo 5, apresentamos as demonstracoes dos poucos

resultados da teoria de grafos que foram usados no trabalho.
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2
Alguns problemas

Este capitulo tem como objetivo apresentar quatro probleminhas classi-
cos, de dominio publico, que podem ser abordados usando conceitos basicos
de teoria de grafos.

Esses problemas (ou outros com caracteristicas semelhantes) poderiam
ser propostos aos alunos, individualmente ou em pequenos grupos, como
desafios, no intuito de que eles empregassem livremente sua criatividade na
tentativa de resolvé-los — talvez chegando a soluctes satisfatérias de alguns,
mas recolhendo ao menos algumas impressoes sobre a dificuldade inerente
a outros. Assim prevenidos, eles estariam mais bem dispostos a receber
rudimentos de teoria de grafos, que seriam prontamente aplicados a solugao
desses mesmos problemas, facilitada e encaminhada agora pelo professor em
sala de aula. Nossa esperanca é que o estudante reconheca nos grafos uma
maneira muito conveniente e simples de deixar de lado as caracteristicas
acidentais dos problemas propostos, que por vezes distraem do principal, para
se concentrar mais eficazmente nas caracteristicas essenciais, fomentando assim
sua capacidade de abstracdo — uma competéncia muito valiosa nao somente
para sua futura vida académica e profissional, como também para outros papéis
sociais que ele vier a desempenhar.

Note-se que cada uma das quatro situagoes apresentadas envolve um
algoritmo, que, em principio, nao sabemos sequer se existe; e existindo,
podemos nos perguntar se ¢ tinico; nao sendo Unico, podemos nos perguntar se
é o melhor, segundo algum critério conveniente (mais rapido, mais econdmico,
etc.).

2.1
O Problema da raposa, da galinha e do milho.

Um fazendeiro precisa levar uma galinha, uma raposa e um
saco de milho de uma margem de um rio para a outra. Ele dispoe
de um pequeno barco, que s6 o permite levar consigo um item de
cada vez. Mas ele deve providenciar, durante todo o processo, que
a raposa jamais fique a s6s com a galinha, nem tampouco a galinha

com o saco de milho (por razbes Gbvias). E possivel fazer isso? Se


DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 1512255/CA


PUC-Rio- CertificagaoDigital N° 1512255/CA

Capitulo 2. Alguns problemas 16

sim, qual a maneira mais eficiente de completar a tarefa?

Figura 2.1: Raposa, Galinha e Milho.

E claro que esse problema nao tem um grau de dificuldade muito
elevado. Apds umas poucas tentativas mentais, uma pessoa pode chegar a
seguinte solucao: ele pode levar a galinha para o outro lado, primeiramente.
Depois, leva raposa e deixa la, voltando para a outra margem com a galinha.
Posteriormente, deixa a galinha nessa margem e leva o saco de milho para
junto da raposa, na outra margem. Por fim, volta e busca a galinha que ficou
do outro lado. Mas serd essa a tnica solucao? Existird uma solucao envolvendo
um menor nimero de viagens?

Para tentar responder a essa pergunta, podemos modelar os estdgios da
nossa tarefa da seguinte maneira: cada “estado” do sistema “galinha, raposa
e milho"pode ser representado por ternos ordenados de 0’s e 1’s, onde “0”
significa que o objeto esta na margem de partida do rio e “1” significa que o
objeto estd na margem final do rio. Além disso, a coordenada x representa a

galinha, a coordenada y representa a raposa e a coordenada z o milho.

Portanto, cada estado na qual os objetos (galinha, raposa, milho) se
encontram pode ser representado por um vértice do cubo de aresta um. Por
exemplo: o vértice (1,0,1) significa que a galinha e o milho estdo na margem 1

€ a raposa na margem 0.

Assim, temos que o nosso ponto inicial é o (0,0,0) e queremos chegar no
ponto final (1,1,1). Porém para que isso acontega devemos fazer os desloca-
mentos necessarios de forma que nao tornemos a situagdo perigosa, como por

exemplo, deixar a galinha e o milho sozinhos em uma das margens.

Logo, todas as possibilidades de deslocamentos podem ser representadas

através de cada segmento que liga dois vértices do cubo da figura 2.2 de aresta
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1. Onde cada um desses segmentos representa uma mudanga de margem para

cada um dos objetos.

% 3 - ’ ‘ N\
-— / %

Y

Figura 2.2: Em rosa temos as diagonais das faces do cubo; em verde, as
diagonais do cubo; em preto, as arestas.

Como no problema s6 podemos transportar um objeto por vez, conclui-
mos que as arestas das diagonais nao podem ser utilizadas como eventuais
deslocamentos, pois isso envolveria uma mudancga de duas ou mais coordena-
das, o que em nosso problema significaria deslocamentos simultaneos de dois
objetos. Portanto, as possibilidades de deslocamentos se reduzem as arestas do

cubo, como mostra a figura 2.3.

‘<>_ .

Figura 2.3: Possibilidades de deslocamentos. Ponto de partida (0,0,0) e ponto
de chegada (1,1,1).

Com isso, partindo do ponto (0,0,0) , temos 3 possibilidades:

- (0,0,0)—(0,0,1) : ndo sera possivel, pois nesse caso deixarfamos a galinha
e a raposa juntas na margem 0 sem supervisao.

— (0,0,0)—(0,1,0) : ndo sera possivel, pois nesse caso deixarfamos a galinha
e o milho juntos na margem 0 sem supervisao.

- (0,0,0)—(1,0,0): é possivel, pois levariamos a galinha para a margem 1,

e deixariamos a raposa e o milho na margem 0.
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Logo, o nosso primeiro passo é o (0,0,0)—(1,0,0) (1), como mostra a

figura 2.4.

Figura 2.4: As arestas (0,0,0)—(0,0,1) e (0,0,0)—(0,1,0) foram excluidas das
possibilidades.

Agora partindo do ponto (1,0,0) , temos 2 possibilidades:

- (1,0,0) — (1,1,0): é possivel, basta levar a raposa para a margem 1 e
permanecer 14, deixando o milho na margem 0.

- (1,0,0) — (1,0,1): é possivel, basta levar o milho para margem 1 e

permanecer la, deixando a raposa na margem 0.

Assim, como podemos ver na figura 2.5, temos 2 possibilidades para o

segundo passo:

- (1,0,0) — (1,1,0) (2).
- (1,0,0) — (1,0,1) (27).

()

x
&
\
/

m
<

Figura 2.5: O caminho (2), destacado em laranja, e o caminho (2), destacado
em Troxo.

Seguindo pelo caminho (2), temos 2 possibilidades:

- (1,1,0)—(1,1,1): ndo sera possivel, pois nesse caso seria necessario deixar

galinha e raposa sozinhas na margem 1 para voltar e buscar o milho.
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— (1,1,0)—(0,1,0): é possivel, basta deixar a raposa na margem 1, levar a

galinha para a margem 0 e permanecer la.

Assim, o terceiro passo, indo por (2), é (1,1,0)—(0,1,0) (3).

Seguindo pelo caminho (2’), temos 2 possibilidades:
- (1,0,1)—(1,1,1): ndo sera possivel, pois nesse caso seria necessario deixar
a galinha e milho sozinhos na margem 1 para voltar e buscar a raposa.
- (1,0,1)—(0,0,1): é possivel, basta deixar o milho na margem 1, e levar a

galinha para a margem 0 e permanecer l4.

Assim, o terceiro passo, indo por (2’), é (1,0,1)—(0,0,1) (3’), como

podemos observar na figura 2.6.

*«’"
D - E

X ~
.e/‘1 e

e e

Figura 2.6: As arestas (1,1,0)—(1,1,1) e (1,0,1)—(1,1,1) foram excluidas das
possibilidades.

Seguindo pelo caminho (3), temos 1 possibilidade:

— (0,1,0)—(0,1,1): é possivel, basta deixar a galinha na margem 0 e levar

o milho para a margem 1.

Assim, o quarto passo é (0,1,0)—(0,1,1) (4).

Seguindo pelo caminho (3’), temos 1 possibilidade:

- (0,0,1)—(0,1,1): é possivel, basta deixar a galinha na margem 0 e levar

a raposa para a margem 1.
Assim, o quarto passo é (0,1,0)—(0,1,1) (4’), como podemos observar

na figura 2.7.

Agora os caminhos convergem no ponto (0,1,1) e, para alcangar a meta,

basta fazer:
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Figura 2.7: O caminho seguindo por (2), destacado em laranja, e o caminho
seguindo por (2’), destacado em roxo.

- (0,1,1) — (1,1,1): é possivel, basta trazer a galinha para a margem 1.

Portanto, o passo final ¢ (0,1,1) — (1,1,1) (5)=(5).

@) &

Figura 2.8: Caminhos coincidentes (5)=(5"): (0,1,1) — (1,1,1) destacados em
azul.

Logo, como mostra a figura 2.8, temos como solucao exatamente dois

trajetos possiveis, de mesmo comprimento:
(1)=(2)=(3)=(4)=(5) e (1)=(2")=(3")—=(4")=(5").
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2.2
O Problema das trés jarras de agua.

Temos trés jarras nao-graduadas: uma com capacidade total
de 8 litros (A), completamente cheia de 4gua, e outras duas jarras
vazias, com capacidades de 5 e 3 litros (B e C, respectivamente).
Desejamos separar exatamente 4 litros de agua, sem auxilio de

outros instrumentos de medida. Isso é possivel?

Figura 2.9: Trés jarras com capacidade de 8 litros, 5 litros e 3 litros.

Esse problema admite muitas variagoes e pode ser facilmente implemen-
tado em sala de aula (i.e., usando jarras e dgua mesmo). A regra do jogo é: s6
nos é permitido, em cada jogada, esvaziar completamente o conteiido de uma
jarra na outra, ou até imediatamente antes do transbordamento, o que ocorrer
primeiro.

Para tentar achar uma solugao para esse problema, podemos modelar
o seu espacgo de estados associando a cada configuragao um par ordenado de
numeros inteiros, da seguinte forma: a abscissa representa a quantidade de
agua em litros na jarra (B) e a ordenada representa a quantidade na jarra (C).
Evidentemente, o volume faltante em cada par encontra-se na jarra (A). Por

exemplo:

— (0,0) significa que toda agua esta na jarra (A);
— (0,3) significa que hé 5 litros na jarra (A) e 3 litros na jarra (C);
— (2,3) significa que hé 3 litros na jarra (A), 2 litros na jarra (B) e 3 litros

na jarra (C);
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Assim, estamos partindo do estado (0,0), onde a &gua estd
toda na jarra (A) e queremos chegar a um dos seguintes estados:
(4,0),(3,1),(2,2),(1,3),(4,1),(4,2) ou (4,3). Dessa forma, teremos separado
a quantidade desejada. O problema é saber se existe uma sequéncia finita de

jogadas permitidas levando do estado (0,0) a um dos estados desejados.

Todas as configuracoes possiveis estao indicadas na figura 2.10.

3Q ° ° ° ° °
o { ] 1] { ] o °
19 ° ° ] ° °

Figura 2.10: O ponto em rosa indica o ponto de partida e os pontos verdes, as
configuragoes finais desejadas.

Para tentar resolver o problema, iremos:

(1) (0,0)—(0,3): encher a jarra (C), como mostra a figura 2.11;

3Q (e} ° L ° L]

20 L] ° ° © °
(1)

19 L] ° o] ° °

Figura 2.11: Neste momento, temos 5 litros de 4gua na jarra (A), 3 litros na
jarra(C) e 0 litros na jarra (B).

(2) (0,3)—(3,0): transportar 3 litros para a jarra (B) utilizando todo o

contetudo da jarra (C), como mostra a figura 2.12;
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3 ° L ] ° 1] L ]
2 ] o ° (] L ]
(2
(1)
1 { ] L ] ° ° L
& a \L e B
0 b § b § 3 3 k14

Figura 2.12: Neste momento, temos 5 litros de dgua na jarra (A), 3 litros na
jarra(B) e 0 litros na jarra (C).

(3) (3,0)—(3,3): encher a jarra (C) com a agua contida na jarra (A),

como mostra a figura 2.13;

[

a ° ° ° o °
20 ° o ° o °
(2)
1) (3)
10 ° ° ° o °
q
¢

Figura 2.13: Neste momento, temos 2 litros de dgua na jarra (A), 3 litros na
jarra(B) e 3 litros na jarra (C).
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(4) (3,3)—(5,1): encher a jarra (B) com a dgua contida na jarra (C),

como mostra a figura 2.14;

3Q L L ] e (o3 L
2Q L ] (o} L J Q [ ]
(2) 3)
(1) @)
2 [ ] L ] (o] (o3
® ¢ 2 Q * .

Figura 2.14: Neste momento, temos 2 litros de 4gua na jarra (A), 5 litros na
jarra(B) e 1 litros na jarra (C).

(5) (5,1)—(0,1): esvaziar todo o contetdo da jarra (B) na jarra(A), como

mostra a figura 2.15;

3Q (o] L L ] (o] L ]
2Q L ] (o] ® o L ]
(2 (3)
(1) @)
2 o L 3 {03 102 L ]
(5)
o 3 4 : «—

Figura 2.15: Neste momento, temos 7 litros de dgua na jarra (A), 0 litros na
jarra(B) e 1 litros na jarra (C).
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(6) (0,1)—(1,0): esvaziar todo o contetido da jarra (C) na jarra(B), como

mostra a figura 2.16;

Figura 2.16: Neste momento, temos 7 litros de 4gua na jarra (A), 1 litros na
jarra(B) e 0 litros na jarra (C).

(7) (1,0)—(1,3): encher a jarra (C) com a dgua contida na jarra (A),

como mostra a figura 2.17,;

3Q (o] L L ] o L ]
2Q [ ] (o} o (o] [ ]
(2)
(1) (7) @) @)
(o3 L L 3 Q L 2 L
(5)
(6)
? ? ? : * .

Figura 2.17: Neste momento, temos 4 litros de dgua na jarra (A), 1 litros na
jarra(B) e 3 litros na jarra (C).

Com isso, chegamos ao ponto (1,3), deixando 4 litros de dgua na jarra
(A). Isso mostra que é possivel resolver o problema, mas serd que essa é a
tnica maneira? Assim como no problema anterior, poderfamos ter outra(s)
sequéncia(s) de jogadas produzindo o resultado desejado, com 4 litros talvez
na jarra (B). Outra pergunta natural é: qual(is) a(s) solucao(bes) envolvendo o
menor numero de jogadas? De fato, nao é dificil encontrar solu¢oes diferentes
envolvendo ainda 7 jogadas. Serd esse o nimero minimo? Referimos o leitor

interessado a (2).


DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 1512255/CA


PUC-Rio- CertificagaoDigital N° 1512255/CA

Capitulo 2. Alguns problemas 26

2.3
O Problema do caixeiro viajante.

O Sr. Tavares é um caixeiro viajante que tem clientes em cinco
cidades: cidade 1, cidade 2, cidade 3, cidade 4 e cidade 5. Foi proposta
a ele uma viagem de nego6cios na qual ele deve comecgar e terminar
na cidade onde reside, que é a cidade 1, e passar por todas as outras
quatro. A fim de que poupar custos, ele precisara passar por cada
uma das quatro cidades restantes apenas uma vez. Na figura 2.18,
temos um esquema mostrando o custo do trajeto entre cada par de
cidades. E possivel fazer tal viagem proposta ao Sr. Tavares? Se sim,

qual seria o melhor percurso, ou seja, o mais econémico?

Cidade 4 Cidade 3

=1

=

Figura 2.18: Esquema das cidades.

Observe que o problema que envolve o Sr. Tavares contém dois questio-

namentos:

1. Se a viagem proposta é possivel de ser feita.

2. Qual seria o melhor percurso, caso exista uma tal viagem.

Entao vamos comecar pelo item 1 e tentar descobrir se podemos fazer
uma viagem passando pelas cinco cidades, observando que precisamos comecar
e terminar pela cidade 1.

Observando a figura 2.18, vemos que se fizermos o trajeto Cidade 1 -
Cidade 2 - Cidade 3 - Cidade 4 - Cidade 5 - Cidade 1, podemos concluir a
viagem que foi proposta ao senhor Tavares.

Logo, para o primeiro questionamento, podemos dizer que sim: viagem

proposta é possivel.
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Agora, sera que esse seria o trajeto mais econdmico?

Para resolver isso, faremos uma lista de todos os trajetos possiveis,
calculando seus custos e por fim escolhendo o mais econémico.

Para resolver essa parte do problema iremos utilizar abreviaturas para

as cidades:

Cidade | Abreviatura
Cy
Cy
Cs
Ciy
Cs

Tt = W N =

Para ter a viagem desejada, todas as cidades devem estar em sequéncia
e a cidade inicial e a cidade final devem ser a mesma, que ja foi fixada como
sendo a cidade 1.

Portanto, utilizando um minimo de Analise Combinatoria e lembrando

que a primeira e a ultima cidade do trajeto coincidem com Cf, teremos:

— 4 possibilidades para escolher a primeira cidade, depois de sair da C.

— 3 possibilidades para escolher a segunda cidade, que precisa ser diferente

das anteriores.

— 2 possibilidades para escolher a terceira cidade, que precisa ser diferente

das anteriores.

— 1 possibilidades para escolher a quarta cidade, que precisa ser diferente

das anteriores e depois retornar para Cf.

Logo, pelo Principio Fundamental da Contagem, temos 4-3-2-1 = 4! = 24
trajetos distintos. Porém, como estamos falando de custo, um trajeto C;-Cs-

C3-Cy4-C5-C tera o mesmo custo que seu trajeto inverso C1-Cs-Cy-C3-Co-Ch.

24 _
4

A tabela 2.1 mostra os trajetos e seus custos.

Portanto, faremos 12 trajetos e seus respectivos custos.

Portanto, analisando a segunda coluna da tabela 2.1, podemos concluir
que o Trajeto mais econdémico é aquele que custa 680 reais.

Logo, o melhor percurso para essa viagem seria C-Cy-Csy-C3-C5-C ou
C1-C5-C3-Cy-Cy-C, como mostra a figura 2.19.
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Trajeto

Custo

Trajeto

C1-Cy-C5-Cy-C5-Cy
C1-Cy-C5-C5-Cy-Cy
C1-Cy-Cy-C3-C5-C
C1-Cy-Cy-C5-C3-Cy
C1-Cy-C5-Cs-Cy-Cy
C1-Cy-C5-Cy-Cs-Cy
C1-C5-Cy-Cy-C5-Cy
C1-C5-Cy-C5-Cy-Cy
C1-Cs-Cy-Cy-C5-C4
C1-Cs-C5-Cy-Cy-Cy
C1-Cy-Cy-Cs-C5-Cy
C1-Cy-C5-Cy-C5-Cy

185 + 125 + 175 + 195 + 130 = 810
155 + 195 + 120 + 125 + 185 = 780
130 + 120 + 175 + 150 + 185 = 760
110 + 120 + 195 + 150 + 185 = 760
155 + 175 + 120 + 200 + 185 = 835
110 + 175 + 195 + 200 + 185 = 865
130 + 195 + 150 + 125 + 110 = 710
155 + 195 + 200 + 125 + 110 = 785
130 + 220 + 150 + 175 + 110 = 765
155 + 150 + 200 + 120 + 110 = 735
130 + 120 + 125 + 150 + 155 = 680
130 + 200 + 125 + 175 + 195 = 825

C1-C5-Cy-Cs-Co-C4
C1-Cy-C5-C5-Co-Cy
C1-C5-C5-Cy-Co-Ch
C1-C3-C5-Cy-Co-Ch
C1-Cy-C3-C5-C-Ch
C1-C5-Cy-Cs-Co-Ch
C1-C5-Cy-Cr-Cs-Cy
C1-Cy-C5-Cy-Cs-Ch
C1-C5-Cy-Cy-Cs-Ch
C1-Cy-Cy-C5-C3-C4
C1-C5-C3-Co-Cy-Ch
C1-C5-Cy-C5-Cy-Cy

Tabela 2.1: Trajetos e custos da viagem do Sr. Tavares.

Cidade 1

Cidade 2

==
aaaaaa

Figura 2.19: Em verde temos o percurso com menor custo.

2.4

O Problema das sete pontes de Konigsberg

Na cidade de Konigsberg havia sete pontes que cruzavam

o rio Pregel. Elas ligavam duas ilhas do rio entre si e com as

margens, como mostra a figura 2.20. Os moradores de Konigsberg

preocupavam-se com o seguinte problema: é possivel passear pelas

sete pontes sem repetir nenhuma?

Nao parece ser possivel chegar a uma conclusao imediatamente. De fato,

esse problema mobilizou o génio de Leonhard Euler (1707-1783), habitante

de Konigsberg e o mais prolifico matematico da histéria, e sua solucao —

negativa — marca o nascimento da teoria de grafos. Mas os alunos nao precisam

ficar sabendo disso imediatamente. Podemos propor a eles que fagam algumas
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Figura 2.20: Desenho da cidade de Konigsberg. Fonte:
https://grafos.neocities.org/#/

tentativas despretensiosas a fim de ganharem familiaridade com o problema.
Vamos a seguir simular algumas dessas tentativas. Para facilitar nosso trabalho,
iremos associar uma letra entre A,B,C,D a cada pedaco de terra da cidade e

numerar as pontes de 1 a 7 como mostra a figura 2.21.

Figura 2.21: Esquema da cidade de Konigsberg.

Primeira tentativa. Vamos comecar nosso trajeto pela parte A: A — 6
—7—2—4— 3 —1— D. Aqui ocorre um problema pois, para passarmos

pela ponte 5, terfamos que repetir a ponte 7 ou 2, como mostra a figura 2.22.
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ﬁ

Figura 2.22: Problema para passar pela ponte 5.

Segunda tentativa. Vamos comecar pela parte B:B -5 — 6 — 3 —
1 —2—4— A. Aqui também ocorre um problema pois, para passarmos pela
ponte 7, terfamos antes que repetir a ponte 3, 4 ou 6, como mostra a figura
2.23.

Figura 2.23: Problema para passar pela ponte 7.

Terceira tentativa. Agora, vamos comegar pela parte C: C — 7 — 2
—4 — 3 =5 — 6 — A. Temos problemas para passar pela ponte 1, pois

teriamos antes que repetir a ponte 3, 4 ou 6, como mostra a figura 2.24.
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Figura 2.24: Problema para passar pela ponte 1.

Quarta tentativa. Vamos comecar pela parte D dessa vez: D — 1 — 3
—4 — 5 — 6 — A. Aqui, ndo conseguiriamos passar pelas pontes 2 ou 7 sem

antes repetir as pontes 3, 4 ou 6, como mostra a figura 2.25.

Figura 2.25: Problema para passar pelas pontes 2 e 7.

Apos 4 tentativas, ainda nao obtivemos sucesso em alcancgar o objetivo
da questao. Um aluno, a essa altura, poderia comecar a desconfiar de que
esse problema nao tem solugdo. Sendo perseverante, ele poderia continuar a
fazer mais e mais tentativas. Seria possivel testar todas as possibilidades até

esgota-las? Quantas sao elas?

Se pararmos para pensar, podemos comecar em qualquer pedago de terra
seja ele A, B, C ou D. Como comegando por A temos 3 pontes possiveis, por
B temos 4 pontes possiveis, por C temos 3 pontes possiveis e por D temos 3

pontes possiveis, s6 para iniciarmos os trajetos, temos ja de saida 13 possiveis
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trajetos, isso sem considerarmos os demais passos. Tudo indica que a tarefa

de esgotar todas as possibilidades seria ingrata.

Nos préximos capitulos, ganharemos as ferramentas necessarias para dar
uma resposta definitiva — e rapida — ao problema e a outros similares (mesmo

que aparentemente muito distintos).
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Conceitos iniciais de teoria de grafos

Esse capitulo tem como objetivo introduzir algumas nog¢oes basicas da
Teoria de Grafos através de defini¢oes e exemplos. Essas defini¢oes serao dadas
para uso nos capitulos seguintes e foram reunidas neste apenas para facilitar a
referéncia do leitor. Em sala de aula, talvez a melhor estratégia seja introduzir
os conceitos na medida em que eles se mostrarem tuteis para a solugao de
problemas especificos.

A linguagem subjacente a Teoria de Grafos é estruturalmente muito
simples, tendo como objetos apenas vértices e arestas e como unica relagao
a de incidéncia, como veremos abaixo.

Convém introduzir os estudantes ao assunto da maneira mais natural e

intuitiva possivel, com uma definicdo como a que abre a préxima secao.

3.1

Definicoes

Defini¢ao 1 (Informal) Grafo é um conjunto de pontos, que chamamos de
vértices, que podem ou ndao estar ligados por um conjunto de linhas que

chamamos de arestas, como podemos ver na figura 3.1. (3)

Figura 3.1: Um grafo.

Muitas vezes, quando estamos falando sobre alguma situacao especifica,
podemos fazer uma abstracio de suas caracteristicas acidentais e associar a ela
um grafo onde os vértices representam os elementos do contexto e as arestas

representam as relagoes entre estes.
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Exemplo 1

Cidades da baixada fluminense, no estado do Rio de Janeiro. Nesse caso,
os elementos sao as cidades e a relagdo é ser uma cidade vizinha. O grafo

correspondente esta representado na figura 3.2 .

@ PARACAMBI

'J/-\F’ERI NOVA IGUACU
® DUQUE DE CAXIAS
O
Ps o
@ BERFORD ROXO MAGE
SEROPEDICA
; QUEIMADOS
@ ITAGUAI e} SAO JOAO DE MERITI
MESQUITA O
@ NILOPOLIS

Figura 3.2: Grafo das cidades vizinhas da baixada fluminense.

Exemplo 2

O grafo das palavras é definido assim: cada elemento é uma palavra
da lingua portuguesa e dois elementos se relacionam quando diferem em
exatamente uma posicao. Por exemplo, rato e ralo se relacionam, enquanto

ralo e rota nao, como podemos observar na figura 3.3. (4)

remo ramo

reto
ralo

A rata

Figura 3.3: Grafo das palavras da lingua portuguesa.

reta

Exemplo 3

O grafo das redes sociais é um dos grafos mais encontrados no nosso
cotidiano, pois a maioria da populacao utiliza de algum tipo de rede social.
Nesse tipo de grafo, os vértices podem representar um perfil, um blog, uma
pagina, etc.; e as arestas, um link, um comentéario, seguidores e etc. Veja um

exemplo na figura 3.4.
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Figura 3.4: Grafo retirado do Estudos de Redes Sociais na Internet feito pela
jornalista Raquel Recuero no site: www.raquelrecuero.com.

Exemplo 4

No Campeonato Brasileiro de Futebol, mais conhecido como "Brasilei-
rao", a cada semana é feita uma nova rodada de partidas entre os times de
futebol, como podemos ver na tabela 3.5, referente a 37° rodada do campeo-
nato de 2016.

Campeonato Brasileiro de Futebol
Resultados e programacao

¢ 2mana 33 Semana 34 Semana 35 Semana 36 Semana 37 Semana 38 >

bado, 26 de novembro

Botafogo 1

v i 3 América-MG 2 -
.ﬂE Ponte Preta 1 @ Sport Recife 2

3 Corinthians 0 =

Q@ AtéticoPrR 0 )

doming T'do novembe

W Atlético 1 = @ Palmeiras 1 EN
S% sao Paulo 2 €@ Chapecoense 0

G Internacional 1 E14 ' Flamengo 2 5
@ Cruzeiro 0 dfl Santos 0

% Figueirense 1 e 8 Santa Cruz 5 En
¥ Fluminense 0 & Grémio 1
segunda-feira, 28 de novembr

@ Coritiba 0 .

% EC Vitoria 1 N

Figura 3.5: Imagem retirada do Google.

Nesse caso, podemos representar graficamente uma edigao do Campeo-
nato Brasileiro (Figura 3.6), associando os vértices aos times de futebol e as
arestas a uma partida entre os times em que incide, de tal modo que quem
venceu a partida recebe a ponta de uma seta, e no caso de empate ambos

recebem a seta (ou nenhum dos dois recebe seta).
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Figura 3.6: Grafo da 37° rodada do campeonato de 2016.

Seria muito interessante propor aos alunos como exercicio que dese-
nhassem o grafo correspondente a uma edi¢do completa (i.e., levando em
consideracao todas as rodadas) de um torneio de pontos corridos em algum
esporte de sua preferéncia (certas edigoes da Copa do Mundo de Futebol, por

exemplo).

Podemos construir modelos da teoria de grafos assumindo como fun-
damento a Teoria (Ingénua) de Conjuntos. Algumas das defini¢bes possiveis
excluem casos de interesse como multigrafos. Outras s@o bem inclusivas, mas
pouco naturais. Se o professor considerar indispenséavel fornecer uma defini¢ao
de grafo em termos de conjuntos, julgamos que a definicao seguinte representa
um bom compromisso entre a generalidade e a simplicidade, além de ser aces-

sivel a estudantes com um minimo de familiaridade com o conceito de funcao.

Definicao 2 (Formal) Um grafo (ndo-ordenado) é uma tripla G = (V, A, f),

onde :

— V' é um conjunto cujos elementos serao chamados vértices do grafo G.
— A é um conjunto cujos elementos serao chamados arestas do grafo G.

-f:A—>VU (g) é uma funcdo que a cada aresta de GG atribui um ou

dois vértices, sobre os quais dizemos que tal aresta incide.

Na definicao acima, (‘2/) representa o conjunto dos subconjuntos de V' com
cardinalidade 2. Se estivermos interessados em orientar as arestas (como no
exemplo do campeonato de futebol acima), basta substituir o contra-dominio
de f pelo conjunto V2 =V x V dos pares ordenados de vértices e convencionar
que a primeira coordenada de f(a) é o vértice-origem da aresta a, enquanto a

segunda coordenada ¢ seu vértice-destino (ou vice-versa).
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Geralmente representamos grafos de forma geométrica, com cada vértice
correspondendo a um ponto, e cada aresta, a um segmento de reta e/ou arco

de curva, cujos extremos representam os vértices nos quais a aresta incide.
Exemplo 5

Seja. G = (V(G),A(G), f), onde V(G) = {a,b,c,d} , AG) =
{{a, b}, {a,c},{b,c}, {c,d}} e f = idac) (neste exemplo, claramente temos
A@) < (H))-

Figura 3.7: Representacgao grafica do Grafo G(V, A, f).

Quando nao houver risco de confusdo, para simplificar um pouco a
notagao, denotaremos V' (G) apenas por V e A(G) apenas por A. Além disso,
uma aresta {a, b} pode ser denotada simplesmente por ab, ou equivalente, por

ba. Vejamos outros exemplos:
Exemplo 6

Seja G' = (V', A", f'), onde V' = {a,b,c,d,e} , A" = {ay, as, a3, a4, as, a6}

e
f'(ay) = ab
f'(ag) = be

e f'(a3) = cd
f(ay) = de
f'(as) = ec
f'(ag) = ea

Como mostra a figura 3.8.
Geralmente, ao trabalhar com grafos, é mais conveniente representa-los

por meio de desenhos, o que nao quer dizer que essa representagao seja tnica.
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Figura 3.8: Representagao grafica do Grafo G’'(V’,A’).

b 2
4 d
¢
b
C
d

Figura 3.9: Um representacao s6 com segmentos, outra com curvas e segmentos,
e a terceira somente com curvas.

Podemos ter um mesmo grafo com duas ou mais representagoes diferentes.

Podemos ver na figura 3.9 trés representacoes do mesmo grafo do exemplo 6.
Defini¢ao 3 (Ordem do Grafo)

Chamamos de ordem de um grafo G a quantidade de vértices que ele
possui, e a denotamos por |G|.

Por exemplo, na figura 3.9 temos que |G| = 5.
Definig¢ao 4 (Incidéncia)

Seja u = ab uma aresta do grafo, entdo dizemos que a aresta u liga os
vértices a e b. Nesse caso, dizemos que aresta u é incidente em a e b. Quando

isso acontece os vértices a e b sao chamado de vizinhos ou adjacente.
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Exemplo 7

Observe que no grafo G da figura 3.10 a aresta f incide em b e d, ¢ incide
em c e a, h incide em a e b e, i incide em c e d. Nesse caso, temos por exemplo

que a é vizinho de ¢ e b, mas nao é vizinho de d.

d

a

Figura 3.10: O vértice ¢ é vizinho de a e d, d é vizinho de ¢ e b, b é vizinho de
aed.

Defini¢ao 5 (Grau de um vértice)

Seja a um vértice de um grafo G, chamamos de grau do vértice a a
quantidade de arestas que incidem nele. Denotamos o grau do vértice a por
g(a).

Observe que no exemplo 7 temos que g(a)=2, g(b)=2, g(c)=2 e g(d)=2
e que no exemplo 6 g(a)=2, g(b)=2, g(c)=3,9(d)=2 e g(e)=3.

Definicao 6 (Arestas paralelas)

Chamamos de aresta paralela aquelas que tém mesma incidéncia no
conjunto das arestas.

Por exemplo, A = {ay,as,a3} e

flay) =ab
S f(az) = ab
f(as) = ac

como mostra a figura 3.11.
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Figura 3.11: Duas arestas paralelas incidindo nos vértices a e b.
Defini¢ao 7 (Lago)

Chamamos de lagos aquelas arestas cujos extremos sao formados pelo
mesmo vértice.

Por exemplo, se A = {ay,aq,a3} e

flar) = aa
[y flag)=ab
flas) = ac

temos que a; é um lago, como mostra a figura 3.12.

b

Figura 3.12: Temos o lago aa.

Uma observacao: quando falamos sobre o grau de um vértice, um laco é
diferente de um aresta simples, pois ele aumenta em duas unidades o grau de

cada vértice. Observe que um lago incide duas vezes num mesmo vértice.

Definicdo 8 (Aresta orientada)
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Sao aquelas que estdao associadas a um par ordenado de vértices (u,v),
onde comecam em u e terminam em v. Quando representamos uma aresta
orientada usamos uma seta apontando de u para v para indicarmos o sentido
de uma aresta que comeca em u e termina em v.

Por exemplo, A = {ay, as, as, ay,as} e

fla1) = (a,¢)
flaz) = (a,d)
[ flas) = (b,a)
flaq) = (b,¢)
flas) = (d, )
como podemos ver na figura 3.13.

Cc

Figura 3.13: Formado somente por arestas orientadas.

Nas arestas orientadas, devemos ter atencao quando falamos de grau de
um vértice e de vértices vizinhos, pois esses dois conceitos usam a incidéncia
de arestas nos vértices.

No caso de vértices vizinhos, quando trabalhamos com arestas orientadas,
dizemos que u é vizinho de v se existe uma aresta que sai de u e que entra em
v. Note que, essa relacao nao ¢ simétrica pois u pode ser adjacente a v sem
que v seja adjacente a u. Como podemos ver na figura 3.13 a é vizinho de ¢,
mas ¢ nao é vizinho de a.

E no caso de grau de vértice, ele é visto de forma diferenciada. Cada
vértice v apresenta um grau de entrada, indicado por ¢~ (v), que representa o
nimero de arestas que tem v como vértice final(que terminam em v). E um
grau de safda, indicado por ¢g*(v), que representa o niimero de arestas que tem
v como vértice inicial(que comegam em v).

Por exemplo, no grafo figura 3.13, temos que g (a) = 1,97 (b) =
0,97(c) =3,97(d) =1eg*(a) =2,9%(b) =2,9"(c) = 0,9"(d) = 1.
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3.2
Alguma nomenclatura

Os exemplos que ja apresentamos até aqui podem ser classificados quanto
a diversos critérios que tém a ver com o tipo de arestas permitidas ou com
certas propriedades globais desejaveis. O que segue é um breve apanhado da

terminologia mais usada. (5)
Defini¢ao 9 (Grafo simples)
Sao aqueles que nao possuem lacos e nem arestas paralelas.
Defini¢ao 10 (Multigrafo)

Sao aqueles que possuem lagos e/ou arestas paralelas.
Definicao 11 (Digrafo ou Grafo orientado)

Sao aqueles que possuem arestas orientadas.

(a) (b) (c)

Figura 3.14: O grafo (a) é um grafo simples, o grafo (b) é um multigrafo e o
grafo (b) é um digrafo.

Exemplo 8 Grafo do Mapa do Brasil

Grafo do Mapa do Brasil na figura 3.15 é um grafo simples em que cada

estado representa um vértice e cada aresta indica estados vizinhos.
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Figura 3.15: Grafo do Mapa do Brasil.
Exemplo 9 Grafo da estrutura da molécula do Benzeno

Grafo do benzeno na figura 3.16 é um multigrafo em que cada vértice é um

atomo e as arestas sao as ligagdes quimicas entre os atomos correspondentes.

Figura 3.16: Grafo do Benzeno.

Exemplo 10 Grafo de Chamadas

Grafo de chamadas é um digrafo em que cada ntimero de telefone é
representado por um vértice e cada chamada telefonica é uma aresta orientada.
Na figura 3.17 temos um pequeno grafo com 5 telefones, mas um grafo de

chamadas que modele atividades telefonicas reais pode ser imenso.
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TELEFONE 5

TELEFONE 2

TELEFONE 1 TELEFONE 4

TELEFONE 3

Figura 3.17: Grafo de chamadas telefénicas com 5 telefones.
Definicao 12 (Grafo totalmente desconexo)

E aquele cujo o conjunto das arestas ¢ vazio, ou seja, nao possui aresta.
Um grafo totalmente desconexo é representado por um conjunto esparso

de pontos, como na figura 3.18.

2 o
®
d
®
b
®
e
L

Figura 3.18: Grafo totalmente desconexo.

Definicao 13 (Grafo completo)

E aquele onde quaisquer dois vértices sido adjacentes. Esse tipo de grafo
é denotado por K, onde n é o nimero de vértices. Na figura 3.19 temos o
K17 K27 K37 K4 € KS-
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A KR

Figura 3.19: Os primeiros cinco grafos completos.

A0
=

Defini¢ao 14 (Subgrafo)

Seja G = (V, A) um grafo. Dizemos que H = (V' A’) é um subgrafo de
GseV' CVeA C Ae fpode ser restrita a A' com imagem em V' U (‘;)
(ou V' x V', no caso de digrafos). Em outras palavras, todo vértice de H é um

vértice de GG, e toda aresta de H é uma aresta de GG unindo vértices de H.

H
G
Figura 3.20: H é um subgrafo de G.

Defini¢ao 15 (Grafo bipartido)

Um grafo G é chamada de bipartido no caso em que o conjunto de vértices
V' pode ser particionado em dois conjuntos V; e V5 (ou seja ViUV, =V e
Vi NVy = ()) de tal forma que ndo exista aresta ligando um elemento de V; a
um elemento de V5. Na figura 3.21 podemos ver um exemplo de grafo bipartido

onde V; tem 3 vértices e V;, tem 4 vértices.

A B CV1

F G

Vv,

Figura 3.21: Grafo bipartido.
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No caso em que todos os vértices de V; forem adjacentes a todos os
vértices de V5, temos um grafo bipartido completo. Se Vi tem r vértices e V5
tem s vértices, entao tal grafo bipartido completo é denotado por K, ;.(Figura
3.22)

D E F G

Figura 3.22: Grafo bipartido completo K34 ou Ky 3.

Defini¢ao 16 (Grafo planar)

Um grafo G ¢ dito planar se ele puder ser representado graficamente no
plano sem que as curvas que representam arestas se cruzem.

Um grafo planar em geral admite representacgdes graficas com cruzamen-
tos de arestas, pois em geral existem diversas formas de representar um grafo

no plano, como mostra a figura 3.23, que representa o grafo planar Kjy.

(1) (2)

Figura 3.23: Representagoes do grafo planar Kjy: em (1) ocorre cruzamento
entre arestas.
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Um circuito elétrico é um arranjo de de dispositivos elétricos, tais como
resistores, indutores, capacitores, diodos, linhas de transmissao, fontes de
tensao, fontes de corrente e interruptores, ligados por fios condutores, de modo
que formem pelo menos um caminho fechado para a corrente elétrica. Em geral,

circuitos elétricos nao podem ser representados por grafos planares.

Var 30V |n,

g 10Q g 5Q
R, R,

igy "5
—— e
N R 20 |M \J7A |n,
- % ?;2 -
{ !
<I>1 A Pe 50V &

Figura 3.24: Fonte: http://www.mspc.eng.br/elemag/celetr0220.shtml modifi-
cada pela autora.

Uma situacao em que se encontram grafos planares estd em nas placas
de circuitos impressos (figura 3.25), nas quais componentes eletronicos sao
conectados através de trilhas cobre sobre um material isolante. Uma intersecao
de arestas (fios de cobre) ocorrendo fora de um componente (vértice) é

indesejavel porque corresponde a um curto-circuito.

Figura 3.25: Trés exemplos de placas de circuito impressos.

Apos ver os problemas 13 e 14 apresentados no capitulo seguinte, um
estudante secundarista nao teria grande dificuldade em verificar que os grafos
nao-planares de menor ordem sao o grafo completo em cinco vértices K5 e
o grafo bipartido completo K33, de seis vértices. E claro que qualquer grafo
que contenha um desses dois como subgrafo também nao sera planar. O mais
legal é que essa condigdo de nao ter K5 ou K33 como subgrafo — ligeriamente
fortalecida — é nao sé necessaria, mas também suficiente para que um grafo
finito seja planar. Esse belo resultado foi provado em 1930 por K. Kuratowski

e, assim como o Teorema de Euler (ver problema 3 no capitulo seguinte),
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ilustra a profunda conexao entre Combinatoria e Topologia. Infelizmente, sua

demonstracao encontra-se além do escopo deste trabalho.

3.3
Caminhos, Trilhas e Passeios

Sejam G um grafo e u e v dois vértices de G.
Definicao 17 (Passeio)

Um passeio é uma sequéncia finita de arestas concatenadas de G. Deno-
tamos por u — v passeio, um passeio comecando com u e terminando em wv.
Caso u = v, fala-se em um passeio fechado.

Por exemplo, no grafo G da figura 3.20 a, ab, be, cd, db, be, ec, be, b é um

a — b passeio. Observe que a aresta bc aparece duas vezes.
Defini¢ao 18 (Grafo conexo)

Um grafo G é dito conexo quando, dados vértices x,y € V(G), sempre
existe um x — y passeio em G. Quando isso nao ocorre, dizemos que o grafo G

¢ desconero como mostra a figura 3.26.

A A

Grafo Conexo Grafo Desconexo

Figura 3.26: No grafo desconexo nao existe um A-F passeio.

Um sistema nervoso central (SNC) pode ser interpretado como um grafo
conexo, tomando como vértices os corpos celulares dos neuronios e como
arestas as sinapses entre essas células nervosas. Interrupgoes sibitas nessa
rede podem acarretar drasticas mudancas no funcionamento do organismo.
Houve um tempo em que certas formas de desconectar esse enorme grafo eram
prescritas como terapéuticas para certas disfungoes neurologicas, provocando
danos praticamente irreversiveis nos pacientes. Hoje, intervencgoes cirturgicas

como a lobotomia ou a calosotomia estao completamente fora de cogitacao.


DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 1512255/CA


PUC-Rio- CertificagaoDigital N° 1512255/CA

Capitulo 3. Conceitos iniciais de teoria de grafos 49

Figura 3.27: Esquema da atividade elétrica num cérebro humano. Fonte:
http://news.harvard.edu/gazette/story/2015/09/why-ms-symptoms-may-
improve-as-days-get-shorter/

Definicao 19 (Trilha)

Uma trilha é um passeio que nao repete nenhuma aresta.
Quando uma trilha contém todas as arestas de um grafo, dizemos tratar-

se de uma trilha euleriana.

Definicao 20 (Caminho)

-

E um passeio que nao repete nenhum vértice. Quando u = v, dizemos
tratar-se de um ciclo.
Quando um ciclo contém todos os vértices de um grafo, dizemos tratar-se

de um ciclo hamiltoniano.

Figura 3.28: (1) aedabcdac é um a — ¢ passeio,(2) abedac é uma a — ¢ trilha e
(3) abdc é um a — ¢ caminho.
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Defini¢ao 21 (Grafo euleriano)

Um grafo é dito euleriano se admite uma trilha euleriana fe-

chada.(Figuras 3.29 e 3.30 ).

a

Figura 3.29: Grafo com trilha euleriana fechada abcdcabda.

/A

@

Figura 3.30: O octaedro ¢ um grafo planar com trilha euleriana fechada

ABCFBDFECAEDA.
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Defini¢ao 22 (Grafo hamiltoniano)

Um grafo G ¢é dito hamiltoniano se admite um ciclo hamiltoniano.(Figura
3.31).

Figura 3.31: Grafo completo K5 com o ciclo hamiltoniano mais ébvio destacado
em azul.

Figura 3.32: O cubo como um grafo planar hamiltoniano.
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Definigio 23 (Arvore)

Um grafo conexo simple é dito uma drvore se ndo possui nenhum ciclo

(ver figura 3.33).

Figura 3.33: Uma arvore.

Exemplo 11 Algumas estruturas das moléculas.

E claro que nem todas as estruturas de moléculas sdo drvores (a estrutura

do benzeno, por exemplo, figura 3.16), mas todas podem sem representados

por grafos.
H H H
®
H H H -
[ ) [
.H C [¥] C ‘H
H H
®
H ¢ ¢ ¢ ¢ H
H Cc H
@ 2 J
H H H H
[ ) [ o
(2) (2)

Figura 3.34: (1):Alcano e (2):Isobutano.
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Exemplo 12 Arvores sintdticas

Uma drvore sintatica é uma estrutura de dados em arvore, que representa
a estrutura sintatica de uma frase de acordo com alguma gramatica formal.

Na figura 3.35 temos a arvore sintatica de “O Pablo comprou todos os livros.”.

F

Det

comprou

livros

Figura 3.35: F= frase; SN= Sintagma Nominal; SV= Sintagma Verbal; V=
Verbo; Q= Quantificador; DET= Determinante; N= nome.

Observe que, por nao ter ciclos, uma arvore é a forma mais simples de se

conectar vértices.
Definicdo 24 (Arvore geradora)

Uma drvore geradora(figura 3.36) de um grafo G conexo é um subgrafo

conexo que contem todos os vértices de G e que é uma arvore.

Figura 3.36: H é uma arvore geradora de G.
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Problemas resolviveis por teoria de grafos

Esse capitulo tem como objetivo resolver alguns problemas matematicos
através de teoria de grafos.

A ideia é sempre remodelar o problema, fazendo um abstragao e associ-
ando os vértices do grafo aos objetos do problema e as arestas as relagoes entre
os objetos.

Os objetos podem ser qualquer coisa: lugares, pessoas e etc. E os
relacionamentos podem ser divisas, amizades e etc.

Alguns resultados bésicos da teoria de grafos serdo introduzidos (sem
demonstracao) a medida em que sejam tteis para a resolugdo de uma classe
particular de problemas. No capitulo seguinte, daremos as provas de todos os
resultados utilizados.

Voltemos ao primeiro problema apresentado no inicio do nosso trabalho.

Problema 1 (Problema: Raposa, Galinha e Milho.) Um  fazendeiro
precisa levar uma galinha, uma raposa e um saco de milho de wma margem
de um rio para a outra. Ele dispoe de um pequeno barco, que sé o permite
levar consigo um item de cada vez. Mas ele deve providenciar, durante todo
0 processo, que a Taposa jamais fique a $6s com a galinha, nem tampouco a
galinha com o saco de milho (por razées dbvias). E possivel fazer isso? Se sim,

qual a maneira mais eficiente de completar a tarefa?

Observe que, indiretamente, ja resolvemos o problema utilizando um

grafo. Basta fazermos a seguinte associacgao:

Vértices: Sdo cada “estado” no qual os objetos (galinha,raposa,milho) se

encontrando.(Os vértices do cubo)
Arestas: Os deslocamentos entre os “estados”.(As arestas do cubo)

Inclusive poderiamos transformar a representagao do grafo em 3D do

capitulo um para a imagem 4.15 em 2D que representa o digrafo do problema.[]
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(1,1,0) (0,1,0)

(1.1.1)

(1,0,0)

® ®
(1,0,1) (0,0,1)

Figura 4.1: Grafo das Movimentagoes da Galinha,Raposa e Milho.

Problema 2 (Caixeiro Viajante.) O Sr. Tavares é um caizeiro viajante
que tem clientes em cinco cidades: cidade 1, cidade 2, cidade 3, cidade 4 e
citdade 5. Foi proposta a ele wma viagem de negocios na qual ele deve comecar e
terminar na cidade onde reside, que é a cidade 1, e passar por todas as outras
quatro. A fim de que poupar custos, ele precisard passar por cada uma das
quatro cidades restantes apenas uma vez. Na figura 2.18, temos um esquema
mostrando o custo do trajeto entre cada par de cidades. E possivel fazer tal
viagem proposta ao Sr. Tavares? Se sim, qual seria o melhor percurso, ou

seja, 0 mais economico?

Aqui, retornamos a outro problema do capitulo 2, um dos problemas mais
classicos dentro da teoria de grafos.

Ele pode ser remodelado da seguinte forma:

Vértices: Sao as cidades.

Arestas: Sao os caminhos que ligam duas cidades.

Logo podemos fazer a representacao grafica utilizando a imagem 4.2.

'

Cidade 2

Cy

Cidade 1

13 85

Figura 4.2: Grafo do Esquema das Cidades a serem percorridas pelo Senhor
Tavares.

Observe que quando a pergunta diz que o Senhor Tavares ird precisar

passar por todas as cidades uma tnica vez e retornar a cidade inicial, em
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termos de grafos o questionamento seria : “ Existe um ciclo hamiltoniano que
comece e termine em C7”.

Critério para Grafos Hamiltonianos- Dirac: Se cada um dos vérti-
ces de um grafo conexo finito G é vizinho de pelo menos metade dos vértices
de G, entao G possui um ciclo hamiltoniano. Em outras palavras, se |G| = n

n

eg(v) >4 Vv e, entao G possui um ciclo hamiltoniano.(6)

Analisando o grafo G da figura 4.2, podemos ver que os graus dos vértices

Sao :
Vértice | Grau
4 4
Cy 4
Cs 4
Cy 4
Cs 4
Observe que nesse caso, |G| = 5 e como g(v) = 4, que é maior que

g = 2,5, para todo v do grafo, entao de acordo com o critério de Dirac existe
um ciclo hamiltoniano.

E portanto é possivel fazer a viagem.[]

E evidente que como o grafo do problema tem poucos vértices, testar
se existe um ciclo hamiltoniano é mais simples do que utilizar o critério, e
ainda fornece um ciclo hamiltoniano explicitamente. Mas, quando estamos
trabalhando com grafos maiores, esse critério é de grande ajuda.

O Problema do Caixeiro Viajante é a denominacgao utilizada para uma
série de problemas reais que envolvem caminhos hamiltonianos. Infelizmente,
a questao do caminho mais vantajoso ainda nao dispoe de um método geral
eficaz e que nos dé a solugdo rapidamente.

O método que utilizamos no capitulo 2 é inviavel quando temos uma
numero grande de vértices. Por exemplo, se tivéssemos 30 cidades teriamos

que fazer 29! calculos dos possiveis trajetos.

Problema 3 (7 pontes de Konigsberg) Na cidade de Konigsberg havia
sete pontes que cruzavam o rio Pregel. Elas ligavam duas ilhas do rio entre
si e com as margens, como mostra a figura 2.20. Os moradores de Konigsberg
preocupavam-se com o sequinte problema: € possivel passear pelas sete pontes

sem repetir nenhuma?

Vamos voltar ao problema das pontes visto no Capitulo 2, e remodelar

da seguinte forma:
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Vértices: Sao cada um dos pedagos de terra da cidade de Koénigsberg.
Arestas: Sao as pontes entre esses pedagos de terra.

Assim o grafo formado pode ser representado através da figura 4.3.

N

. KONINGSBERGA
Ry F 1S

a

Figura 4.3: Grafo das 7 pontes da cidade de Konigsberg.

Agora vamos reformular o problema. Podemos transformar o questio-
namento em “Existe uma trilha que contenha todas as arestas e vértices do

grafo? Em outra palavras, existe uma trilha euleriana?”

Podemos observar que os vértices do grafo da figura 4.3 sao tais que:

Vértice | Grau
a 3
b 5
c 3
d 3

Ou seja, todos os vértices possuem grau impar.
Para resolver esse tipo de problema iremos apresentar dois resultados

existentes na teoria de grafos.

Teorema de Euler : “Um grafo finito e convexo admite uma trilha

euleriana fechada se e somente se todos os seus vértices tem grau par.”

Teorema do Grafo tracavel: “Um grafo finito e convexo admite uma
trilha euleriana aberta T,;, se e somente se tem exatamente dois vértices de

grau impar. Mais precisamente, os vértices a e b sao os tnicos de grau impar.”

Com base no Teorema de Euler, para que se tenha uma trilha euleriana
fechada todo vértice precisa ter grau par, e nesse caso todos os vértices tem

grau impar.
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E note que, mesmo o problema nao exigindo que comecemos o trajeto
e terminemos o trajeto no mesmo lugar, pelo Teorema do Grafo Tragavel
precisariamos que o grafo tivesse exatamente 2 vértices de grau fmpar (onde
comega e onde termina).

Portanto, nao existe solucao para esse problema. Em outras palavras,

nao é possivel passear pelas sete pontes sem repetir nenhuma.]

Google My Maps | @

Figura 4.4: Imagem da cidade de Konigsberg no dias atuais retirada do “Google
Maps” .

Esse problema foi originalmente solucionado por Leonhard Euler(1707-
1783), por isso o teorema recebeu esse nome. O problema das 7 pontes de
Konigsberg por si s6 nao tinha tanta importancia, mas sim o raciocionio que
Leonhard Euler utilizou para resolvé-lo. Inclusive esse Teorema recebeu esse
nome para homenagea-l6 e vem sendo abundantemente utilizado para resolver
problemas similares e de grande relevancia nao somente dentro da matematica,
como em outras areas afins.

Seria importante, apos apresentar o Teorema de Fuler, mostrar para os
alunos que para descobrirmos se um grafo é ou nao euleriano, o teorema nos da
uma condi¢ao necessaria e suficiente, diferente do que acontece com os grafos

hamiltonianos, em que demos apenas uma condicao suficiente.

Problema 4 (Jogo de Hamilton) “Hamilton inventou um bonito jogo, que
chegou a ser comercializado por volta de 1859 e que esteve na moda durante
algum tempo. O nome do jogo era Viagem pelo Mundo, figura 4.5. Esse jogo
consistia num dodecaedro reqular de madeira, onde cada vértice recebia o
nome da de uma cidade: Dublin, Roma, Paris; Madrid,... O jogo consistia em
encontrar um itinerdrio continuo pelas arestas do dodecaedro, saindo de uma
determinada cidade, que passasse so uma vez por cada cidade. Este itinerdrio
ia-se marcando com um fio de la colorido quee dava uma volta no eixo de cada
cidade por onde passava.” A pergunta é : E possivel fazer tal itinerdrio? Caso,

possivel, apresente uma solucao.
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Figura 4.5: Algumas imagens do jogo “Viagem ao mundo”. Fonte:
http://principo.org/um-pequeno-histrico-da-teoria-dos-grafos-3.html?page=5

Primeiro vamos verificar se o desafio proposto é possivel. Vamos remo-

delar o problema, onde:
Vértice: Sao as cidades(vértices do dodecaedro).
Arestas: Sao as ligagoes entre as cidades(arestas do dodecaedro).

Logo o grafo do jogo pode ser visto na figura 4.6.

o
e}

Figura 4.6: Grafo do jogo “Viagem ao mundo”.

Entao vamos buscar uma possivel solugdo. O desafio nao é muito dificil
quando passamos a analisar o grafo criado. Podemos fixar um vértice e ir
passando pelos demais até encontrar um ciclo hamiltoniano. Na figura 4.7

podemos observar uma solugao para o jogo.[l
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oy}
(5]

Figura 4.7: Em vermelho temos uma solucao do jogo “Viagem ao mundo”.

Observe que o grafo da figura 4.6 tem 20 vértices e que ? = 10. E
analisando os graus dos vértices do problema com o auxilio da figura 4.6,
podemos ver que todos os vértices tem grau 3. Logo temos que todos os vértices
tem grau menor que 10 (no caso no grau ¢ 3) e ndo podemos concluir nada
utilizando o critério de Dirac visto anteriormente. Isso mostra que, embora
o critério nos ajude nos casos em que os graus sao maiores, nada podemos

concluir caso contrario.

Problema 5 (Domind) E possivel com as pedras de um Jogo de Domino
formar um anel, ou seja, fazer um jogo fechado retornando a peca inicial?

(Segquindo as regras do Jogo).

O dominé é um jogo de mesa que possui 28 pecas divididas em dois
espacos que contem pontos marcados representando os niimeros de zero a seis,

como mostra a figura 4.8.

[oW
o,

Figura 4.8: Conjunto de dominés duplo-seis.
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Pode ser jogado por 2 ou mais jogadores onde cada jogador recebe 7
pedras quando comeca a rodada. No desenvolvimento do jogo cada jogador,
em sua vez, deve colocar uma das suas pecas em uma das 2 extremidades
abertas, de forma que os pontos de um dos lados coincida com os pontos da
extremidade onde esta sendo colocado. Quando o jogador coloca sua pega sobre
a mesa, sua vez de jogar se acaba e passa-se ao seguinte jogador. O objetivo é
eliminar todas pegas.

O problema em questdo quer saber se seria possivel colocar todas pecas,
dentro da regra do jogo, retornando a peca inicial colocada na mesa.

Para tentar resolver o problema vamos utilizar a teoria de grafos e

remodelar os elementos, onde:

Vértices: Sao os niimeros que aparecem nas pegas.

Arestas: Sao as pecas do domino.

Assim formamos o grafo representado na figura 4.9

Figura 4.9: Grafo do dominé.

Observe que os lacos do grafo representam as pegas que tém numero
iguais marcados (0-0,1-1,...) e as arestas simples, as pecas com ndmeros
diferentes marcados(1-2,1-3,...).

Como as pecas do dominé sdao tnicas e ndo poderemos repeti-las, po-
demos reformular o problema, e transformar o questionamento em saber se o
grafo gerado é um grafo euleriano.

Para isso, vamos analisar o grau dos vértices.
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Vértice | Grau
0 8
1 8
2 8
3 8
4 8
5 8
6 8

Como todos os vértice tem grau par, temos que pelo Teorema de Euler,
o grafo é euleriano.

Portanto, as pegas de um dominé formam um anel.[]

Problema 6 (O assassinato do biliondrio Count Van Diamond) A
planta da figura 4.10 € a residéncia do biliondrio Count Van Diamond, que
acaba de ser assassinado. Sherlock Gomes(um conhecido detetive que nas
horas vagas é um estudioso da teoria dos grafos) foi chamado para investigar
o caso. Durante a investigacao obteve os sequintes testemunhos:

O mordomo: alega ter visto o jardineiro entrar na sala da piscina (lugar
onde ocorreu o assassinato) e logo em sequida deizar aquela sala pela mesma
porta que havia entrado.

O jardineiro: afirma que ele nao poderia ser a pessoa vista pelo mordomo,
pois ele havia entrado na casa, passado por todas as portas uma unica vez e,
em sequida, deirzado a casa.

Depois disso, Sherlock Gomes avaliou a planta da residéncia (conforme
figura 4.10) e em poucos minutos declarou solucionado o caso. Quem poderia

ser o suspeito indicado por Sherlock Gomes?

Bar ‘L
Catto Cuarto da fdega
— % Prinicipal ;Empregada —
T oo
Sﬂa. J_ = | Despensa
Frinicipal
Gala da

Piscina
1 = —

Sala de (I 10 Cozittha
Jogos

Figura 4.10: Planta da casa. Fonte: http://leandro.md.tripod.com

Como lemos no enunciado do problema que o Sherlock Gomes é um

estudioso de teoria de grafos, entao vamos tentar reformular o problema nos
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termos dessa teoria e com isso descobrir quem mentiu em seu testemunho
fazendo com que Sherlock Gomes chegasse a solug¢ao do caso tao rapidamente.
Nesse caso faremos:

Vértices: Sao os comodos das casas e parte externa.

Arestas: Sao as portas ligando os comodos ou dando acesso a parte

externa da casa.

Chegamos ao seguinte grafo da figura 4.11.

l J Adega

Quato _ Quarto da
— }—I Principal IEmpxegada LM H

W F—

| Despenss

Prncipal
Sila da -
Piseing
— H Dl
Stade T o

logos

Figura 4.11: Grafo da Planta da casa do bilionario Count Van Diamond.

E claro que o jardineiro pode ter entrado e saido pela mesma porta.
Porém isso nao conclui o caso.

Agora, a afirmacao do jardineiro, que diz em sua defesa ter atravessado
cada uma das portas uma unica vez, implicaria a existéncia de uma trilha
euleriana fechada.

Para ver se isso seria possivel, vamos contar os graus:

Vértice | Grau
A 2
B 5
C 2
D 5
E 2
F 6
G 2
H 4
1 2
K 2
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Como ha dois vértices de grau impar, pelo Teorema de Euler, nao existe
uma trilha euleriana fechada. E assim podemos concluir que o jardineiro
mentiu.

E por essa razao, o detetive conseguiu solucionar rapidamente o caso,

indicando como suspeito o Jardineiro.[]

Problema 7 (Desenhar sem tirar o lapis do papel) Nos desenhos da fi-
gura 4.12 , uma crianca diz ter posto a ponta do lapis em cima do papel e com
movimentos continuos, sem levantar e sem retroceder o lapis, ter tracado as
linhas que formam os desenhos das duas casas, tracando cada casa uma unica
vez.

A mde da crianca acha que a crianca trapaceou em um dos desenhos, pois
ndao foi capaz de achar nenhuma sequéncia que pudesse produzir tal resultado. A

mae estd correta em sua duvida?

Casa 1 Casa 2

Figura 4.12: “Desenho” das duas casas.

Observe que a duvida da mae na verdade pode ser transformada numa
questao sobre grafos, associando os desenhos a grafos, e descobrindo se tais
grafos sdo tragaveis ou nao, de acordo com o Teorema do Grafo Tracavel.

Faremos a seguinte associacao:

Vértice: Sao os “bicos” do desenhos.

Arestas: Sao as linhas que ligam esses bicos.

Com isso, associamos os desenhos aos grafos representados na figura 4.13

Observe que no grafo G’ todos os vértices tem grau par, e pelo Teorema

de Euler, G' é um grafo euleriano e portanto, tracavel.
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G 1 G’ Dy

Figura 4.13: Grafo G da casa 1 e grafo G’ da casa 2.

Grafo G’
Vértice | Grau
Ay 2
By
&
D,
Ey

BN N

E no caso do grafo G, somente os vértices C' e D possuem grau impar e
pelo Teorema do Grafo Tracavel, G possui uma trilha euleriana T p, e portanto

é tracavel.

Grafo G
Vértice | Grau
A 2
B 4
C 3
D 3
E 4

Logo, a desconfianca da mae é infundada. Mas por qual motivo teria a
mae da crianca duvidado e nao teria conseguido achar a sequéncia correta?
Possivelmente a duvida tenha ocorrido no desenho na casa 1, visto que, para
conseguir realizé-lo, ela deveria ter comegcado em C' ou D, caso contrario nao

conseguiria fazer o desenho sem tirar o lapis no papel.l]


DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 1512255/CA


PUC-Rio- CertificagaoDigital N° 1512255/CA

Capitulo 4. Problemas resolviveis por teoria de grafos 66

Os préximos problemas poderiam também ser propostos aos alunos para
abordar outros conceitos dentro da teoria de grafos,como os subgrafos, grafos

planares, arvores geradoras e etc.

Problema 8 Um quimico deseja transportar os produtos A,B,C,D,E F,H
usando o menor numero de cairas. Alguns produtos nao podem ser colocados
numa mesma caixa porque reagem. Os produtos A,B,C,H reagem dois-a-dois;
A reage com F e com D e vice-versa; E também reage com F e com D e vice-
versa. Qual seria o menor numero de caixas necessdrias para transportar os

produtos com sequranga?

rasg R

Figura 4.14: Os 7 produtos quimicos para serem transportados.

Veja que como alguns produtos reagem entre si ndo podem ser trans-
portados na mesma caixa e deve-se ter cuidado em relacao a isso. Para tentar
solucionar esse problema, vamos fazer associa¢oes que remodela-lo para a teo-
ria de grafos.

Nesse caso, faremos o grafo G' onde:
Vértices: Os produtos.
Arestas: As reacoes entre dois produtos.

Com isso, teremos a seguinte representacao do grafo G na imagem 4.15.
Assim, o problema consiste em criar subgrafos totalmente desconexos do
G, onde os vértices nao sejam adjacentes (os produtos nao reagem entre si).
Claro que poderiamos fazer isso criando 7 subgrafos de G contendo apenas um
vértice, mas nao iria resolver a questao de utilizar o minimo de caixas possivel.
Observe que os vértices A, B, C' e H sdo adjacentes entre si, logo
nao podem estar no mesmo subgrafo. Portanto precisamos de pelo menos 4
subgrafos contendo cada um deles e mais algum outro vértice nao adjacente.
Podem formar os subgrafos S; com os vértices A e E, Sy com os vértices
B e F, S3 com os vértices C' e D, e Sy com o vértice H, como mostra a figura

4.16.
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Figura 4.16: O subgrafos formados.

Claro que poderiam ser criados outros subgrafos que resolvessem o

problema, mas eles seriam no minimo quatro, visto que os vértices A, B, C' e

Logo o menor nimero de caixas necessarias para transportar os 7
produtos com seguranca seria 4 caixas.[]

Problema 9 FEra uma vez um reino muito distante. Nesse reino havia exata-

mente 100 cidades e em cada uma delas ficava o inicio ou o fim de exatamente

quatro estradas do reino. Quantas estradas existiam ao todo no reino, sabendo

que nao existem estradas que comecam e terminam na mesma cidade?

Interpretando os elementos do problema em termos de grafos, teriamos

Vértices: Sao cada uma das 100 cidades.

Arestas: Sao as estradas entre duas cidades.

Assim o questionamento passa a ser “Quantas arestas possui o grafo?”

Desenhar esse grafo e contar o nimero de arestas desejada seria obvia-

mente cansativo e confuso.
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Entdo vamos chamar de v; o vértice referente a cidade 1, vy o vértice
referente a cidade 2, vs o vértice referente a cidade 3, e assim por diante, até
chegarmos na cidade 100, que chamaremos de v1gg.

Entretanto nos foi passada pelo problema a informacgao de que em cada
cidade esta o comeco ou o fim de exatamente 4 estradas. Isso significa que
o grau de cada vértice do problema é igual a 4, ou seja, g(v) = 4 para todo

vértice v do grafo.

Lema do Aperto de Mao: Para todo grafo (nao orientado), a soma
dos graus de seus vértices ¢ duas vezes o nimero de suas arestas. Em outras

palavras:

3 gv) = 2-n(A)

veG
Com isso temos que n(A) é a quantidade de estradas do reino que
queremos descobrir, entdo vamos associar n(A) = x. Logo, pelo lema do aperto

de mao:

g(v1) + g(v2) + ... + g(vion) =2 @

Portanto, basta resolver a equacao acima e solucionar o problema:

44+4+.4=2-2
—_———

100 vezes
400 = 2z
400
T2
z =200

X

Portando n(A) = 200.

E assim concluimos que no reino existem 200 estradas.[J

Problema 10 Em uma sala de aula hd 30 alunos. Seria possivel que, consi-
derando so as relagoes de amizade reciprocas na turma, sete tenham 3 amigos

cada, nove tenham 4 amigos e quatorze tenham 5 amigos?

Dando uma interpretacao grafica ao problema:
Vértice: Sao os alunos da sala.

Arestas: Sao as amizades entre dois alunos
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“..sete tenham 3 amigos cada, nove

Portanto, quando o problema diz
tenham 4 amigos e quatorze tenham 5 amigos?”, interpretamos isso como: 7
vértices tem grau 3 cada, 9 vértice tem grau 4 e 14 tem grau 5.

Reformulando a questio em termos de grafos: ¢ E possivel que num grafo
de 30 vértices existam: 7 vértices com grau 3 cada; 9 vértices com grau 4; e 14
vértices com grau 57"

Para nos ajudar a responder essa questao vamos utilizar a seguinte

consequéncia facil do lema do aperto de mao:

Corolario: Todo grafo G (ndo orientado) contém um ntmero par de

vértice de grau fmpar.

No problema, temos 21 vértices de grau impar (7 vértices de grau 3 e 14
grau b).

Portanto, teriamos um ntmero impar de vértices de grau impar. Pelo
resultado que acabamos de apresentar, nao existe tal grafo.

Logo nao ¢é possivel que nessa sala de aula exista uma tal distribuicao de
amizades.

Agora, se em vez de “..sete tenham 3 amigos cada, nove tenham 4 amigos
e quatorze tenham 5 amigos? ” tivéssemos “.. seis tenham 3 amigos cada, doze
tenham 4 amigos e doze tenham 5 amigos? ” 7, Seriam possiveis essas relagoes
de amizade?

Nesse caso, terfamos 18(6 de grau 3 e 12 de grau 5) vértices de grau
impar, o que nao estaria em desacordo com o corolario acima. Mas isso nao

prova que tal grafo exista. Entretanto, a figura 4.17 prova. [J

NN AN

Figura 4.17: Grafo das relagdes de amizades.

NN
i
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Problema 11 Chico e sua esposa foram a uma festa com outros trés casais.
No encontro, houve varios apertos de mao. Ninguém apertou a propria mao
(claro!) ou a mao da(o) propria(o) esposa(o), e ninguém apertou a mao da
MesSma pessoa mais que uma vez.

Apds os cumprimentos, Chico perguntou a todos, inclusive a sua esposa,
quantas maos cada um apertou, e recebeu de cada pessoa uma resposta dife-
rente. Com base nessas informagoes podemos determinar:

(i) Quantas maos Chico apertou?

(7i) Quantas mdos a esposa de Chico apertou?

Figura 4.18: Os 4 casais do problema.

A informacao de que dispomos pode parecer, a primeira vista, insuficiente
para responder as questoes colocadas.
Que tal remodelarmos o problema em termos de grafos?

Onde no grafo G:
Vértices: As pessoas na festa.
Arestas: Os “apertos” de maos entre as pessoas na festa.

Note que, nao podemos representar imediatamente o grafo, pois nao sabe-
mos quais arestas estao associadas a quais vértices. Até porque, se soubéssemos,
jé& terfamos resolvido o problema.

Na verdade, o problema se transforma em saber:

(i) Qual grau do vértice que representa Chico?

(ii) Qual o grau do vértice que representa a esposa de Chico?

Podemos tirar do problema algumas informacoes para resolve-lo:
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1. “Ninguém apertou a prépria mao ... e ninguém apertou a mao da mesma
pessoa mais que uma vez.” : Isso significa que esse grafo nao tem lacos e

nem arestas paralelas, ou seja, trata-se de um grafo simples.

2. “Ninguém apertou a propria mao ou a mao da(o) esposa(o)”: Isso
significa que o grau do vértice de cada um é maximo 6, excluindo no

caso a relagdo a si proprio e ao seu conjuge.

3. “Chico perguntou para todos, inclusive para a esposa, quantas maos cada
um apertou e recebeu de cada pessoa uma resposta diferente.”: Com isso
temos que os graus dos outros vértices (diferentes do vértice de Chico)
sao: 0,1,2,3,4,5,6.

Pelo item 3., temos 3 vértices com grau impar. Pelo corolario visto
anteriormente, devemos ter um nimero par de vértices de grau impar. Com
isso, podemos concluir que o grau do vértice que representa Chico é impar(1,3
ou b).

Vamos agora comegar a montar a representacao do grafo GG, colocando
apenas os vértices como mostra a figura 4.19 e acrescentando as arestas de

acordo com as informacoes do problema.

Ce C
o o
A E
O o
D F
o @®
G H
o o

Figura 4.19: Representacao parcial no grafo G do problema.

O vértice C representa o Chico, C, representa a esposa do Chico, e A e
D,G e H,E e F, os demais casais.

Primeiro vamos escolher um vértice aleatério para ter grau 6, e conse-
quentemente, seu conjuge terd grau 0 (j4 que conjuges nao realizaram apertos
de maos). Nem C' e nem C, poderiam ser tais vértices escolhidos, pois sabemos
que o grau de ' é impar.

Entao faremos o vértice A ligado a todos os vértices, e portanto D sem
aresta como mostra a imagem 4.20. Assim, eliminamos os graus 0 e 6.

Agora vamos escolher um outro vértice para grau 5, que ira ligar-se aos

demais vértices, menos os vértices A, D e o do seu conjuge (o vértice H).
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Figura 4.20: Representacao parcial no grafo G do problema: Primeiro casal
relacionado — A e D.

Ligaremos entao o vértice G a quatro outros vértices, fazendo assim ¢(G) = 5.
Observe que, consequentemente, g(H) = 1, pois os demais vértices passaram

a ter no minimo grau 2, como visto na figura 4.21.

Ce C

G H

Figura 4.21: Representacao parcial no grafo G do problema: Segundo casal
relacionado — G e H.

Por fim, colocaremos F com grau 4, relacionando-se a mais apenas C' e C.,
e portanto F'(o conjuge de F) tera grau 2. Com isso concluimos a representagao
do grafo G, ja que eliminamos todos os possiveis graus dos vértices, como

mostra a figura 4.22.
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G H
Figura 4.22: Representacao final do grafo G do problema.

Agora podemos concluir que g(C) =3 e g(C.) = 3.

Portanto Chico e sua esposa apertaram 3 maos cada um. [J

Sera que foi uma coincidéncia que o Sr. Chico e a esposa tenham apertado
a mesma quantidade de maos? Nao, pois existe um famoso resultado que diz
que, num momento qualquer de uma festa qualquer, sempre vao existir duas
pessoas que apertaram o mesmo numero de maos. A prova deste resultado é
simples: seja n o numero de pessoas na festa. Uma pessoa pode apertar, no
maximo, n — 1 maos e, no minimo, nenhuma. Se num dado momento houver
k individuos que ainda nao cumprimentaram ninguém, o ntimero maximo de
apertos de mao que alguém pode ter dado serda n — k — 1. Excetuando esses
individuos que nao cumprimentaram ninguém, sobram n—k pessoas, que terao
que ser distribuidas entre os n — k — 1 ntimeros possiveis de apertos de mao
1,2,--- ,n—k — 1. Pelo Principio da Casa de Pombos, duas delas terao dado
o mesmo numero de apertos de mao. Note que podemos tomar k£ = 0, obtendo

0 mesmo resultado.

Problema 12 (Tipos Sanguineo) O sangue humano € classificado de
acordo com o grupo ABO (A, B, AB e O) e o fator Rh(positivo e negativo).
A compatibilidade entre os wvdrios tipos de sangue humano tem a ver com
antigenos e anticorpos. As pessoas que sao do grupo A tém o Antigeno A e
o anticorpo anti-B em suas hemdcias; as que sdo do grupo B tém o antigeno
B e o anticorpo anti-A; as que sdo do grupo AB tém antigenos A e B e ndo
possuem anticorpos nem anti-A e nem anti-B; e as que sao do grupo O ndo
possuem antigeno e apresentam ambos anticorpos anti-A e anti-B. Assim, as
pessoas que possuem um determinado anticorpo em seu sangue ndo podem
receber sangue com antigeno de mesmo tipo. Por exemplo, uma pessoa do
grupo A , ndo pode receber sangue do tipo B pois ela possui anticorpos anti-B,

o que poderia causar um grave problema em seu sistema imunologico.
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A mesma ideia estd relacionada ao fator Rh que determina a presenca
do antigeno D. As pessoas que tém fator Rh positivo possuem o antigeno D, e
as que tem fator Rh negativo nao o possuem. As pessoas com Rh™ sé podem
doar para quem for Rh*, enquanto quem for Rh™ pode doar para Rh* e Rh™.
Com base nessas informagoes, determinar qual o tipo sanguineo que mais

pode doar e o tipo que mais pode receber.

Com base nas informacoes do texto temos que existem oito tipo sangui-
neos, que sao : A*, A=, BY, B~, AB", AB~, O" e O~. Assim, modelando o

problema em termos de grafos temos:
Vértices: Sao os tipos sanguineos.

Arestas: E a relacao de um tipo sanguineo poder doar para o outro, ou

seja, uma aresta ab siginifica que a pode doar para b.

Observe que neste contexto uma aresta ab nao necessariamente é igual
a aresta ba. Portanto, estamos trabalhando com arestas orientadas, e, conse-
quentemente, o grafo do problema serd um digrafo. Portanto o nosso questio-
namento é: “Qual é o vértice com maior grau de saida e qual é o vértice com
o maior grau de entrada?”

Vamos comegar a montar o digrafo G do problema, colocando todos os
vértices e os lacos orientados, pois cada tipo sanguineo pode sempre doar para

si proprio como vemos na figura 4.23.

Q@ O

B+

Q A+ B‘O

AB+ O-

AB- O+

O D

Figura 4.23: Representagao inicial do digrafo G do problema.

Acrescentamos as demais arestas tomando os devidos cuidados menci-

onados no problema, podemos visualizar a representagao geométrica final do
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v |lg7(v) || g"(v)
AT 4 2
A 2 4
Bt || 4 2
B~ 2 4

AB* || 8 1
AB~ || 4 2
o+ 2 4
O~ 1 8

Tabela 4.1: Tabela com os graus dos tipos sanguineos.

digrafo na figura 4.24.

Figura 4.24: Representacao final do digrafo G do problema.

Assim, analisando o digrafo podemos construir a tabela 4.1.

Logo, o vértice que possui o maior grau de entrada é ABT, pois
g (AB") = 8, e o vértice que possui o maior grau de saida é O, pois
gt (0O7) =8.

Portanto, o tipo sanguineo que mais pode doar é O~ e o tipo que mais
pode receber é AB™. Por isso, portadores do sangue O~ sdo chamados doado-
res universais, ao passo que portadores do tipo AB™ sao chamados receptores

universais. [

Problema 13 (Trés vizinhos que se odeiam) Em uma vila tem 3 pracas
e trés vizinhos que se odeiam. FEsses vizinhos ndo podem se cruzar durante o

caminho a qualquer uma das pracas, pois caso isso aconteca sempre haverd
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uma briga entre eles. E possivel criar caminhos para cada uma das trés pracas

a partir de cada casa sem que esses caminhos se cruzem?

Figura 4.25: Problemas dos 3 vizinhos.

Vamos 14, esse tipo de questionamento pode ser transformado para a

teoria de grafo, utilizando a seguinte associacao:

Vértices: Sao as pragas e as casas dos vizinhos.

Arestas: Sao as ligacoes entre as pragas e as casas dos vizinhos.

Logo, podemos representar o grafo do problema através da figura 4.26.

A B C

Figura 4.26: Grafo problemas dos 3 vizinhos.

Observe que o grafo formado trata-se do grafo bipartido completo K3 s,
onde o conjunto V; = {A, B, C} de vértices representa a casa dos vizinhos e o
conjunto Vo = {D, E, F'} representa as pragas.

Na verdade o problema se resume em verificar se existe uma representacao
planar para o grafo do problema.

A representacao inicial que demos claramente nao é planar, pois existem
varios cruzamentos entre as arestas. Mas podemos tentar outras.

Na figura 4.27 temos uma segunda representacao geométrica do grafo do

problema em questdo, porém ainda aparece um cruzamento entre as arestas
AF e EB.
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Figura 4.27: Segunda representacao geométrica do grafo do problemas dos 3
vizinhos.

Poderiamos continuar fazendo outras tentativas. Entretanto, existe um
resultado de Topologia que pode nos ajudar a resolver esse problema de uma

forma mais rapida. Vejamos:

Teorema da Curva de Jordan: Uma curva plana fechada conexa e
simples (i.e., sem auto-interse¢des) C' C R? divide o plano cartesiano R? em
duas componentes conexas: uma limitada, chamada o interior de C'; e uma
ilimitada, chamada exterior de C.

Em outras palavras:

R? = Int(C) U C U Ext(C)

E uma consequéncia imediata do Teorema da Curva de Jordan que, se
r € Int(C) e y € Ext(C), entdo toda curva continua ligando = a y deve
cortar a curva C' em algum ponto (admitindo que esta satisfaca as hipdteses
do teorema). (7)

Ext (C)

C

Figura 4.28: Temos a curva C' e = € Int(C) e y € Ext(C).

Fazemos a ressalva de que este é um resultado intuitivo, e nao deveria ser
apresentado aos estudantes secundaristas como um teorema, mas mencionado
como um fato da vida, sem maiores explicagoes.

De posse dessas informagoes, os alunos poderiam ser convidados a se
debrugar novamente sobre o problema. Ao fim da atividade, o professor poderia

apresentar a seguinte solu¢ao (negativa).
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Observe na figura 4.29 que 4 arestas formam uma curva fechada C que
divide o plano em duas regides Int(C')= R; e Ext(C)=R,.

A E
T 9
Ry
| A
0
D R2

Figura 4.29: A curva C' é o Ciclo AECD.

O vértice B pode ser colocado tanto na regidao R; quanto na regiao Rs
que nao ocorreria problema para alcangarmos nosso objetivo.

Entao, sem perda de generalidade, vamos desenhé-lo na regiao R; e acres-
centamos suas arestas relacionadas aos demais vértices obrigatorios. Assim as
arestas BD e BE dividem a regiao R; em duas outras regioes Rj; e R15 como

podemos ver na figura 4.30.

Figura 4.30: Regioes Ry, Ri1 € Rys.

Para finalizar, basta desenhar o vértice F' e suas arestas de forma que
nao corte nenhuma das arestas ja desenhadas. Vamos tentar colocar F' em cada
uma das regioes Ry1, R ou Rs.

Vamos tentar colocar na regiao Ry;.

Como o vértice C nao pertence a regiao Ry (esta exterior a curva AEBD)
e F pertence a regiao Ryi(estd interior a curva AEBD) , entdo temos que
qualquer curva F'C' corta a curva AEBD em algum ponto, veja na imagem
4.31.

Analogamente, colocando F' na regiao Ris ou Rs, sempre haverd um
cruzamento entre duas arestas do grafo. Portanto, o grafo nao é planar.

Logo, nao é possivel criar caminhos para cada uma das familias irem a
qualquer uma das trés pracas sem que esses caminhos se cruzem em algum

ponto.[]
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Figura 4.31: Na figura (1) corta a aresta AD, em (2) corta BD, em (3) corta
BE e em (4) corta AE .

Note que o problema analogo com duas pragas e trés casas ja foi resolvido

(positivamente) (Figura 4.32).

Figura 4.32: Problemas dos 3 vizinhos modificado.

Problema 14 (Condominio) Em um condominio fechado, serd montado
uma rede de internet para uso de wi-fi dos moradores. Para que isso ocorra
serao instaladas cinco torres em posicoes distintas, onde cada uma serd conec-
tada com as outras 4 através de cabo resistente. O problema é que esses cabos
ndo podem se encostar pois acaba interrompendo a transmissio da internet. E

possivel colocar os cabos sem que haja interrupcao ¢

Uma das aplicagdoes mais utilizados de teoria de grafos é a que esta
relacionada rede de computadores. Assim remodelando o problema para a
grafos podemos considerar:

Vértices: As torres de transmissao.

Arestas: Os cabos.
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Figura 4.33: Condiminio e as 5 torres.

Assim, uma representacao para o grafo do problema pode ser observada
através da figura 4.34, que nada mais é que o grafo Kj.
Observe que o problema estda em descobrirmos se o grafo gerado é uma

grafo planar.

Tz

T
Ty 5

Figura 4.34: Uma representacao grafica do Grafo das cinco Torres.

Agora vamos tentar construir representacao planar desse grafo. Inicial-

mente vamos construir o ciclo T1T5T57T,T5, como mostra a figura 4.35.

T

T
Ty 5

Figura 4.35: Desenhando o ciclo.
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Agora vamos acrescentar as arestas 1377 e T3T5. E depois quando vamos
acrescentar as arestas 1,71 e T,T,, podemos observar que ¢é necessario desenha-
las externamente ao ciclo TV T5T5T,T5, pois caso contrario iria cruzar com as

arestas 15T} e T3Ts como mostra a figura 4.36.

) (2

Figura 4.36: (1):Acrescentando as arestas 1737 e T3T5 e (2):Acrescentando as
arestas 1,17 e TyT5.

Para finalizar a construcao do grafo basta acrescentar a aresta T5T5.
Considerando o ciclo 17137, , temos que o vértice Ty e o vértice Ty estao em
regides diferentes. Logo pelo Teorema da Curva de Jordan, temos que qualquer
curva que tenha 75 e T5 como extremos cortard o ciclo 17374 em algum ponto,

veja a figura 4.37.

(1) (2

Figura 4.37: (1):Cortou a arest aT}T3 e (2):Cortou a aresta T,T}.

Logo o Grafo nao é planar. E portanto, nao é possivel colocar os cabos

sem que haja interrupcao.l]

Problema 15 Uma determinada companhia aérea apresentar algumas rotas
comerciais entre cidades importantes: Rio de janeiro, Sao Paulo, Salvador,
Belo Horizonte, Brasilia, Fortaleza, Curitiba e Manaus. Na tabela 4.2 temos
um esquema que mostra distancia entre as rotas que a companhia oferece. A
companhia deseja voar para todas as cidades, mas usando um conjunto de rotas
que minimaiza o total de distancias percorridas. Qual seria um conjunto de rotas

desejado?
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Trajeto distancia
Manaus - Brasilia 355
Manaus - Curitiba 695
Brasilia - Belo horizonte 262
Brasilia - Fortaleza 74
Brasilia - Sao Paulo 269
Sédo Paulo - Fortaleza 348
Sao Paulo - Belo Horizonte 242
Sao Paulo - Curitiba 151
Sao Paulo - Rio de Janeiro 83
Sao Paulo - Salvador 306
Rio de Janeiro - Salvador 230

Tabela 4.2: Trajetos e distancia da companhia aérea.

Observe que olhando somente pela tabela fica um pouco complicado
para conseguir solucionar o problema. Entao vamos remodelar para grafo e
apresentar uma representacao grafica com o intuito de resolver a questao.

Vamos considerar:

Vértices: As cidades.

Arestas: Cada rota entre duas cidades.

Portanto as representagao de tal grafo pode ser visualizada através da
imagem 4.38.

Observe que o problema em questao dado o grafo 4.38 é apresentar
a arvore geradora desse grafo que apresenta as menores distancias entre as

cidades.

Manaus

Fortaleza

Salvador

230

Brasilia

Rio de Janeiro

Belo Horizonte
Curitiba

Figura 4.38: Grafo das rotas aéreas.
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Como uma &arvore nao contém ciclos, iremos eliminar as arestas que
formam os ciclos do grafo 4.38 de forma que nao torne o grafo desconexo.

Primeiro vamos observar o ciclos Manaus - Brasilia - Sao Paulo - Curitiba
e vamos retirar a aresta com a maior distancia que seria 695 da aresta Manaus

- Curitiba, como mostra a figura 4.39.

Manaus

Fortaleza

Salvador

Brasilia

Belo Horizonte
Curitiba

Figura 4.39: Retirando a aresta Manaus - Curitiba.

Utilizando o mesmo raciocinio, iremos eliminar as arestas dos demais
ciclos, sempre tomando cuidado para manter o grafo conexo. Faremos isso até

chegar na figura 4.40.

Manaus

Fortaleza

Salvado

230

Brasilia

io de Janeiro

Belo Horizonte
Curitiba

Figura 4.40: Arvore geradora do grafo.

Observe que se retirarmos mais qualquer uma das arestas farda com que
o grafo fique desconexo. Logo, encontramos a arvore geradora do grafo.

Portanto o conjunto de rotas conecta todas as cidades pode ser visto na
figura 4.40. OJ
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Uma interessante fonte de aplicagoes da teoria de grafos a outras areas

das ciéncias naturais e humanas é o conceito de grafo de intervalos.
Defini¢ao 25 (grafo de intervalos)

Dada uma familia indexada F = {I,}neny C P(R) de intervalos abertos
da reta dos ntmeros reais, com conjunto de indices N C N, seu grafo de

intervalos G associado é formado de acordo com as seguintes regras:

— A cada intervalo I; associa-se um vértice j;

— Se I; N I; # (), entdo poe-se uma aresta ij entre os vértices i ¢ j

correspondentes.

Embora a definicao formal acima seja dificilmente compreensivel por um
estudante secundarista, a no¢do mesma de grafo intervalo é muito natural
e facil de ser assimilada por meio de exemplos e exercicios, como os que
apresentaremos abaixo.

A utilidade dos grafos de intervalos foi descoberta nos anos 1950 pelo
fisico, bioquimico e geneticista Seymour Benzer (1921-2007), que os empregou
para apoiar a hipotese da organizacao linear da informacao genética. Essa
organizacao linear era prevista pelo modelo de hélices para as moléculas de
acidos nucleicos (DNA e RNA), proposto por Francis Crick e James Watson
em 1953. Hoje se sabe que a informacao genética contida em um cromossomo
¢é totalmente determinada pelas listas ordenadas de bases nitrogenadas nas
hélices da moélecula de DNA que ele contém. Os resultados dos experimentos
de Benzer vieram ao encontro da proposta de Watson e Crick e ajudaram a
consolida-la.

Na ocasiao, Benzer estudava variedades mutantes do virus bacteriéfago
T4 obtidas pela delegao de vérias partes de seu material genético (cromatina).
Ele estava interessado em entender se a informagao contida no DNA do virus
em questao encontrava-se organizada linearmente, ou se seriam permitidas
ramificagdes na estrutura fina do material genético.

Os bacteriofagos tém esse nome porque infectam bactérias, inoculando
seu material genético nelas e obrigando a maquinaria celular da bactéria
hospedeira a replica-lo. No fim da infeccao, a bactéria se rompe liberando
milhares de novos bacteridfagos.

Benzer comecou a infectar bactérias com exatamente dois virus mutantes
para cada bactéria. Ele observou que em alguns casos a bactéria infectada
sobrevivia e conjecturou que isso se devesse ao fato de os trechos de cromatina

retirados de ambos os virus possuirem interse¢ao nao-vazia. Nos casos em que
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nao havia intersecdo entre os trechos deletados, o DNA de um virus fazia o
papel da parte faltante no outro, e o processo de infeccao seguia seu curso
normalmente, levando a morte da bactéria.

Assim, compilando os resultados de um enorme niimero de experimentos

de infec¢ao dupla, ele montou um grafo da seguinte forma:

— a cada variedade de virus mutante foi atribuido um vértice;

— se a co-infecgao por duas variedades nao resultava na morte da bactéria,
uma aresta entre os vértices correspondentes era incluida. Do contrario,

nao se colocava aresta.

A partir da andlise dos dados obtidos, Benzer reuniu robustas evidéncias
em favor de uma estrutura linear para a informacao genética (a0 menos no tipo

de virus estudado), em consonéncia com as descobertas de Watson e Crick.

A enorme quantidade de informacao com a qual ele lidou em seus
experimentos nos impede de oferecer aqui um exemplo proveniente desse
contexto. Entretanto, grafos de intervalos comecaram a ser utilizados para
outros fins, por exemplo, na arqueologia, como exemplificaremos mais abaixo
nesta secao. Vejamos antes dois exemplos ilustrativos da nocao de grafo de

intervalos.

Exemplo 13 Grafo de contemporaneidade para alguns matemdticos impor-

tantes.

Vamos organizar um grafo de intervalos baseado nas datas de nascimento
e falecimento da seguinte lista de alguns importantes matematicos que viveram
entre os séculos XVI e XIX.

Matematico Nascimento || Falecimento
Galileu Galilei 1564 1642
René Descartes 1596 1650

Pierre de Fermat 1607 1665
Christiaan Huygens 1629 1695

[saac Barrow 1630 1677

[saac Newton 1643 1727

Gottfried Wilhelm Leibniz 1646 1716
Leonhard Euler 1707 1783
Joseph-Louis Lagrange 1736 1813
Carl Friedrich Gauss 1777 1855
William Rowan Hamilton 1805 1865
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Assim podemos criar intervalos que representem o curso da vida de cada
um deles, como mostra a figura 4.41. A partir desses intervalos, vamos formar

o grafo de intervalos 4.42 desejado.

1564 Galileu 1642
[ L
1596 Descartes 1650
@ L ]
1607 Fermat 1665
g
1629 Huygens 1695
@ —0
1630 Barrow 1677
1643 Newton 1727
]
1646 Leibniz 1716
o—  J
1707 Euler 1783
1736 Lagrange 1813
o—
1777 Gauss 1855
1805 . 86!
Hamilton
—

Figura 4.41: Intervalos de vida de alguns matematicos.

Galileu Hanmilton

Descartes

Euler

Fermat

Huygens

Barrow

Figura 4.42: grafo de contemporaneidade de alguns matematicos.

Esse grafo 4.42 representa interagoes pessoais (meramente) possiveis en-
tre os referidos matematicos, ja que as arestas omitidas representam convivén-
cias impossiveis, por se tratarem de pessoas que nao viveram na mesma época.
Algumas dessas interagoes possiveis de fato ocorreram. Nem todas foram muito
amigaveis.

Sera que qualquer grafo pode ser considerado um grafo de intervalos? Ou
seja: dado qualquer grafo, existe uma familia de intervalos da reta dos ntimeros
reais que pode ser associado a ele da maneira exposta acima? A resposta é nao.
Veja o grafo da figura 4.43.

Observe que nao seria possivel obter os quatro intervalos com as inter-

secoes desejadas. O problema seria colocar o intervalo D de forma que tenha
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Figura 4.43: Grafo de intervalos?

interse¢ao com A e C e ndo tenha intersecao com B (veja a figura 4.44). Logo,

o grafo nao é um grafo de intervalos.

Figura 4.44: Duas tentativas fracassadas de associar quatro intervalos ao grafo
4.43.

Grafos de intervalos tém sido usados extensivamente por arquedlogos
tentando organizar cronologicamente certos eventos. No exercicio seguinte,
vamos imaginar uma situacao-brinquedo que poderia ser proposta aos alunos

em sala, possivelmente divididos em pequenos grupos.

Problema 16 Um arquedlogo amador investigava os objetos pessoais contidos
em seis sarcofagos descobertos em piramides egipcias, com o objetivo de colocar
essas tumbas em ordem cronoldgica. Para isso, ele se baseou ma hipotese de
que dois objetos coexistiram numa mesma época se, se somente se, foram
encontrados juntos em algum dos seis sarcéfagos considerados. Os objetos
encontrados foram: um certo tipo de adaga; um certo tipo de colar; um certo
tipo de espelho de bronze; recipientes de kohl (uma pintura para olhos muito
utilizada na época). Veja a figura 4.45 . Na tabela abaizo, vemos quais objetos
foram encontrados em quais sarcofagos. Com base nessas informagoes, ele
concluiu que o objeto mais antigo seria a adaga, sequida do espelho de bronze;

depois viria o kohl e o mais recente seria o colar.
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Sarcéfago Objeto
1 Adaga
Colar e Recipiente de Kohl
Espelho de Bronze e Colar
Recipiente de Kohl
Adaga e Colar

D Gr A o

Adaga e Espelho de Bronze

(a) Encontre a falha no raciocinio dele.

(b) Proponha, baseando-se na hipdtese dele, uma ordem cronoldgica possivel
para 0s quatro objetos.

(c) A ordem que vocé encontrou no item (b) é a unica possivel?

(d) Discuta com seus colegas e professor(a) qual seria a ordem mais provdvel,
argumentando livremente e, possivelmente, até criticando o método adotado

pelo arquedlogo amador.

Espelho
de bronze

Recipiente
de Kohl

Figura 4.45: Fonte: http://antigoegito.org/visualizando-o-antigo-egito-parte-
2/. Modificado pela autora.

Evidentemente, o item (d) nao serd tratado nesta dissertagdo. Quanto
aos itens (a), (b) e (c¢), podemos responder usando grafos de intervalos.

A ideia é modelar o problema em termos de um grafo, da seguinte forma:
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Vértices: sao os objetos.

Arestas: existe uma aresta entre dois vértices se os objetos correspon-

dentes aparecem juntos em um mesmo sarcofago.

Vamos associar a letra A ao vértice que representa a adaga; B ao espelho
de bronze; C ao colar e D para o recipiente de kohl. Assim, o grafo de intervalos

pode ser representado através da figura 4.46.

A G

D

Figura 4.46: grafo de intervalos do problema.

Vamos comegar pelo item (b). Para propormos uma ordem cronoldgica
para os objetos, vamos construir os intervalos. Inicialmente (figura 4.47) iremos
colocar A, B e C, de forma que, de acordo com o grafo de intervalos, os trés

se encontrem em algum momento.

B

Figura 4.47: Possicvel posicao relativa de A, B e C no tempo.

Agora, para acrescentar o D, temos que tomar cuidado para que nao

encontre nem com A e nem com B, como mostra a figura 4.48.
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Figura 4.48: Possivel ordem.

Logo, uma possivel ordem cronoldgica seria A, B, C e D. Ou, mais

precisamente: Adaga, Espelho de bronze, Colar e Recipiente de Kohl.

Agora note que ninguém nos disse onde exatamente deveriamos colocar
os extremos dos intervalos. Estendendo os intervalos B ou C para a esquerda,
poderiamos ainda gerar a ordem C,A,B,D ou B,A,C,D ou B,C,A,D ou A,C,B,
D. Também ninguém nos disse para ler da esquerda para a direita: para cada
ordem possivel, sua ordem inversa também é possivel. Ou seja: D pode ser
mais antigo que A! Isso responde ao item (c).

Mas a falha no raciocinio do nosso arquedlogo amador ¢é ainda mais grave:
a ordem que ele propos nao é nem sequer possivel. As ordens possiveis, como
observamos, sao obtidas da figura 4.48 por dois processos apenas: extensao
para a esquerda dos intervalos B e C; e/ou reversao da ordem. Isso sob pena

de criarmos uma intersecao D N B ou DN A inexistente. [sso responde ao item
(a). O
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Problema 17 (Braced Frameworks) Alguns edificios, principalmente nos
Estados Unidos, sao construidos usando estruturas chamadas Braced fra-

meworks como podemos ver na figura 4.49.

Figura 4.49: Edificio construido wutilizando Braced Frameworks. Fonte:
https://www.quora.com/What-are-the-advantages-and-disadvantages-of-
braced-building.

Um Braced Frameworks, ou traduzindo estrutura reforcada, é um
sistema estrutural que é projetado principalmente para resistir a forcas de vento
e terremoto. Muitos edificios sdo suportados por estruturas de ago retangulares,
e ¢ importante que essas estruturas permanegcam rigidas sob cargas pesadas.
Para evitar isso, adicionamos aparelhos de protegio diagonais para evitar
distorgoes no plano, como mostrado na figura 4.50(As chaves diagonais podem

ir em qualquer direcao).

Reforgada
—

Distorce

Nao Rigido Rigido

Figura 4.50: Acrescentando as Estruturas Diagonais e tornando a estrutura
reforcada.

Um grupo de engenheiros foi contratado para elaborar um prédio similar
a esses na cidade do Rio de Janeiro. Enquanto estavam elaborando, realizaram
trés projetos diferentes para a frente do prédio que pode ser visto na figura 4.51.

Um engenheiro chefe ficou responsdvel por fazer uma revisao nesses projetos.
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Apds a revisdo, ele observou que algum projeto nao apresentou estrutura
rigida e depois concluiu qual seria o mais vantajoso. Quais dos trés projetos

apresentam uma estrutura rigida? E qual seria o mais vantajoso?

N

(1) (2) 3)

Figura 4.51: Trés projetos apresentados pelos engenheiros.

Para responder esse tipo de questionamento, muitos engenheiros utilizam

o estudo de grafo, onde:
Vértices: Sao as linhas e colunas de cada estrutura.

Arestas: Indicam se existe uma diagonal em uma determinada linha
e coluna, ou seja, se juntam a um vértice de linha e um vértice de coluna

correspondente.

Para determinar se a estrutura ¢ rigida ou distorcida, utiliza-se o conceito

de grafos conexos tomando a modelagem feita acima.Assim:

— Se o grafo for conexo, entao a estrutura é rigida.

— Se o grafico nao for conexo, a estrutura pode ser distorcida.

Agora, vamos construir os grafos dos trés projetos e tentar responder ao
problema.

Observe que todos os grafos formandos pelos trés projetos serao grafos
bipartidos, pois estamos trabalhando com dois conjuntos de vértices diferentes:
o conjunto de 3 linhas(ly, [y e [3) e o conjuntos de 3 colunas(ci, ¢z € ¢3). E
portanto esses grafos s6 vao se diferenciar pelas arestas representadas pelas
diagonais.

No projeto (1) podemos observar que s6 nao existe diagonal na regiao da
linha 3 e coluna 2. Logo podemos representar o grafo do projeto (1) de acordo

com a figura 4.52.
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[ ) J
e 2 C3

Figura 4.52: Grafo do projeto (1).

Portanto, o grafo 4.52 é conexo e a estrutura do projeto (1) ¢é rigida.

No projeto (2) apresenta diagonais na :

Linha 1 e Coluna 1 .
Linha 1 e Coluna 2.
Linha 2 e Coluna 1 .
Linha 2 e Coluna 2.
— Linha 3 e Coluna 3.

Portanto, podemos representar o grafo do projeto (2) através da figura
4.53.

P &) c3

Figura 4.53: Grafo do projeto (2).

Observe que o grafo nao é conexo, pois nao existe um caminho que ligue

ly a c3, por exemplo. E assim, a estrutura nao ¢ rigida.

No projeto (3) apresenta diagonais na :

— Linha 1 e Coluna 1.
— Linha 1 e Coluna 3.
— Linha 2 e Coluna 3.
— Linha 3 e Coluna 1.
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— Linha 3 e Coluna 2.

Portanto, podemos representar o grafo do projeto (3) através da figura
4.54.

2 2 Cc3

Figura 4.54: Grafo do projeto (3).

Portanto, o grafo é conexo 4.54 e a estrutura do projeto (3) é rigida.

Voltando ao questionamento inicial podemos dizer que os projetos (1)
e (3) representam estruturas rigidas, enquanto o projeto (2) apresenta uma
estrutura distorcida.

Agora, qual seria o mais vantajoso entre os projetos (1) e (3)7

Bem, o mais vantajoso seria o que apresentasse o menor numero de

estruturas que nesse caso seria o projeto (3).0

Seria possivel modificar o projeto (1) para que se torne tao vantajoso
quanto o projeto (3)7

Em outras palavras, podemos retirar arestas do grafo do projeto (1) sem
que ele fique desconexo? A resposta para isso é sim, basta buscar a drvore
geradora do grafo 4.52 que representa o projeto (1).

Observe também que o grafo 4.52 contém varios ciclos como lic3lzcily
por exemplo. Se removermos qualquer aresta desse ciclo, o grafo permanece
conexo e, portanto, a estrutura permanece rigida.

Podemos continuar removendo as arestas dos ciclos do grafo 4.52 até que
nao haja mais ciclos e de forma que o grafo permaneca conexo, como mostra
a figura 4.55.
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Figura 4.55: Arvore geradora do grafo do projeto (D).

Observe que se retirarmos qualquer outra aresta do grafo 4.55, ele passara
a ser desconexo. Logo, o grafo 4.55 resultante é a drvore geradora desejada.
E assim, fizemos com que o projeto (1) tornar-se tdo vantajoso como o

projeto (3), veja na figura 4.56 .

/

Figura 4.56: Projeto (1) modificado. Observe que as linhas pontilhadas foram
as diagonais retiradas do projeto original.
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Demonstracoes de alguns teoremas da teoria de grafos

Esta capitulo apresenta as provas de alguns resultados basicos da teoria
de grafos que usamos nesta dissertacao. Diferente dos capitulos anteriores,
este capitulo é um pouco mais técnico e mais voltado para o professor, sem

que necessariamente seja apresentado para o aluno.

Lema 1 (Lema do Aperto de Mao) Para todo grafo (ndo orientado) G, a
soma dos graus de seus vértices € duas vezes o nimero de suas arestas (n(A)).

Em outras palavras:

S g(v) = 2-n(A)

veG

Prova. Para a demonstracao desse teorema iremos utilizar o método de indu-

¢ao matemadtica finita no nimero de arestas n(A).

(Base): Se n(A) = 0, temos entdo que o grafo é totalmente desconexo e
portanto > ,cqag(v) =0=2-0=2-n(A) .

(Hipdtese de indugao): Se n(A) = k£ (k > 0), entdo no grafo G
temos que Y. ,cq9(v) =2k .

(Tese de indugao): Se n(A) = k+ 1, entdo vamos mostrar que no grafo
GoYeag(v) =2-(k+1).

Seja G um grafo tal que n(A) = k+ 1 , na qual existe uma aresta a
com extremos z e y. Agora vamos considerar o outro grafo G'(V, A’), onde
A" = A\ {a} ( como por exemplo da figura 5.1).

Assim G’ tem k arestas e pela Hipo6tese de indugao temos : >, cq g(v) =
2-n(A") =2k . Além disso, temos que em G

gor(z) = ga(z) — 1
9c'(y) = ga(y) — 1
ZUGG’\{x,y} [tfed (U) - ZUGG\{z,y} gG(U)
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Grafo G Grafo G’

Figura 5.1: Grafos G e G'.

Portanto,

Yogly= > g)tge(@)tge(y) = Y. gw)+ge(r)—14+ga(y)—1

vel ve@\{z,y} vEG\{z,y}
=Y g(v) -2
veG

E pela Hipdtese de inducao |,

n(A) = Y glv) -2

veG

e como n(A’) = n(A) — 1, temos :
> glv)=2-(n(A)—1)+2=2-n(A)—2+2=2-n(A) =2 (k+1)
veG
[

Lema 2 Todo grafo G (nao orientado) contém um nimero par de vértice de

grau impar.

Prova. Seja G um grafo.
Se G nao contém vértices de grau impar, significa que tem 0 vértices de

grau impar e portanto um nimero par de vértices de grau impar.

Agora, suponhamos que G tenha k vértices de grau impar (k > 0),

entdo podemos dizer que os vértices {vy, v, ..., v} sdo os vértices dentro de
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V ={wvy,v9, ..., Uk, k11, ..., Un } que possuem grau impar(k > n).

Pelo Lema 1 temos que:

Zg;g(v) = g(v1) + g(v2) + ... + g(vr) + g(vrs1)... + g(vn) = 2 - n(A)

Como cada um dos nimeros g(vgy1), ..., g(v,) é par, entdo :

g9(v1) +g(v2) + ...+ g(ve) = —g(Vrs1) + . + g(vn) + 2-n(A)
——
nimero par nimero par

Portando g(vy) + g(v2) + ... + g(vg) é um niimero par.

No entanto, cada um dos ntmeros g(v), g(vs),...,g(vx) é um nimero
impar e para que a soma desses nimero seja um numero par, precisamos ter k
par.

Logo, G tem um ntimero par de vértices.

Teorema 1 Seja G um grafo que possui arestas orientadas, entao a soma dos
graus de entrada de todos os vértices € igual soma dos graus de saida de todos

0s vértices e ambos correspondem ao niumero de arestas. Em outras palavras:

Y9 ()= g"(v)=n(4)

veG veG
Prova. Essa demonstracao faremos de forma um pouco mais simples e intuitiva
do que a demonstracao do lema 1.

Observe que cada aresta de uma digrafo obrigatoriamente precisa come-
car e terminar em um vértice, podendo ele ser diferente ou nao (no caso de um
lago orientado).

Logo cada aresta de um digrafo acrescenta uma unidade para a somatorio
dos graus de entrada e uma unidade para a somatério dos graus de saida. E
com isso, cada vez que contamos uma aresta é a mesma coisa que verificar o
valor da soma dos graus de todos os vértices de entrada ( ou de saida) do grafo
G

Portanto:

9 (0)=3 g"(v)=n(4)

veG veG
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Teorema 2 (Teorema de Euler) Um grafo simples finito e conexo admite
uma trilha euleriana fechada se e somente se todos os seus vértices tem grau

par.

Prova. (=) “ Se um grafo simples finito e conexo que admite uma trilha

euleriana fechada entao todos os seus vértices tem grau par."

Seja G um grafo simples finito e conexo.
Seja T uma trilha euleriana fechada em G.
Como G é conexo, sempre vai existe um u — v caminho para todo par (u,v) de
vértices. Suponhamos que T comece e termine no vértice v . Agora tomemos um
outro vértice qualquer , v, desse grafo. Como v nao ¢ o tinico, e nem o primeiro,
vértice do grafo, cada vez que uma aresta de T incide em v, aumenta em 2
unidades o grau do vértice v. Uma aresta “entrando” em v e outra “saindo”

de v em, como mostra a figura 5.2. Logo v tem grau par.

Figura 5.2: Sempre somando 2 unidades.

Além disso, esse mesmo raciocinio acontece com o vértice u e inclusive a
aresta inicial e a aresta final contribuem com mais uma unidade cada. Logo,

podemos concluir que todo vértice de G tem grau par.

(«<=) “ Se um grafo simples finito e conexo que possui todos os vértices
de grau par, entao G admite uma trilha euleriana fechada"

Seja G um grafo simples finito e conexo, onde todos os vértices tem grau
par.
Para mostrar que G’ admite uma trilha euleriana, iremos particionar G em um
conjunto de ciclos C' da seguinte forma.
Cada vértice de GG possui no minimo grau maior ou igual a 2, visto que G é

conexo(logo ndo tem vértice de grau zero) e possui somente vértice de grau
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par, portanto G' contém um ciclo C;. Se esse ciclo C contiver todas as arestas

do grafo GG, o particionamento C' estd concluido, como mostra a figura 5.3 .

Figura 5.3: C; = G.

Caso contrario, iremos retirar as arestas de G presente no ciclo C,

formando um novo vértice G’ que continuard tendo grau par como mostra

) ; .

Figura 5.4: Do grafo G foi “retirado” o ciclo € formando um novo grafo G'.

a figura 5.4.

No novo grafo formado cada vértice ainda continua tendo grau par, pois
como foi tirado um ciclo no grafo original temos que ou os vértices ficaram
sem arestas( grau zero que é par) ou foram tiradas quantidades pares de
arestas( para cada entrada e saida do vértice ). Assim no novo grafo G’ iremos
determinar um novo ciclo Cy, e retiras as arestas de Cy de G’, como mostra a

figura 5.5.
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GI G’n

Figura 5.5: Do grafo G’ foi “retirado"o ciclo Cy formando um novo grafo G”.

E assim por diante , até no final todos os vértices do grafo tenho grau
zero, e portanto todas as arestas de GG estao particionadas em ciclos, como na
figura 5.6.

k k
e e 8 [}
[ ]
a d a d a .d
®
» » f i
[ ]
o
® c
c
b b c b o
09

.I
Glll

o,

Figura 5.6: Todos os vértices passaram a ter grau zero.

Agora precisamos determina uma trilha euleriana para concluir a de-
monstracao.

Entao vamos escolher um ciclo do conjunto de ciclos de C. Se nao existe
mais ciclos em C' a serem analisados a demonstracdo estd concluida. Caso
contrario, escolhemos um outro ciclo de C' de tal forma que os ciclos escolhidos
tenham um vértice em comum ( como G é conexo podemos garantir essa
existéncia). Entdo a unido desses dois ciclos de C' forma uma trilha que passa
por cada aresta exatamente uma vez. Por exemplo, pelo os ciclos C e C3 como

mostra na figura 5.7.
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Figura 5.7: Os ciclos ('} e C5 possuem em comum o vértice j.

Depois iremos considerara um outro ciclo de C', que ainda nao tenha sido
escolhido, e que tenha vértice em comum com um dos ciclos ja considerados e
assim por diante. Até que tenha sido feito a unidao de todos os ciclos de C' que
portanto formando uma trilha que passa por cada aresta um tnica vez. Logo

GG possui uma trilha euleriana.

Teorema 3 (Grafo tragavel) Um grafo simples finito e conexo admite uma
trilha euleriana aberta Ty, se e somente se tem exatamente dois vértices de

grau impar. Mais precisamente, 0s vértices a e b sao os unicos de grau impar.

Prova. (=) “Um grafo simples finito e conexo se admite uma trilha euleriana
aberta Ty, entdo tem exatamente dois vértices de grau impar.”

Seja G um grafo simples finito e conexo que admite uma trilha euleriana
aberta Ty,.

Como vimos na demonstracdo do Teorema de Euler, com excecao das
arestas a e b, cada aresta que incide em um dos vértices v de G aumenta em
duas unidades o grau do vértices. Logo todo v te grau par.

Entretanto, no vértice a tem uma aresta inicial mas nao possui a aresta
final incidindo para fechar a trilha, logo a tem grau impar. E o mesmo ocorre
com o vértice b que tem a aresta final incidindo, porém nao inciou a trilha.

(«<=) “Um grafo simples conexo se tem exatamente dois vértices de grau
impar entdao admite uma trilha euleriana aberta.”

Seja G um grafo simples finito e conexo que tem exatamente dois vértices
de grau impar, e sejam eles a e b.

Vamos acrescentar ao grafo G uma aresta ab gerando um grafo G’, como

mostra a figura 5.8.
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G G’

Figura 5.8: Acrescentando a aresta ab ao grafo GG e formando o grafo G’.

Agora com a aresta ab, o grau dos vértices a e b aumentou uma unidade,
e com isso todos os vértices passaram a ter grau par.

Portanto pelo Teorema de Euler, o grafo G’ possui uma trilha euleriana
fechada, e consequente uma trilha euleriana aberta T,, que também pertence
ao grafo G.

Logo, o grafo GG possui uma trilha euleriana aberta T, |

Critério 1 (Dirac) Se cada um dos vértices de um grafo conexo finito G
(de ordem maior que 2) é vizinho de pelo menos metade dos vértices de G,
entao G possui um ciclo hamiltoniano. Em outras palavras, se |G| = n e

g(v) > 5 Yv€G, comn >3, entdo G possui um ciclo hamiltoniano.

Prova.
Seja G um grafo tal |G| = n, onde todo grafo v pertencente a G possui

n

grau maior ou igual a 3

Suponhamos por absurdo que G nao possua um ciclo hamiltoniano.

Com isso, iremos acrescentar a G novas arestas uma a uma, de forma a
criarmos um novo grafo estendido G’ ( com G' C G’) que contenha um ciclo

hamiltoniano.

Observe que com efeito, no limite chegaremos ao grafo completo em n
vértices K,, que contém ciclos hamiltonianos. Pare o processo de adicao de
arestas nessa etapa e volte uma etapa, ou seja, retire a ultima aresta PQ
adicionada que tornou possivel a apari¢ao do referido ciclo hamiltoniano, como

mostra a figura 5.9.
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Figura 5.9: Formagao de G’ e G” a partir de G. Note que ja existem ciclos
hamiltonianos em G (é absurdamente dificil ilustrar provas por absurdo).

Ficaremos agora com o grafo estendido G” = G’ \ {PQ} que contém o

caminho hamiltoniano:

P=P—-P—>P—---—P,_1—>P,=0.

Sabemos que P possui ao menos [n/2]vizinhos dentre os vértices
Py, P, ---, P,_1 e 0 mesmo ocorre com Q.

Afirmacao: existe um vizinho de P que é sucessor de um vizinho de @)
ou vice-versa.

Prova da afirmacgao. Vamos escandir a seqiiéncia P, P3,--- , P,_1 em
[5 — 1] "casas de pombo"[P}, Pj11] contendo sucessores justapostos, possivel-
mente permitindo uma ultima "casa de pombo"contendo apenas o vértice P,_1,

caso n seja impar, como no exemplo abaixo, com n = T:

[P27P3]> [P47P5]7 [PG]

Repetindo: sabemos que P possui ao menos [n/2] vizinhos dentre os
vértices Py, P3,--- , P,_1, o mesmo valendo para (). Logo, pelo Principio da
Casa de Pombos, pelo menos uma casa contém dois vizinhos de P. Aplicando
mais uma vez o principio, vemos que toda casa contém ao menos um vizinho
de ). Em particular, a casa contendo dois vizinhos de P que acabamos de
descobrir deve conter também um vizinho de (). Das duas uma: ou o vizinho
de () nessa casa é sucessor de um vizinho de P, ou é sucedido por um vizinho
de P, como queriamos demonstrar. (fim da prova da afirmagcao)

Escolha agora um j € {2,3,--- ,n — 2} tal que P; é vizinho de Q) e Pj4;

¢é vizinho de P. Voltando ao caminho hamiltoniano:
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P=P P —-P— =P =P, —=PFP_1—=F=Q

em G”, podemos entao reordend-lo (usando as arestas P;Q) e PP e

todas as mostradas acima, exceto P;P;;1) como

P—P =P =P —=-Q—=PFP_1—P,_os—-— P —P

Ora, isso é um ciclo hamiltoniano em G”, que ndo devia existir, por
construcao. Essa contradicdo mostra que, de fato, G ja possuia um ciclo

hamiltoniano. Isso conclui a prova do critério. [ |
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Consideracoes Finais

No trabalho apresentado, buscamos oferecer a alunos do Ensino Médio
uma introducdo aos grafos, apresentando exemplos simples de modelagem
matematica de problemas do mundo real, visando fomentar a capacidade
de abstracao e contribuindo para o desenvolvimento de individuos criticos,
criativos e participativos. Procuramos apresentar as nog¢oes mais béasicas e
alguns resultados da teoria de maneira informal e intuitiva, sempre em conexao
com situagoes cotidianas ou puzzles, de forma a manter os alunos motivados e
mostrar a aplicabilidade dos conceitos ensinados.

Apesar de a Teoria de Grafos propriamente dita ser um tema vasto,
com inumeros teoremas famosos, ela tem uma linguagem muito simples,
consistindo apenas de dois tipos de objetos (vértices e arestas) e de uma tinica
relacdo entre eles (a de incidéncia). Ademais, essas nogoes sao modeladas por
coisas tao corriqueiras como pontos no quadro-negro ou no papel e segmentos
conectando eles. Tal simplicidade estrutural, aliada as iniimeras aplicagoes a
problemas do cotidiano, torna o tema altamente palatavel para uma audiéncia
de estudantes secundaristas (ou mesmo mais jovens), visto que teorias com
mais objetos e axiomas — como a Geometria FEuclideana, por exemplo — sao
normalmente ensinadas ainda antes dessa fase. Cremos que o momento ideal
para introduzir os grafos seja imediatamente ap6s (ou mesmo durante) o
estudo que tradicionalmente se faz de Anélise Combinatoria, pois ha varios
resultados desta ultima que podem ser usados para obter estimativas e provar
teoremas em Teoria de Grafos. Um outro interesse do ensino prematuro de
grafos, tal como sugerido por esta dissertagao, é que ele fornece ocasiao para
introduzir naturalmente o conceito de algoritmo, uma das nog¢oes matematicas
mais importantes para a economia moderna.

Desejamos que o texto apresentado neste trabalho sirva como sugestao
de inclusao da Teoria de Grafos em futuras remodelagens do curriculo do
Ensino Médio, ndao de modo apenas a satisfazer algum desejo — em si mesmo
justificavel — de trazer para a sala de aula temas mais modernos e relevantes
para o estagio de desenvolvimento econémico em que nos encontramos, mas
principalmente porque isso pode ser feito por meio de desafios que despertem

a curiosidade e a engenhosidade proprias do aluno, em contextos tao simples e
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familiares quanto algumas situacoes que ele encontra no seu dia a dia. De fato,
a mera linguagem da Teoria de Grafos ja se mostra um poderoso aliado na
organizacao do raciocinio, na medida em que auxilia na separagao entre aquilo
que € essencial e aquilo que é acidental em um problema, encaminhando assim

sua solucao, ou, no minimo, uma analise mais clara do mesmo.
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