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Resumo

Moreira, Johann Senra; Palmeira, Carlos Frederico. Construcoes das
conicas utilizando o desenho geométrico e instrumentos concretos. Rio
de Janeiro, 2017. 103p. Dissertacdo de Mestrado - Departamento de Mate-
matica, Pontificia Universidade Catdlica do Rio de Janeiro.

O presente trabalho tem como objetivo facilitar o estudo das conicas e ainda
despertar o interesse do aluno para o desenho geométrico. Serd apresentado que as
curvas cOnicas estdo em nosso dia a dia, ndo s6 como beleza estética, mas também
provocando fendmenos fisicos amplamente utilizado pela arquitetura e engenharia
civil, como acustica e reflexao da luz. Utilizaremos instrumentos para desenhar cur-
vas que despertem a curiosidade dos alunos e faremos uso das equacdes e lugares
geométricos a fim de demostrar tais recursos. Pretende-se assim que ao adquirir tais
conhecimentos o aluno aprimore seu entendimento matematico e amplie seu hori-

zonte cultural.

Palavras-chave
Conicas; elipse; pardbola; hipérbole; desenho geométrico.


DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 1512252/CA


PUC-Rio- CertificacaoDigital N° 1512252/CA

Abstract

Moreira, Johann Senra; Palmeira, Carlos Frederico (Advisor).
Construction of the conics using the geometric drawing and concrete
instruments. Rio de Janeiro, 2017. 103p. Dissertacao de Mestrado - Depar-
tamento de Matematica, Pontificia Universidade Catdlica do Rio de Janeiro.

The present research aims to facilitate the study of the conics and also to
arouse the interest of the student for the geometric drawing. The conic curves will
be presented not only as they are in our day to day as aesthetic beauty but also as
responsible for the physical phenomena widely used by architecture and civil engi-
neering as well as acoustics and reflection of light. We will use instruments to draw
curves that arouse the curiosity of the students, making use of the equations and
locus in order to demonstrate such resources. It is intended that the student acquire
this knowledge, improving his mathematical understanding and broadening his cul-

tural horizon.

Keywords

Conics; elipse; parabola; hyperbola; geometric.
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1
Introducao

As Conicas representam um 6timo assunto em matemadtica, pois podemos
apresentar aos alunos que conceitos matematicos e equacdes do segundo grau estao
ao nosso redor. Temos como exemplo na figura 1, a sombra de um abajur que des-

creve uma hipérbole conforme mostrado pelo professor Carneiro (2006).

Ly

Figura 1 - Sombra de um abajur produzindo uma hipérbole

(Fonte: https://www.geogebra.org/m/znQSNJWS)

Vejamos também na figura 2, que ao inclinarmos uma garrafa de forma ci-
lindrica a curva do contato entre a superficie do liquido e a garrafa descreverd uma
elipse, e ainda num outro exemplo na figura 3, temos que ao lancarmos um objeto
de forma obliqua (desprezando a resisténcia do ar), a trajetoria que esse objeto fard

até chegar ao solo serd uma parabola.

Figura 2 - Liquido em uma garrafa cilindrica descrevendo uma elipse

(Fonte: Oficina Que curvas sdo essas chamadas cOnicas? Bienal de Matematica 2017)
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Figura 3 - Lancamento de uma bola descrevendo uma parabola (desprezando a resistén-
ciado ar)

(Fonte: https://www.todamateria.com.br/lancamento-obliquo/)

Desde a Grécia antiga o homem se utiliza das aplica¢des das cOnicas. Veja-
mos o cldssica lenda em que o sdbio Arquimedes emprega espelhos parabdlicos
com o propdsito de queimar as velas das embarcagdes romanas na defesa de Sira-
cusa (sua cidade Natal). Temos também que conforme Avila (1997), que em 1672
o astronomo francés Laurent Cassegrain, baseando-se nas propriedades refletoras
da hipérbole e pardbola, propds para nas construcdes de telescopios refletores, a
utilizacdo de um par de espelhos, um hiperbdlico e um parabdlico, obtendo assim
vantagem sobre telescépio de Newton baseado em um espelho parabdlico e um
plano. Em muitos consultdrios de dentista, a iluminacdo da drea a ser tratada do
paciente € feita com uma lumindria com espelho eliptico, que possui a propriedade
de concentrar os raios de luz em um ponto.

Apresentaremos as curvas conicas obtidas através de seus pontos, com o uso
de régua e compasso, ou através outros instrumentos, e essas curvas desenhadas
serdo explicadas através das propriedades de cada cOnica, seja por lugar geométrico,
seja pela geometria analitica. O professor do ensino médio deve estar atento ao grau
de conhecimento de cada aluno, pois demostrar uma curva por meio de equagdes
penosas pode causar desinteresse em algumas classes. Neste caso € mais coerente e
didético escolher um tipo de constru¢do mais adequada.

Deixamos de apresentar a no¢do de excentricidade, como também nao fize-

mos conexao com a geometria projetiva.
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2
Um pouco de Historia

Atribui-se ao grego Menaecmo (cerca de 350 a. C.) a descoberta das cOnicas,
ao desenvolver método para a resolugao de um dos problemas cldssicos da antigui-
dade, a famosa duplica¢do do cubo. Este problema teve sua origem na Grécia an-
tiga, quando o Rei Minos ordenou que a tumba cubica de seu filho fosse dobrada
de tamanho em volume. Foi entdo construida uma nova tumba, sendo que o método
utilizado foi a duplicacdo das arestas, porém dessa forma a construcao ficou 8 vezes
maior. Este problema chegou aos mateméticos da época e foi constatado que tal
questdo envolve a obtencdo da aresta de um cubo que tenha o dobro do volume de
um cubo dado, sendo que, havia uma limitag¢do técnica para as solucdes, pois 0s
instrumentos da época ainda eram os Euclidianos (régua ndo graduada e compasso).

A primeira contribui¢do importante foi a de Hipdcrates de Chios (440 a.C).
Possivelmente, fazendo analogia ao problema de que dado um retangulo de com-
primentos a e b, devemos encontrar um quadrado de lado x de mesma 4rea, este

nada mais é que a insercao de uma média proporcional entre os segmentos a e b.

. . . a X ~ .
Em dlgebra mais atual seria: —=>=> x> =ab. Esta equagdo pode ser obtida
X

geometricamente através da conhecida relagdo métrica do triangulo retangulo,

x> = ab, conforme a figura 4.

Figura 4 - Média proporcional entre ae b.

O gregos antigos tinham o conhecimento de como encontrar uma média pro-
porcional ou geométrica entre segmentos a e b. Cabe atentar que para 0s gregos
as equacoes do tipo acima ndo eram divisdes e sim razdes de mesma grandeza,

como segmentos, area, volumes.
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Hipdcrates entdo provou que o problema era o mesmo que inserir duas mé-
dias proporcionais entre dois segmentos de comprimento a e 2a . Denotando-se
as médias proporcionais por x € y teremos: a:x:: x:y:: y:b (esta e anotagdo uti-
lizada pelos gregos antigos para expressar razdes). Esta contribui¢ao de Hipocrates
nao € uma solu¢do do problema e sim uma redu¢do do mesmo, pois encontrar duas
médias proporcionais usando somente régua e compasso era um problema de igual
dificuldade.

Em uma termologia mais atual o problema de inserir duas médias proporci-

onais entre dois segmentos a € b seria:

2

=% entdo temos x> =ay ; y> =bx exy =ab que veremos que fazendo

X
y
b=2ae por elimina¢do de y teremos: =2 s x=ad2 .

Os matemadticos buscaram resolver entdo o problema na forma reduzida, que
¢ inserir duas médias proporcionais entre dois segmentos de reta dados.
Menaecmo, utilizando-se das sec¢des conicas deu duas solucdes para o problema:
uma tragando duas pardbolas com vértice comum e eixos perpendiculares e a outra

tracando uma paréabola e uma hipérbole.

Em uma notagdo atual teremos as seguintes resolu¢des do problema:

X . .

2_x2_-Y ,sendo a a aresta do cubo que desejamos duplicar o volume.
x vy 2a

x> = ay — trata - se de uma pardbola

y? = 2ax —> trata - se de uma parabola

xy = 2a” — trata - se de uma hipérbole.

1° caso: Tracado das duas pardbolas com vértices comuns a

y2 =2ax

De y2 = 2ax , substituindo y das duas equagdes teremos:

4

X
— =2ax:>—2=2ax:>x3=2a3.
a a
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Logo, teremos que, tirando a raiz cubica de ambos os lados

i/; =24 = x=al2 que € o comprimento desejado (ver figura 5).

x2=ay

S ————

reta diretriz y=-a/4

eta diretfiz x=-a/2

Figura 5 - Obtendo o comprimento de a% utilizando duas parabolas

2° caso: tracando uma pardbola e a hipérbole.

substituindo b = 2a teremos

y? =bx y? =2ax
xy =ab xy =2a’

2

De xy =2a” teremos y = ,de y? =2ax substituindo y da equacio

2

2
) a
acima teremos: | — | =2ax=
X

4

=2ax = 2a" = ax’.

2
X

Dividindo por a e tirando a raiz cubica de ambos os lados teremos:

V2a® =x’ == x= a3\/§ que € o comprimindo desejado.

O caso da segunda pardbola x* = ay e a hipérbole xy =ab se resolve de

modo andlogo, observe na figura 6 que teremos 0 mesmo ponto P de intersecdo para

todos os 3 casos.
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b —mmmmmmmmmm 2

R A
7

reta c1iretriz x=-a/2

Figura 6 - Obtendo o comprimento de ai/2 utilizando parabola e hipérbole

As coOnicas apresentadas por Menaecmo eram obtidas através de secdo de
um plano perpendicular a geratriz de tipos de cones diferentes, a elipse era obtida
a partir de um cone acutangulo, a pardbola de um cone retangulo e a hipérbole de

um cone obtusangulo, conforme a figura 7:

3 = 90°

aoN Hipérbole

Elipse

Figura 7 - Cénicas obtidas por Menaecmo

Os estudos das se¢des cOnicas tiveram destaques ao longo da histéria da
matemadtica. Nomes importantes na antiguidade se destacaram como Euclides que
escreveu um livro sobre conicas, Arquimedes que usando algumas propriedades do
livro de Euclides, escreveu e provou a quadratura da parédbola.

De modo geral encontrar a quadratura de uma drea limitada por uma curva
¢ construir um quadrado cuja drea seja igual a da figura dada. O problema soluci-

onado por Arquimedes foi que seja ¢ a tangente a pardbola por um ponto P e AB
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uma corda da pardbola paralela a ¢, entdo a drea S da pardbola limitada pelo seg-

mento AB € 4/3 da drea do triangulo PAB. Vejamos o exemplo na figura 8.

Figura 8 - Quadratura da Parébola

Apolodnio de Perga (cerca de 262 a. C), que além de ter escrito sobre diver-
sos assuntos em matemadtica, ficou mais conhecido pelos seus livros sobre sec¢oes
conicas, que sdo ao todo 8, mas o dltimo ndo chegou até nosso dias. Entre suas
contribui¢des encontram-se que as se¢oes conicas nao eram obtidas somente a partir
de cortes perpendicular a geratriz de um cone reto.

Apoldnio introduziu que as conicas podem ser obtidas a partir de um mesmo
cone obliquo de base circular. Se o plano cortar todas as geratrizes, a conica obtida
€ uma elipse, se o plano € paralelo a uma das geratrizes, a conica € uma parabola e
se o plano cortar os dois ramos do cone (ver figura 9), a cOnica obtida é uma hipér-
bole. Apolonio foi também o primeiro a usar os termos “pardbola”, “hipérbole” e
“elipse” para designar as se¢des cOnicas.

Observacgdo: Cone reto € um cone onde o eixo € perpendicular ao plano da

base. Cone obliquo € um cone onde o eixo nao € perpendicular ao plano da base.
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Elipse Parabola Hipérbole

Figura 9 - Cénicas obtidas por Apoldnio

Uma contribui¢do importante também veio do matemadtico Blaise Pascal
(1623 — 1662), que aos 16 anos, imprimiu um trabalho Essay pour les Coniques,
onde expos um teorema de Geometria Projetiva conhecido como Hexagrama mis-
tico de Pascal.

Em um hexdgono inscrito em uma conica, as retas que contiverem os lados
opostos interceptam-se em pontos colineares.

Em um hexdgono definimos lados opostos como sendo os lados que estao
separados por dois outros lados. Definindo desta forma nao importard se o hexa-
gono € convexo ou ndo. Um exemplo para o caso da elipse estd na figura 10, onde
temos um hexdgono ABCDEF, ondo os pares de lados opostos sdo: (AB e DE),
(BCeEF)e (FAe CD).

Figura 10 - Hexagono inscrito em uma Elipse
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Philippe de La Hire, matemdtico francés nascido em 1640, escreveu trés
obras sobre as secdes cOnicas, apresentou 61 teoremas sobre as trés cOnicas a partir
de uma definicdo bifocal, (para a pardbola um dos focos encontra-se no infinito),
sendo esta somente uma das caracteriza¢des das conicas. Como ja foi dito, os gre-
gos as obtinham através de secdes em cones, porém a defini¢do bifocal usada por
Philipe de La Hire desvincula as conicas do cone. Sua caracterizacdo das cOnicas
€ a que prevalece no estudo das curvas elipse, hipérbole e pardbola no ensino médio,
pois sdo usadas para provar as formas das equagdes.

Dandelin, matemético francés (1794-1847), se utiliza da propriedade bifocal
e da se¢do conica fazendo um elo entre as duas caracterizagdes. Ele faz uso de es-
feras inscritas em um cone e um plano que secciona este cone, que devera ser tan-
gente as esferas, sendo os pontos de tangéncia os focos da conica. Na figura 11

temos o exemplo da elipse.

Figura 11 - Os focos da elipse obtidos por Dandelin

(Fonte: Siqueira, 2012, p. 7)
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Elipse

Elipse é o lugar geométrico dos pontos de um plano, tais que, dados dois
pontos fixos (F e F2) chamados de focos, a soma das distancias de um ponto P do
plano a cada um dos focos € igual auma constante 2a, sendo maior que a distancia

entre F'1 e F2, ouseja, d(F,,F,) < 2a.

Pe elipse < d(P,F,)+d(P,F,)=2a.

Figura 12 - Elipse

Na Figura 12 temos as distancias:

d(P,F)+d(P,F,)=d(P, F))+d(P, F,)=d(P, F))+d(P, F,)=2a.

3.1

Elementos de uma Elipse

Na figura 13, temos os seguintes elementos de uma elipse:

Focos: sdao os pontos F; e F,;

Distancia focal: € o comprimento do segmento FF, = 2c;

Centro: é o ponto médio entre os focos;

Reta focal: ¢ a reta que contém os focos ,sendo os pontos A, e A, a intersecdo

desta reta com a elipse;
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Eixo focal ou eixo maior: ¢é o segmento A A, , de comprimento;

Reta nao focal: € a reta perpendicular a reta focal que passa no centro, sendo os

pontos B, e B, ,ainterse¢do desta reta com a elipse;

Eixo nao focal ou eixo menor: ¢ o segmento BB, , de comprimento 2b;
Vértices: sdo os pontos A, A,, B, e B, ;
Corda: segmento que une 2 pontos da elipse;

Diametro: sdo cordas que passam pelo centro.

2

Figura 13 - Elementos de uma elipse

3.2
Equacao reduzida da elipse

A equacio reduzida da elipse € obtida utilizando o plano cartesiano em que
F| =(-c,0)e F, = (c,0), sdo os focos da elipse, o eixo maior € igual a 2a, ou seja,

a distancia entre os pontos extremos do eixo maior € igual a 2a. Veja a figura 14.

Seja P =(x,y) um ponto pertence a elipse entdo:

d(P,F,)+d(P,F,)=2a (3.1)
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—8

(€0 (a0

i
‘

o)

Figura 14 - Elipse de centro na origem, sendo a reta focal no eixo OX

Temos: d(P,F}) = \/(x+c)2 + y2 e d(P,Fp)= \/(x—c)2 + y2 entdo pela

equacdo (3.1) temos:

\/(x+c)2 +y? +\/(x—c)2 +y>=2a (isolando um radical)

Nix+ce)+y> =2a—+(x—-c)+y°
2 2 > 2 2 >
(\/(x+c) +y ) :(20—1/(.7(:—6') +y )
(x+c) +y>=4a’>-22aq/(x—c) +y> +(x—c )"+’
2 2 2 2
(a.w/( x—c) +y ) :(a —xc) simplificando os termos
2@ =Dy +a?y? =a?(@? - c2)?
dividindo ambos os lados por az(a2 —cz)

2 2

X Y
_+—
a* (a*-=c*)

=1 observando que por Pitdgoras temos a’ =b> +c2,

2 2

logo b* =a* —¢?, entéo—2+y—:1. (3.2)

a b*

Demostramos que se o ponto P=(x,y) satisfaz a equacgdo

\/(x+c)2 +y2 +\/(x_c)2 +y? =2q entdo P =(x,y) também satisfaz a equagdo
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2 2
X

— +% =1, temos que a reciproca é verdadeira, pois observando que utilizamos
a

valores positivos para a e b ,logo teremos, em nossa demonstracdo, que

a=b&a’ =b”, esta observacdo se faz importante uma vez que na demonstracio

houve termos elevados ao quadrado duas vezes.

Dito isso, seguindo os passos da demonstragdo em sentido inverso a partir
da equacdo (3.2), temos que as equacdes (3.1) e (3.2) sdo equivalentes, pois todas

as operacoes feitas sdo reversiveis.

3.3

Simetrias em uma Elipse

Uma boa ferramenta para tracarmos elipses € o conhecimento de suas si-
metrias, considerando que uma elipse € simétrica em relagdo a reta focal, a reta ndo
focal e ao seu centro.
x2 y2
) 2

+2 =1,

Mostraremos que se P =(x,,y,) satisfaz a equagdo —; 5

S|

Entdo os pontos A =(—xp,yg). P, =(x9,—yg) € P3=(—xp,—yg) também

satisfazem.

2 2 2 2

. ~ X < X
Como P satisfaz a equaga0—2+% =1 entdo: — +7 =1.
a a

a) Substituindo o ponto P =(xg,yg) por P, =(—x,,y, )

(_x0)2+YO2 1= x02+y02 -1
a’ b* a> b* '

teremos

Concluimos que a elipse € simétrica em relagdo ao eixo nao focal.

b) Substituindo o ponto P =(xg,yq) por B =(xg,—Y0)

x. ) XV
teremos Lz‘i' 20 =1= %4‘%21
a b a b

Concluimos que a elipse é simétrica em relagdo ao eixo focal.
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¢) Substituindo o ponto P =(xq,yg) por A =(—xy,—y)

(_ X9 )2 (_ Yo )2 xoz y02
teremos > + > =1= —2+—2:1.
a b a b

Concluimos que a elipse € simétrica em relagdo ao centro.

3.4
Restabelecendo o centro, eixos e focos de uma elipse

Dada uma a elipse desenhada, vamos obter o seu centro, eixos e focos.

Restabelecendo o centro:

Dada uma elipse desenhada, iremos encontrar seu centro.

Procedimento

Passo 1: Traga-se uma corda P1P>e uma outra qualquer paralela a esta,

marquemos seus pontos médios M e N respectivamente;
Passo 2: Tracemos a reta r que passa pelos pontos M e N;

Passo 3: Tracemos uma corda Q10> (ndo paralela a P1P>) e uma outra

qualquer paralela a esta, marquemos seus pontos médios S e T respectivamente;

Passo 4: Por fim tracemos reta s que passa pelos pontos S e T;

26

Chamemos de O o ponto de intersecdo entre as retas r € s, este ponto sera

o centro da Elipse. Conforme Figura 15.

Figura 15 - Restabelecendo o centro de uma elipse
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Justificativa:

2 2
al +§=1.

Seja a equagdo da elipse: —
a

Seja areta y =mx+k, vamos encontrar suas intersecdes com a elipse.

2 2

SR

2 2
a b

y=mx+k

Substituindo y das duas equagdes teremos:

x’ (mx+l<)2 x> m’x’ + 2mkx+k*
S+—"=1=>=+ =

a’ b? a b? !

(b2 +m’a’ )x2 +2mka’x+a’k’> —a’h’ =0.
Para encontrar a abscissa do ponto M = (xo, yo) que serd o ponto médio

entre os pontos P; e P> , utilizaremos que, se X; € X, sdo raizes da equacdo

ax’ +bx+c=0 entdo a abscissa do ponto médio entre as raizes € dado por

_5tx, b

X, .
0 2 2a

—2mka? mka*

Teremos entdo que x, = =- .
° 2(192 +m2a2) b’ +m’a’

Para encontrar a ordenada ponto M =(x0,y0) teremos: y, = mx, +k

Yo =m mka® PN m?ka* ke —mzka2+k(b2+m2a2)
0=m —————— S
b +m%a? b +m%a? b? +m?a?

_ kb? ka® kb>
Entdoque Yy= 555 ¢ M=|-—— 7 |
b-"+m-a b*+m°a® b +m’a

Tomando uma segunda reta paralela reta y=mx+k teremos a equacdo

y=mx+kj, logo as coordenadas do ponto médio de suas interse¢des com a elipse

2 2
serd M, = [— mk,a kb j

b +m?a® b* +m*a’®


DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 1512252/CA


PUC-Rio- CertificacaoDigital N° 1512252/CA

28

Escrevendo a equagdo da reta que passa pelos pontos M e M ,.

b’x

2
am

Ap6s alguns célculos obteremos y =— que é reta que passa pelo ori-

gem (centro da elipse).

Repetindo o processo com outro par de retas paralelas, y=nyx+k e

y=myx+Kkj, obteremos uma outra reta que também passaré pela origem.

Restabelecendo seus Eixos

Partindo da constru¢do acima, ja identificamos a posicdo do centro da
elipse, iremos encontrar os eixos da elipse.

Seja o ponto O o centro da elipse. Traca-se uma circunferéncia C; que in-
terceptard a elipse em 4 pontos distintos A, B, C e D.

Tracemos as retas AC e BD, temos que a mediatrizes das cordas AB e BC

serdo as retas focal e ndo focal da elipse ( ver figura 16).

Figura 16 - Restabelecendo as retas focal e nao focal de uma elipse

Justificativa:

2 2
Seja x_z +Z—2 =1 aequagio reduzida daelipsee x* + y* =c?, com
a

0 < ¢ < b a equacdo de uma circunferéncia de mesmo centro.
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2 2
X Y

. - +==1 , _ .
Ao resolvermos o sistema formado pelas equacgdes: { g> p? , € facil
2

¥ +yi=c

ver que se um ponto (x,,y,) € solugdo do sistema, temos que 0s € pontos
(—X5, Yo )s (X0—Y, )€ (—X4,—Y, ) também sdo.

Dai vemos da figura 16 que se A tem coordenadas (—x,,y, ), entdo os

outros pontos de interse¢do entre as duas curvas terdo as coordenadas: B = ( x,,y, ),

C=(x,~y,)eD = (-x,~y,). Temos pela simetria em relacdo ao eixo da elipse

que as mediatrizes das cordas AB e AD serdo as retas focal e ndo focal da elipse.
Os eixos serdo os segmentos pertencente a estas retas compreendidos no

interior da elipse.

Restabelecendo os Focos, conhecendo os eixos da elipse

Sejam os pontos A e B vértices do eixo maior, os pontos C e D vértices do
eixo menor e o ponto O o centro da elipse.
Pelo Vértice C tracemos uma circunferéncia de raio OA que interceptara o

eixo AB nos pontos F e F> que serdo os focos da elipse (ver figura 17).

Figura 17 - Restabelecendo os focos da elipse

A justificativa desta construg¢do € pela prépria defini¢cdo de Elipse, onde
informa que a distancia entre o vértice do eixo menor ao foco € igual a distancia

do vértice do eixo maior ao centro da Elipse.
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3.5
Construcoes de Elipses por meio de seus pontos

Segmentos de reta e circulos sdo facilmente construidos, respectivamente
com régua e compasso. COnicas (e outras curvas) também podem ser construidas
com instrumentos ndo tdo simples. Alguns serdo apresentados neste trabalho. E
usual construir uma conica através da obten¢do com régua e compasso de varios

pontos, e unir esses pontos. Apresentaremos aqui diferentes construgdes deste tipo.

Tracado de uma elipse por meios de pontos utilizando o eixo focal e
os focos

Sejam os pontos A e B vértices do eixo maior, e os focos Fie Fa.

Passo 1: Marca-se um ponto qualquer ponto G no interior do eixo AB entre
os focos Fi e Fzinclusive;

Passo 2: Com o centro no foco F tracemos duas circunferéncias de raios
GA e GB e as chamaremos de C; e C; respectivamente;

Passo 3: Com o centro no foco F> tracemos duas circunferéncias de raios
GA e GB e as chamaremos de C3 e Cs respectivamente;

Passo 4: Chamemos de P; e P> os pontos de intersecdo das circunferéncias
C1 e C4 que possuem raios diferentes. Chamemos de P3 e P4 os pontos de intersecao
das circunferéncias Cz e C3 que possuem raios diferentes;

Passo 5: Os pontos Pi1, P2, P3 € P4 sdo pontos desejados, pois pertencem a
elipse, observemos a Figura 15, pois € bastante explicativa;

Passo 6: Caso tivéssemos escolhido o ponto médio de AB obteriamos se-
mente 2 pontos da elipse que seriam os extremos do segundo eixo;

Passo 7: Este processo se repete escolhendo outros pontos do eixo AB, pois
quantos mais pontos escolhermos mais pontos da elipse obteremos melhorando as-

sim o tragado da figura ( ver figura 18).
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Figura 18 - Tracado da elipse conhecendo seu eixo focal e focos

Justificativa

Temos que: F1P1 mede AG, pois € raio do circulo C de centro em Fi e
F>P; mede BG, pois é raio do circulo C4 de centro em F>.
Como a soma dos comprimentos AG + BG = AB, temos que o ponto P

pertence a elipse cujo focos sdo Fi e F> e eixo maior AB.

Tracado de uma elipse por meios de pontos utilizando os dois eixos

Sejam A1A2 de comprimento 2a e BiB> de comprimento 2b, 0s e€ixos orto-

gonais da elipse de centro em O.

Procedimentos:

Passo 1: Pelo centro O tragcam-se duas circunferéncias, C; de raio b e C2de
raio a;

Passo 2: Escolhe-se um ponto Q qualquer exterior as circunferéncias e traga-
se o segmento OQ , este segmento interceptara a circunferéncia C; no ponto E , € a
circunferéncia Cz no ponto F;

Passo 3: Por E tracamos uma reta paralela ao eixo AijAz e por F tragamos
uma reta paralela ao eixo B1B>, o ponto P de intercessdo destas retas pertencera a
elipse;

Passo 4: Para determinarmos outros pontos da elipse devemos escolher ou-
tros pontos exteriores as circunferéncias e repetir o processo. Quantos mais ponto

obtivermos melhor serd o tracado da elipse desejada (ver figura 19).
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Figura 19 - Tracado de uma elipse por meios de pontos utilizando os eixos

Justificativa:

Consideremos a figura 20. Sejam os pontos R e S os pés das perpendiculares

tracadas do eixo A1A2, que passam pelos pontos E e F respectivamente.
Utilizando a trigonometria:
Sejam os triangulos OFS e OER e ¢ angulo comum aos dois tridngulos

pelo vértice O.

oA oS «x x°
Do tridngulo OFS temos: cos=——="—=>cos’ & = —
a a

n ER 2
Do tridngulo OER temos: seno =——= Y sena= y_2
OE b b
2 2
X
Como sen’ a+cos’a=1= —2+y—2 =1.
a b
P
______________________________ a F
A, (a.0) E
- b P (x Y)
; y
3 20 [ []
0(0,0) R (x,,0) S (x,0)

Figura 20 - Justificativa da construcao, utilizando trigonometria
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Tracado de uma elipse por meios de pontos conhecendo seus focos

e o comprimento do eixo focal

Sejam os pontos F e F> que serdo os focos, A1 e A2 que serdo os vértices da

elipse, temos que a distincia focal d(F, F,)=2c e eixo maior d(A A,)=2a.

Observemos que 2c¢ < 2a.

Procedimentos:

Passo 1: Tracemos uma circunferéncia C; de centro F e raio 2a;

Passo 2: Marquemos um ponto A qualquer da circunferéncia e tracemos a
reta que passa pelos pontos A e F1 a qual chamaremos de r ;

Passo 3: Tracemos o segmento AF?,

Passo 4: Seja m a mediatriz do segmento AF>. O ponto P de interse¢ao entre
a mediatriz m e a reta r serd um ponto que pertence a elipse de focos F1 e F> e
vértices Aje As;

Passo 5: Para encontrar outros pontos da elipse, devemos escolher outros

pontos da circunferéncia de raio 2a e repetir o procedimento (ver figura 21).

Figura 21 - Tragado da elipse conhecendo seus focos e comprimento focal

Justificativa

Como o ponto P pertence a mediatriz do segmento AF>, entdo
d(P,A)=d(P,F,), temos também que d(F,,A) =2a(raio) =d(F,,P)+d(P,A),

mostrando assim que P pertence a elipse de focos F e F» e eixo 2a.
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3.6
Tracado de tangentes a elipse:

3.6.1

Tracando uma tangente e uma normal a uma elipse por um ponto P
da curva

Seja a elipse de eixo maior AB de comprimento 2a e focos F e F>, perten-

centes ao eixo AB.

Seja P, um ponto da elipse, que desejamos que passe a reta tangente ¢ € a

reta normal 7.
Procedimentos:

Passo 1: Construiremos uma circunferéncia com centro no foco F; e raio

AB.

Passo 2: Tracemos a semirreta F1P que interceptara a circunferéncia em C

e tracemos o segmento F>C.

Passo 3: Tracemos a mediatriz do segmento F>C, esta mediatriz a qual

chamaremos de m serd a reta tangente a elipse no ponto P.

Passo 4: Para tragarmos a normal, tomaremos uma reta perpendicular a reta

m sobre o ponto P (ver figura 22).

Figura 22 - Tangente a um ponto da elipse
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Justificativa.

Consideremos a figura 23. Para que a reta m (mediatriz de F,C) seja tan-
gente a elipse no ponto P teremos que mostrar que P € o tinico ponto de interse¢ao
entre m e a elipse.

Observemos que por constru¢cdo F,C = AB = 2a.

Suponhamos que exista um ponto P' diferente de P que pertenca a media-
triz m e a elipse, entdio d(P',C)=d(P,F,) e além disso temos que
d(F,,P' )+d(F,,P' )=2a=d(F,P)+d(F,,P).

Logo d(F,,P')+d(P',C) =2a, absurdo, pois pela desigualdade triangular
d(F,,P)+d(P',C)>d(F,,C)="2a, entdo P ¢ o unico ponto de m pertencente a

elipse, logo m € tangente a elipse.

Figura 23 - Justificativa da constru¢ao de uma tangente a um ponto da elipse

3.6.2

Tracando duas retas tangentes a elipse por um ponto P exterior a

curva

Seja a elipse de focos F e F», eixo maior AB ¢ P um ponto fora da elipse
no qual desejamos tragar as tangentes.
Procedimentos:

Passo 1: Construimos a circunferéncia Ci de centro F de raio AB.
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Passo 2: Construimos a circunferéncia Cz de centro P e raio PF».

Passo 3: Marquemos os pontos C e D de interse¢do com as circunferéncia
Cie Co.

Passo 4: Tracemos os segmentos Fi1C e Fi1D marcando os pontos T e Q
respectivamente de intersecdo com a elipse (ver figura 24).

As retas PT e PQ sdo as tangentes desejadas.

Figura 24 - Tangente a elipse por um ponto fora da curva

Justificativa:

Inicialmente fixaremos na demonstracdo que a reta PQ a qual mostraremos
que € tangente a elipse no ponto Q.

Temos por constru¢do que o segmento Fi1D mede AB = comprimento do
eixo maior da elipse e PF>= PD, ambos raio do circulo C».

O ponto Q divide o segmento F1D tal que Fi1D = F1Q + QD = AB. Como Q
pertence a elipse, entdao F1Q + F2Q = AB, logo F2Q = OD.

Observando que os triangulos PQD e PQF> sao congruentes por LLL, logo
areta PQ ¢ bissetriz do triangulo PDF> e como este triangulo € isdsceles entdo PQ
¢ uma mediatriz do lado DF>.

Observemos que estamos nas condicdes do item 3.6.1, pois o segmento
F1D = 2a, que € raio de uma circunferéncia de centro em F; entdo a tangente pelo
ponto Q € a mediatriz do lado DF> do triangulo OQDF>.

Segue de forma andloga a demonstracdo que a reta PT € tangente a elipse

pelo ponto 7.


DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 1512252/CA


PUC-Rio- CertificacaoDigital N° 1512252/CA

37

3.7
Equipamentos para construcoes de elipses

Conhecendo o eixo maior , usando barbante, pregos ou alfinetes do

tipo percevejo

Figura 25 - Construindo uma elipse com barbante

Procedimentos para construir a elipse:

Passo 1: Conforme a figura 25, fixamos dois percevejos em uma folha de
papel apoiada em um papelao grosso. (O papelao poderd ser uma capa dura de um
caderno que o aluno nao utiliza mais).

Passo 2: Cortamos um barbante de preferéncia grosso em tamanho que seja
maior que a distincia entre os dois pregos fixados , em seguida, amarre as pontas
do barbante em cada prego.

Passo 3: Mantendo o barbante esticado, corra com um Ldpis ou caneta, de
modo a fechar a figura, que serd a Elipse e saberemos que o tamanho que cortamos
o barbante € igual a 2a.

A constru¢do acima € simples de fazer em sala de aula, pois, além de cons-
truir a figura temos também a assimilacdo pelo aluno do fato que o lugar geométrico
da elipse foi constatado, pois os pregos fixados sao os focos da elipse e a soma das
distancias entre um ponto qualquer da Elipse aos focos foi mantida ao esticarmos o

barbante. (Este método é tradicionalmente chamado de método do jardineiro).
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Conhecendo seus dois eixos, utilizando bastao ou papel

Sejam o eixo maior ABigual a 2a e o eixo menor CD igual a 2b. Tracemos
esses dois eixos de forma perpendicular, com intercessao nos seus pontos médios
o qual chamaremos de ponto O, este ponto serd o centro da elipse.

Cortemos uma tira de papel de tamanho a, desenhamos nas extremidades
os pontos O’ e P e um ponto X entre O’ e P de tal maneiraque O’P=a, O’X =
a-b e XP=b.

Observando a figura 26, temos que o ponto O’ deveré correr pelo eixo menor
DC a maneira que o ponto X corra no eixo maior AB, entdo o ponto B’ descrevera

uma elipse.

Figura 26 - Construindo uma elipse com tira de papel

Justificativa:

Figura 27 - Justificativa da construgéo de uma elipse com tira de papel

Temos na figura 27, os eixos da elipse nos eixos do plano cartesiano , coin-

cidindo os centro de ambos, € um ponto P da elipse como coordenada P = (x,y).
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Temos os tridngulos O’EP e PFX semelhantes por AA.

EP X
sen(@)=——= —
~ PO a
Entao temos que
PF y
cos(q)=——==
PX b
2 y 2
Pela identidade trigonométrica sen’(a )+ cos*(a)=1 entdo — + el 1.
a

A mesma construcdo acima feita com uma simples tira de papel, é tam-
bém base para o mecanismo da figura 28, que é um instrumento composto por
uma alavanca reguldvel, presa a ela estdo dois pinos em posi¢des pré-determina-
das que deslizardo sobre trilhos ortogonais. Ao girarmos a alavanca, sua ponta

transcreverd uma elipse.

Figura 28 - Elipségrafo com trilhos ortogonais

(Fonte: https://www.youtube.com/watch?v=iM-r8bhTT8k)

Utilizando um instrumento na forma de losango primeiro mecanismo:

O do instrumento da figura 29, trata-se de um losango ABCD articulado.
Este losango estd preso em seu vértice A por uma roldada de raio r e em seus lados
AB e AD sdo presos dois pontos M e N respectivamente que ficardo fixos de mesma

distancia de A, mas que deslizardo por uma reta t.
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Figura 29 - Elipségrafo primeira construcéo utilizando losango

(Fonte: http://archivioweb.unimore.it/theatrum/macchine/_00the.htm)

Funcionamento:

Consideremos as figuras 29 e 30. Ao mover o ponto A do losango sobre uma

circunferéncia de centro em K e raio r, o losango mudara de forma, aumentando e

diminuindo o angulo DAB, isto se deve ao fato que como os pontos N e M desli-
zardao horizontalmente sobre um trilho ¢, sendo assim, os vértices B, C ¢ D nio
fardo o mesmo movimento que o vértice A , em particular o vértice C ird entdo

descrever uma elipse.

Justificativa:

Consideremos a figura 30. Seja o losango ABCD, com AB = AC = CD =
DA =1 esejam os pontos M e N nos lados AB e AD respectivamente, de tal ma-
neira que AM = NA =m

A reta t estard sobre o €ixo X, o centro do circulo de raio r estara sobre o
eixo y, os pontos M e N deslizardo sobre o eixo x. Determinemos as coordenadas
dos pontos A = (a, b) e C =(x, y).

Tracemos os diagonais DB e AC do losango que se cruzardo no ponto P,

e marquemos o ponto Q que serd a intercessao entre a diagonal AC com o €ixo x.
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Figura 30 - Justificativa do Elipségrafo da primeira constru¢do com losango

Temos que os triangulos AMQ e ABP sdo semelhantes por AA:

MAQ = BAP angulo comum
AQM = APB ambos angulos de 90°
AM _AB | Ib

— = AP =—.

Entao temos m_ = =
b AQ AP AP m

Obtendo as coordenadas do ponto Q:

CQO=CP+ QP =AP—-AQ + CP , observando que AP = CP devido a

figura ser um losango temos:

AP —-AQ + AP =2AP-AQ == (&j —b. Segue que:
m

Csz(Qj_b: 2b—bm _ (2l—m)

m m m

l—m , . .
Fazendo —— = constante ¢ que dependerd do comprimento escolhido

m

para o losango ABCD e da posicao dos pontos fixos M e N, temos entdo CQ =

ch.
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Observando o ponto C, temos que terd a mesma abscissa dos pontos A e
0, sendo assim a = x e sua coordenada y € escolhida de maneira que - CQ = cb,
faremos CQ = y, tem-se entdo que — y= cb

Na circunferéncia de centro em K e raio r, temos K = (0,h), o ponto A da

circunferéncia tem coordenadas (a,b), entdo essa circunferéncia tem equacao

a’>+(b—h)’ =r?, substituindo a=x e b=-2 temos:

c

2 2 2
x? +(—l—hj =r? :>x_+—(y+ch) =1

C r2 c2r2

Utilizando um instrumento na forma de losango segundo mecanismo

O mecanismo da figura 31 trata-se de um losango articulado onde um dos
trilhos € a diagonal do losango, os pontos fixos sdo os dois focos sendo um fa-
zendo parte do losango e o outro que se ligard ao losango por um trilho de compri-

mento fixo.

Funcionamento:
Ao movermos o ponto E de forma circular, a distancia entre os pontos E e
C modificara , e o ponto P de interse¢do dos trilhos AE e BD descreverd uma

elipse.

Figura 31 - Elipségrafo, segunda construgao utilizando losango

(Fonte: Unién - Revista Iberoamericana de Educacion Matematica - Numero 35-Septiem-
bre de 2013, pagina 116)
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Figura 32 - Justificativa de um Elipsografo, segunda construgéo utilizando losango

Justificativa:

Temos por construcdo na figura 32, que AE tem comprimento fixo e
BC =CD = DE = EB sendo o quadrilitero BCDE um losango, entdo BD ¢é me-
diatriz de CE.

Seja P um ponto de intercessdo entre a mediatriz DB e AE , entdo

PC=PE,logo AP+PE=AE= AP+PC=A.

(Observa-se que o ponto E descrevera uma circunferéncia de raio AE, esta
circunferéncia é chamada de circulo diretor, pois € centrada em um dos focos e

seu raio € igual ao eixo focal).

3.71

Elipses através de cortes em um cilindro

Método para fazer em sala de aula conforme figuras 33 e 34:

Materiais: Garrafa pet vazia, pincel atdmico e tesoura.

Procedimentos:

Passo 1: Enchemos a garrafa pet com dgua (liquidos ndo transparentes é
mais indicado);

Passo 2: Inclinemos a garrafa e marquemos com a caneta a curva da su-

perficie do liquido;
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Passo 3: Esvaziamos a garrafa e recortamos com tesoura a curva dese-
nhada.

Temos que a curva recortada € uma elipse.

Para completar podemos pedir para o aluno colocar esta curva sobre um

papel e desenhd-la, assim estard desenhando uma elipse.

Figura 33 - Elipse obtida através de uma garrafa pet

(Fonte: Oficina Que curvas sao essas chamadas conicas? Bienal de Matematica 2017)

Figura 34 - Desenhando a elipse obtida com uma garrafa pet

(Fonte: Oficina Que curvas sdo essas chamadas cOnicas? Bienal de Matematica 2017)

44
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Demonstracao:

Mostraremos que a sec¢@o plana em um cilindro reto por um plano obliquo ao

eixo € uma elipse.

Figura 35 - Pontos da elipse obtida através de um cilindro

Consideremos o cilindro reto de raio r da figura 35. Nele estdo inscritas
duas esferas de centro O e O2 separadas por uma distincia d.

Seja o plano secante ao cilindro, sendo que mdevera ser tangente as duas
esferas e centro O1 e Oz pelos pontos F e F>respectivamente.

Seja t reta pertencente ao cilindro e tangente as esferas que intercepta o
plano 7T no ponto P, sendo R e S os pontos de tangéncias da reta f com as esferas
de centro O; e Oz respectivamente.

Seja r a reta que contém os pontos Fi e F2.

Seja o um plano perpendicular a base do cilindro que contem a reta r.

Sejam os pontos M e N pontos do plano a de intercessao da esfera O com
o cilindro e M1 e N1 pontos do plano a de intercessao da esfera O» com o cilindro.
Temos entdo: RS = RP + PS.

Como R e F; pertence a esfera de centro Oy entdo PR = PF; e PS = PF»
logo, PFi+ PF>= MM; = NN,.

Como AiF: e AiM sdo tangentes a esfera de centro O; entao
AiF1 =AM,

Analogamente temos: A2F; = AxN, AiF2=AiMje AxF2 = A2Nj
Logo, MM =AM + AiMi1= AiFi + AiF2= AiF1 + A2F1 = A1A2
Temos entdo PF;+ PF> = AjAx.


DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 1512252/CA


PUC-Rio- CertificacaoDigital N° 1512252/CA

4
Hipérbole

Hipérbole € o lugar geométrico dos pontos de um plano, tais que, dados
dois pontos fixos F; e F, chamados de focos, a diferenga, em valor absoluto, das
distancias de um ponto P da hipérbole a cada um dos focos € igual a constante 2a,
sendo menor que a distincia entre F, e F,, ou seja, d(F,F,)>2a:

Pe hipérbole < |d( P, F, )—d( P,F, ) =2a.

Figura 36 - Hipérbole

Como podemos observar na figura 36 que a hipérbole € uma curva com dois
ramos, se o ponto P pertence a parte direita da curva entdo teremos
d(P,F, )-d(P,F,)=2a e se P pertencer a parte esquerda da curva teremos:

d(P,,F, )—d(P,F,)==2a.
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4.1

Elementos de uma Hipérbole

Observe os pontos da hipérbole na figura 36. Temos os seguintes elementos:

Focos: sdao os pontos F, e F,;

Distancia focal: ¢ o comprimento do segmento F,F, = 2¢;

Centro: é o ponto C, que € o ponto médio entre os focos ou os vértices;

Reta focal: reta que contém os focos, sendo os pontos A, e A, aintercessdo desta

reta com a hipérbole;

Eixo focal, real ou transverso: é o segmento A A, , de comprimento 2a;

Reta nao focal: € a reta perpendicular a reta focal que passa pelo centro;

Eixo nio focal: é o segmento B,B, , de comprimento 2b, sendo b=+/c* —a” e B,
e B,, simétricos em relagdo ao eixo focal;

Vértices focais: sdo os pontos A, e A,, que sdo as interse¢des da hipérbole com a

reta focal;
Vértices nao focais: sdo os pontos B, e B, ;

Corda: segmento que une 2 pontos da hipérbole;

Diametro: sdo cordas que passam pelo centro.

4.2
Equacao reduzida da hipérbole

A equacdo reduzida da hipérbole € obtida utilizando o plano cartesiano ( ver
figura 37), em que F, =(—,0)e F, =(c,0)sdo os focos da hipérbole, o eixo focal
¢ igual a 2a, ou seja, a distancia entre os pontos extremos do eixo focal € igual a 2a.

Seja P=(x,y) um ponto que pertence a hipérbole entio:

|d( P,F,)—-d(P,F, |=2a (4-1)
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(c0) A (a0 [ A, @B)F, €0 X F,

Figura 37 - Equagéo canbnica da hipérbole

Temos d(P,F) =+ (x+¢)>+y% e d(P,Fy)=+/(x—c)* + y?

entdo pela equagado (4-1):

\/(x+c)2 + y2 —\/(x—c)2 + y2 =12a isolando um radical
Jixte P4y =22a—y(x=c )+

(1/(.X+C)2 +y° )2 = (i2a—q/(x—c)2 +y? )2

(x+c) +y* =4a> +22a+/(x—c ) +y> +(x—c ) +y°

(ir a.m )2 = (az - xc)2 simplificando os termos

2@ =) +a?y? =a(d? - )

Dividindo ambos os lados por 212(612 —cz)

2 2
X C
ELE A— , observando que por Pitdgoras temos 2 =d? +b2, logo
a® (a’*-c?)

2
b* = —a® +¢*. ouseja -b* =a’ —c? ,entdo = -2 =1 4-2)
a’ b

Demostramos que se o ponto P=(x,y) satisfaz a equagio

\/(x+c)2+y2—\/(x—c)2+y2=iZa entio P também satisfaz a  equagdo
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2 2
X

— __b2 =1, fazendo as devidas substituicdes e as operacdes de maneira andloga
a

ao da elipse temos que a reciproca € verdadeira.

4.3
Simetrias em uma Hipérbole

A Hipérbole € simétrica em relacdo a reta focal, a reta ndo focal e ao seu

centro.

2 2
. . X ~
Mostraremos que se P = (x,, y,) satisfaz a equagdo —- —2)—2 =1, entdo os
a

pontos P, =(—x,,y,), P» =(x9,—yg) e P3=(—xp,—yg) também satisfazem.

2 2

2 2
, X X
Como P satisfaz a equagio— —[);—2 =1 entio: 2 -0 =1
a

2 2
a b

a) Substituindo o ponto P =(x,,y,) por P, =(—x,,¥, )

(_ X0 )2 y02 xoz y02
-2 == 2L —=—_=1.

2 2 2 2
a b a b

teremos

Concluimos que a hipérbole € simétrica em relacdo ao eixo nao focal.

b) Substituindo o ponto P =(xy,yg) por P, =(x,,—Y, )

Xo (_ yo)z x02 yoz
teremos —2——2:13 —2——2:1.
a b a b

Concluimos que a hipérbole € simétrica em relacdo ao eixo focal.

¢) Substituindo o ponto P =(x,,y,) por B, =(—=x,,—Y, ).

(_xo)2 (_ yo)2 xoz yoz
teremos - ) =1= —2——2:1.
a b a b

Concluimos que a hipérbole € simétrica em relacdo ao centro.
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4.4

Assintotas

Assintotas sdo duas retas tais que, a distancia entre cada uma delas e um
ponto movel da hipérbole vai ficando cada vez menor a medida em que o ponto da

se afasta em dire¢do ao infinito.

o e Xy ) i
Em uma equagdo candnica da hipérbole — —b—z =1, as assintotas serdo as re-
a
b
fas y=—x ¢ y=——x.
a a

Procedimento para tragar assintotas:

Primeiro devemos encontrar os vértices imaginarios. Seja uma hipérbole
de focos F1 e F, e vértices focais A1 e A2, temos eixo focal igual a 2a.

Os vértices B e B> do eixo imaginério podem ser obtidos com o seguinte
procedimento:

Passo 1: Tracemos pelo centro uma reta perpendicular ¢ ao eixo focal;

Passo 2: Tracemos uma circunferéncia com centro em um dos vértices fo-
cais e raio igual ao comprimento do centro a um dos focos F ou F».

Chamemos de Bj e B> a intersecdo desta circunferéncia com a reta t. Estes
pontos serdo os vértices do eixo imaginario. Tomemos o comprimento do eixo
imagindrio como 2b.

Obtemos as assintotas tragcando as diagonais de um retangulo de compri-
mento 2a e 2b, com centro no centro da hipérbole, com seus lado de compri-
mento 2a paralelos ao eixo focal, como na figura 38.

Esta interpretacdo geométrica configura-se uma 6tima ferramenta para tra-
carmos uma hipérbole, ou seja primeiro tragamos as assintotas depois os ramos

da hipérbole.
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assintota

Eixo imagingso = 2b 7

F1 A1 (o] Eixo real = 2a AQ 7:2
By
assintota
Figura 38 - Assintotas de uma hipérbole
Justificativa:
x2 y2
Seja a hipérbole de equagdo — —< =1 eareta y=mx, uma condigio

a’® b’

que a reta intercepte a hipérbole é que existe ao menos um ponto P(x,,y, Jem

comum
Seja P(x,,y,) um ponto de interse¢do entre a hipérbole e a reta, entdo:
X 2 y 2
—-—-=C-=1 e y,=mx,. Relacionando as duas equagdes temos:
a b
2 2 2
Xy _mx
2 2 :
a b

Resolvendo a equagao:

xoz(bz—a2m2)=a2b2:>x0 == ==

Para que a rata intercepte a hipérbole, Xy deve ser um niimero real, entdo:

2
~——m*>0.

2
a

Para a e b nimeros positivos, tem-se

——<m<—.
a a
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Sendo assim a inclinag@o da reta y =mX esta contida no intervalo

24

~ b b
Da equagdo x, iz—, temos que quando m tende a —, o ponto de
a

Xo tende a mais o menos infinito, isto significa que a medida que um ponto per-

o . e A o b
corre a hipérbole indo ao infinito a distancia entre a hipérbole e as retas y =—x
a

b
e y=——x tende a zero.
a

b b . .. . R
Temos que as retas y = —x € y =——x sdo diagonais do retangulo centrado na
a a

origem de base 2a e comprimento 2b.

4.5
Restabelecendo o centro, eixos, focos e as retas focal e nao focal de

uma hipérbole
Dada uma hipérbole desenhada, iremos obter o seu centro, eixos e focos.

Restabelecendo o centro de uma hipérbole dada

Dada uma elipse desenhada, iremos encontrar seu centro.
Procedimentos:

Passo 1: Tragam-se duas cordas paralelas 1 e 2 quaisquer € marquemos
seus pontos médios M e N respectivamente;

Passo 2: Tracemos uma a reta r que passara os pontos médios M e N;

Passo 3: Tracemos duas outras cordas 3 e 4 paralelas entre si, mas ndo pa-
ralelas a AB ou CD, marquemos seus pontos médios P e Q respectivamente;

Passo 4: Por fim tracemos uma reta s que passard pelos pontos médios P e

0;
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Passo 5: Chamemos de O o ponto de intersecdo entre as retasr e s, este

ponto serd centro da hipérbole (ver figura 39).

Figura 39 - Restabelecendo o centro de uma elipse

Demonstragao:
x2 y2
Seja a equag@o da hipérbole: — —b—2 =1 4.2)
a
Seja acorda 1 desta hipérbole e a equacao:
y=mx+k. 4.3)

Uma familia de retas paralelas a esta corda 1, tem o coeficiente angular m
serd o mesmo para todas estas retas.

De forma andloga tratada no caso da elipse e utilizando a relacdo entre as

2
equacdes (4.2) e (4.3), temos o ponto médio € x, = bza m2k 5
—a'm

E a equacdo da reta que passa pelos pontos médios de duas cordas paralelas

b’x
:y= e que é a equacdo de uma reta que passa pelo centro do eixo cartesiano,

logo pelo centro da hipérbole cuja equacao é (4.2).
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Encontrando as retas focal e nao focal de uma hipérbole dada

Partindo da constru¢do acima, j4 identificamos a posi¢ao do centro da hi-
pérbole.

Seja o ponto O o centro da hipérbole. Traga-se uma circunferéncia C; que
interceptard a elipse em 4 pontos distintos A, B, C e D.

Tracemos as retas AC e BD, temos que a mediatrizes das cordas AB e AD

serdo as retas focal e ndo focal da hipérbole (ver figura 40).

\
[}
[}
[l

1

T

1

1
I
1

1

Figura 40 - Tragando as retas focal e nao focal de uma hipérbole

Justificativa:

A justificativa seguird de maneira analoga a da elipse:

2
2

b

2
Seja —z—y—zzl a equacdo reduzida da hipérbole e x>+ y’>=c
a

com 0 < ¢ < b a equacdo de uma circunferéncia de mesmo centro.

2 2
xT oyt
Ao resolvermos o sistema formado pelas equagdes: | g2 b> , € facil
2 2 2
X" +y =c

ver que se um ponto (x,,y,) € solucdo do sistema, temos que 0s € pontos

(=X, Y0 )s (X9—=Y, )€ (—Xxy,—Y, ) também sdo.
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Dai vemos da figura 40 que se A tem coordenadas (—x,,y, ), entdo os
outros pontos de interse¢do entre as duas curvas terdo as coordenadas: B = ( x,,y, ),
C=(xy~y,)eD = (—-x,~y,). Temos pela simetria em relagdo ao eixo da hipér-
bole que as mediatrizes das cordas AB e AD serdo as retas focal e ndo focal da
hipérbole.

O eixo focal serd o segmento pertencente a reta focal compreendido entre

os vértices focais.

Encontrando os focos de uma hipérbole dada.

Ja temos as retas focal e ndo focal e os vértices A; e A».

Toma-se qualquer ponto P da hipérbole.

Procedimentos:

Passo 1: Tracemos uma perpendicular r ao eixo A; 4, que contenha o ponto
P, chamemos de C o ponto que serd o pé desta perpendicular;

Passo 2: Pelo centro O tragamos a circunferéncia C; de raio OC;

Passo 3: Tracemos pelo vértice A, uma perpendicular ao eixo A;A, na qual
chamaremos de s e marquemos o ponto D que serd a intersecao desta perpendicular
com Cy;

e
Passo 4: Tracemos a semirreta OD;

Passo 5: Por P tracemos uma paralela a A; A, que interceptara 0D no ponto
E;

Passo 6: Tracemos a perpendicular ao eixo A;A, que passe pelo ponto E,
e chamemos o pé desta perpendicular de G;

Passo 7: Construimos a circunferéncia C2> com centro em O e raio OG , a
intersecdo desta circunferéncia com o eixo imagindrio serdo os pontos B; € B> vér-
tices da hipérbole;

Passo 8: Construimos a circunferéncia C3 com centro em O e raio B;Az. As
intersecdes desta circunferéncia com o eixo A, A, serdo os focos F e F» (ver figura

41).
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Figura 41 - Restabelecendo os focos de uma hipérbole

Justificativa.

Utilizando um sistema de coordenadas cartesiano tal que o centro da hipér-
bole é o ponto O =(0,0), e os vértice sdo os pontos (a,0) e (—a,0).
Sejam P =(x,y )um ponto da hipérbole e A =(a,0)e A, =(—-a,0) os vér-

tices. Na figura 42 denotaremos o ponto Aj por A.

C(x,0)

Figura 42 - Justificativa do método utilizado para encontrar os focos

Observando o tridngulo OGE, temos que o cateto EG tem comprimento y

Pela semelhanga entre os tridngulos OAD e OGE temos:
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DA OA x*—a’
= -
EG 0G y

:% (elevando ao quadrado ambos os lados)

2 2 2
x’—a’ a
— == b*x* —b’a” = y’a, temos entdo que:
y b
2.2 2 2 2 2 z y2
b“x“ —y“a” =b“a” dividindo ambos os lados por b’a’, teremos — 5=
a” b

Tomando ¢=+a’ +b , teremos que os pontos F =(¢,0 )serd um dos fo-

cos da hipérbole. Analogamente obteremos o outro foco.

4.6
Construcoes de Hipérboles por meio de seus pontos

Da mesma forma que ocorre com a Elipse pode-se obter pontos da hipérbole
com régua e compasso, € construir uma boa aproximacao da hipérbole ligando esses

pontos.

Tracando a hipérbole conhecendo suas assintotas e um ponto da

curva

Sejam as assintotas r e s, que se interceptam no ponto O que € o centro da
hipérbole e um ponto P da hipérbole, conforme figura 43.

Procedimentos:

Passo 1: Pelo ponto P conhecido da hipérbole, tragamos uma reta t que
interceptard a assintotar em A e a assintota s em B;

Passo 2: Para localizarmos um segundo o ponto da hipérbole. Tracemos
por B uma circunferéncia de centro em B e raio PA, que cortard a assintota s em
dois pontos, o ponto Q da hipérbole serd um desses dois pontos, pela constru¢ao
temos que PA = OB, sendo Q escolhido de forma que a hipérbole fique compreen-
dida entre as duas assintotas;

Passo 3: Continuamos a construgdo tragando outras retas contenham o ponto

P, ou o ponto Q, e de forma andloga localizaremos outros pontos.
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Figura 43 - Encontrando pontos da hipérbole dadas suas assintotas

Justificativa

Seja reta r de equacdo y =mx+k que corta as duas assintotas nos pontos

A e B, e a hipérbole nos pontos P e Q, temos:

. - . b
A coordenada x da intersecdo entre areta y =mx+k e a assintotay = —x
a

‘ ak
€ x, = .

b—am

A coordenada x da intercessdo entre a reta y = mx +k e a assintota

é —ak

y =——X x2 = .

a b+ am

2
~ 1 ) _a'mk

Entdo o ponto médio entre os pontos x, € x, € 0 ponto X, = JENERTE € con-

forme item (4.5), onde restabelecendo o centro de uma hipérbole dada, esta coor-
denada coincide com a coordenada do ponto médio da corda da hipérbole que per-

tence a reta y = mx+ k e passa pelo ponto P, como por constru¢do AP = BQ, te-

mos que Q pertence a hipérbole.

Tracando uma hipérbole conhecendo seus eixos e seus focos

Sejam a reta focal A;A, que chamaremos de r , os vértices A; e A2 e 0s

focos F1 e F> de uma hipérbole.
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Procedimentos:

Passo 1: Marquemos um ponto K qualquer em r, estando a esquerda de F;
ou a direita de F>, de preferéncia para comegarmos escolheremos este ponto pro-
ximo a Fy;

Passo 2: Com centro no foco F; tracemos uma circunferéncia C; de raio
KA, e com centro no foco F> tracemos uma circunferéncia C> de raio KAz, os pontos
de intersecdes P; e P> destas circunferéncias serdo pontos do ramo esquerdo da
hipérbole;

Passo 3: Com centro no foco F; tracemos uma circunferéncia Cs de raio KAz
e com centro no foco F> tracemos uma circunferéncia Cy de raio KA1, os pontos de
intersecoes P3 e P4+ destas circunferéncias serdao pontos do ramo direito da hipér-
bole;

Analogamente ao escolhermos outros pontos mais a esquerda de F; do eixo

A1A, determinamos outros pontos, quanto maior o nimero de pontos pertencente

a hipérbole obtivermos, mais perfeita serd nossa construcao (ver figura 44).

Figura 44 - Tragando uma hipérbole dados seus eixos e focos

Justificativa:

Temos que:
FiP; mede KAj, pois € raio do circulo C; de centro em F7.
F>P; mede KA2, pois € raio do circulo C4 de centro em F>.

Como o comprimento A1A> = KA> — KA1, temos que o ponto P pertence a

hipérbole cujo focos é Fi e F> e eixo focal 4,4,.
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Tracando uma hipérbole sendo dados os dois eixos

Conhecendo os eixos podemos achar os focos usando o Teorema de Pité-
goras e aplicar a constru¢do anterior para obter os pontos da hipérbole. Segue
abaixo na figura 45 uma constru¢@o que nao depende que conhecamos os focos.

Seja A;A, de comprimento 2a o eixo focal e B;B, de comprimento 2b o

eixo imagindrio de uma hipérbole.

Procedimentos:

Passo 1: Tracemos a reta focal;

Passo 2: Com o centro em O e raio OB tracemos uma circunferéncia C1 que
cortara o eixo real nos pontos X e X», fixaremos nossa constru¢ao no lado do ponto
X2,

Passo 3: Escolhemos na reta do eixo focal a direita do vértice A2, um ponto
C e por este ponto tracaremos uma reta perpendicular ao eixo real , chamemos de r
esta reta,

Passo 4: Construiremos uma circunferéncia C> de raio OC e centro em O;

Passo 5: Tracemos perpendicular ao eixo focal pelo vértice Az a qual chama-
remos de s, marcando o ponto E que serd a intersec@o deste ponto com a circunfe-
réncia Ca.

Passo 6: Ligamos por uma semirreta os pontos OF, chamemos de u esta
semirreta;

Passo 7: Tracemos perpendicular ao eixo focal pelo ponto X> a qual chama-
remos de t, marcando o ponto F que serd a intercessao deste ponto com a semirreta
s, € por este ponto F tracemos uma reta paralela ao eixo focal que interceptard a
reta r no ponto P. Este ponto P é um ponto da hipérbole desejada;

Passo 8: Repetiremos este processo marcando outros pontos sobre a reta
focal e analogamente encontraremos outros pontos pertencente a hipérbole (ver fi-

gura 45).
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Figura 45 - Tragando uma hipérbole sendo dados os dois eixos

Justificativa:

B St TR Sy

Observamos que por Pitdgoras temos que: 0 segmento OF = 4/ y* +b” e o

segmento A2E = x—a’ , entao:

n X
Observando o triangulo OA>E, temos sentdf = —————

b

Observando o tridangulo OX>F, temos cos & =

seno =

Entao: = =

COSO = —F———
'y2+b2

2
cos O =————
y2+b2

xzyz—azy2+x2b2—azb2 12
x2y2 12

x’b* —a’y> =a’b® dividindo ambos os lados por a’b’

:1:>x2y2—a2y2+2x2b2—a2b2=jc2y2+jc2b2:>

61
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Tracando a hipérbole conhecendo seus focos e 0 comprimento do

eixo focal

Sejam os pontos F e F2 que serdo os focos, A1 e A2 que serdo os vértices da

Hipérbole H, temos que a distincia focal d(FjFp)=2c e eixo focal

d(A),Ay)=2a. Observemos que 2c > 2a.

Procedimentos:

Passo 1: Tracemos uma circunferéncia de centro F e raio 2a;

Passo 2: Marquemos um ponto A qualquer da circunferéncia;

Passo 3: Tracemos a reta que passa pelos pontos A e F; a qual chamaremos
de r e tracemos o segmento AF>.

Seja m a mediatriz do segmento AF>, o ponto P de intercessao entre a me-
diatriz m e a reta r serd um ponto pertencente a hipérbole de focos Fi e F> e vértices

A1 e Az Veja a figura 46.

mediatriz

Figura 46 - Hipérbole dados seus focos e o comprimento do eixo focal

Justificativa:

Como o ponto P pertence a mediatriz do segmento AF, entdo
d(A,P)=d(P,F,), temos também que 2a=d(F,,P)-d(AP) e,
d(F,P)=2a(raio)+d(A,P)= 2a, logo 2a=d(F,,P)—-d(F,,P), mostrando as-

sim que P pertence a hipérbole de focos F1 e F2 e eixo 2a.
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Observemos a semelhanca desta constru¢do com a construgdo da elipse no item
(3.5-Tragado de uma elipse por meios de pontos conhecendo seus focos € 0 com-
primento do eixo focal), em resumo temos um ponto do espaco Fi e tragamos
com centro em F1 uma circunferéncia C; de raio 2a, escolhemos um segundo
ponto F> do espago que pode estar no interior ou exterior de C;.

Escolhemos um ponto A de C; e concluimos a constru¢do. Se o ponto F>
for colocado no interior de C; a figura construida serd uma elipse, e se o ponto F>

for colocado no exterior de C; a figura construida serd uma hipérbole.

4.7
Tracado de tangentes a hipérbole

4.7.1

Tracando a tangente e a normal por um ponto dado em uma hipér-
bole

Seja a hipérbole de eixo focal AB de comprimento 2a e focos F e F2;
Seja P, um ponto da hipérbole, que desejamos que passe a reta tangente ¢ e

a reta normal »n.

Procedimentos:

Passo 1: Tracemos as semirretas F1P e FoP;

Passo 2: Marquemos um ponto Q no segmento FP, de tal maneira que QP
=P,

Passo 3: Tracemos a mediatriz m do tridngulo QPF>. Esta mediatriz serd a

reta tangente a hipérbole pelo ponto P. Veja a construgdo na figura 47.
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Figura 47 - Tragando a tangente e a normal por um ponto dado em uma hipérbole

Justificativa:

Para que a reta r (mediatriz de QF>) seja tangente a hipérbole no ponto P

teremos que mostrar que P é o tnico ponto de intercessdo a t e a hipérbole.
Observemos que FiQ= 2a, pois |(d(F,,Q)+d(Q,P))—d(F,,P) =2a,
como por constru¢do d(Q,P)=d(F,,P), temos:
(d(F.Q)+d(Q. P)~d(Q, P)|=2a, logo |(d(F,,Q) =2a
Suponhamos que exista um ponto P’ pertencente também a ¢ e a hipérbole,
entio  d(P',Q)=d(P'.F,) e ‘d(Fl,P')—d(Fz,P')‘ =2a e por hipétese

2a=|d(F,P)-d(F,,P)

, logo ‘d(Fl,P')—d(P',Q)‘ =2a, absurdo, pois pela desi-
gualdade triangular d(P',Q)+d(Q,F})>d(F;,P'), como d(Q,F)=2a temos
2a>d(F,P")—d(P',Q), logo aretat ¢ tangente a hipérbole.

Notemos que como o triangulo PQF> por construgdo € isosceles, entdo a

mediatriz m coincide com a bissetriz do triangulo QPF>.
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4.7.2

Tracando duas tangentes a uma hipérbole por um ponto P dado

fora da curva

Seja a hipérbole de focos F;e F>, eixo focal AB de comprimento 2a, € um

ponto P qualquer que ndo pertence a hipérbole.

Procedimentos:

Passo 1: Tracemos a circunferéncia C; de centro em F; e raio igual ao eixo
focal AB.

Passo 2: Tracemos a circunferéncia C> de centro em P e raio PF>.

Passo 3: Marquemos os pontos G e H de intercessao entre os dois circulos

Passo 4: Ligamos os segmentos GF> e HF?,

Passo 5: As mediatrizes dos segmentos GF2e HF? se interceptardo no ponto

P e serdo as duas tangentes procuradas (ver figura 48).

Figura 48 - Tragando duas retas tangente a hipérbole

Justificativa:

Como P ¢ centro do circunferéncia Cz, logo qualquer mediatriz de cordas
desta circunferéncia passard necessariamente por P, logo as mediatrizes das cordas

GF> e HF», contém o ponto P.
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Mostremos agora que mediatriz do segmento GF> a qual chamaremos de m
¢ tangente a hipérbole.

Seja T, ponto de intercessao entre a semirreta F;G e a mediatriz m, logo
d(T;,G) = d(T;, F,).

Temos por construgdo que d(G, Fj) = 2a, entdo como:

d(F,T})=d(F,G)+d(G,T;) implica d(F,T})-d(G,1})=d(F,G)
d(F,Ty)—d(F,,T}) =2a , temos entdo que T; pertence a hipérbole e a mediatriz
de GF>, temos que pelo item (4.7.1), este ponto 71 € tnico ponto da mediatriz m
que intercepta a hipérbole, logo ela € a tangente tragada pelo ponto P.

Mostremos que a mediatriz do segmento HF> a qual chamaremos de n é
tangente a hipérbole.

Seja T>, ponto de intercessdao a semirreta HF| e a mediatriz n, temos por
constru¢do que d(Fj,H)=2a e d(H,T,)=d(F,H)+d(F;,T,) como T> pertence
amediatriz n tem-se d(F,,T,)=d(H,T,), entdo:

d(Fy,T,)=d(F;,T5)+d(F,H) ,logo d(F,,T,)—d(F;,T,) =2a, entdo T»
pertence a hipérbole, e pelo item (4.6.1) este ponto T € tinico ponto da mediatriz n

que intercepta a hipérbole, logo a mediatriz n € a tangente tracada pelo ponto P.

4.8
Equipamentos para construcoes de hipérboles

Construir uma hipérbole utilizando barbante , Régua e pregos ou al-
finetes do tipo percevejo

Definimos o lugar onde serdo os focos A e B da hipérbole
Faremos um furo em uma das extremidades da régua e na outra colaremos um bar-
bante, tanto o furo quanto a fixagao do barbante devem estar préximo as quinas da
régua, conforme figura 49.

Se o comprimento do barbante for x cm, e o comprimento do eixo maior da
hipérbole a ser construida for 2a cm, entdo cortaremos o barbante de maneira que

o comprimento da régua x seja igual a 2a mais o comprimento do barbante.
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A eixo focal = 2 C  comprimento do barbante B
® ®

o E? = W 33

Figura 49 - Construgao de uma hipérbole usando régua e barbante

Para desenhar o ramo direito da hipérbole, prenderemos a régua no foco
esquerdo da hipérbole, de maneira que a régua possa ficar girando em torno deste

ponto, amarraremos a ponta solta do barbante no foco direito da hipérbole.

Percorremos com um lapis o barbante esticado na dire¢do da régua,, dei-
xando-o encostado na mesma, conforme a figura 50. Veremos que a curva cons-

truida serd uma hipérbole.

Figura 50 - Construgao de uma hipérbole usando régua e barbante

E importante lembrar que a distancia entre os focos = 2¢ deve ser maior

que o eixo focal = 2a (distancia entre os vértices).

Justificativa:
Sejam:
m = Comprimento da régua; 2a = Comprimento do eixo focal;

x = Comprimento do barbante, temos m = 2a + x. 4.3)
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Figura 51 - Barbante deslizando na régua

Observando a figura 51. Seja P um ponto obtido em um instante qualquer
da construcdo, temos:
d(P,C)=m—d(P,A) (4.4)
x=d(P,B)+d(P,C)=d(P,C)=x-d(P,B) 4.5)
De (4.4) e (4.5) temos: m—d(P,A)=x—d(P,B)=d(P,A)—d(P,B)=m—x,
logo por (4.3) temos que d( P,A)—d(P,B)="2a.

Construir uma hipérbole utilizando um instrumento na forma de lo-
sango

O instrumento da figura 52 , trata-se de um losango ABCD articulado, que
possui em seu interior, duas hastes AQ e CQ de mesmas medida.

Os vértices A e C do losango deslizaram sobre um trilho r, e o vértice Q
(intersecdo entre as hastes AQ e CQ) deslizard sobre um trilho s que esta inclinado

em relacdo ao trilho r.

Figura 52 - Hipérbole utilizando um instrumento na forma de losango

(Fonte: http://rpm.org.br/cdrpm/80/3.html)
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Funcionamento:

Observemos a figura 53. Ao percorrer o ponto Q sobre o trilho s, os pon-
tos A e C deslizardo sobre o trilho r, fazendo que os outros dois vértices do lo-
sango B e D movimentem-se tracando uma hipérbole.

Q(m.y) B (X, y)

Figura 53 - Justificativa do instrumento que possui a forma de um losango

Justificativa:

Faremos nossa justificativa observando o ramo direito da hipérbole que
serd tracada pelo ponto B.

Na demonstragao do funcionamento do mecanismo, utilizaremos coorde-
nadas do plano cartesiano e mostraremos que os pontos que o ponto B percorre
pertencem a equagdo de uma hipérbole.

Fixando a reta r sobre o eixo cartesiano y, e o ponto de intercessdo da reta
rcom a reta inclinada s na origem do plano, desta forma a reta s terd uma equa-
cdo y=kx,temos as coordenados dos pontos: B=(x,y)e Q= (m,y)

Como distancias fixas teremos os lados do losango ABCD,

AB =BC = CD = DA = a e por construcao segmentos AQ =QC =b,

Variando temos o segmento MQ =m e MB = x
Do tridngulo AMQ temos: AQ° = AM* + MQ* = AM* = AQ” - MQ’

Do tridngulo AMB temos: AB” = AM*+ MB* = AM* = AB*> - MB’

Logo: AQ2 —MQ2 =AB®-MB*> = b*>-m?* =a’ -x* =>m? =x> +b* —d*


DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 1512252/CA


PUC-Rio- CertificacaoDigital N° 1512252/CA

70

Como o ponto Q= (m, y) pertence a reta s de equacdo y =kx, entdo neste
ponto Q tem-se: y> =k’'m’ =y’ =k*(xX’+b’—a’ )=y =k’xX’ +k’b’ —k’a’
yZ:kzxz_kZ(aZ_bZ)jkzxZ_yZ:kZ(az_bZ)

2 2

Dividindo ambos os lado por k’*(a”> —b” ) teremos: al 4 =1,

(a*—b*) kX d>—b*)

que trata-se de equac@o de uma hipérbole.

Observa-se ainda, uma das assintotas dessa hipérbole é areta y =kxque é a

reta s, pois quando o ponto Q estd na coordenada (0,0) teremos que o eixo imagi-

2 . , 2 2 ~
ndrio tem o valor de b, logo o eixo focal serd c¢=+a” —b" , entdo no caso das

hipérboles que possui seu centro na origem do plano cartesiano e eixo focal paralelo

. . b ~ . ~
ao eixo das abcissas temos que y =—x ¢ aequacdo de uma das assintotas, entdo
a

o k
fazendo as substituicdes teremos que y = LUREN y=kx.
C

Construir uma hipérbole a partir de seus focos, utilizando um instru-
mento articulado.

O mecanismo da figura 54, trata-se de um instrumento que serd fixado em
dois pontos que serdo os focos da hipérbole.

A haste PF1, ir4 girar sobre o foco Fi;

A haste PF>, ir4 girar sobre o foco F»;

A haste AB tem comprimento fixo, suas extremidades A e B estdo presas de
maneira que possam girar nas hastes PF e PF> respectivamente.

As hastes PFy e PF> também estdo ligadas por um ponto P de intersecao
entre elas, de maneira que o ponto P possa deslizar sobre o trilho destas duas hastes.

Ambas estdo ligadas pelas haste AB de comprimento fixo e pelo ponto P que

deslizara sobre a intercessdo destas duas hastes (PF; e PF»).
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Figura 54 - Instrumento preso aos focos da hipérbole

(Fonte: http://archivioweb.unimore.it/theatrum/macchine/_00the.htm)

Funcionamento

Quando movimentamos o ponto A de forma circular, ele descreverd um arco
circunferéncia de raio AFi, obrigando o ponto B fazer um movimentar de maneira
a descrever um arco de circunferéncia de raio BF>. Com estes movimentos o ponto
P de intercessao entre as hastes PF e PF> deslizara sobre estas hastes, descrevendo

uma parte da hipérbole. Vejam as figuras 54 e 55.

Figura 55 - Justificativa da construgcao que utiliza Instrumento preso aos focos da hipér-
bole
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Justificativa:

Por constru¢do temos que F2B = F1A =raios das circunferéncias C1 = C> que
sdo circunferéncias equivalentes, e que o comprimento AB € igual ao comprimento
F1F> , a circunferéncia C3 terd raio = F1F2, (ver figura 55).

Observemos a congruéncia entre os tridngulos ABF,F, = AF,BA por LLL
entio F,BF, = BF, A logo os ngulos externos BF{Pe F|BA sio iguais, portanto os
tridngulos APF, e F,PB sdo € isosceles. Destes tridngulos temos que PF, = PB
PF, = PA e PF, = PB+ BF, , entio PF, = PF, + BF, = PF, — PF, =—BF, que é

uma constante.

Como ja mencionado o instrumento deve ser remontado para tracar toda a

hipérbole.


DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 1512252/CA


PUC-Rio- CertificacaoDigital N° 1512252/CA

5
Parabola

Seja d uma reta dada e F um ponto fora dela. A Pardbola de foco F e diretriz
d é o lugar geométrico dos pontos do plano que sdo equidistantes do ponto fixo F
e da reta diretriz d, ou seja, se o ponto P pertence a pardbola, temos

d(P,F)=d(P,r).

5.1
Elementos da parabola

Na figura 56, temos os elementos que compde a parabola:

Foco: ¢ o ponto F;

Diretriz: é a reta r;

Eixo focal: ¢ a reta que passa pelo foco e € perpendicular a diretriz;
Vértice: é o ponto V de intercessao entre a parabola e o eixo focal;

Parametro da parabola: é o valor 2p que ¢ a distancia entre o foco e a diretriz.

Figura 56 - Parabola
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5.2
Equacao reduzida da parabola

Para mostrarmos a equacao reduzida da pardbola utilizaremos o plano car-

tesiano , colocamos o vértice V na origem, ou seja V =( 0,0 Je chamaremos o pa-
rametro de p, ou seja, , d( F,r )= 2p, teremos também: ' =(0, p ) como foco da
parédbola, r como reta diretriz de equacdo y =—pe P =(x,y) um ponto qualquer

da pardbola. P e pardbola < d(P,F )=d(P,r) (5.1)

Temos: d(P,F)=\/(X—0)2+()’—p)2 e d(P,r)=‘y+p

, entdo como por de-

finicdo d(P,F )=d(P,r).

teremos\/x2 +(y—p)2 =‘y+p
(\/x2 +(y-p) )2 =(]y+p \)2

x2+y2—2yp+p2=y2+2yp+p2:>x2=4yp:>y::—.
p

,  elevando ao quadrado

2
~ X, .
Para mostrarmos que equagdo y = . ¢ uma parabola.
p

2
Temos: y = = x2 = 4py.
4p

Como (y+p)* —(y—p)* =4py tem-se que (y+p)* —(y—p)* =x>,

logo x*+(y=p)* =(y+p)* = (x=0 +(y—p)* =(y+p)*

Que é equivalente a d( P,F )=d(P,r).

5.3
Simetria na parabola

A Parédbola é simétrica em relagao a reta focal.

Demonstracao:

2
. - X
Mostraremos que se P =( x,,y, ) satisfaz a equagdo, y = e
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Entdo os pontos P = (-x,yy), também satisfazem. Como P satisfaz a equacgdo
y x’ @ x02
=—entdo: y, =—.
4p 4 p
Substituindo o ponto P = (x,yo) por P, = (—xq, yq)
(Cx) _x
teremos y, =———=——.
4p 4p

Concluimos que a parabola é simétrica em relacdo ao eixo focal.

5.4
Restabelecendo o foco, eixo focal e diretriz de uma parabola

Determinando o eixo focal e o vértice de uma parabola dada
Procedimentos:

Passo 1: Tracam-se duas cordas AB e CD quaisquer, sendo paralelas entre
si, marcando seus pontos médios M e N respectivamente;

Passo 2: Tracemos a reta r que passa pelos pontos M e N;

Passo 3: Tracemos uma reta s perpendicular a r de tal maneira que corte a
parabola em 2 pontos G e H;

Passo 4: Seja O ponto médio do segmento GH;

Passo 5: Pelo ponto O tracemos uma reta ¢ paralela a reta r, esta reta serd o
eixo da pardbola;

Passo 6: O ponto de intercessao da reta r com a pardbola serd o vértice V da

parabola. Veja a figura 57

Figura 57 - Encontrando a reta focal da pardbola
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Justificativa:
Seja uma pardbola de vértice na origem do plano cartesiano de equacdo
2
X . - . ~
y= 4— , seja uma reta secante de equacdo y=mx+k .Temos que a intercessao

2

da pardbola e a reta dada sera: :— =y =mx+k = x* —4mpx—4mk =0 que tem
p

4mpi\/16m2p2 —4(—4mpk )
2

2mp+2./m”p> +mpk , encontrando a abscissa do ponto médio destes dois

2mp +24/m” p* +mpk +2mp —2,/m” p* + mpk
pontos: > =2mp.

Logo para qualquer reta paralela a reta y =mx+k os pontos médios das

como raizes: que simplificando temos:

intercessoes das retas com a pardbola passardo pela reta x = 2mp.

Como a diretriz tem equagcdo y =-2p, segue que areta x =2mp & per-
pendicular a diretriz, logo paralela ao eixo focal.

Pela simetria da pardbola em relacdo a reta focal, temos que, ao tracarmos a

paralela a x =2mp , pelo ponto O , estamos trangando a reta focal da parabola.

Determinando o foco e diretriz de uma parabola dada

Dada uma parabola desenhada, vamos obter seu foco e sua diretriz.

Conhecendo o eixo da pardbola pelo item anterior, determinaremos o seu

foco.

Procedimentos:

Passo 1: Marquemos um ponto A no interior da pardbola pertencente ao seu
eixo, e por este ponto tracemos uma reta r perpendicular a este eixo que cortard a
curva nos pontos P e Q;

Passo 2: Tracemos por V uma circunferéncia de raio VA e marquemos no
eixo da pardbola o ponto B exterior a parabola tal que VA = VB;

Passo 3: Escolhemos entre os pontos P ¢ Q um ponto, por exemploo P, e

por este ponto tracemos uma reta s que interceptara o eixo da pardbola no ponto B;
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Passo 4: Tracemos a mediatriz de PB que interceptard o eixo no ponto F,

temos que este ponto F serd o foco da pardbola. (ver figura 58)

r--

_________
- ~
- ~

.
’

>
R4

‘

Figura 58 - Encontrando o foco e a diretriz de uma parabola

Justificativa:

1) A distancia entre os pontos PF e QF, sdo iguais pela simetria da pardbola em
relac@o ao seu eixo.

2) Mostraremos que o quadrilatero FPCB ¢ um losango:

Sejam, o ponto C, pé da perpendicular tragada da diretriz que contém o

ponto P, O, ponto de intersecao da diretriz com o eixo da parabola.

Temos:
a) FP = PC (definicao de pardbola)

b) A reta que passa por PC € paralela ao eixo da pardabola, pois ambas sao

perpendiculares 2 diretriz, logo por 4ngulos alternos internos temos FBP = CPB.

¢) Temos FB=BC,como peloitem 5.6.1, atangente pelo ponto P coincide
com a mediatriz do segmento FC, entdo qualquer ponto da mediatriz equidista dos

pontos F e C.
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d) Os tridangulos FPB e CPB sao congruentes por LLL, e das igualdades de

angulos FBC =CPB, temos que FPCB € um losango.

Temos FP = BC pelo item d, AP = OC por constru¢do, os triangulos APF e
OCB sdo retdangulos em A e O, respectivamente. Entdo os tridngulos APF e OCB

sdo congruentes por LAL, logo AF = OB.

Pelos exposto temos a igualdade entre o comprimento dos segmentos:

AV =VB.

Entdo quando tracamos a mediatriz dos pontos PB estamos tracando a dia-

gonal do losango FPCB.

Para encontrar a diretriz utilizaremos a defini¢ao de pardbola que informa

que a distancia do foco ao vértice € igual a distancia do vértice a diretriz.

5.5
Construcoes de Parabolas por meio de seus pontos

Tracando uma parabola conhecendo seu foco e sua reta diretriz

Seja d aretadiretrize F o foco da pardbola, conforme a figura 59.

Procedimentos:

Passo 1: Tracemos o eixo da pardbola, que uma perpendicular a reta diretriz
passando por F, seja A o pé deste perpendicular, temos o ponto médio entre A e F
¢ o ponto V que serd o vértice da pardbola;

Passo 2: Tracemos uma circunferéncia C; de centro F e raio r, sendo r maior
que VF;

Passo 3: Tracemos uma circunferéncia C> de centro A e raio » € marquemos
o ponto D de intercessdo de C2 com o eixo da pardbola;

Passo 4: Por D tracemos uma reta paralela da diretriz d. Os pontos de inter-

cessdo Dje Dy destareta com a circunferéncia C;, serdo os pontos da pardbola.
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Justificativa:

Mostremos que os pontos D,e D, pertencem a pardbola de Foco F e dire-

triz d.

Por constru¢do temos que r € raio das circunferéncias Ci e C2, logo

r=d(D,A)=d(Dy,d)=d(F,D1) (emog por defini¢ciio que D pertence a pardbola

de foco F e diretriz D, por analogia teremos que D; também pertence a mesma

pardbola. Repetiremos o processo escolhendo outras medidas para o raio r.

reta focal S
D, / D % s
:' r=DA r=DA ;
‘Lr=DA F
, r=DA|/
) Ve il
J [ 1 [7lK
N A e ;
e diretriz da parabola

Figura 59 - Encontrando os pontos da parabola, conhecendo seu foco e reta diretriz

Temos abaixo na figura 60, um segundo método, sendo que sem desenhar o
eixo.

Dado um ponto F que serd o Foco e uma reta d que serd a diretriz da para-
bola.

Procedimentos:

Passo 1: Marquemos um ponto A qualquer da reta d. Tracemos o segmento
FA ligando o foco F ao ponto A;

Passo 2: Tracemos a mediatriz do segmento FA e por A tracemos uma reta
r perpendicular a diretriz d;

Passo 3: O ponto P de intercessao entre a reta r e a mediatriz do segmento
FA serda um ponto da parédbola;

Passo 4: Repetimos a mesma constru¢io para outros pontos Ay, A2 ... da

diretriz d obteremos mais pontos da parédbola.
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Figura 60 - Encontrando os pontos da parabola, conhecendo seu foco e reta diretriz, se-
gunda construgéo

Justificativa:

Qualquer ponto da mediatriz do segmento FA ¢é equidistante dos pontos F

e A, entdo se P € um ponto da mediatriz temos que d(P,A)=d(P,F),como A é o
pé da perpendicular entre a reta r e a diretriz d, temos que d(P,A)=d(P,d), logo

d(P,F)=d(P,d), mostrando assim que o ponto P pertence a parabola.

5.6
Tangentes a Parabola

5.6.1

Tracando por um ponto P da parabola sua tangente

Seja o ponto F, foco da pardbola, e d reta diretriz da pardabola. Tomemos um

ponto P da pardbola a qual desejamos tracar a tangente.

Procedimentos:
Passo 1: Tracemos por P a circunferéncia PF que cortard a diretriz no ponto

A, temos que PF = PA, ndo existe outro ponto de intercessdo da circunferéncia


DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 1512252/CA


PUC-Rio- CertificacaoDigital N° 1512252/CA

81

tracada e a reta diretriz e o segmento PA € perpendicular a reta diretriz, pois por
hipétese P pertence a parabola.
Passo 2: Tracemos a mediatriz do segmento FA, temos que esta mediatriz

serd a tangente a pardbola no ponto P. Veja a figura 61.

~
~
~

mediattjz

\

diretriz d [1.--

Figura 61 - Tragando por um ponto P da parabola sua tangente

Justificativa:

Para que a reta m (mediatriz de FPA) seja tangente a hipérbole no ponto P
teremos que mostrar que P é o tnico ponto de intercessdo entre a m e a parabola.

Observemos que como P pertence a pardbola, temos FP = PA, sendo PA a
distancia entre o ponto P e a reta diretriz, logo o segmento PA € perpendicular a
reta diretriz.

Suponhamos que exista um ponto P’ pertencente também a m e a pardbola,
entdo existe um ponto B que serd o pé da perpendicular tragada da diretriz contendo
o ponto P’.

O Fato de P’ pertencer a mediatriz de FPA nos dd que d(P',F)=d(P',A)
, pois todo ponto da mediatriz de FPA equidista dos pontos F e A.

O Fato de P’ pertencer a pardbola no da que d(P',F)=d(P',B), logo
d(P',A)=d(P',B), absurdo, pois como PA perpendicular a diretriz d pelo ponto
A, entdo ndo pode haver um outro segmento P’A, também perpendicular a diretriz

d pelo mesmo ponto A.
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5.6.2

Tracando duas retas tangentes a parabola por um ponto fora da
curva

Seja d reta diretriz , o ponto F foco da Pardbola e o ponto P exterior a pa-

rabola.
Procedimentos:

Passo 1: Com centro em P construa uma circunferéncia de raio PF, e marque

os pontos A e B de intersecao desta circunferéncia com a reta diretriz;
Passo 2: Tracemos os segmentos FA e F'B;

Passo 3: Tracemos a mediatriz do segmento FA e FB, estas mediatrizes

passardo pelo ponto P e serdo tangentes a pardbola. Veja na figura 62.

4 ¢ ! R N
P \ \
— 1 ¢ 3
diretriz  / : kS
l’ ' \\
| ! \
| \
I P |
! |

Figura 62 - Tragando duas tangente a parabola por um ponto exterior

Justificativa:

Como os pontos A e B pertencem reta diretriz entdo como ja mostrado em
(5.6.1), temos que as mediatrizes de FB e FA sdo tangentes a pardbola, como estes
segmentos sdao cordas da circunferéncia de centro em P e raio PF temos que as

mediatrizes de FB e FA passam pelo centro P da circunferéncia.
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5.7
Tracando parabolas utilizando instrumentos

Tracando uma parabola utilizando régua e Barbante

Para esta constru¢ao necessitaremos de uma ripa ou régua para servir de
base, um esquadro, um alfinete, cola quente e barbante. Na figura 63 temos a cons-

trugao

Procedimentos

Passo 1: Sobre uma folha de cartolina pregamos um prego em um ponto F
que serd o foco da pardbola;

Passo 2: Colocamos a régua ou pipa sobre a folha a uma distancia 2p do
ponto F;

Passo 3: Colocamos o esquadro sobre a ripa de forma que sua hipotenusa
fique do lado oposto ao ponto F;

Passo 4: Colamos na extremidade superior do esquadro a ponta de um bar-
bante;

Passo 5: Amarramos o barbante no prego (ponto F) de tal maneira que o
comprimento do barbante seja 0 mesmo comprimento do esquadro;

Passo 6: Usando a ponta do lapis para manter o barbante esticado e desli-
zando o esquadro sobre a régua, a ponta do lapis descreverd uma pardbola. Veja a

construcdo na figura 63.
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Figura 63 - Tragando uma parabola utilizando régua e barbante

Justificativa:

Se P € a posi¢do da ponta do 14pis entdo:

Por constru¢do a ripa encontra-se a uma distancia 2p do foco, logo encontra-
se na diretriz da pardbola, chamemos esta diretriz de reta d, temos também que o
comprimento do barbante serd o comprimento do esquadro que chamaremos de f,

logo seré do ponto A a diretriz, entio:

d(P,F)= f —d(P,A)=d(P,d).

Parabolégrafo de Cavalieri

O instrumento da figura 64 é conhecido como Parabol6grafo de Cavalieri.

Paraboldgrafos sao instrumentos utilizados para construir pardbolas.

Funcionamento:

A barra 1 de comprimento m esta presa ao trilho 2 fazendo um angulo de
90°, esta barra correrd sobre o trilho 1. O vértice V do esquadro é a interse¢io entre
os trilhos 1 e 2. Este vértice permanecerd imével, mas o trilho 2 deslizara sobre ele,
com isso os dois lados do esquadro se movimentardo, mas sempre mantendo a in-
tercessao com o ponto V e a extremidade livre da barra 1. Desta forma o ponto P

ird tracar uma parabola.
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Figura 65 - Construgédo do Parabolégrafo de Cavalieri

Justificativa:

Colocando o ponto V na origem do plano cartesiano e o trilho no qual se
deslizard a barra no eixo y, sendo P um ponto do plano e r a reta que contém o

segmento VP, conforme a figura 65. Teremos as seguintes coordenadas:
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Pontos P = (x,y), V =(0,0); Q = (0,y),; ( Pé da perpendicular do ponto P ao
eixo y); A (y + m,0) (Ponto de intersecdo entre a reta perpendicular a reta r e o eixo

v, sendo m o comprimento do A ao ponto Q)

Temos que o tridngulo AVP sendo x sua altura, logo pela propriedade do

triangulo retangulo, temos que X% = my, fazendo p como parametro da pardbola

entdo temosque m=4p = p = %, Concluindo que o ponto P pertence a parabola

de diretriz y =—p = —% e Foco=F = (% ,OJ e eixo focal coincidido com o eixo

y.

Construcao utilizando losango articulado

O instrumento da figura 66, trata-se de uma constru¢do com losango articu-
lado, onde o ponto fixo é o foco da Pardbola, o trilho abaixo deste ponto serd a
diretriz, e neste trilho corre o ponto A, fazendo também correr um segundo trilho
que esta preso ao ponto A e € perpendicular ao primeiro. Dois pontos do losango
sdo presos a um terceiro trilho, de forma que os pontos deslizem sobre este trilho,
ligando este terceiro trilho ao segundo encontra-se o ponto P, e nele colocaremos
um lapis, pois ao mover o ponto A, o ponto P contornard uma pardbola cujo foco

serd o ponto fixo F e a diretriz serd o primeiro trilho utilizado.

Figura 66 - Instrumento construido utilizando losango articulado

(Fonte: http://rpm.org.br/cdrpm/80/3.html)
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diretriz .
.

Figura 67 - Justificando a construgdo do Instrumento construido utilizando losango articu-
lado

Justificativa:

Chamemos o ponto fixo F de foco e reta d de diretriz da pardbola e A ponto
pertencente a diretriz, Como por constru¢cdo ABFC € losango temos que a reta BC
¢ mediatriz do segmento AF, conforme figura 67.

Como mostrado em (5.6.1), temos, mediatriz entre o ponto A da reta diretriz
e o foco F da pardbola, é tangente a pardbola em um ponto P que encontra-se na
intersecdo entre esta mediatriz e a reta perpendicular da diretriz tracada por A.

A necessidade do Losango ABFC ¢ justificada pelo fato das diagonais de

um losango se cortarem no ponto médio e serem perpendiculares.
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Compasso Perfeito

O instrumento da figura 68, é conhecido como Compasso Perfeito. Ele é
composto por um €eixo r, que terd como pontos extremos A e B, sendo A fixado no
plano da base, e uma barra giratéria s que terd como pontos extremos D e E. O eixo
r e a barra s estdo ligadas por um ponto C. Chamemos de o o angulo entre r € 0
plano da base e de f o dngulo entre r e s. Temos também um ponto F na barra

giratdria s, a funcdo deste ponto € tornar fixo o angulo f.

Figura 68 - Compasso Perfeito

(Fonte: http://archivioweb.unimore.it/theatrum/macchine/_00the.htm)

Funcionamento:

Quando o eixo r estd inclinado em relacdo ao plano da base e a barra s gira
em torno do ponto C, mantendo fixo o angulo f, os comprimentos de CD e CE se
modificaram, a medida que CD cresce CE diminui, e analogamente a medida que
CD diminui CFE cresce . Assim a barra s estard descrevendo um cone obliquo que

serd seccionado com o plano da base. Neste cone a barra s serd uma geratriz.

Ao modificarmos um dos angulos o e f o cone se modificard, logo sua

intercessao com o plano da base também se modificara.
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Esbocamos este instrumento utilizando o GeoGebra . Vejam as figuras 69,
70e71.

Construimos a circunferéncia C; em um plano perpendicular ao eixo r. Esta
circunferéncia foi colocada para mantermos fixo o angulo entre o eixo r e a barra
giratdria s (geratriz do cone). A barra serd uma reta s que passard por um ponto C
do eixo r e por um ponto F' qualquer de C;. Ao girarmos o ponto F sobre C; o
angulo entre eixo r e a barra s a qual j& chamamos de f permanecerd sempre o

mesmo e a intersecdo entre a reta s € o plano da base descreverd uma conica.

Como justificativa, consideremos as conicas como se¢des planas numa su-
perficie conica.
Consideremos também o comprimento do eixo r e da barra s tdo grande

quanto necessitarmos.

Se o angulo a #90° e a >, a curva de interseciio entre a barra s e o

plano da base serd uma elipse. Veja a figura 69.

Figura 69 - Elipse

Se o angulo a #90° e a < #, a curva de interseciio entre a barra s e o

plano da base serd uma hipérbole. Veja a figura 70.
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Se o angulo a #90° e a = B, a curva de intersecdo entre a barra s e 0

plano da base serd uma pardbola. Veja a figura 71.

Figura 71 - Parébola

No caso do o dngulo a = 90°, 0 compasso se comportard como um com-

passo escolar normal e as curvas obtidas sempre serdo circunferéncias.

90
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7
Aplicacoes das conicas

Lei da Reflexao.

1) O raio incidente, o raio refletido e a normal pertencem ao mesmo plano,

chamado de plano de incidéncia.

2) Em relacdo a normal, o angulo do raio de incidéncia € igual ao angulo

do raio refletido. (ver figura 72)

raio incidénte normal

raio refletido

plano de incidéncia

Figura 72 - Reflexdo da luz

Trabalhando no plano de incidéncia, temos a reflexao em curvas planas.
Definimos que a Lei da Reflexdo equivale a dizer que quando os raios
sdo refletidos em um ponto de uma superficie, tudo se passa como se estivessem

sendo refletidos em um plano tangente a superficie nesse ponto.

7.1

Propriedade refletora da elipse

Se um raio luminoso por um dos focos de uma elipse, ela sera refletida

para outro foco.

Para a demonstragcdo acima mostraremos que: Em uma elipse de focos Fi
e F2, os angulos formados entre a reta tangente a elipse em um ponto P e os seg-

mentos que ligam aos focos F1 e F>sao iguais (ver figura 73).
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Figura 73 - Propriedade refletora da elipse

Demonstracao:

Sejam a Circunferéncia centrada em Fi e raio de comprimento igual ao
eixo AB, e C um ponto desta circunferéncia, tal que o raio F1C, contém o ponto P.

Pelo item (3.6.1) temos que a mediatriz do triangulo PCF> é tangente a
elipse no ponto P. Seja M o ponto de intercessdo da mediatriz com a base CF> do
triangulo.

Marcamos um ponto D qualquer nesta mediatriz de maneira que o ponto P
fique entre os pontos D e M.

Como o triangulo PCF> é isésceles, temos que sua mediatriz coincide com
a bissetriz que nos d4 aigualdade entre angulos: CPM = FzﬁM = [ temos também
que D}A’F1 =MPC pois sdo angulos opostos pelo vértice, logo
CPM = FzﬁM = D}A’F1 = [3, entdo os angulos formados pelos segmentos PF e

PF> com a reta tangente a elipse em P sdo iguais.
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7.2
A aplicacoes propriedade refletora da elipse da elipse

Refletores odontoldégicos

Na figura 74 temos um exemplo da reflexdo da luz em um refletor odonto-
l6gico. Visando concentrar o mdximo de ilumina¢do em um foco, melhorando as-
sim a iluminagdo na regido desejada e ndo causando desconforto ao paciente com

luz nos seus olhos.

Superficie
eliptica
I_Fﬂnte de luz

Figura 74 - Dispositivo odontolégico

Construcoes de teatros usando uma forma de cilindro eliptico

(Um cilindro eliptico € um cilindro, cuja base € uma circunferéncia.).
O som emitido em um dos focos € direcionado para o outro foco. Na fi-
gura 75 temos um exemplo de um teatro construido na forma de um cilindro elip-

tico em que um dos focos esta no palco e o outro esta no camarote do rei.

Figura 75 - Teatro Nacional de Sao Carlos, Lisboa, Portugal

(Fonte: http://2015.0penhouselisboa.com/places/teatro-nacional-de-sao-carlos-3/in-
dex.html)
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7.3
Outras aplicacoes da elipse

Beleza estética

A arquitetura também se utiliza das formas elipticas, como beleza estética,

como podemos verificar na figura 76.

Figura 76 - Planetario Tycho Brahe, Copenhague, Dinamarca

(Fonte: https://en.wikipedia.org/wiki/Tycho_Brahe_Planetarium)

Orbita dos planetas no sistema solar.

Johann Kepler, nascido em 1571, formulou as trés leis do movimento planetério,
sendo a primeira “ A orbita de qualquer planeta € eliptica, com o sol em um dos

seus focos”. Veja a figura 77.

Figura 77 - Orbita dos planetas
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7.4

Propriedade refletora da parabola

Se uma reta incide paralelamente ao eixo da pardbola, entdo ela serd refletida
para seu foco.

Para a demonstracdo acima mostraremos que: Em uma parabola de foco F
e diretriz d, o angulo formado entre a reta perpendicular a reta diretriz que passa
pelo ponto P e reta tangente neste ponto € igual ao angulo entre reta tangente e raio

que liga P ao foco da parédbola .

/

reta diretriz Q

R

Figura 78 - Propriedade Refletora da Parabola

Demonstracao:

Consideremos a figura 78. Sejam F o foco da pardbolae Q o pé da perpen-
dicular a reta diretriz que passa pelo ponto P, temos pelo item (5.6.1) que a medi-
atriz da base QF do tridngulo PQF € tangente a parabola no ponto P.

Pela propriedade da pardbola temos que PQ = FP, logo o triangulo QPF ¢
isésceles, entdo sua mediatriz coincide com a bissetriz, que nos dd aigualdade entre
angulos.

Temos ainda que a volta também € verdadeira, pois a reta bissetriz de PQ e
FP, divide igualmente os angulo do triangulo QPF pelo ponto P, sendo QPF is0s-
celes, temos que esta reta bissetriz ¢ uma mediatriz, logo pelo item (5.6.1) € uma

reta tangente a pardabola pelo ponto P.
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7.5
Aplicacoes da propriedade refletora da parabola

Antenas parabdlicas

Observamos pela Lei da Reflexdo, quando um raio incidente atinge a super-
ficie da pardbola, sendo este paralelo ao eixo da pardbola, ele serd refletido ao foco
da pardbola, logo se tivermos uma superficie de revolucdo, parabdlica polida e
espelhada, os raios recebidos paralelos ao eixo da pardbola serdo refletidos em um
unico ponto que € o foco da parédbola.

O principio acima € usado nas antenas parabdlicas (ver figura 79), ilumina-
cdo de alguns sistemas de faréis de carro, telescopios refletores, antenas de radar,

radiotelescopios.

Figura 79 - Antena parabolica

(Fonte: http://www.antenatelecamp.com/2013/03/saiba-escolher-o-tamanho-de-uma-
antena.html)

7.6
Outras aplicacoes da parabola

Trajetoria de objetos no lancamento obliquo.

No ensino médio aprendemos que desprezando o efeito do ar, a trajetéria de
uma bola lancada horizontalmente por um angulo inclinado, descreve pardbola (ver

figura 80).
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Figura 80 - Trajetéria de uma bola descrevendo uma parébola

(Fonte: https://blogdoenem.com.br/funcao-polinomial-20-grau-revisao-matematica-
enem/)

Pontes pénsil

Conforme mostrado por Ruffino (1998). A curva do cabo de uma ponte
pénsil € uma parabola, se supusermos que o peso da plataforma da pista estd espa-
lhado uniformemente ao longo da ponte, e que o peso do cabo propriamente € des-

prezivel em relac@o ao peso da plataforma.

Na figura 81 temos um exemplo de ponte pénsil que € a famosa ponte Gol-

den Gate Bridge.

Figura 81 - Golden Gate Bridge

(Fonte: https://pt.wikipedia.org/wiki/Ponte_p%C3%AAnsil)
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7.7

Propriedade refletora da hipérbole

Se um raio luminoso passa por um dos focos de uma hipérbole, ao atingi-la
serd, ela sera refletida na direcdo do outro foco. (ver figura 78)

Para a demonstragdo acima mostraremos que: Em uma hipérbole de focos
Fi e F», o angulo formado entre a reta tangente a hipérbole em um ponto P e o
segmentos que liga P ao foco Fi1 e é igual ao angulo formado entre a reta tangente

neste ponto P e o segmento que liga P ao foco F».

Figura 82 - Propriedade Refletora da Hipérbole

Demonstragao:

Marcando um ponto Q no segmento PF1, tal que PQ = PF>, temos que
pelo item (4.7.1) que mediatriz de QPF>, é tangente a hipérbole pelo ponto P.
Como o triangulo QPF> por construcdo € isdsceles, temos que sua media-

triz coincide com a bissetriz, o que nos dd a igualdade entre angulos:
Q}A’M = FZ}A’M = temos também que & ¢é o angulo entre a reta que passa pelo

segmento FoP e a mediatriz do triangulo PQF>, pois sdo angulos opostos pelo

vértice.
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Temos ainda que a volta também é verdadeira, pois a reta bissetriz do tri-
angulo F1PF> coincide com a bissetriz do tridngulo isdsceles QPF>, pois Q pertence
ao segmento F;P, entdo esta reta bissetriz € uma mediatriz, logo uma reta tangente

a hipérbole pelo ponto P.

7.8
Uma aplicacao que conjuga as propriedades refletora da hipérbole e
da parabola

Telescopios refletores do tipo Cassegrain:

Em 1672 o astronomo francés Cassegrain propds a utilizagdo de um espelho
hiperbdlico na construgdo de telescopios refletores, porém demorou cerca de um
século para que comecassem suas montagens, sendo que atualmente sdo ampla-
mente utilizados.

Seu funcionamento consiste que os raios de luz incidam no primeiro espe-
lho (hiperbdlico ou parabdlico), e sdo refletidos para o segundo espelho hiperbdlico,
sendo novamente refletidos de volta, em dire¢cao a um observador ou uma camera.

Veja a figura 83.

N
i . |
]
Foco primério  @;=" ! Foco secundério
s
‘J
L
Espelin secundano Espeltha pnimano parabilico
hipérbofico

Y
4 /

Figura 83 - Telescépio refletor do tipo Cassegrain
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7.9
A hipérbole como sombra de alguns abajures

Na figura 84 temos uma hipérbole formada pela sombra de um abajur. Con-
forme demonstrado por Carneiro (2006), quando um abajur tem a forma de um
tronco de cone, entdo a parede serd tal como um plano paralelo a geratriz do cone,

formando assim a sombra de uma hipérbole.

Figura 84 - Sombra de um Abajur

(Fonte: http://rpm.org.br/cdrpm/59/1.htm)


DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 1512252/CA


PUC-Rio- CertificacaoDigital N° 1512252/CA

8
Conclusao

Buscamos neste trabalho tratar as conicas no desenho geométrico, seja
quando ja possuimos a curva e desejamos encontrar seus principais elementos, seja
quando queremos desenhé-las. Aproveitamos as justificativas das constru¢des do
desenho geométrico e instrumentos empregados, para relaciond-los com o conceito
de lugar geométrico de cada codnica e a geometria analitica.

Verifica-se que em vdrias demonstragdes sdo feitas de modo simples, que
favorece o interesse dos alunos.

Em muitos momentos o professor se depara com uma pergunta feita por
alunos “ para quer serve isso”, “ onde vou usar isso”. Quando o assunto € regra de
trés a resposta € facil e diversas aplicagdes sdo ditas pelo professor, mas em diversos
outros assuntos o proprio professor nao faz ideia da aplicagdo no cotidiano do as-
sunto que ele acabou de abordar. Neste sentido acreditamos que as cOnicas € um
excelente assunto para o ensino médio, pois sua propria descoberta histérica € algo
fascinante para apresentar para o alunos, Além de dar ao professor inimeras apli-
cacdes no dia a dia até mesmo exemplos em que elas aparecem de forma natural.

Nao tratamos do uso de programas de geometria dinamica, mas é inegavel
sua contribuicao na aprendizagem do aluno, pois em um ambiente de facil uso como
o seu celular utilizando aplicativos como o GeoGebra, podem ser testadas todas as

construgdes e propriedades empregadas neste trabalho.
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