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3
Experimento com Mistura com Respostas Nao-Normais

Neste capitulo € apresentado o planejamento e andlise de um EM com respostas
nao normais, que estd detalhado em Dal Bello (2005) e cuja sintese estd em Vieira

& Dal Bello (2006) e Dal Bello & Vieira (2010).

3.1.
Exemplo 2

O objetivo do experimento € encontrar a formulacdo ideal de um misto
quimico de forma que o seu tempo de queima (resposta) seja de 8 segundos. O
misto € composto por uma mistura de Zarfesil (x;), Vidro Moido (x;) e
Nitrocelulose (x3). As restricdes nas proporcdes dos trés componentes sao as
seguintes:

X +x, +x;=1

0,79< x, £0,87

0,08<x, <0,16

0,05<x, 0,07

Com essas restricoes, foi utilizado o software Design-Expert® para a escolha
dos pontos candidatos e selecdo dos pontos experimentais segundo o critério D-
otimizacdo. Considerando a sugestdo de Myers & Montgomery (2002) para a
selecdao dos pontos candidatos na regido experimental resultante e sabendo que o
modelo adotado inicialmente € o quadritico, o software sugere um total de 10
pontos, dos quais 6 sdo necessarios para o ajuste do modelo quadrético e 4 pontos
adicionais s@o para testar a falta de ajuste do modelo. Ademais, 4 dos 10 pontos
sao replicados para estimar o desvio-padrao da resposta, perfazendo um total de
14 observacdes. Com isso, o Design-Expert® gera um projeto de experimento D-
6timo conforme a Tabela 3, onde também se observam as respostas. Na Figura 9

tem-se a representacdo grafica do projeto de experimento e pontos experimentais.
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Tabela 3 - Experimento do misto de retardo D-6timo com as respostas

Run X1 X X3 Tempo (s)
1 0,79 0,16 0,05 19,70
2 0,79 0,16 0,05 19,14
3 0,83 0,12 0,05 4,72
4 0,87 0,08 0,05 1,85
5 0,87 0,08 0,05 1,59
6 0,8075 0,1375 0,055 9,53
7 0,8475 0,0975 0,055 1,90
8 0,79 0,15 0,06 12,03
9 0,86 0,08 0,06 1,04
10 0,79 0,14 0,07 0,77
11 0,79 0,14 0,07 0,89
12 0,82 0,11 0,07 0,23
13 0,85 0,08 0,07 0,25
14 0,85 0,08 0,07 0,51

0.16 0.79 0.13
x2 x3

Figura 9 - Experimento do misto de retardo D-6timo com respostas nao-normais
Aplicando o teste t-student a um nivel de confianga de 95% foi ajustado o
seguinte modelo:
y=318,85x, +8721,33x, —256135,53x, —12494,31x,x, + (3.1
+421048,23x,x, +153766,65x, x, —174591,55x,x, (x, — x;)
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Adequacao do Modelo

Para verificar a suposicao de normalidade tem-se o grafico de probabilidade
normal dos residuos studentized (Figura 10). Para verificar a suposicdo de
independéncia, tem-se o grafico de residuos studentized das observagdes na ordem
em que foram realizados os experimentos (Figura 11). Para verificar se o valor
esperado do erro € igual a zero, tem-se o grafico dos residuos studentized versus
valores ajustados (Figura 12). Em nenhum desses trés graficos houve indicacdo
que essas suposi¢cdes nao devam ser aceitas.

7z

Para verificar se a varidncia é constante, Cook & Weisberg (1999)
propuseram um teste. Os quadrados dos residuos e’ =(yi -3, )2 contém

informagZo sobre a funcdo de varidncia. Procede-se entdo a regressdo de e’ sobre

y, pelo método dos minimos quadrados. A estatistica de teste (ET) é calculada

2
dividindo-se SS, = Z(éiz - Ze[z / nj pelo fator de escala 2(2 e’/ n)
i=1

i=1
ET=55,/2(3 e /n) 32)

Cook & Weisberg (1999) asseguram que ET tem distribuicdo qui-quadrado

com um grau de liberdade (nimero de termos da regressdo de e* sobre j ), caso a
variancia seja constante. Para o caso do misto de retardo, fazendo a regressao de
e’ sobre v, utilizando a planilha Excel, obtém-se SSg ¢ o fator de escala. Em
seguida, utilizando a Equacdo (3.2), tem-se que ET = 4,83. Na distribui¢do qui-
quadrado com um grau de liberdade, ET = 4,83 corresponde a um p-valor de
0,028. Entao, se rejeita a hipétese de que a variancia ndo aumente quando a média
aumenta. Esta conclusdo € confirmada pelo grafico do valor absoluto dos residuos

studentized versus valores ajustados, apresentado na Figura 13. Nele se observa a

indicagdo do crescimento da varidncia com o aumento da média.
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Figura 10 - Grafico de probabilidade normal dos residuos studentized
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Figura 11 - Gréfico de residuos studentized versus run number
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Figura 12 - Grafico de residuos studentized versus valor ajustado
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Figura 13 - Gréfico para verificagdo de ndo constancia da variancia
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3.1.1.
Modelos Lineares Generalizados

No modelo linear classico, trés condi¢des sdo pressupostas: a resposta tem
distribuicdo normal, a variancia da resposta é constante e os efeitos dos fatores
sobre a varidvel resposta se combinam aditivamente. Essas condi¢des sdo
encontradas em muitas aplicagdes industriais, porém nem sempre iSso ocorre,
Como no presente caso.

Caso um ou mais dos trés pressupostos ndo possam ser aceitos, uma
alternativa € alterar a escala da varidvel resposta, transformando-a e usando o
modelo linear e o método dos minimos quadrados com os dados transformados. A
transformagcdo da resposta muitas vezes pode ser satisfatéria, levando ao
atendimento dos trés pressupostos. Entretanto, quando ndo se consegue isso, deve-
se recorrer aos Modelos Lineares Generalizados (MLG). Ademais, Lewis et al.
(2001a) e (2001b) concluiram que os MLG devem ser preferidos a transformacgao
da resposta, uma vez que, em todos os casos estudados pelos autores, os MLG
apresentaram melhor desempenho na estimativa da resposta, pois propiciaram
intervalos de confianca menores.

Com os MLG, ¢ possivel considerar outras distribui¢des além da normal,
ndo € necessario considerar a variancia constante (ela pode ser funcao da média) e
pode-se conseguir linearidade por meio de uma fungdo que faz a ligagdo entre a
média da varidvel resposta e o polindmio linear das varidveis independentes. Nos
MLG, usam-se as distribuicoes da familia exponencial e a estimativa dos
coeficientes do modelo ¢ obtida com a maximizacdo da funcdo de log-
verossimilhanca. No caso de distribuicdo normal, efeitos aditivos e variancia
constante, a maximizagdo da funcdo de log-verossimilhanca leva aos estimadores
de minimos quadrados, de modo que os modelos lineares ordinarios podem ser
considerados um caso particular dos MLG. Para uma descricdo dos MLG, ver

McCullagh & Nelder (1989) e Myers et al. (2002).

Estrutura dos MLG

Considere um experimento com os dados da Tabela 4, com n respostas

independentes Yy;.
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Tabela 4 - Dados para o modelo

X] X2 Xk y
X111 X12 e X1k )1
X21 X22 X2k »
Xnl Xn2 Xnk Yn

Tem-se:
1. Sejam y,,y,,...,y, as varidveis de resposta com médias i, ,,..., 1, .
2. A distribuicdo de probabilidade de y; € um dos membros da familia

exponencial.

3. A por¢do sistematica do modelo € composta pelas varidveis de regressao
Xy Xyyeoes X

4. O modelo ¢é construidlo com um  preditor linear
n=p,+px +pB,x,+-+p,x,. Cabe registrar que uma varidvel x; pode
representar um termo de um grau mais elevado. Por exemplo x/x,, .

5. A fungao de ligagcao g(u;) faz a ligaca@o entre a média y; e o preditor linear.
A funcdo de ligagdo define a forma com que os efeitos sistemdticos de

X5 Xy yeens X, sdo transmitidos para a média.

= g(u)=(By + Bixy + Boxiy +-+ Bxy).

6. Para os membros da familia exponencial, a variancia da resposta tem a
seguinte expressao: var(y,. )= oV (u,). Onde V(u,) € a parte da variancia da
resposta y que depende da média e ¢ € o pardmetro de dispersdo que ndo depende
da média e € constante.

A relagdo da fun¢do de variancia V(4,) com a média pode ser representada
por uma fung¢do de poténcia, ou seja, V(1) = 4, .

Para testar a significancia dos coeficientes, Atkinson & Riani (2000),
Lindsey (1997) e McCullagh & Nelder (1989) recomendam usar a fung¢io desvio
(deviance).

A funcdo desvio estd para os MLG como a soma dos quadrados dos residuos

estd para o caso particular de modelos lineares classicos. A fun¢do desvio de um

modelo qualquer € definida como sendo o desvio deste modelo em relagdo ao
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modelo saturado, conforme a definicdo (Lindsey, 1997): D =-2 ln[LMod /L, .

onde Ly, € a funcdo de verossimilhanca do modelo em questdo e Lg,, € a funcdo

de verossimilhanga do modelo saturado, que é o modelo para o qual os valores

ajustados /[, sdo iguais as respostas observadas y;. Com isso,
D(y,, &)==21n[L(y; 2,)/L(y;, v, )] =
=—2[In Ly, 2;) -0 L(y;. y,)]

Lindsey (1997) propde o procedimento de andlise da fun¢@o desvio para

(3.3)

testar a significancia dos coeficientes. Este procedimento estd para os MLG assim

como a andlise de variancia estd para os modelos lineares cldssicos.

Quase-Verossimilhanca

Muitas vezes, os membros da familia exponencial ndo sdo distribuicdes
adequadas para representar a varidvel resposta. Para os casos em que um dos
membros da familia exponencial ndo sao distribuicdes adequadas para representar
a varidvel resposta hd um método que estima os coeficientes maximizando a
funcdo de Quase-Verossimilhanga (QV). No método da QV, define-se apenas a
relacdo da variancia da resposta com a média da resposta, nao sendo necessario
definir a distribui¢cdo de probabilidade. McCullagh & Nelder (1989) definem a
funcdo de QV como a seguir:

Para uma observacao, tem-se:

0,(y,.1t)= %du (3.4)
Para n observacdes, tem-se:
n n My
Oly.n)= ZQ (yiott;) = ZW” (3.5)
Com V(u,) = u,, tem-se:
0ly,n)= i{yi n(g,)- ;] (3.6)

Omite-se o parametro ¢ porque nao influi na estimativa dos coeficientes,

sendo ele estimado apds o ajuste do modelo.
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Como foi visto, a relacdo da funcdo de varidncia com a média pode ser
representada por uma fungdo de poténcia V()= u;. Vieira (2004) mostra que,
parat =0, 1, 2 e 3, as fun¢des de QV sdo iguais, respectivamente, as fungdes de
Log-Verossimilhanga (LV) das distribui¢des normal, de Poisson, gama e normal
inversa, e que, para V(u)=u(l— 1), que é a funcdo de varidncia da binomial, a
funcdo de QV corresponde a func¢do de LV da binomial. Portanto, a maximizagao
da fun¢ao de QV, para estas fungdes de variancia, produz as mesmas estimativas
dos coeficientes que a fun¢do de LV nos MLG, podendo-se entdo usar 0 mesmo
algoritmo de estimativa dos coeficientes que nos MLG, e conseqiientemente,
qualquer software comercial que tenha a op¢ao dos MLG. Usando esta op¢ao nos
MLG, pode-se obter as estimativas dos coeficientes.

Para o caso em andlise, a varidncia possui uma tendéncia de crescimento
com o aumento da média. Portanto, considerando, em principio, f = 1, ou seja,

V(u,)=u,, tem-se que a distribui¢do correspondente da familia exponencial é a

distribuicao de Poisson. Entretanto, esta ¢ uma distribuicao de varidvel discreta, o
que ndo é o caso do misto de retardo, cuja resposta é uma varidvel continua.
Ademais, o parametro de dispersdao ¢ € igual a 1 para o caso da distribuicdo de
Poisson. Serd visto mais adiante que ¢3 = 0,0233 para o caso em questdo,
diferente, portanto, de 1.

Para testar a significancia dos coeficientes, Davison (2003) recomenda a
estatistica quasi-deviance. A quasi-deviance esta para a modelagem pela fungao
de quase-verossimilhanga como a funcdo desvio para os MLG. Por analogia, a
quasi-deviance de um modelo qualquer € definida como sendo o desvio deste

modelo em relagdo ao modelo saturado:

D(yn ,):_2¢[Q il 1) Qi(yi’yi)]:

o Ty — 3.7
:_2¢[Qi(yi’lui)]:2j };l/(ul)/tdu G-1)

onde Q. (yl., ,[ti) ¢ a funcdo quase-verossimilhanga do modelo em questdo e
0, ( ViV, ) é a fungio de quase-verossimilhanca do modelo saturado.

Para V(u) = u tem-se:

() 2j du—z[y,ln(y/u)( —1,)] (3.8)
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Para n observacdes, tem-se:

D(y,ﬁ)=2Di (vi.42,) (3.9)

Vieira (2004) mostra que, para r =0, 1, 2 ¢ 3, e para V()= u(l— 1), as
estatisticas quasi-deviance sao iguais, respectivamente, as funcdes desvio das
distribuicdes normal, de Poisson, gama, normal inversa e binomial, também
fornecidas por qualquer software comercial que tenha a op¢ao de MLG.

Considerando inicialmente o modelo quadratico, obtivemos as estimativas
dos coeficientes. Observamos que a predicio do tempo em um dos pontos
experimentais é negativa, o que indica que o modelo quadratico ndo € adequado
para este caso. Com isso, vamos adicionar ao modelo quadratico,
seqiiencialmente, os termos do modelo cubico.

A Tabela 5 mostra os valores da quasi-deviance com a adi¢ao seqiiencial de
cada um dos termos x1x>x3, x1x2(x1 — x2), x1x3(x1 — x3) € X2x3(x2 — x3) a0 modelo
quadratico.

Tabela 5 - Quasi-Deviance

Termo Adicionado  Quasi-Deviance

X1X2X3 0,824
)C1)C2(X1 — Xz) 2,035
xix3(x1 — x3) 0,163
)Cz)C3(X2 — X3) 2,3 16

Serd escolhido, portanto, o termo xjx3(x; — x3) para ser adicionado ao
modelo quadrético, ja que este é o que proporciona a menor quasi-deviance,
conforme apresentado na Tabela 4.

Procede-se entdo com uma andlise de quasi-deviance para a adi¢ao de novos
termos ao modelo base, o qual possui sete termos (xj, x», X3, X1X2, X|X3, XoX3 €
x1x3(X1 — X3)).

Considere o Modelo 1 como sendo o saturado, o Modelo 2 com (p + 1)
parametros € o Modelo 3, aninhado no Modelo 2, com p pardmetros. Entdo, a

diferenca entre as quasi-deviance dos Modelos 3 e 2 é D, (y,, 2% )- D, (y,, 2>).

Para testar o termo adicional do modelo maior, Davison (2003) recomenda o

teste da distribuicao F. A estatistica de teste é:
F,=(D,(y,.4”)-D,(y..2?))/d, . sendo que @, ¢ a estimativa parametro de

dispersdao do Modelo 2:
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1 bt
@, = G = (3.10)
’ (n—p); vig®) — (n-p)
onde X* é a estatistica generalizada de Pearson e, para o presente caso,
i) i

Portanto, para aceitar o Modelo 2 como sendo correto, comparamos Fj, com

a distribuicdo F ,.p.
Os resultados da anélise de quasi-deviance sdo apresentados na Tabela 6.

Tabela 6 - Analise de Quasi-Deviance

Diferenca na

Termo Adicionado DgZZZée ngsi— 9, Fo p-valor
Deviance
xix3(x1 — x3) 0,163
X1X2X3 0,136 0,027 0,023 1,17 0,32
X1x2(x1 — X2) 0,156 0,007 0,026 0,27 0,62
Xox3(x2 — X3) 0,136 0,027 0,023 1,17 0,32

Analisando a coluna “p-valor” da Tabela 6, conclui-se que os demais termos
cubicos ndo sao significativos quando adicionados ao modelo base, ja que todos
os p-valores s@o maiores que 0,05.

Com isso, tem-se 0 modelo:

$ =305,89x, +8444,77x, —242540,70x, —12023,23x,x, +

3.11
+399292,58x, x, +144387,77x,x, —166047,61x,x, (x, — x,) .11

Para verificar a adequacdo do modelo obtido pelo método de QV, sdo
utilizados os residuos. Para cada resposta y; pode-se definir a quasi-deviance

d, =Dl.(yi, ﬂi), que é usada como medida de discrepancia. Cada resposta i
contribui com uma quantidade d;, de tal modo que Zd,. = D(y,., ﬂi). Define-se
1

entdo o residuo quasi-deviance correspondente a cada resposta:

(yi_lai)Z()%rDi :\/d_i
(yi_:a;)<0_>rDi :_\/d_i

McCullagh & Nelder (1998) recomendam os residuos quasi-deviance

(3.12)

studentized para verificar a adequacdo do modelo, os quais sdo definidos como

sendo

= (3.13)
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onde ¢ € a estimativa do parametro de dispersao e h; € o i-ésimo elemento da

diagonal da matriz chapéu H, que é dada por: H = W%X(X'WX)_1 X'W% , onde a
matriz W é uma matriz diagonal, com os elementos da diagonal principal dados
por: w, =[I/v(u, )ldu, /dn,] .

No presente caso, tem-se que ;/3=0,023 e V(,ul.)z,ul., du. /dn. =1, pois a
funcdo de ligagdo é a identidade. Logo, w, =1/4, .

A adequagdo do modelo e o comportamento dos residuos com valores
extremos podem ser observados com o grifico de probabilidade normal dos

residuos quasi-deviance studentized (Lee & Nelder, 1998). O gréfico para o caso

em questdo, ¢ mostrado na Figura 14.
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Figura 14 - Grafico de probabilidade normal

Nesse grafico, pode-se observar que ndo ha pontos muito fora do
alinhamento, nao havendo, portanto, a indicacdo de que o modelo seja
inadequado.

A funcdo de ligac@o pode ser verificada com o grafico dos residuos quasi-
deviance studentized versus valor ajustado (Lee & Nelder, 1998). Esse gréfico é
mostrado na Figura 15.

Pode-se observar que os residuos, aleatoriamente distribuidos, nao
apresentam uma tendéncia de crescimento ou decrescimento em relacdo a média.

A linha resultante do amortecimento (lowess) fica situada nas proximidades da
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reta horizontal de ordenada zero, ndo havendo indicacdo de que a funcdo de

ligacdo ndo seja correta.

o-Dew. Student.

Re=.

5 10 15
Valor Ajustado

Z0

Figura 15 - Residuos quase-deviance studentized x valor ajustado

A funcgdo de variancia pode ser verificada com o grafico do valor absoluto

dos residuos quasi-deviance studentized versus valor ajustado (Lee & Nelder,

1998). Esse grafico é mostrado na Figura 16.

o-Dewv Student.

| Res.
o

oQ

5 10 15
Valor Ajustado

Z0

Figura 16 - Residuos quase-deviance studentized x valor ajustado

No grafico da Figura 16 pode-se observar que o valor absoluto dos residuos

quasi-deviance studentized ndo apresenta tendéncia de crescimento em relacdo a

média, ndo havendo, portanto, a indicagdo de fun¢do de variancia incorreta.
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Com isso, pode-se concluir que o modelo ajustado pelo método da quase-

verossimilhanga € adequado para representar a resposta.

3.1.2.
Otimizacao da Resposta

No experimento do misto de retardo, € desejavel a obtencao de um valor de
8 segundos para a resposta. Varias formulagdes podem resultar em uma média de
futuras previsdes da resposta igual a 8 segundos. Por conseguinte, um objetivo
desejdvel € minimizar a variancia de uma futura resposta entre as formulacdes que
resultam em 8 segundos de previsao.

Supondo, um ponto qualquer no espago dos componentes da mistura,
X, =[x, x x, xx, xx x,x xx(x —x,)] . Pode-se mostrar que a
variancia de uma futura previsao € (Davison, 2003):
varly(x, )| = var{E[y(x, -+ Efvarly(x, )] } (3.14)
Entao,
var{E[y(x, )]} = var[5(x, )] = var(xf)ﬁ)z X, var(f})xo (3.15)
Davison (2003) demonstra que, se a func@o de varincia é corretamente

especificada, tem-se que:

var(p)= ¢ (X'WX)™ (3.16)
Substituindo (3.16) em (3.15) obtém-se:
var{E[y(x, )]} = x{ o (X' WX) " x, (3.17)
No modelo escolhido, tem-se que:
var[y(x, )] = gul(x, ) (3.18)
Entao,
E{var|y(x, )t = Elgu(x,)] =¢x(p (3.19)

Substituindo (3.17) € (3.19) em (3.14) obtém-se:
var[y(x,)] =¢ x,(X'WX) "' x, + ¢xp (3.20)

Pode-se entdao formular o problema da seguinte forma:


DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 0621277/CA


PUC-RIo - Certificacdo Digital N° 0621277/CA

Modelagem em Experimentos Mistura-Processo para Otimizagao de Processos Industriais 49

min var[y(x, )] = ¢ x{ (X'WX) ™ x, + ¢xp

sujeito a:

E[y(x,)]=x;p =8

X +x,+x; =1

0,79 <x, <0,87

0,08<x, <016

0,05 < x, £0,07

Utilizando uma rotina de busca exaustiva, na regido das restricdes dos
componentes da mistura, codificada na linguagem do Matlab®, foi encontrada a
seguinte solucgao:

x, =0,8124; x, =0,1322; x, =0,0554.

Var[y(xl,xz, X, )] =0,2191

E[y(x,,x,,x;)]=8,0002

A estimativa do desvio-padrao de uma futura resposta é entdo igual a

6, =4/0,2191 =0,4681. Respostas fora do intervalo 81 ou 8+2,146, da

média resultam em produtos fora da especificacdo.

Como ndo se conhece a distribuicdo de probabilidade da resposta, ndo se
pode estimar a probabilidade de um ponto fora da especificacdao. Entretanto, por
experiéncia prépria e dos usudrios de estatistica aplicada, pode-se afirmar que a
probabilidade de respostas além de 8+2,146, é ndo desprezivel, qualquer que
seja a distribuicao de probabilidade da resposta na prética.

Portanto, ha evidéncias de que a solucdo atual resultaria em um processo

produtivo de qualidade inadequada.
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