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Identificacao do Efeito de Tratamento sob Ignorabilidade

Neste capitulo, sera definido o problema ao qual se aplicam os métodos
discutidos no restante do trabalho. Consideramos uma populacao heterogénea
de unidades (como individuos, domicilios ou firmas) que podem estar sujeitas a
uma variedade de regimes alternativos, os tratamentos (por exemplo, beneficios
sociais, situacdo geografica, ou sistemas tributérios). Pretendemos estimar o
‘Efeito de Tratamento’, o qual pode ser definido de forma abrangente como o
efeito causal do tratamento sobre um certo atributo das unidades, a variavel
de interesse.

Seguindo a metodologia de Rubin (1973, 1977, 1978), o efeito causal
¢ obtido pela comparacao entre os possiveis valores da varidvel de interesse
sob diferentes condicoes de tratamento. A dificuldade central decorrente desta
abordagem é que, como cada unidade é observada sob apenas um dos trata-
mentos, a comparagao necessaria envolve valores nao observados.

Diversos substitutos para a comparagao (impossivel) entre valores con-
trafactuais foram sugeridos e estudados pela literatura de avaliacao de pro-
gramas. O modelo a ser estudado supoe a disponibilidade de informacoes
adicionais sobre as unidades, chamadas varidveis auxiliares, covariaveis ou
variaveis pré-tratamento. Sob um determinado tipo de hipdtese, denominada
genericamente hipdtese de Ignorabilidade, é legitimo comparar os valores da
variavel de interesse entre unidades de mesmas caracteristicas auxiliares, mas
sujeitas a diferentes tratamentos.

Estas condigoes sugerem a realizacao de experimentos onde grupos de in-
dividuos homogéneos quanto as variaveis auxiliares sejam submetidos, aleato-
riamente, a diferentes tratamentos. Neste caso, diz-se que estao disponiveis
dados experimentais. No entanto, freqiientemente o analista nao tem a possi-
bilidade de realizar tais experimentos, contando apenas com dados obtidos por
amostragem de uma populacao onde atribuicao do tratamento esté fora de seu
controle. O modelo apresentado neste capitulo representa este ltimo caso, o
problema de inferéncia, a partir de dados nao-experimentais, ou observacionais,

sob uma hipdtese de Ignorabilidade.
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2.1
Elementos Basicos

Os dados disponiveis resultam da observagao de uma amostra aleatéria de
N unidades da populagao de interesse (Y, X, T'), indexadas por i = 1,2,..., N.
Para cada unidade i, o valor observado da variavel de interesse é Y;, que
tomaremos, como é tipico, como valores na reta real. O tratamento atribuido
a 1 é indicado por T;. Consideraremos, como na maior parte da literatura, um
conjunto de tratamentos alternativos bindrio, representando a participacao ou
néo no programa que se pretende avaliail. Neste contexto, distinguem-se o
grupo de tratamento, indicado por T; = 1, constituido pelas unidades afetadas
pela intervencao, e o grupo de controle, indicado por 7T; = 0, das unidades
nao afetadas. Finalmente, X; representa o conjunto de variaveis auxiliares
da unidade i. A propriedade fundamental de X; é o fato de que nem sua
observacao, nem seu valor dependem, no sentido causal, do tratamento 7;.
Uma possibilidade em que isto se verifica logicamente é X, ser observada
antes da determinacao do tratamento recebido. Deste caso particular segue
a denominacao de variaveis pré-tratamento.

A abordagem de valores potenciais de Rubin nos leva a postular as
variaveis Y;(t), definidas para cada valor possivel ¢ de T;, representando o valor
de Y; caso o individuo ¢ estivesse sujeito a condicao de tratamento T; = t. Este
artificio, importante na elaboracao do modeld?, traz implicita a hipétese de
que cada unidade nao é influenciada pelo tratamento recebido pelas outras.
Esta hipotese, bastante plausivel no contexto original de experimentos clinicos
(como em Rubin, 1978), requer cuidadosa interpretagao do modelo se aplicada
a fenomenos sociais.

Outro conceito devido a Rubin é o propensity score (Rosenbaum e Rubin,
1983), definido como a probabilidade de sele¢ao para o tratamento, condicional

ao valor das varidveis auxiliares.
p(z) = Pr(T; = 1|X; = 2] = E[T;| X; = ]

Para a discussao ao longo deste trabalho, é conveniente também definir as

1 As técnicas empregadas para o estudo do efeito de um tratamento que pode assumir
um numero finito de valores sao similares as do caso bindrio. Uma andlise de hipéteses
de identificacao analogas as que usamos nesta dissertacao pode ser vista em Imbens
(2000). Cattaneo (2007) desenvolve, nesse contexto, versoes de dois dos estimadores que
discutiremos. A recente resenha de Imbens e Wooldridge (2009) oferece uma discussdo sobre
métodos para tratamentos com valores continuos.

2Imbens e Wooldridge (2009) discutem as dificuldades de se formular o problema
utilizando apenas valores observados.
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chamadas funcgoes de regressao
my(x) = EY;(t)|X; = 2]

e de variancia condicional

2.2
Parametro de Interesse

O parametro que se pretende estimar ¢é
B=EY(1)-Y(0)]=E}X1)]-E[N0)],

a expectativa da diferenga entre os valores potenciais do atributo de interesse,
chamado Efeito Médio de Tratamento. O foco na inferéncia sobre o efeito
médio nao deve ser visto como uma limitacao importante, pois generaliza-se
imediatamente para transformacoes da variavel de interesse. Em particular,
tomando fungdes do tipo ¢g(Y) = 1(Y < y), e como os estimadores, na
verdade, se decompoem em um termo para cada média de valor potencial,
é possivel estimar as distribuigdes marginais de Y (t), Fi(y) = Pr(Y(t) <vy) =
Elg(Y(t))], em cada ponto y. Outra possibilidade ¢ discutida adiante, na se¢ao
2.6.

Uma familia de parametros de interesse relacionada que também tem
recebido grande atencao da literatura é a dos Efeitos de Tratamento Sobre os
Tratados. Estes consideram médias condicionais a atribuicao do tratamento,
medindo desta forma o efeito do programa sobre a populacao das unidades
que efetivamente sofreram a intervencao. O exemplo principal deste tipo de
parametro é o Efeito Médio de Tratamento Sobre os Tradados, Bpyrr =
EY (1) = Y(0)|T = 1]. Por limitagao de tempo, estimadores para Sgprr nao

serao abordados neste trabalho.

2.3
Identificacao

Se ambos os valores potenciais fossem observados para cada unidade, o
problema de avaliar o Efeito Médio de Tratamento consistiria simplesmente na
inferéncia sobre a média populacional de Y;(1) — Y;(0). No entanto, como os
individuos sao observados apenas sob uma das condig¢oes de tratamento, este

procedimento nao é factivel. Além disso, devido a heterogeneidade entre os
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grupos, a estimagao das médias populacionais de Y'(1) e Y'(0) pelas médias nas
subpopulagoes em que sao observadas sofre viés de selecao. A identificacao do
parametro de interesse depende, portanto, de hipoteses sobre o relacionamento
entre as variaveis nao observadas e as observadas.

Neste trabalho, serao estudados estimadores baseados em uma hipotese
de Ignorabilidade, que corresponde a afirmar que a heterogeneidade relevante
e/ou sistemética é captada pelas varidveis auxiliares. Mais especificamente,
consideraremos a hipdtese de Ignorabilidade Forte, que chamaremos simples-
mente de Ignorabilidade, devida a Rosenbaum e Rubin (1983), definida pela

conjuncao das hipéteses de Independéncia Condicional3:
T L (Yi(1),Yi(0) | Xi, (2-1)

que determina a independéncia da atribuicao do tratamento em relagao aos

valores potenciais, dadas as variaveis auxiliares, e de Sobreposi¢ao:
O<e<plz)<l—e<l, Vu, (2-2)

que estabelece um limite uniforme, maior que zero, para a probabilidade de
selecao e de nao selegao.

Um caso andlogo muito estudado é o de dados faltantes (missing data), no
qual se procura fazer inferéncia sobre a distribuicao marginal de uma variavel
Y, observada apenas em parte da amostra. A hipétese de Dados Faltando
Aleatoriamente (missing at random) supde que a probabilidade de observar
Y ¢é independente de seu valor, condicionalmente as varidveis auxiliares. Isto
define um modelo idéntico ao de Efeito de Tratamento sob Ignorabilidade,
quando se considera Y (0) identicamente nulo. Inversamente, estimar o Efeito
Médio de Tratamento equivale a resolver um problema de dados faltantes para
obter estimativas da média de cada valor potencial, E[Y (1)] e E[Y'(0)], e entao
tomar a diferenca. Neste caso, a hipétese de Ignorabilidade na formulacao
original implica na de Dados Faltando Aleatoriamente nos dois problemas em
que se decompoe.

Uma forma de mostrar a identificacao de 3 sob Ignorabilidade é motivada

pela seguinte aplicacao da Lei das Expectativas [teradas:

f=EY,(1) =Y (0)] = E[E[Y(1) - Yi(0)|Xi]]
= E[EY;()|Xi] — E[Y;(0)|Xi]
= B [mi(X;) — mo(X;,)] .

3Também conhecida como Unconfounded Treatment Assignment (Rosenbaum e Rubin,
1983).


DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 0710385/CA


PUC-RiIo - Certificacé@o Digital N° 0710385/CA

Capitulo 2. Identificacdo do Efeito de Tratamento sob Ignorabilidade 16

Ou seja, o parametro de interesse pode ser representado como a média
populacional de uma diferenca entre funcoes das variaveis observadas X.
Embora as funcgoes de regressao sejam supostas desconhecidas e envolvam
resultados potenciais, temos, como conseqiiéncia imediata da Independéncia

Condicional, as igualdades
ElY,(t)|Xi] = EY;)|X;, T; =t = EY}|X;, T; =t], t=0,1.

Logo é possivel reescrever mq(.) e mq(.), utilizando, respectivamente, os dados

referentes as observacoes tratadas e de controle:
B =E[m(X;) —mo(X;)] = EEY]X;, T =1] - E[Y}|X;, T; =0]] . (2-3)

A hipétese de Sobreposigdo permite, por exemplo, estimar E [Y;(1)|X;] =

EY;|X;, T; = 1] e avalid-la usando a distribui¢ao empirica de X . De fato, por 24

2l em qualquer regiao a qual a distribicao marginal de X associa probabilidade

nao nula, digamos ¢, a probabilidade condicionada a T'= 1 ¢ no minimo ¢7=,

logo também positiva. Desta forma, estd garantida (probabilisticamente) a
observacao do comportamento de Y (1) (e Y(0)) para todos os valores de X.

Outra maneira de mostrar a identificacdo é observar que, valendo a

hipdtese de Ignorabilidade, temos

i e
- p [ AT 1)

= EEY)X] = E[Y1)], (2-4)

onde, a primeira expressao existe, por (2-2)) e, na passagem para a segunda

linha, usa-se

E[TY|X] = E[Y|X,T =1] Pr(T = 1|X) + 0Pr(T = 0/ X)
— E[Y(1)|X,T = 1] Pr(T = 1|X)

e a hip6tese de Independéncia Condicional, que implica E [Y(1)|X,T = 1] =

E[Y(1)|X]. Analogamente, temos E [%} = E[Y(0)] e, portanto,
s—pwm-vol-r| ool -B [T e

uma representacao do parametro de interesse como diferenca de médias pon-

deradas de valores observados. A equagao 2-4] mostra que pesos proporcionais
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ao inverso do propensity score tornam a média da varidavel de interesse en-
tre os individuos tratados representativa da média do valor potencial Y (1) na

populagao.

2.4
Critica e Alternativas a hipétese de Ignorabilidade

Entre os componentes da Ignorabilidade, a hipdotese de Sobreposicao é
a parte testavel, e sua verificagdo é recomendada. Sua falha significa que
determinadas unidades de um grupo tém poucos correspondentes (ou nenhum)
no outro, e portanto, que a escolha dos grupos para comparagao ¢ inadequada.
Busso, DiNardo e McCrary (2009) mostram que, quando isto ocorre, a precisao
dos estimadores baseados em Ignorabilidade é ruim, e a teoria assintética pouco
informativa sobre o desempenho. Este problema pode ser contornado pela
exclus@o de observagoes com valores extremos do propensity score (estimado),
como feito normalmente em trabalhos aplicados. Crump et al. (2009) discutem
sistematicamente esta possibilidade, mostrando com minimizar a variancia
assintdtica de estimadores de Efeito Médio de Tratamento através do descarte
de observacoes fora de determinado subconjunto A* de perfis das variaveis
auxiliares. O mesmo estudo apresenta ainda condigdes sob as quais A* é
determinado unicamente pelo propensity score das observagoes, isto €, tem
a forma A* = {z € supp(X)|p(z) € [a,1 — a]}¥, para algum o € (0,1).
Observamos, no entanto, que esta metodologia envolve uma redefinicao da
populacao, ou uma alteracao do parametro de interesse, pois em relacao a
populagao original, os estimadores passarao a estimar E[Y (1) — Y (0)|X € A*
em vez do Efeito Médio de Tratamento f = E[Y (1) — Y(0)]. Assim, se é
importante avaliar o efeito do tratamento sobre unidades pouco representadas
em algum dos grupos, uma estratégia de comparacao de unidades similares,
como Ignorabilidade, claramente nao pode funcionar.

O uso da hipdtese de Ignorabilidade é questionado, de forma mais
contundente, no que se refere a validade da Independéncia Condicional. A
razao é que, em aplicacoes econométricas, as unidades sao tipicamente agentes
economicos que se importam com o valor da variavel Y. E plausivel que
estes disponham de mais informagcao sobre os valores potenciais que os dados
disponiveis nas variaveis auxiliares, e que se auto-selecionem para o tratamento
conforme suas expectativas. Logo, a Independéncia Condicional é ameacada
pela possibilidade de a informacao adicional nao ser independente da atribuicao
do tratamento, dado X.

4supp(X) representa o conjunto dos possiveis valores de X
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Este argumento sugere que Independéncia Condicional pode ser uma
hipétese demasiadamente forte. No entanto, Scharfstein, Robins e Rotnitzky
(1999) mostram que trata-se de um requisito minimo para identificacdo, na
auséncia de hipdteses sobre o propensity score e a distribuicao conjunta de
(Y(t), X). Mais precisamente, é considerado um modelo de dados faltantes,
em que se observa (YT, X,T), isto é, o valor de Y é conhecido somente
quando 7" = 1. A distribui¢do conjunta dos dados completos (Y, X), Fxy(.,.), é
irrestrita, e a probabilidade de observacao, P(T = 1]Y, X), é representada pelo
produto entre um componente arbitrério mas dependente apenas de X, \(X),
e uma funcdo potencialmente dependente de Y, r(Y, X;ap), contida numa
familia paramétrica {r(.,.;a)|a € A}®. Demonstra-se que neste modelo nem
a distribui¢do Fx y(.,.), nem os componentes da probabilidade de observagao
A(.) e oy sdo identificados. Adicionalmente, fixo um valor arbitrario & € A para
o componente paramétrico do modelo, qualquer distribuicao de (YT, X, T)
(satisfazendo determinadas condigoes de regularidade) pode ser exatamente
reproduzida mediante alguma combinacao dos componentes nao paramétricos.
Conseqiientemente, (i) na auséncia de hipdteses sobre os dados completos
(Fxy(.,.)) ou sobre a relagdo entre varidveis observadas e a selegao (A(X)),
a identificagao exige que se fixe uma hipdtese sobre a relacao entre a variavel
potencialmente nao observada e a probalidade de observagao, ou seja, que se
fixe um «, e (ii) é impossivel inferir ag, com base nos dados observaveis, isto é,
nao se pode rejeitar qualquer valor possivel para este em um teste estatistico.

A dificuldade em justificar a hipotese de Ignorabilidade deve, portanto,
ser contraposta ao poder de identificacao que ela proporciona. Neste sentido,
é 1til considerar algumas alternativas para identificagao. Manski (1990, 2003)
mostra que, com hipdteses mais fracas, é possivel, a partir da distribuicao dos
dados observaveis, delimitar um intervalo ao qual o efeito de tratamento pode
pertencer. Outra possibilidade, o uso de varidveis intrumentais (Imbens e An-
grist, 1994), requer a observacao de instrumentos, que induzem exogenamente
a participacao de determinadas unidades. A estratégia permite estimar o efeito
médio de tratamento para esta subpopulacao, sem restringir a relacao entre
valores potenciais e participacao, mas a condicao de exogeneidade imposta aos
instrumentos é, em geral, forte. Algumas alternativas se voltam para a iden-
tificagao do Efeito de Tratamento em subpopulacoes ainda mais especificas.
A abordagem de ‘Regression Discontinuity’ (Hahn, Todd e Van der Klaauw,
2000), também permite identificagao sob heterogeneidade arbitraria, mas ape-
nas para observacoes proximas a um ponto, na distribuicao de uma determi-

50 modelo considerado pelos autores é um pouco mais complicado, admitindo que as

varidveis X e T evoluam ao longo de um intervalo de tempo, mas contém a versao reproduzida
aqui como caso particular.
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nada variavel, em que hé descontinuidade na probabilidade de selecao para o
tratamento. Métodos envolvendo dados de mais de um periodo permitem con-
trolar para fatores nao observados afetando os valores potenciais, identificando
o Efeito de Tratamento para o grupo das unidades que mudaram de situacao

de tratamento.

2.5
Limite de Eficiéncia Semiparamétrico

Isoladamente, a Ignorabilidade Forte define um modelo semiparamétrico
para os dados, pois o conjunto de distribuicoes possiveis, embora limitado pela
hipétese, nao pode ser parametrizado por um conjunto de dimensao finita.
Logo, ainda que o interesse seja a estimagao do objeto de dimensao finita [,
nao se aplica o limite inferior de Cramer-Rao como tradicionalmente definido.
No entanto, um conceito andlogo, proposto inicialmente por Stein (1956) e
desenvolvido, entre outros, por Bickel et al. (1993), permite estabelecer a
maxima precisao que uma determinada classe de estimadores semiparamétricos
pode atingir.

A idéia por tras do limite de eficiéncia semiparamétrico é considerar a
estimacao em certos submodelos paramétricos, i.e., familias (0, {f(z;0);0 €
©}) de distribui¢oes dos dados, parametrizadas por © de dimensao finita,
tais f(z;0) satisfaz as restrigoes semiparamétricas para todo 6 € ©, e, para
algum 6y € ©, f(z;6y) é a distribicao verdadeira. Para cada um destes 6y o
limite de Cramer-Rao, se bem definido, deve ser menor que a variancia de
um estimador vélido no modelo semiparamétrico. Formalmente, o limite de
eficiéencia semiparamétrico é definido pelo supremo dos limites de eficiéncia
dos submodelos paramétricos regulares (v. definigdo em Newey, 1990).

O limite de eficiéncia semiparamétrico se aplica aos estimadores regu-
lares. Um estimador € dito regular se, para todo submodelo paramétrico regular
(0,{f(2;0);0 € ©}), e toda seqiiéncia (6,) C O tal que y/n(6,,—0) é limitado,
a seqiiéncia das distribuicoes de v/n( B—p3 (6,,)) sob 6,, converge para um mesmo
limite. Esta classe exclui os chamados ‘estimadores super-eficientes’ e aqueles
que utilizam mais informacao que a contida no modelo semiparamétrico. Por
outro lado, regularidade é um requerimento mais brando que convergéncia
(mesmo localmente) uniforme em distribuicad® . Logo, geralmente, as aprox-
imacoes implicadas pelas propriedades assintéticas dos estimadores regulares
dependem de tamanhos de amostra desconhecidos.

6Bickel et al. (1993) mostram que a existéncia de estimadores uniformemente convergentes

impoe restrigoes fortes demais sobre os modelos, o que inviabiliza os semiparamétricos em
geral.
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Seguindo o estudo de Newey (1990), um parametro é dito diferencidvel
se (i) é diferenciavel com respeito aos parametros de qualquer submodelo
paramétrico suave, e (ii) existe uma fungao d, de variancia finita, satisfazendo,
para qualquer submodelo paramétrico regular (0, {f(z;0);60 € ©}):

9p(6o)
00

a chamada equacao de diferenciabilidade por caminhos, onde Sy é o escore

— EdS)], (2-6)

(derivada da log-verossimilhanga de uma tnica observagdo) do submodelo.
Para um parametro diferencidvel, Newey mostra que o limite de eficiéncia
é dado por E[6d'], onde § é a projecao de d (componente a componente) no
espaco linear fechado gerado pelos escores, também chamado espago tangente.
Como § tem média zero, E[dd'] é a sua variancia. Logo, um estimador
asssintoticamente linear com fungao influéncia ¢, é assintoticamente eficiente.
Por esta razao, esta é chamada a funcao influéncia eficiente do modelo.
Hahn(1998) mostra que, sob Ignorabilidade Forte, o Efeito Médio de

Tratamento é parametro diferenciavel, com derivada

0%(990) = E{(ml(X) —mo(X) — B+
T 1-T
m(Y—ml(X)) +Tm(y_m0(X)))S9]’ (2-7)

enquanto o espago tangente é constituido por funcoes do tipo
a(X)(T = p(X)) + b(X) 4+ Ts1(Y, X) + (1 — T)s(Y, X), (2-8)

onde a(.) é uma fun¢do quadrado-integravel arbitraria, b(X) tem média zero
sobre a distribuicao verdadeira de X, e s;(Y, X), ¢t = 0,1, tém média zero
sobre a distribuicao de Y condicional a qualquer valor de X. Verifica-se que
a expressao para d implicada por (2=1) pertence ao espaco tangente. Logo,
coincide com sua projecao, e determina a funcao influéncia eficiente

1-T

) T
0" = a0 (X)L~ ()~ T s

e o limite de eficiéncia
oi(X) | o5(X)
p(X)  1-p(X)

E[Y7] = E | (m(X) —mo(X) = 8)* + (2-10)

2.6
Generalizacao para outros parametros de interesse

Como observamos na secao 2.2, uma técnica de inferéncia para o Efeito

Médio de Tratamento estende-se facilmente para a estimacao da distribuicao
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de cada valor potencial num ponto qualquer. Isto permite aproximar arbitrari-
amente bem as distribui¢oes marginais da variavel de interesse sob as diferentes
condicoes de tratamento e realizar quase qualquer comparacao entre elas. Tais
aproximacoes, contudo, dependerao das estimativas para um grande ntimero de
pontos, o que evidentemente torna pouco pratica a avaliacao das propriedades
de tal procedimento.

Entretanto, se pretende-se avaliar como as distribui¢oes diferem quanto
a um parametro definido por uma condi¢ao de momento incondicional, outra
generalizacao pode ser empregada. Seja p* = pu; — po a quantidade que se

pretende estimar, com p;, t = 0,1, solugoes das condi¢oes de momento
G(m) = Elg(X, Y (t); )] = 0,

onde g(.) é conhecida. Como, para dados X e pu, temos que g(X,Y(1);u)
e g(X,Y(0); u) sao fungoes conhecidas de Y (1) e Y(0), a hipdtese de Inde-
pendéncia Condicional

T, L (¥:(1), ¥i(0)) | X,

implica em

T L (9(X,Y(1); ), 9(X, Y (0); ) | Xii.

Logo, se a hipétese de Ignorabilidade ¢ satisfeita por (Y (1),Y(0), X, T), entao
também vale para (g(X,Y (1); ), g(X, Y (0); i), X, T)D. Assim é possivel esti-
mar, por exemplo, o lado esquerdo da condi¢ao de momento E[g(X,Y (1); u] =
0 para cada p, e obter, pelo valor que anula esta fungao (estimada), uma esti-
mativa mu, para up. Além disso, a consisténcia e a eficiéncia assintética desse
tipo de estimador tém como condicao essencial que a estimacao da condicao
de momento apresente as mesmas propriedades.

Por exemplo, podemos observar como Firpo (2007) desenvolve, utilizando
um procedimento como este, um estimador para o Efeito de Tratamento por
Quantil, diferenca dos quantis das distribuicoes potenciais, que compartilha
as propriedades desejaveis dos estimadores do Efeito Médio considerados no
proximo capitulo. Chen, Hong e Tarozzi (2008) discutem a estimagao de

solugoes de condigoes de momento bastante gerais, nao necessariamente suaves.

"Nota-se que, trivialmente, a hipétese de Sobreposicao nio se altera.
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