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3
Grupos de Coxeter Hiperbolicos

Iremos dar inicio neste capitulo mostrando um exemplo de grupo de
Coxeter Hiperbdlico de posto trés que corresponde a um grupo de isometrias
no plano hiperbélico (H") no modelo de Poincaré e no modelo de Klein

respectivamente.
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Figura 3.1: Modelo de Poincaré

Figura 3.2: Modelo de Klein

Ou seja, temos um triangulo hiperbélico, em que m(a,b) = 4, m(b,c) =6
e m(a,c) = 2.
T T T
De fato — + — + = <
e fato 1 + 6 + 5 s
E o grupo de Céxeter hiperbélico infitito pois W = {< a,bc >| a® =

b2 =c? = (ab)* = (be)® = (ac)? = e}

Temos entao:

m(a,a) =m(b,b) = m(c,c) =1

m(a,b) = m(b,a) = — cos%
m(a,c) =m(c,a) = — cosg
m(b,c) = m(e,b) = — cos u
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Logo, a forma simétrica bilinear associada é dada por:

-—— 0
2
B=| _V2 1 _ﬁ
2 3 2
o -¥2
2

Vimos na se¢ao anterior como sao os autovalores da matriz simétrica da
forma bilinear de um grupo de Coxeter, isto é, o polinomio caractaristico é
dado por (t —1)(t* — 2t +¢), onde ¢ = 1 — a® — b%. Substituindo, dados que a=

2 2
V2 V3 V2 V3 1 .
——eb=—— temosquec=1—— ] — [ ——— ] =—- <0. Assim,
2 2 2 2 4
B é nao degenerada de assinatura (2,1), e B nao é definida positiva, pois seus

V5 V5

autovalores sao Ay =1, Ay =1+ - A3=1-— 5 como 75 > 1, A3 < 0.
Portanto, a forma bilinear B é nao degenerada, mas nao é positiva
definida. Veremos que para um grupo de Coxeter ser hiperbdlico, esta condicao
deve ser satisfeita. O posto de W é 3 e a assinatura de B é (2, 1), ou seja, da
forma (n —1,1).
Gostariamos de saber como se comportam grupo de coxeter hiperbélicos

em dimensoes maiores. Para isto, iremos considerar duas classes de exemplos:

1. Grupos de Coxeter hiperbdlicos de dominio fundamental compacto.

2. Grupos de Coxeter hiperbdlicos com dominio fundamental nao compacto

de volume finito, podendo ter vértices no infinito.

Veremos algumas propriedades importantes de grupos de coxeter
Hiperbdlicos.

Concentraremos agora no caso em que (W, S) é irredutivel e a forma B é
nao degenerada, permitindo identificar V' com seu dual. Denote por wy ( s € 5)
a base dual da base ay (s € 5), relativa a B.

O cone C' (um subconjunto de V') definido abaixo:

C={ eV |B\a,) >0 VseSt={) cws|c >0}}

Em particular, todos os ws moram no fecho D de C', que é um dominio

fundamental para a acdo de W na unido de todos w(C'), w € W.

Defina o sistema de Coxeter irredutivel (W,S) como hiperbdlico se B

tem assinatura (n — 1,1) e B(A,A) < 0 para todo A € C. Também dizemos
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que W ¢ hiperbdlico.

Note que a definigao forca B(A, A) < 0 para todo A € D, o que se aplica,

em particular aos elementos da base dual ws.

Nosso objetivo serd analisarmos o grupo de Coxeter através de seu grafo,

de modo que seja razoavel uma classificagao completa.

O seguinte Lema nos sera til.

Lema 3.1 Seja E um espaco n-vetorial real, munido de uma forma simetrica
bilinear B de assinatura (n — 1,1). Fize um vetor nao nulo X\ € E, e seja
H={ue E|b\un) =0} Entio a restricio de B para H é do tipo positivo
se, e somente se B(A\, \) < 0.

Demonstragao: Note que, se B(A\,\) # 0, entdo A € H, e E é soma
direta ortogonal de H e da reta através de A. Neste caso, a restricao B para
H ¢é nao degenerada, e é do tipo positiva (na verdade, definida positiva)
precisamente quando B(A, \) < 0 pela hipétese da assinatura.

Suponha que a restricao de B para H é do tipo positiva. A observacao prece-

dente implica que B(\, A\) nao pode ser estritamente positiva.

Reciprocamente, suponha B(A,A) < 0. Se B(A\,A\) < 0, a discussao
acima realmente mostra que a restricao de B para H é do tipo positiva. Se
B(A\ A) =0, assim A € H, a restrigao de B para H é degenerada. Mas desde
que B tem assinatura (n — 1,1), sua restri¢ao para algum hiperplano H’ é
definida positiva, e o mesmo é verdade da sua restricao para o hiperplano

H' N H em H( nao contendo \). E segue que B ¢é do tipo positivo em H.

Proposicao 3.2 Seja (W,S) um sistema de Coxeter irredutivel, com grafo
I' associado a forma bilinear B. E hiperbolico se, e somente se as sequintes

condigoes sao satisfeitas:
(a) B € nao degenerada, mas nao definida positiva.

(b) Para cada s € S, o grafo de Cozeter pela remocdo s de I' é do tipo

positivo.

Demonstragao: Suponha primeiro que W é hiperbdlico, assim (a) segue

da assuncao da assinatura de B. Para verificar (b), fixe s € S, como observado
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acima, B(ws,ws) < 0. Seja Lg o hiperplano ortogonal & ws. Os ou(t # s)
forma uma base de L,. O lema mostra que a restricao de B para L, é do tipo
positiva. Mas a matriz desta forma restrita é a matriz associada com o grafo

de Coxeter obtido pela remogao s de I'.

Reciprocamente, suponha W satisfazendo (a) e (b). Gragas a (a), o
conjunto N = {A € V' | B(A\,\) < 0} é nao vazio. Por que por (b), a interse¢ao
de N com cada hiperplano L, é vazia, assim, cada componente conexa de N
L. Estes

sao os conjuntos da forma ZSES css, com cg > 0 para certos s, e ¢; < 0

mora em uma das componentes conexas do complemento de (J, g
para outros. Agora, vemos porque a assinatura de B deve ser (n — 1, 1). Caso
contrario, de (a), poderiamos ter um menor espaco bidimensional Z de V' para
o qual Z\ {0} C N. Mas Z é conexo e portanto mora em um dos conjuntos

descritos, que contradiz o fato de Z ser fechado .

Finalmente, mostramos que C' mora em N, C' cone (menos a origem) com
duas componentes conexas, cada uma delas convexas. De acordo com (b), B
¢ do tipo positivo no hiperplano Ly ortogonal a ws, e portanto o lema acima
mostra que B(ws,w;s) < 0, assim, cada w,; mora no fecho de N. Segue que sua
cobertura convexa I mora no fecho de N, assim C' C N.

Na situagao em que B é nao degenerada, W é um subgrupo do grupo
ortogonal correspondendo ao grupo G = O(v). Agora, G é um grupo de Lie
real, com uma medida de Haar, que povém a nog¢ao de volume para o espaco
homogéneo —.

Isto pode nos mostrar que o volume ¢ finito se, e somente se B é definida
positiva (no caso em que W ¢ finito), ou entdo B tem assinatura (n —1,1), e
{B(\,A) <0, VA € C}. Quando B tem assinatura (n — 1,1), um componente
de {A € V| B(A\,A\) = —1} d4 um modelo padrao de espago hiperbdlico
(n — 1)— dimensional. Que é justamente o modelo do hiperboléide visto no
primeiro capitulo, considerando a métrica de Lorentz, cuja forma simétrica
bilinear tem a assinatura (n — 1, 1)

Assim, no nosso exmplo que iniciamos o capitulo, temos entao um grupo
de reflexao no plano hiperbdlico compacto.

Daremos um préximo resultado sem prova, de um critério que refina a
proposicao anterior.

W € hiperbolico compacto se, e somente se ambas as condigcoes sao

satisfeitas:

1. B € nao degenerada, mas nao definida positiva
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2. Para cada s € S, o grafo de Coxeter obtido pela remoc¢ao s de 1" é definido

positivo.

3.0.10
Lista dos grupos de Coxeter hiperbdélicos
Grupos de Cozeter hiperbolicos como definidos aqui dao exemplos inter-
essantes para o estudo de grupos discretos agindo no espaco hiperbolico real.
Um dos fatos impressionantes desta classificacdo € que Grupos de Cozx-
eter hiperbolicos existem apenas de posto 3 a 10, e para os de posto 4 a 10
existem um numero finito deles. Grupos de Coxeter hiperbolicos compactos

existem somente de posto 3, 4 e 5.

Seque abaixo a lista de todos os grupos de Cozeter hiperbolicos de posto

4 a 10, cuja versao aparece em [KOJ.

1. Grupos de Coxeter hiperbélicos compactos (n > 4)

o, O
(n=4 oto—03o n (=5 oto—o0—0do
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2. Grupos de Cozeter hiperbdlicos nao compactos (n > 4)
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