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Geometria Hiperboélica

Modelos de H"

Apresentaremos trés classes de modelos para o espago hiperbdlico H",
de acordo com as tansformacoes correspondentes a isometrias. No modelo do
hiperboldide, as isometrias sao transformacoes de “Lorenz”, transformagoes
lineares preservando uma forma quadratica. No modelo de Klein, as isometrias
sao transformacoes projetivas, levando retas em retas. E finalmente, nos
modelos da bola unitaria e do semi-espago superior, as isometrias sao as
transformacoes de Mobius, preservando angulos.

Faremos uma exposicao das principais caracteristicas dos modelos acima
citados.

O estudo das Variedades Riemanianas de dimensao 2, completas, simples-
mente conexas e com curvatura constante igual a —1 é de grande importancia
no desenvolvimento da geometria hiperbdlica.

Nao nos limitaremos aqui, apenas o caso n = 2 . Iniciando com um
estudo completo de um destes exemplos, construiremos outros, através de
difeomorfismos, que lhes serao isométricos. Estaremos sempre preocupados em

determinar as geodésicas e a métrica em cada cada um desses exemplos.

1.1
O Modelo do Hiperboléide

E preciso, para entendimento deste capitulo, que sejamos familiarizados
com nogoes de geometria Riemaniana encontradas na referéncia [CAJ. Uti-
lizaremos aqui sem qualquer mencao explicita.

O primeiro modelo de variedade completa com curvatura constante igual
a —1 é construido considerando a forma quadratica Q(z) = {2 + -+ + 22 —
22,1} definida no espago R™.

Serd essencialmente {x € R"; Q(z) = —1 e z,,41 > 0}.

Para estudarmos este modelo, torna-se necessario definir métricas

pseudo-Riemanianas.
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Definicao 1.1 Uma métrica pseudo-Riemaniana em uma variedade difer-
encidvel M de dimensao n € a escolha para cada ponto p € M de uma forma
simétrica bilinear nao degenerada (,), ( porém, ndo necessariamente positiva

definida) em T,M que varia diferencialmente com p no sequinte sentido:

Se X : U C R* — M(n = dim M) é um sistema de coor-
denadas locais em torno de p € M com X(X1,---,X,) = q € X(U) e

UO)_(A(q) = dX(0,--+,0,1,0,-+ ,0) entio, gi;(Xy - Xp) = (

¢ uma funcao diferencidvel em U.

G_)Q(g)’ a—Xj(CI))q

E f4cil ver que a forma quadratica

Qz) ={af + -+ — 2}

definida para todo x em R™! introduz uma métrica pseudo-Riemaniana
(,) no R™™!. Esta métrica é chamada métrica de Lorentz e no caso n = 3 ela
aparece naturalmente em relatividade.

Veremos que, no que segue, algumas propriedades de espaco R"*! munido
desta meétrica pseudo-Riemaniana. Antes, porém, convém observar que as
nocoes de conexao, isometrias, e suas propriedades podem ser estendidas

naturalmente, a métricas pseudo-Riemanianas.

Defini¢ao 1.2 Sejam (M,<,>) e (N,<,>) variedades pseudo-Riemanianas.

Um difeomorfismo f: M — N é chamada uma isometria se

< w,v >p=<dfp(u),dfp(v) >,
para todo p € M,,, v e T,M (I)

Definicao 1.3 Sejam M e n como na definicio anterior, e U C M aberto.
Um difeomorfismo f : U — f(U) C N satisfazendo (I) chama-se isometria

local.

Definicao 1.4 Uma conexao afim <7 em uma variedade pseudo-Riemaniana

de dimensdo n, (M, < >) é compativel com a métrica pseudo-Riemaniana se
X <Y Z>=<vyxY,Z>+<Y,yxZ >

onde X, Y, Z sio campos de vetores tangentes a M.
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Definigao 1.5 A conexao afim <y € simétrica quando JxY — JyX =
[(X,Y], forallX,Y € X(M) onde [X,Y] =XY —YX e X(M) ¢ o conjunto

dos campos de vetores tangentes a M.

Teorema 1.6 Dada uma variedade pseudo-Riemaniana M, existe uma unica

conexao afim de 7 em M satisfazendo as condigoes:
1. 7 € simélrica
2. N/ € compativel com a métrica pseudo-Riemaniana

A demonstragao deste teorema é analoga a feita para métricas Riemani-
anas |CA].

Uma propriedade importante da conexao pseudo-Riemaniana associada
a métrica de Lorentz, definida no espaco R™™!, é que o transporte paralelo
usual desta conexao coincide com atransporte paralelo usual do R™*!. Isto

serd necessario para determinarmos as isometrias de (R",( )).

Proposicao 1.7 O transporte paralelo da conerao pseudo-Riemaniana do
(R () onde (,) é a métrica de Lorentz, coincide com o transporte

paralelo usual do R™ 1.

Demonstragao: Sabemos que para cada p € R T,R"* = R"*! Seja
portanto {ej, -+ ,e,41} base candnica de R"™! e identifiquemos e;(p)(que ¢é
obtido do vetor e; fazendo uma translacao da origem 0 do R™*! para o ponto
p), com o vetor e;.

Dada a forma quadratica Q : R"*! — R | a ela estd associada a forma

bilinear
(,):Rn+1XRn+l—>R
(U, v) = vy + -+ 4 UpVy — Up1Upt1
onde u = (uy, + ,u,) e v = (v1,--+ ,v,) sao elementos do R™*1.

Segue-se que a métrica de Lorentz é definida em cada p € R"! do

seguinte modo:
(,): TR x T,R"™ — R

(u, v), — (u, v)

Portanto, os coeficientes
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A conexao pseudo-Riemaniana no (R"*!, (,)) é dada por

< Ve, en >= ei(ej, er)—er(ei, e5)+ej(es, ex) —([es, e5], en)+([en, €i], €5)—([ej, ex], €;) = 0

pois, (ej,e,) = C, C constante V 7, k e portanto a derivada da direcao

do vetor e;, e;(ej,e,) =0 para todoi=1---n+ 1 Além disso,
lej, ex] = ejer, —epe; =0

Temos assim que \/,e; =0, Vi, j =1---n+ 1 e portanto, se X é um campo

de vetores em R"*1,
X(p)=>_ X(pei, pe R
e Ve, X = Ve, duriei =y ei(ri)er =) x; Ve, €i = > ei(x)e; isto é

ver = Z €; (ZL’Z)Q

Seja V um campo de vetores ao longo de uma curva C : I — R,

Escrevendo V na base canonica {e;, -+ ,e,.1} do R™™! temos que
n+1
V= g v'e; onde v =17(t)
Jj=1

A derivada covariante % de V ao longo da curva C' é dada pela expressao

DV D X De, Dui
R OIS D
=1

dt — dt — " dt ~at

J= J J
mas 5 i
€ XT;
T :Vd_c Vv @ €j Z%Vez e; =0
i’ @
DV dv?
logo, o = Zj d_lifej isto é, a derivada coariante coincide com a

derivada usual e portanto o tansporte paralelo coincide com o transporte
paralelo usual do R***,
Como o transporte paralelo coincide com o transporte paralelo usual do

R"™! as geodésicas de (R™™!, (,)) sdo retas usuais.

Proposigao 1.8 Qualquer aplicacio f : R*™ — R™M que preserva (,) ¢é

linear.
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Demonstragao: Suponhamos que f : R"™ — R preserva (,) e
seja ey, ,eny1, base ortonormal do (R™™! ())(um vetor v é unitdrio se
lv] = 4/(v,v) =1 ou é onde i = \/—1).

Afirmamos que {f(e1), -+, f(ens1)} é base ortonormal do (R™*1 (,)).

De fato, como f preserva (,) temos:

(1)f(e;) =0, Vj

(f(ej).f(e;))=( ej.ej)= 1 ou —1, logo, (f(e;),f(e;))# 0, o que implica que
f(e;) # 0.

(2)(f(ei), f(ej)) = (ei,e;) =1lou—1,8ei=joul, sei # j

Resta mostrar que f é linear, e para isto, seja a € R" a = > ae;.
Escrevendo f(a) na base {f(e1), -, f(ent1)}:

f(a) = >_bif(e;) onde b = (f(a), f(ei)) = (a,€;) = a; logo f(a) =
> aif(e;), e portanto, f é linear.

Seja O'(n+1) o grupo das transformagoes lineares f : R*™! — R que
preservam (, ).

Queremos mostrar que as isometrias de (R™*1(,)) sao as aplicagoes da
forma

p—Alp) +q
A€ O (n+1),qgeR
Para isto, necessitamos do lema que segue,

Lema 1.9 Se uma aplicacao f : R — R"M ¢ uma isometria, entao
Vp,q € R™ temos que d(f(p), f(q)) = d(p, q) onde

1
d(p,q) = / IC'(t)||dt, C:R — R"**
0

uma reta com C(0) =p e C(1) = q.

Demonstragao: Se f é uma isometria, f é um difeomorfismo e Vp,q €

R™ d(f(p), f(a) = (p,q).

Seja C': R — R™™! uma parametrizagao da reta com C'(0)=pe C(1) =
Como f ¢ isometria e as retas sao geodésicas de (R™™! (;)) e foC(0) =

f(p) e foC(1) = f(q)

Concluimos assim que

A0 @) = [ I rCldt = [ larecde= [ 1C®lat = dip.a)
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Finalmente, podemos determinar as isometrias de (R"*1 (,)).

Teorema 1.10 As isometrias de (R™™,(,)) sdo da forma.
p—Alp)+q A€O'(n+1), qeR"™

Demonstracgao: E claro que todas as aplicagoes da forma p — A(p) + ¢
A€ O n+1), qg € R sdo0 isometrias de (R™*,(,)).

Para provar que toda isometria de f : R"™' — R de (R™ (,)) é
desta forma, consideremos primeiramente o caso em que f(0) = 0.

Sendo f uma isometria, pelo lema anterior, Vp, ¢ € R™" d(f(p), f(q))
= d(p, a).

Em paticular, d(f(p),f(0)) = d(p, 0) mas d(f(p),0) = [y [f®)l| =
lf)|l, (C:]0,1] =Rt —tf(p) é uma reta ligando p a 0).

Analogamente, d(p,0) = ||p||, e portanto, || f(p)|| = |p||, ou seja, f
preserva (, ).

Assim, f pertence a O'(n + 1).

Se f(0) # 0, seja A : R"* — R™"! definida por A(p) = f(p) - f(0),

A é uma isometria de R™*! pois
dA,(v) = df,(v) V¥p,v € R™™!
Além disso, A(0) =0, logo A€ O'(n+1)e
fp) = Alp) + 4, ¢= [f(0)

Estamos prontos a descrever o primeiro exemplo de variedade Riemani-

ana completa de curvatura seccional constante e igual a —1.
Definicao 1.11 A esfera de raio imagindrio na métrica de Lorentz é
S ={X e R"™X? + - + X7 - X2, = 1}
Definimos H" = H}' = {X € SI|X = (X1, - , Xs11), X1 > 0}

Proposicao 1.12 H" é wma variedade Riemaniana de dim n cujo espaco

tangente em cada ponto p € H" é

TH" = {veR", (v,p) =0}
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Figura 1.1: Modelo do Hiperboldide

Demonstragao: E facil ver que H" é variedade Riemaniana de dim n ja
que H" = Q7!(—1) onde

Q:U={XecR"™X,,;, >0} —R

X = (z,2)

e —1 é o valor regular de Q).

De fato, para todo x = (xy, -+ ,Z,41) € U temos que

Q(x):xf—i-x%—i-'--—f-xi—xiH

e, dQ(z) = (2z1 +2x2 + - - - + 22, — 22,,41) N0 ¢é sobrejetiva se z; = 0, Vi, isto
é,se x =0, mas 0 € Q! logo, —1 é o valor regular de Q) e isto mostra que
Q1(—1) é variedade diferencial de dimensao n +1—1=n.

Para calcular o espaco tangente a H"™ em um ponto p € H", seja

C': (—€,¢) — H" uma curva diferenciavel com C'(0) =p e C'(0) = v.
Do fato de C'(t) € H", Vt segue-se que

derivando em relacao a t,

em particular
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isto é
(p,v) =0.

Mostramos assim que se um vetor v € T,H", entao (v,p) = 0.

Logo, v € T,H" C {v € R""%; (v,p) =0} = pt.

Por outro lado, @ |,. ¢é nado degenerada pois, se w € pt é tal que
(v,w) = 0 para todo v € pt, segue que w € (p+)+ = {p} = espacgo gerado por
p e portanto w = Ap, p € R, mas 0 = Q(w) = \? e Q(p) = —)?, logo, A =00
que implica que w = 0.

Como @ |,1é nao degenerada, dim pt = n = dim T,H", e portanto,
T,H" = p*.

1.1.1
Métrica Riemaniana do H"

Mostraremos no que segue, que a métrica induzida pela métrica de
Lorentz (, ) do R™*! é Riemaniana. Para isto, é conveniente considerar o indice
de uma funcao bilinear B : V x V — R em um espago vetorial V' que é
definido como sendo a maior dimensao de qualquer subespaco W C V' no qual
B é negativa definida.

Vé-se facilmente que a funcao bilinear

B:R"™ x R™ 5 R
(X,Y) = (X,Y) = X1Vi+ -+ XYy — Xps1 Vi

tem indice 1.

Proposicao 1.13 Um wvetor v # 0 € tangente a H" se, e seomente se
(v,p) =0.

Demonstracao: Suponhamos que 0 # v € T,H". Sabemos da proposigao

anterior que (v,p) = 0.

(I) v e p s@o linearmente independentes, caso contrario, v = Ap, A € R,

A # 0 e terfamos

0= (v,p) = (Ap,p) = —A

o que nos leva a uma contradicao.
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(I) (v,v) >0

Seja W = {v,p} o espago gerado pelos vetores v e p, dim W= 2 ji que

p e v sao linearmente independentes. Suponhamos que (v,v) < 0.

Para todow € W, w=av+bpcomaebeR.

Q(a) = a*Q(v) + FQ(p) = a®Q(v) — 1 < 0

Isto siginifica que a forma bilinear B associada a (), restrita a w é
negativa definida e portanto, a forma bilinear B tem indice maior ou igual a

2, o0 que nos dé uma contradigao.

Agora, como v e p sao linearmente independentes, segue que (v + p,v +

p) > 0 e portanto
0<(v+p,v+p) = (v,v)+2v,p)+ (p,p) = (v,v) — 1

Se (v,v) = 0 entao (v + p,v + p) < 0 contradigao, logo (v,v) > 0.
(<) Suponhamos que v = (v, -+ ,v,41) é tal que (v,v)> 0. Queremos mostrar

que existe p € H" tal que v € T,H".

Seja
1 n
2
p= (V1Un41, 7 s VnUng1, Y V5)
Voo i (o v = vy ; Z
(0.p) = VI 4 vRud g+ (O] 0P)? B
’ LUy v —on )

L0 (va — 200 —

v (30T v —vny)
Logo, p € H".
Além disso,

1 2 2 . 2\2
(U7p) = 5 (Ulvn-i-l +- UpUn+1 — Un-i—l(z Uz‘) ) = 07

\/Z;L 022( ;LUZQ - Un—l—l) 1
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isto é,
v e T,H".
A proposicao que acabamos de demostrar, garante que a pseudo-métrica

(,) do R™"! restrita a H" é positiva definida e portanto é uma métrica para

este espaco.

1.1.2
Curvatura e Geodésica de H"

Para provarmos que H" tem curvatura seccional constante e igual a —1
relembramos que, dada uma imersao f : M — M, M e M sao variedades

diferenciaveis, podemos definir para cada ponto p € M uma aplicagao bilinear:
B :T,M x T,M — T,M

(z,9) = (VxY — vxY)(p)

Onde v/, 7 sao as conexoes Riemanianas de M e M respectivamente e,

X, Y sao extensoes a M dos campos de vetores X, Y tangentes a M tais que
X(p)=zeY(p) =y.

B ¢é chamada segunda forma fundamental de M e, para cada vetor

unitario n € (T,M)* associamos a B uma aplicagao linear auto-adjunta.

Sy : T,M — T,M

determinada por (S, (z),Y) = (B(z,y),n)
Mostra-se que S, (r) = (VxN)T, onde X e N sdo campos de vetores

tangentes a M com X (p) =z e N(p) = n.
Proposicao 1.14 Sp(z) = —1I onde I ¢ aplicagao identidade do R™*.

p € (T,H")* pois T,H" = {v, (v,p) = 0}, logo, tem sentido falarmos na
aplicacao linear Sp.

Observe que a aplicacao linear
N - Rn+l SN Rn—i—l

r—>x

¢ uma extensao de p a um campo de vetores em R
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N sendo linear é diferencidvel e, para todo v € R**!

Como a derivada covariante do (R™*!, (,)) coincide com a derivada usual

VxN(p) = X(N)(p) = dNp(x) = N(z) = x.

Logo, (VxN)(p) =z € T,H" O que implica que,

(VxN)(p) ==

e portanto,

Sp(x) =—x VxeT,H"

O que mostra que Sp = —1.
Uma consequéncia imediata dessa proposicao é o colorario que enuncia-

remos a seguir e cujo resultado sera usado no calculo da curvatura de H".
Corolario 1.15 B(x,y) = p(z,y), x, y € T,H"

Demostragao: B(z,y)(p) = (v,Y)») — vxY(p), X, Y sdo campos de
vetores tangentes a H"”, com X (p) =z e Y(p) =y.
Segue da defini¢io de B que B(z,y) € (T,H")*

Rn+1 _ TpHn D (TpHn)J_
e dim(7,H") = n logo
dim(T,H")* = 1.

Como 0 # p € (T,H")*, B(z,y) = \p, X € R.
—A = (B(z,y),p) = (S(x),y) = (-z,y) = —(z,y) Logo, A = (z,y) e
B(z,y) = p(z,y).

Proposicao 1.16 H" é uma variedade Riemaniana de dimensao n com cur-

vatura seccional constante e iqual a —1.

Demonstragao: Observemos que a curvatura do (R (,,)) é K = 0

por que os coeficientes

Rijk’l = (R(ei7 6j)7 €k, el) = 07
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Ve, j, k,l=1---n+1,onde {er, - ,e,1} ¢ base canonica do R"* ¢,
R(ei,ej)er = Ve, Veer — Ve, Ve er + Ve, )€k
que ¢ identicamente zero para todo i, j, k ja que

Veer =0, (e,er) =0 Vi, k

Rijw =0,¥i j Lk

implica que K = 0.
Pelo Teorema de Gauss [CA], denotando por K a curvatura seccional de

H" temos, para quaisquer vetores ortonormais x, y € 7,H"
K(ZL’, y) - K(LU, y) - (B(I, .T), B(l’, (L’))— ’ B(I, y) |2
isto é,

K(z,y) = (B(x,2), B(z,2))— | B(z,y) |”

Pelo corolario anterior,
B(z,z) =p(z,z) =p

B(y,y) =p(y,y) =p
B(z,y) = p(z,y) =0

Logo,

Para provarmos que H"” ¢ um exemplo de variedade Riemaniana completa
com curvatura seccional constante igual a —1 resta-nos mostrar que ela
é completa. Para isto é suficiente verificarmos que ela é uma variedade

homogeénea.

Definicao 1.17 Uma variedade Riemaniana M é homogénea se dados p, q €

M existe uma isometria f: M — M com f(p) = q.
Teorema 1.18 Toda variedade homogénea é completa.

Demonstracao: Ver em [CA]
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Vamos verificar a existéncia desta isometria.

Proposigao 1.19 As restrigoes dos elementos de O*(n + 1), o subgrupo das
transformacoes lineares de R™ que preservam (,) a H" sao isometrias de H"
e, dados x, y € H" e bases {v;}I';, {w;}}; de T,H" e T,H" respectivamente,

a transformacao linear que leva
x—y

Vi — W;

é uma isometria de H".

Demonstragao: Seja f € O'(n + 1). Sabemos que f é uma isometria

de R™"!. Para provarmos que f é uma isometria de H" basta mostrarmos que

f(H™) = H"
Se g € f(H"™) entao existe p € H" tal que f(p) = q.

Como f é isometria de R*!

(¢,9) = (f(9), f(@)) = (p,p) = —1

Logo, ¢ € H" e mostramos que
fEY) CHY (I)
Se p € H" seja ¢ = f(p)

(¢,9) = (f(9), f(@)) = (p,p) = —1

Logo, p € f(H") = H" C f(H") (II)

(I) e (II) = f(H") = H" e portanto f ¢ isometria de H" .

Sejax, y € H" e {vy, -+ ,v,} e {wy, -+ ,w,} bases ortonormais de T,H"
e T,H" respectivamente.

Como (z,v;) = (y,w;) = 0, Vi e (z,2) = (y,y) = —1 assim,

{z,v1, -+ ,u,} e {y,wy, -+ ,w,} sdo bases ortonormais de (R", (,)). Logo,
f . RnJrl N RnJrl

r—Yy
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v, —w; t=1---.,n.

é um elemento de O'(n+ 1) e portanto f |g» ¢ uma isometria de H" com
flz) =y.

Com a proposi¢ao que acabamos de demonstrar concluimos que H" é
homogeénea e portanto completa.

Finalizando o estudo deste modelo, mostraremos que as geodésicas de

H" sao as intersecoes desta variedade com planos que passam pela origem do
Rn+1

Proposigcao 1.20 As simetrias de H" em relagdo a planos P que passam pela

origem do R"*! sao isometrias de H".

Seja P um plano que passa pela origem de R™*!,
Sejam v;, vy base ortonormal de P e completemos esta base a uma base
ortonormal {vy,ve, -+ , vyt 1} do R*™!. Uma simetria de R"*! em relacao ao

plano P ¢ aplicagao linear
fiR" 5 R

Uj%u]' ]:3,,n+1

Afirmamos que f € O'(n + 1) porque

Loij=1,2 (f(w), f(uy)) = (usi, uy)
2. i=1,2 4172

(f (i), f(uy) = (ui, —uy) = —(ui, uj) = 0 = (i, uy) @ # j
3. ij#1,2

(f (i), f(uy)) = (i, —u;) = (ui, uy)

Isto é, f preserva o produto interno e portanto ¢ um elemento de O(n + 1).
f sendo um elemento de O'(n + 1), f |g» é uma isometria de H" pela

proposicao anterior.

Proposicao 1.21 Seja M uma variedade Riemaniana e Y : I — M uma

curva diferenciavel. Se existe isometria f : M — M tal que
1. f ‘U([): id

2. f(p) #p, Vpe M, p&~I)
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Entdao v € uma geodésica de M.

Demonstragao: Seja p € v e B,(p) tal que a aplicagdo exponencial
exp, : B,(0) = B,(p)

é um difeomorfismo.

Sabemos que se ¢ € B,(p) existe uma geodésica minimizante 7 ligando
paq.

Suponhamos que 5 # 7. Sendo f uma isometria de M temos que f(7) é
uma geodésica minimizante ligando f(p) a f(q).

Mas f(p) = p e f(q) = q e pela unicidade de uma tal geodésica, f(7) =7
e implica que f |3= id nos leva a uma contradigao.

Logo, v ¢é geodésica.

Observamos que as intersecoes de H™ com um plano que passa pela origem
do R™™! é uma curva e os pontos desta curva sao os tinicos que permanecem
invariantes por uma simetria de H" em relagdo ao plano considerado. Segue
dai que estas curvas sao geodésicas de H". Como dado qualquer ponto p € H"
e qualquer vetor p passando pela origem do R"™! e que contém v, estas sao as
Unicas geodésicas de H".

Através de um calculo simples, podemos achar uma parametrizacao

destas geodésicas.

1.2
Modelo Projetivo de Klein

O exemplo que apresentaremos a seguir ¢ conhecido, na geometria
hiperbdlica, como o modelo de Klein e ele tem a vantagem de que suas
geodésicas sao segmentos de retas euclidianas.

Passaremos agora a construir tal exemplo.

Para isso, consideremos R" ™! = {(zy,- -+, 2,,1) € R"™! e definimos
¢ H" —R"
p— o(p)
onde ¢(p) é a intersegao de R™ com a reta que passa por p e 0 € R*H,

Proposicao 1.22 ¢ : H* — R" € um difeomorfismo de H" sobre B™(1) =
{(z1, -+, xns1) € R™ tal que Y1 a? < 1}

Demonstracao: Se p = (p1,--+ ,pns1) é um ponto de H", a reta que

passa por p e 0 € R"*! é dada por:
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Figura 1.2: Modelo projetivo de Klein

rp = {x1 = Ap1;Tpp1 = Apps1 € portanto ¢(p) = r, NR"} é dada pela

equacao:
Tp41 = 1
Concluimos que
1
A= e,
Pn+1
b1 Pn
¢(p):< y T a]->
Dn+1 Pn+1
ou seja,
¢:H" — R"
b1 Pn
(pl;"'7pn+1>%( )Ty 71>
Pn+1 Pnt1
E claro que ¢ diferencidvel e se (p1, -+ yons1) € H", o(p) =
y4! Pn ,
S, , 1) é tal que
Prn+1 Pn+1

“  P? pPri-1
7 — n <1
21:133+1 P2+1sz P2yl

j& que, p € H" entao Y | pf —p2,; = —1 ouseja, > | p7 =pr g — L.

Concluimos assim que ¢(H") C B™(1)

Seja agora, * = (x1,---,xp,1) € B"(1). Queremos encontrar p =
(p1,++ s Paa1) € H™ tal que ¢(p) =

Suponhamos que existe tal p, isto é,

o) = () ) = e )

pn+1

Temos assim o sistema
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D1
Xr1 =
Pn+1
(1)
_ Da
Tpn =
Pn+1

Elevando ao quadrado cada equacao do sistema e somando temos,

(1)

2 2
9  P1 T tD,
xy + +xn——p%+1

p=(p1, - ,pn) EH" e x = (21, ,2p,1) € B*(1) implicam que

S =1 Yat<l
=1 1=1

respectivamente.
Substituindo em (I1) temos

n 2

2 pn—‘,—l -1
» = —
i=1 Pr1

O que implica que
(Z af — 1)])72#1 = -1
i=1
1

1= o
Substituindo o valor de p,+1 em (I) segue-se que

ou seja Ppi1 =

Z;

1- E?:l 7

Pi = Ti(Pnt1) =

e portanto,

p=(

1 T 1
1_22';11'?7”. 7 \/1_22';15’5@27 \/1_22;1%2)

¢ um ponto de H" tal que ¢(p) = =.

Mostramos assim que ¢ : H* — B™(1) é sobre.

Para provarmos que ¢ : H" — B"(1) é um difeomorfismo basta
verificarmos que ¢ injetiva e que ¢! : B"(1) — H" ¢ diferencidvel.

(1) ¢pé1—1
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Sejam = = (x1, -+ ,Zns1), Y= (Y1, ,Yns1) elementos de H" tais que

isto é

(xl L 1>:(y1 s Yn 1>
Tn+1 ’ ’ Ln+1 ’ Yn+1 , ’ Yn+1 ’

Concluimos dai que

€

——, foralli=1,--- ,n.(I)

Tn+41 ynJrl

Do fato de z, y € H" segue-se

n

n
2 2 2 2
E ri=1—2,, e E yi = 1=y,
i=1

=1

elevando ao quadrado (I) e somando em relacao a i temos

; v} = Zy

isto é,

(1- 95721+1)?JTQL+1 = wiﬂ(l - yfm)

2 2 2 2 2 2
Ynt1 = Tpr1¥nte1 = Tont1 — TppaYnaa

2

_ .2
anrl - yn+1

Como x,11 > 0 e y,y1 > 0 segue que

Tn+1 = Yn+1

Substituindo em (I) temos que

Logo, ¢ ¢ injetiva.
E imediato que

¢ ' B™"(1) — H"

I Tn 1
=30 1$2’“.’\/1_ > i 2’\/1_ D i1 T

¢ diferenciavel e com isso terminamos a demonstracao de que ¢ : H* —

5)

(@1, s an, 1) = ((

B™(1) é difeomorfismo.
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1.2.1
Métrica e Geodésica em B"(1)

Sendo ¢ um difeomorfismo, a métrica em H" induz uma métrica em <, >
em B"(1) de modo que ¢ : H" — B"(1) seja isometria.

(H", (,)) e (B™(1), <,>) sendo isométricas segue, do fato de H" ser uma
variedade Riemaniana completa com curvatura seccional constante e igual a
—1 que B™(1), <,> também o é.

Mostraremos agora que as geodésicas de (B"(1), <, >) s@o intersegoes de

retas euclidianas com B™(1).

Proposigao 1.23 As geodésicas de (B"(1),<,>) sao as cordas de S™ =

dB™(1) menos os extremos.

Figura 1.3: Geodésicas em B™(1)

Demonstracgao: Sabemos que as geodésicas de H" sao H"” N P onde P
¢ um plano que passa pela origem do R™*!,

¢ : H" — B"(1) sendo uma isometria, as geodésicas de B"(1) sao ¢(7)
onde v é uma geodésica de H".

Logo, as geodésicas de B™(1) sao ¢(H"N P) onde P ¢ um plano que passa
pela origem do R™*!,

Queremos mostrar que v = ¢(H") N P.

Se p € 7, a reta que passa por p e a origem do R"! estd contida em P.

De fato,

p € v = ¢(H" N P) implica que ¢! (p) € H" N P logo, a reta que passa
por ¢! e a origem de R""! estd contida em P. Mas por definicao da ¢, ¢! e
p = ¢(¢"1(p)) estao sobre a mesma reta.

Usando este fato, temos que ¢(p) € P e portanto, ¢(p) € ¢(H") N P.
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Isto é,

p(H"NP)Cop(H)NP (1)

Por outro lado, se p € ¢(H") N P existe « € H" tal que ¢(x) = p.
Queremos mostrar que x € P, x esta na reta determinada pelos pontos 0

e p que estao no plano P logo, x € P o que significa que € H"N P e portanto

¢(r) € p(H" N P) = ¢(7)

Comluimos assim que ¢(H™) N P C ¢(7), e entao ¢(vy) = ¢(H™) N P.
Provamos que as geodésicas de B"(1) sao B"(1)N P, onde P é um plano
passando pela origem do R™™! isto é, que as geodésicas de B"(1) sdo as cordas

de S™(1) = 6 B™(1) menos os extremos.

1.3
Modelo da Bola Unitaria (B"(2))e o Modelo do Semi-Espaco Superior

(H1)

O Modelo que descreveremos agora ¢ obtido através de uma projegao
estereografica, e conhecido na geometria hiperbdlica como modelo de Poincaré.
Neste modelo, as retas nao sao retas euclidianas, mas ele tem a vantagem sobre
o modelo de Klein pois seus angulos sao medidos de modo euclidiano.

Chamemos de 8™ = {(z1, - ,Zny1) € R S0 22 4 (2,4, — 1)? =
1, Zpy1 < 1} o hemisfério sul da esfera de raio 1 e centro no ponto
0,---,0,1) € R"* e B"(2) = {(x1---x,) € Rn; > x? < 4} a bola de centro

na origem e raio 2.

Figura 1.4: Modelo do Poincaré

Para cada p € S consideremos a reta r, determinada por p e pelo polo
norte N = (0,---,0,2) de S™
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Definimos

o:S"— B"(2)
p—o(p)
onde o(p) é o ponto de intersecao da reta r, com R".

Proposicao 1.24 o : 8" — B"(2) é um difeomorfismo.

Demonstragao: (1) o(S™"") = B"(2)

Sejap e S", p=(p1-+ pus1), Por <0 € X7 P2+ (Pop1 — 1) =1
A reta determinada por p e N é dada por

r1 = Ap1

Tpn = )\pn
Tpt1 =2+ )‘(anrl - 2)

Pela definicao de o,

o(p) =r,NR"
2
Fazendo x,,1 =0, temos A\ = ———
2= pupa
e, neste caso
2p1 2pn

O- p = —7 T ) s )
( ) (z_pn-‘rl 2_pn+1>

Queremos mostrar que o(p) € B™(2).

Elevando ao quadrado cada coordenada de o(p) e somando chegamos a
AT A0 = (a1 —1)%) A= phi + 2P0 — 1)

(2 — ppy1)? (2= pus1)? (2 = Ppi1)?
4pp1
(2 - pn+1)

Do fato de p € S™~ temos,

0<pp1 <1

o que implica que

2_pn+1 > 1

logo,
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4pp i1
2 — Pyt

e portanto, o(p) € B"(2) ou seja, o(S™ ) C B"(2).

Por outro lado, se z = (
)

0<

Ty, ,&,) é um elemento de B™(2), suponhamos

que existe p = (p1, - ,Pns1) € 5™ tal que o(p) = .
2p1 2pn
o\p) = Ty = \T1, ", Tn
®) <2_pn+1 2—pn+1) (@ )
Logo,
2py
2 — Pn+1
2pn
- = xn
2 — Pnt1
Elevando ao quadrado e somando temos,
AT P
LA a2
(2 - pn-i—l)
mas (p1,--+ ,Pup1) € S™ implica que 317" p? = 1 e portanto
pn+1 I sz
Substituindo em (II) obtemos,
4pn+1
D;
(2 Pni1)? Z
ou seja,
2> a?
Prvr1= 77T <n 2
4 + Zl xz
Substituindo o valo de p, 41 em (I) para cada i =1,--- ,n.
p’i = - — - n = rm) =
2 2 44+50at) A+ a? 14X Zn 2
Mostramos assim que para cada x = (xq,- - ,z,) € B"(2) ex1ste
1 g2
— o
x x i _
p=( ! " 2 ) € Sm

: e : 7 :
L+ 200 P R DI
e tal que o(p) = x.

Concluimos portanto que B™(2) C a(S™ ) e deste fato segue que

B"(2) = o(S")
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o(p) =olq) =
2p1 2
2— Pn+1 2— qn+1
2pn  2qn
2 — Pni1 2 — qui1
ou seja,
) Di q;
Vi=1,---,n, =
2 — pni 2 — qut1 1
Elevando ao quadrado e somando: ———— T p? =
0 (2= pnt1)
1 n 2.
(2 - QTL+1)2 Zl i
Isto &, Py Pnt1) _q +1( Gni1)  Pnti _ Gnyt

(2 - pn+1)2 B (2 - qn+1)2 2 — Pps1 22— qn+1)

e, portanto, pp41 = quy1 € P = @i, V i

Mostramos assim, que ¢ e biunivoca e a diferenciabilidade de o e

o' B"(2) — 8"

x T,

S PP e
1+ZZ$? 1+ZZ$?

(xl’... 7xn)_>(

é imediata.

Logo, o é difeomorfismo.

1.3.1
Métrica e Geodésicas de B"(2)

Definicao 1.25 Para cada p € B"(2), u, v € R* =T,B"(2) definimos

/

< U,V >p=< dO'p_l(U), dO'p_l(U> >a—1(p)

onde <,>' € a métrica da semi-esfera S™ .

Ja sabemos que, sendo ¢ um difeomorfismo, <,> define de fato uma
métrica Riemaniana em B™(2) em que o : (S ,<,>') — (B"(2),<,>) é uma
isometria.

Além disso (B"(2),<,>) é uma variedade Riemaniana completa com

curvatura seccional constante igual a —1.
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Definicao 1.26 Duas métricas <, > e <<>> em uma variedade diferencidavel
M sdo conformes se existe uma funcao diferencidvel f : M — R positiva, tal

que para todo p € M e todo u, v € T,M se tenha

<u,v >,= f(p) << u,v>>,

Observamos que a métrica de B™(2) é conforme a métrica usual do R™.

Um outro fato importante é que as isometrias de B"(2) sao as aplicagoes
conformes de B"(2) sobre si mesma.

Este fato sérda provada na préxima secao. Para o caso m > 3 nao
faremos aqui porque nao nos sera necessario neste trabalho. Para quem estiver
interessado ele poderd ser encontrado na referéncia [SP).

Finalizando o nosso estudo deste exemplo, provaremos o seguinte teo-

rema:

Teorema 1.27 As geodésicas de (B™(2), <,>) sdo os semi-circulos e segmen-

tos de reta perpendiculares a v = § B"(2)

Figura 1.5: Geodésicas

Demonstracgao: Sabemos que a projecao estereografica leva retas em
circulos.

o : S" — B"(2) sendo uma isometria, as geodésicas de B™(2) sdo as
imagens das geodésicas de S™~ por o.

Como as geodésicas de S™ sao semi-circulos perpendiculares a

(SB”(l) = {(1'1’ e T, 1) c Rn+1;2$? _ 1}

Concluimos que as geodésicas de B"(2) sao semi-circulos e segmentos de
reta perpendiculares a (6 B"(1)) onde & é uma extensao de o a S" UdB"™(1),

extensao esta que pode ser feita naturalmente.
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Afirmamos que o(0B"(1)) = .
De fato, se © = (x1, -+ ,2,,1) € 0B™(1), YJa? = 1 e o(x) =
(221, -+ ,2x,) é tal que

D da?=4) a? =4

Vemos assim que se z € §B™(1) entao o(x) € v

Reciprocamente, se z = (z1,--- ,a,,1) €7 S0 a2 =4 e
-1 T Tn
pu— — .« .. E— 1
) = (2

¢ um elemento de §B"(1) e portanto, o(6B"(1))

Portanto as geodésicas de B™(2) sdo segmentos de retas passando pela
origem de R", (por serem os tnicos segmentos que intersectam -~y ortogonal-
mente) ou semi-circulos perpendiculares a .

E facil ver que qualquer segmento de reta ou semi-circulos nas condigoes
acima é uma geodésica de B"(2). Basta considerarmos sua imagem por o !
que é uma geodésica de S™ e depois a imagem desta geodésica por o.

Veremos que é possivel munirmos o semi-espago superior
n n.
H" = {(x1,- - ,x,) € Rz, >0}

de uma métrica Riemaniana, conforme a métrica usual do R™ e tal que
com esta métrica, H" é uma variedade completa com curvatura constante e
igual a —1 e suas isometrias sao as aplicagoes conformes do espaco R".

E lembremos que a métrica do exemplo que acabamos de estudar é
conforme a métrica usual do R™. Nada ¢ mais natural tentarmos introduzir em
H" uma métrica, induzida pela métrica de B"(2), através de uma aplicacao

conforme do R™.

Para isso, consideremos o ponto N = (0,--- ,0,—2) € R" e a inversao

I:R"\{N} - R"\ {0}

Sabemos que I é uma aplcacao conforme e resta-nos provar que I é um

difeomorfismo.

Proposicao 1.28 [ : R"\ {N} — R™\ {0} é um difeomorfismo.


DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 0710702/CA


PUC-RIo - Certificacéo Digital N° 0710702/CA

Grupos de Coxeter hiperbdlicos 35

Demonstragao: E claro que I é diferencial e para mostrarmos a
proposi¢ao basta provarmos que I tem uma inversa I~ : R"\ {0} — R™\ {N}
que também ¢ diferenciavel.

Afirmamos que a aplicagao diferenciavel
IR\ {0} —» R"\ {N}

T — + N

|z |?
¢ a inversa que desejamos.
De fato, para todo x = (xy,--- ,z,) € R"\ {0}.

T — LN
x— N x—n|?
IY(I(z)) =1 1<|x—n|2>:| |£L’—|]V|2 =r—N+N=uz.
|z —n[?
Logo, I7! o I= idgn
Reciprocamente, se = (1, - - ) x,) € R"\ {N}.
L YN-N
]Ul)zl<¥£5+N): 2] =z
|| |r?+N—N\
Ou seja,
Tol™ ' =idgn

1
Proposicao 1.29 I(B"(2)) = {(z1, -+ ,z,) € R"; x, > 4_1} , onde

BY2) = {(x1, -+ 2,) € RS a? < 4}

Demonstragao: Se r € B"(2) entao Y. 27 <4, v = (z1, -+ ,2,)

I(z) = 1 Ln—1 Tnt2
Sa?+4x,4) DD o U SR S i A

Como z € B"(2)
—2<x, <2

o que implica que
O<z,+2<4

0<> ol +du, +4 < a)+da, +4= (2, +2)°
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Ty + 2 T, + 2 1
Logo, + > * =

> — o que demonstra a
S22t Az, +4 = (@nt2)? w,t2  4°1

proposicao.

Pelo visto nas proposicoes anteriores a aplicacao conforme
f:B"(2) - H"

1
x%](x)—zlen

onde e, = (0,---,0,1) € R" é um difeomorfismo e sua inversa ¢é

f1H" — B"(2)
1
r— Iz + Zen)

f sendo um difeomorfismo, a métrica de B™(2) induz uma métrica em
H" de modo que f seja uma isometria e portanto H" com essa métrica é o

exemplo que queriamos encontrar.

1.3.2
Métrica e Geodésica do Semi-espaco superior

Um outro fato importante ja mencionado, é que as isometrias de H" sao
aplicacoes conformes de H" sobre si mesmo.

Observamos que a isometria entre H" e B™(2) é uma aplicagao conforme
e portanto este resultado sendo verdadeiro para uma variedade é verdadeiro
para outra.

Aqui demonstraremos apenas o caso n = 2 que é tratado de modo
diferente dos outros casos (n > 3) por ser o unico caso que utilizaremos neste

trabalho. A demonstragao para o caso n > 3 pode ser enconrado em [SP].

Proposicao 1.30 Pondo (z,y) = z = x+iy, i = /—1 a transformagao linear
az +b

z————_ a, b ¢, dER, ad—bc=1 é uma isometria de H?>.
cz+d
Demostragao: Seja
T:H? — H?
= (ay) - 2T ’
’ cz+d

1. (1) Se z € H? entao T'(z) € H?

z= (x, y) € H? implica que y> 0

T(z) = az+b  (ax+0b)+iay  [(ax +b)(cx + d) + acy?®] + (ad — be)yi
czd+d  (cv+d)+ticy (cx + d)? + c?y?
Logo, T'(z) = 2/ = 2’ 4+ 1/ onde
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/ Y

= >0
y (cx + d)? + c2y?

o que prova que T'(z) € HZ.

E, portanto, z’ € H?

2. (2) T ¢ difeomorfismo

Sabemos que T é diferencidvel pois 4 a restricao a H? da aplicacao

diferencidvel

frOV(S0) e
az+b

%
i cz+d

e que tem uma inversa
77! H? - H?
dz—b

z— —
—cz+a

De fato,

dz—b
dz—b @ —cz+a +6
T(T1<2)):T(— T ): dz—b
) ()
—cz +a
_adz—ab—bcz+ab_
_CdZ—Cb—CdZ+CLd_Z

az+b
d( )—b
1 =1 az+b . CZ+d .
T =T = (B - et
—c( )+a
cz+d

Logo, T(T7(z)) = T~Y(T(z)) = z Vz € H? e portanto T~' ¢ inversa de
T.

Para mostrarmos que 7 é uma isometria resta-nos provar que ela preserva
a 1% forma fundamental de H?Z.
Para todo z € H?, z = (z,y), y > 0 a primeira forma fundamental ds? é
dada por
ds® = gnda® + 2g1addy + goody®


DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 0710702/CA


PUC-RIo - Certificacéo Digital N° 0710702/CA

Grupos de Coxeter hiperbdlicos 38

onde g;; =< e;,e; >, {e1,ea} base canonica de R* = T,H?.

Escrevendo como z = x + iy temos que Z =z — iy e 2 — 2 = 21y

dz =dzr +1dy dz =dr —idy

Logo,
dzdz = dx* + dy? = y*ds®
por outro , (z —z)? = —4y?
e portanto,
ds® = _ﬂ
(z —2)?
~ az+b = az+0b
(s — _
Seja 2 () cz+d - =z+d
or dT'dz a(cz+d)—claz+0b) 1
or  dz0v (cz+d)? "~ (cz +d)?
or dT'oz 1
Oy  dz 0y (cz+d)?
logo,
dz
dz = ———
: (cz + d)?
e
7= dz
~ (ez+d)?
2_§_az+b_a2+b_ 2=z
S ez+d cz+d (cz+d)(cz+d)
—4dzdz
4dzdz 2(cz 2 —4dzdz
(d3)? = — hdzd? _ (ez+d) (€22+d) _ 2z _ o
(2—-2) (z — %) (z —2)?
(cz 4+ d)?*(cz + d)?

Assim, T preserva a 1* forma fundamental.

Sabemos que toda aplicacdo conforme do espaco H? é uma isometria
deste espaco e portanto as isometrias de H? sdo as aplicacoes conformes deste
espaco nele mesmo.

Provaremos que as geodésicas de H" sao semi-retas e semicirculos per-

pendiculares ao hiperplano
R = {(zy,--+,2,) € Rz, = 0}.

Para provarmos isto usaremos o seguinte resultado da geometria Riema-

niana e cuja demonstracao pode ser encontrada em |[CA].
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Lema 1.31 Seja M uma variedade Riemaniana e sejam (xq,--- ,x,) coorde-
nadas locais em M. Seja vy = x(t) onde t é um parametro arbitrdrio, uma
curva dada em M pelas equacoes:

dx;

" k 10 / . i
Ty + E I = oy, (x) = o )
]

onde o = at, xy,- -+ ,x,) €,
Ffj, 1,7, k=1,---,n sdo os simbolos de Christoffill a variedade M. Entdo
z(t) € uma geodésica.

Proposicao 1.32 Seja R o hiperplano x, =0 e P um plano perpendicular a
R. Entdo existe uma isometria f : H?> — H? tal que f(P) = x17,.

Demonstragao: R sendo o hiperplano z, = 0 segue que e, =
(0,0,---,1) é normal a R. P é um plano perpendicular a R, logo e, é paralelo
a P.

Seja v € P tal que {e,,v} é base ortonormal de P, v é perpendicular a
e, portanto, v € R. Sejam wy, - -+ ,w,_1 vetores de R tal {v,wq, - ,w,_1,€,}

¢é base ortonormal de R"

f:R" = R"
€; —> v
e; — w;
€n — €

é uma isometria de R portanto uma aplicacao conforme.

Sabemos que as isometrias de H" sao as aplicagoes conformes de H"™ sobre
si mesmos. Para mostrarmos que f é uma isometria de H"™ basta portanto
obsevarmos que f(H™) = H", pois f deixa invariante a n-ésima coordenada de
cada ponto do R".

Se x = (x1, - ,x,) €ER", f(z) =x10+ Z:;l TW; + Tyl

v,w; ER, Vi=v= (v, ,0,_1,0),w; = (w}, -+ ,w1,0)

Logo, a n-ésima coordenada de f(z) é z,.

Teorema 1.33 As retas perpendiculares ao hiperplano x, = 0 e os circulos
de H" cujos planos que os contém sao perpendiculares ao hiperplano x, =0 e

cujos centros estao neste hiperplano sao geodésicas de H".

Pela proposicao anterios, basta considerarmos retas e circulos no plano

r1%,. Dividiremos a demonstracao em dois casos:
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1° caso: Seja r uma reta no plano z;x, perpendicula ao hiperplano

x, = 0.

Como r é perpendicular ao hiperplano z,, = 0 seu vetor direcao é
v, = e, = (0,0,---,1) Seja xy ponto onde r intersecta o hiperplano z, =
0,20 = (z1,- -+ ,y_1,0).

Uma parametrizacao de r pode ser dada por

t — xg+te,, t > 0.

A aplicacao

f:R" >R
p—To+p

¢ uma isometria de R™ que deixa a ultima coordenada invariante, logo, é
uma isometria de H".

Seja v uma parametrizacao do eixo x,, definada abaixo:

v :(0,400) — H"

(0, ,0,%)
Temos entao

dy

— = -.0,1

dt ( ) ) ) )
e portanto,

| dy 1
dt '

Para provarmos que v é uma geodésica de H" basta mostrarmos que para
toda curva diferenciavel ¢ : [a,b] — H", a > 0 com c(a) = v(a), c(b) = ~(b)
temos que o comprimento

| €(v) a<] €(o) [

Seja portanto, ¢(t) = (z1(t), -, z,(t)) uma parametriza(;éo de C.
p , dc b dxq dxn dr, . dt
= — | dt = )2 ...
dg(c) {;'dt' fa\/(cﬁt)+ ) _f|dt dz, =
b ATy, b al
Bl A e
e g oy =)

2° caso: Seja ¢ um semicirculo de centro no hiperplano x,, = 0, contido
no plano zix,.

A equacao de um tal circulo é dada por
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22+ (z) —c)? =1?

Ty ="+ =2Tp1=0
ondec € R r € R.
Fazendo x; =t temos x,(t) = /72 — (t — ¢)?
dz, 1 t— t—
T —2(t—c) = — t-9 _ (=9
dt 2\/r2 — (t —c)? r2 —(t —c)? Tn
e, 1  (t—c)dz, 1 (t—c)?
a2z, x2  dt x, x3

Um calculo simples mostra que os simbolos de Christofell da variedade

H"™ sao

I¥ = 0,45,k distintos T'j; = f;, T, = f; ng = —f;, T4 = —f;, onde
0
fi= 53{1' e f(xy, - ,x,) = €na:n

Queremos mostrar que

_ Z . dx; dx] %

dt2 9t dt dt
onde,
Oé:Oé(t,fL’l,"' 7In)
dx; d o __
Sei#1, n, d_ff:()’ %:OGSGZ, 7, kdlstlntosF%:O

Logo, basta provarmos que

Pz, dxy dxy dzy dx dxy dx dz dz
= R n 7L o T2 T n (24nN2 Uln
dt? {Hdt at U ar T g ae ”"<dt)} Tt
ox
FZl = —fl =0
=—fi aa;nﬂnxn =
L
T
pdridr; 1 1 t—c,
>ij e x_n( . )
Ldrpdr; 1 (t—c)? 2t —c)?

Z” Yodt dt T x3 3
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d*z, 2(t-c)dw, d*x, dz,,

Tae T2 a4t ar Yar
2t —
onde o = (t 5 )
:BTL
d’z dx; dx; dx
L DN m -
080 T2 2o Ui T
d d
Sabemos que se k # 1,n % = 0 % = 1 e portanto,
dPxy  dPry 0
2 dt2
Logo,
dx; dx; dx; dx; dx; dxq dry dx
e — i A e o e et ¥ ) el
dzl‘j Yo dt ddtd 22T ; dgl dt 2T dt dt il dt dt
pe (@8 pe dB1dEn |y doide, o den g
n(g dt )+ Iy dtodt " dt dt i dt )
Se K#1,n
dx; dx ; dx 0
k 1 J . n o . _ _
> T dt%ifk fk( ) = 0 pois fkfa—xkfnmnfo
Az, . dz; du; dy

e - 2l e T

Sek=1
dx; dx; dx,, dx dx
1 T 1t 1 1 n 1 n\9Q
LUy g — Dot Ty + =g + T (550
dwn
0 0 1
=—/x,=0 f,=—/"Inx,=—
h 0xy e / ox,, ne T
dridr; 2(t—c)
1 ar1 ALy
logo, >, I'j; T . e portanto
y deyday | da 20t —c)  2(t—c) d*z;
Sl T R at?
istoé,Vk=1---n
d?zy, kA d; dxy,

ar g at Y a

]
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Pelo lema, segue que v(t) = (¢,0,---,0,+/7% — (t — ¢)?) é uma geodésica
de H"

Observemos que para cada ponto p € H", v € R" existe em plano
perpendicular ao hiperplano x, = 0 tal que p € P e v é paralelo ao plano
P. Além disso, em P é sempre possivel tragar uma reta perpendicular a este
hiperplano passando por p com direcao v ou um semicirculo perpendicular a
este hiperplano, com centro nele, passando por p cuja tangente em p é dado
pelo vetor v.

Pela unicidade das geodésicas passando por um ponto dado e com
velocidade neste ponto, concluimos que as geodésicas de H" sao exatamente

dadas pelo teorema que acabamos de ver.
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