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Medida de Incertezas: Fundamentos

2.1

Introducéo

O resultado de um processo de medi¢cdo fornece uma determinada informacdo que
usualmente ¢ chamada de conhecimento. A fim de quantificar quao completo é este
conhecimento, devem ser realizadas avaliagdes criticas acerca da confiabilidade da qualidade
desta informagao, baseadas em normas e critérios de andlise e propaga¢do de erros e incertezas
do processo de medigdo.

O comportamento ou desempenho do processo de medicdo somente pode ser avaliado a
partir da informacgd@o disponivel, que por sua vez ¢ associada a influéncias de incertezas.
Assim, esta analise requer a no¢ao de fundamentos tedricos para o tratamento de varios tipos
de incertezas.

A necessidade de manipular incertezas na resolugdo de problemas tem sido objeto de
varios estudos [AYYUB, 2006], [FERRERO, 2007], [SALICONE, 2007] e [PERTILE, 2008].
Nestes, indica-se que ferramentas tradicionais, tais como a teoria de probabilidade, sdo
insuficientes para manipular todas as formas de incertezas. Neste cenario, novas ferramentas
tém sido propostas para a analise de incertezas, tais como fungdes de credibilidade, fun¢des de
possibilidades e teoria intervalar, que sdo capazes de lidar também com conhecimento
incompleto.

Nesta se¢do sdo apresentados sucintamente fundamentos teodricos sobre medidas de
incertezas, tais como teoria de erros, teoria de incertezas, teoria da evidéncia e teoria de
possibilidades. O objetivo final ¢ identificar ou selecionar uma teoria apropriada para a analise

das incertezas e tratamento do conhecimento incompleto da informagao.

2.2

Teoria de Erros

A teoria de erros foi proposta por K.F. Gauss, no inicio do século XIX, e foi a primeira
tentativa de quantificar qudo completa ¢ a informagdo fornecida pelo resultado de uma
medicdo. Na teoria de erros, considera-se que qualquer grandeza fisica tem um valor

verdadeiro, e a variabilidade experimental do resultado da medicdo ¢ explicado devido a
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existéncia de erros. Assim, define-se o erro relativo de uma grandeza de medida X como

[SALICONE, 2007]:

g=tn"% 2.1)

em que Xy € o valor da grandeza medida X e X; € o valor verdadeiro.

Nesta teoria, os erros sdo divididos em duas categorias: erros aleatorios (random) e erros
sistematicos. Erros aleatdrios ocorrem com diferentes valores e sinais para cada medigdo (da
mesma grandeza e com as mesmas condi¢des operacionais) € surgem em fungdo das variagdes
estocasticas do processo de medigdo. Os erros aleatérios de medicdo ndao podem ser
compensados pela aplicagdo de uma corre¢do, mas seus efeitos podem ser reduzidos
aumentando o nimero de observacdes. Deste modo, dado um conjunto de n medi¢des de uma
grandeza X = {Xi, Xy, ..., Xn} (realizadas nas mesmas condi¢des), elas podem ser consideradas n
variaveis estatisticas de uma mesma populacdo, em que o valor médio e o desvio padrio

podem ser estimados com respeito ao valor verdadeiro X;, definidos por:

X = lzn: X 2.2)
n g

2 1 3 2
o’ =——2 (6 =%) 23)
L=l

em que X € o valor médio e ¢ ¢ o desvio padréo.

O valor médio dos valores medidos pode ser considerado como a melhor estimagdo da
grandeza X. De fato, com um numero suficiente de medi¢des, N—oo, 0 valor médio X estara
muito proximo do valor verdadeiro X; e o valor médio do erro sera aproximadamente zero.

Erros sistematicos sempre ocorrem com o mesmo valor e sinal quando a medicdo de
uma grandeza ¢ repetida, seguindo o mesmo procedimento, com os mesmos instrumentos de
medi¢do, e sob as mesmas condigdes. Do ponto de vista tedrico, ao contrario dos erros
aleatorios, os erros sistematicos podem ser compensados e seus efeitos podem ser eliminados,
desde que sejam totalmente conhecidos. Entretanto, na pratica, seus efeitos podem ser

geralmente reduzidos, mas ndo eliminados completamente [SALICONE, 2007].

2.3

Teoria de Incertezas

Ao final do século XX, a teoria de erros foi substituida pela teoria de incertezas, em
virtude do antigo conceito de erros ser um conceito ideal e impossivel de ser avaliado, uma vez

que o valor verdadeiro ndo é conhecido. Deste modo, a mudanga de conceitos de erros para
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incertezas, foi descrita com a publicacdo do “Guia de expressdo e incertezas de medidas”
(GUM — Guide to the Expression of Uncertainty in Measurement) [GUM, 1993]. Neste guia, o
conceito de incerteza ¢ definido como um parametro, associado ao resultado da medicdo, que
caracteriza a dispersdo dos valores medidos e que reflete a falta de conhecimento do valor
verdadeiro da medigao.

De acordo com o GUM, devem-se considerar, para a avaliacdo da incerteza somente os
efeitos aleatorios, isto é, considera-se que todos os efeitos sistematicos tenham sido
identificados e compensados significativamente. Deste modo, a incerteza pode ser avaliada de
maneira estatistica, determinando-se o valor do desvio padrdo de uma funcdo de densidade de
probabilidade [GUM, 1993] e [SALICONE, 2007].

Uma maneira de se determinar a fung¢do de densidade de probabilidade é via um
procedimento experimental; entretanto, este procedimento requer tempo ¢ nem sempre pode
ser realizado, principalmente por razoes praticas e econdmicas. Por outro lado, os pardmetros
da fun¢do de densidade de probabilidade podem ser determinados a partir do conhecimento a
priori: certificados de calibragdo, experiéncia do operador, banco de dados de medigdes
passadas, etc. As duas formas de determinagdo da fun¢do de densidade de probabilidade sdo
igualmente confidveis e sdo ambas consideradas pelo guia GUM. Neste, elas sdo categorizadas
segundo o tipo de avaliacdo das incertezas em tipo A e tipo B, respectivamente.

Para processos em que a grandeza de interesse ¢ obtida de forma indireta, isto €, a partir
das medigoes de outras grandezas obtidas diretamente, a incerteza associada com o resultado
da medicdo final é dada pela combinagdo dos valores das incertezas individuais.

Para exemplificar este procedimento, considera-se a medigdo indireta da grandeza y, a
partir de n medigdes diretas X;, X, ..., X,, em que a relagdo matematica entre elas é definida por
x=1(X1, Xp, ..., Xn). Se as medi¢des sdo correlacionadas, a incerteza combinada, u(y), do

resultado da medi¢ao de y é dada por [GUM, 1993]:

8f6f

ucy) = Zn:(—XJ u (x)+2zz u(x,,x) (2.4)

i=I i i=1 j= |+l

em que: u(x,, X; ) u(x; i I) ¢ a estimag¢do da covariancia associada com X; € X;. O grau de

correlagdo entre X; e X; esta caraterizado pelo coeficiente de correlagdo, dado por:
U(Xi ’ Xj )

r(x,x;) Zm (2.5)

em que: F(X;,X;)=Tr(X;,%),e —1<r(x,X;)<I.
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Se as estimagdes X; e X; sdo independentes r(Xi,Xj)=0, isto é, se as medicdes

X1, X2, ..., Xn 80 ndo correlacionadas, a incerteza combinada, u(y), do resultado da medicdo de y

¢ dada por:

u(y) = Z[S—U u*(x) (2.6)

i=1

em que: = ¢ o coeficiente de sensibilidade e u(X;) ¢ a incerteza associado a quantidade X;.
X.

1
No caso da estimagdo total da incerteza, torna-se necessario tratar cada fonte de

incertezas separadamente, a fim de se obter a parcela de contribui¢do de cada uma delas. Cada
uma das contribuigdes a incerteza total € denominada componente de incerteza (af /0%, )2 , que

deve ser multiplicada pelo valor da propria incerteza elevada ao quadrado. Assim, com base
nesta analise, pode-se determinar como cada componente de incerteza contribui para o
resultado da incerteza total. A componente de maior incerteza ¢ aquela cuja contribuigdo ¢ a
maior no calculo de u(y) [HALL, 2005].

O guia GUM também estabelece que se deve fornecer um intervalo de confianga dentro
do qual podem ser atribuidos os valores para a quantidade medida, com um nivel de confianca
requerido [GUM, 1993]. O intervalo de confianga de um resultado de medida y é geralmente
dado como um intervalo centrado em y e definido por (ytU), como ilustrado na Figura 2.1, ¢
pode ser determinado se a distribuicdo de probabilidades for conhecida, e uma vez que o nivel

de confianga requerido tenha sido definido [SALICONE, 2007].

|
|

y-U y y+U

o

Figura 2.1. Intervalo de confianga.

O semi-comprimento U do intervalo de confianca, que ¢ chamado de incerteza

expandida [GUM, 1993], é geralmente dada como um multiplo da incerteza padrao:

U =k,u(y) 2.7

em que K, ¢ o fator de cobertura e u(y) ¢ a incerteza padrao (desvio padrio).

Isto significa que o intervalo de confianca ¢ determinado a partir da defini¢do do valor
de k,. De fato, o fator de multiplicagdo k, depende estritamente da distribui¢do de
probabilidade e do nivel de confianca requerido. Por exemplo, para uma distribuicdo de

probabilidade Gaussiana, para cada valor do fator de cobertura define-se um intervalo de
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confianga, que corresponde a um nivel de confianga determinado, como ilustrado na Figura 2.2

[SALICONE, 2007].

Intervalo de Nivel de
Confianga Confianca
+lo 68%
+2o 95%
+3o 99,7%
+4o 99,99%
+5a 99,9999%,
+6a 99,9999998%

Figura 2.2. Intervalos de confianca associados a niveis de confianca requeridos.

2.4

Teoria da Evidéncia

A estratégia baseada no conceito de incertezas foi a primeira tentativa para quantificar a
falta de informagao originada por efeitos aleatorios sem a necessidade de fazer referéncia ao
valor verdadeiro da medicao. Entretanto, nessa estratégia considera-se que as contribuicdes de
incertezas sejam somente do tipo aleatoria, isto ¢, quando presentes as contribui¢des
sistematicas, estas devem ser totalmente compensadas e eliminadas, pois as incertezas das
contribuicdes sistematicas nao se propagam de forma probabilistica [SALICONE, 2007].

Em muitas aplicagdes praticas de instrumentagdo e medigcdo, as contribui¢des
sistematicas sdo identificadas, mas o seu valor exato ndo ¢ conhecido. A fim de representar a
influéncia das contribui¢des sistematicas, utilizam-se intervalos de confianga, em que o valor
desta contribui¢do esta incluido, embora o valor em si seja desconhecido.

Quando ndo ¢ possivel definir se as contribuigdes de incertezas sdo do tipo aleatorias ou
sistematicas, devido a falta do conhecimento da informagdo, tem-se a Ignorancia Parcial.
Neste caso, as contribui¢des de incertezas aleatorias e sistematicas sdo representadas por meio
de intervalos de confianca, como ilustrado na Figura 2.3, em que o intervalo interno representa
as incertezas sistematicas e os intervalos laterais externos representam as incertezas aleatorias

[SALICONE, 2007].
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Incertezas
Y I I Sistematicas E I
a b c d

Incertezas Aleatorias

Figura 2.3. Caso de Ignorancia Parcial: Representacdo das incertezas aleatdrias e sistematicas
num intervalo de confianca.

As consideragdes acima justificam a necessidade de uma nova teoria que permita
representar de uma maneira mais geral os casos de ignorancia parcial, total e seus casos
particulares: Teoria da Evidéncia, introduzida por Shafer em 1970 como uma re-interpretagao
da Inferéncia Estatistica de Dempster [SALICONE, 2007]. Nesta teoria, a informagao
fornecida por uma fonte de conhecimento a respeito do valor real de uma variavel X, definida
em um universo de discurso X, ¢ codificada sob a forma de um corpo de evidéncia sob X.
Deste modo, a teoria da evidéncia se inicia com a idéia familiar de se utilizar um nimero real
entre zero ¢ um para indicar o grau de credibilidade para uma proposi¢do sob a evidéncia
disponivel.

Por varios séculos, a idéia de quantificar o grau de credibilidade por nimeros tem sido
realizada por meio do conceito de probabilidade. Entretanto, a teoria da evidéncia define que
os graus numéricos de credibilidade e de probabilidade t€ém seus proprios papéis e obedecem a
regras diferentes que podem ser derivadas como casos particulares de uma estrutura tedrica
mais geral [AYYUB, 2006], [DO COUTTO, 2007] e [SALICONE, 2007].

Na teoria da evidéncia, define-se a fungdo de credibilidade Bel : P(X)—[0,1], que
representa o grau com que um conjunto de medidas sustenta ou evidencia uma dada hipotese.
A funcao de credibilidade satisfaz as seguintes condi¢des:

Bel(¢p)=0 (2.8)
Bel(X)=1 (2.9)
Se A; e A, < X entao Bel(A;UA,) > Bel(A)) + Bel(Ay) — Bel(AinAy)  (2.10)
e, se AiNA, = ¢, Bel(A;UA,) > Bel(A)) + Bel(A).
Além disso,se A=A e A =A (istoé, AnA=dp e AUA=X):
Bel(A)+ Bel(A)<1 (2.11)
A equacdo (2.11) define a regra da aditividade para a teoria da evidéncia e pode ser
exemplificada da seguinte maneira: para uma determinada proposi¢cdo definida por A, com
suficiente evidéncia da credibilidade desta proposi¢do, pode-se considerar Bel(A)=0,7 e

Bel( A ) =0,2. Por outro lado, com pouca evidéncia sob a afirmagio da proposi¢do, pode-se ter

Bel(A)=0,2 e Bel(A)=0,1. Quando nio existe nenhuma evidéncia da credibilidade da
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afirmagio ou negagdo da proposigdo, tem-se Bel(A) =0 e Bel( A)=0. Portanto, a teoria da
evidéncia permite representar a falta do conhecimento sob uma determinada informacao, sendo
esta situacao chamada de ignorancia total.

Define-se, também, uma subclasse de fungdes de credibilidade que obedecem a regra da
aditividade. Esta particular fungdo de credibilidade é chamada de Fungdo de Credibilidade

Bayesiana, derivado da Teoria Bayesiana, que segue as trés regras basicas da teoria de

probabilidades:
Bel(¢p)=0 (2.12)
Bel(X)=1 (2.13)
Se A; N A, = ¢, entdo Bel(A;UA,) = Bel(A)) + Bel(A,) (2.14)

A equagdo (2.14) define a regra da aditividade para a Teoria Bayesiana (ou Teoria de
Probabilidade), cuja caracteristica fundamental indica que, para um valor de credibilidade da
proposicdo Ay, a credibilidade da proposi¢ao A, concorda com a negagdo da proposigdo Ay, isto
¢, se mantemos a crenga numa proposi¢do, temos que estar de acordo com a crenga da
negacdo. Portanto, esta caracteristica faz com que as fungdes de credibilidade Bayesianas ndo
sejam Uteis para a representacdo da ignorancia total, ja que ndo € possivel representar a falta do
conhecimento da informagao ou a falta de credibilidade.

A teoria de evidéncia, de um modo geral, é capaz de representar a ignorancia parcial ou
total, que ¢ uma situagdo freqiiente na area de instrumentacdo e medicdo. Por exemplo, para
uma determinada medicdo, se a informac¢ao de distribui¢do de probabilidade ¢ disponivel, os
resultados da medicao estdo contidos dentro de intervalos de confianga definidos para niveis de
confianca determinados. Entretanto, se nenhuma informagdo sobre a distribuicdo de

probabilidades ¢ disponivel, estd-se em uma situacdo de ignorancia parcial.

25
Teoria de Possibilidades

Na teoria de possibilidades define-se uma funcdo de possibilidade em que, de acordo
com uma determinada evidéncia, um conjunto de proposi¢des pertence ou ndo a um conjunto
particular E (tal que EcX) [AYYUB, 2006]. Assim, a funcdo de possibilidade baseada na

evidéncia acerca de E ¢ dada por:

1 se xeE
_ (2.15)
0 se xeE

Pos; (X) :{

para todo xeX.
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Especificamente na area de instrumentagdo, utiliza-se esta teoria para representar e
avaliar incertezas compativeis com o guia de expressdo de incertezas (GUM) para construir um
subconjunto, interpretado como uma distribui¢do de possibilidade, que representa a incerteza
em medigoes.

A distribuigdo de possibilidade pode ser vista como uma fungéo de pertinéncia fuzzy de
funcdes de possibilidade da variavel X, empilhadas de acordo com o valor do nivel de
confianga, denominados a-cuts (0 <o < 1). Para o propoésito de decomposi¢do em a-cuts, o
eixo u de uma fun¢do de pertinéncia ¢ subdividido em m segmentos, igualmente espagados por

Ap=1/m, e (m+1) niveis de pertinéncia u;=J*Ap (j=0, ..., m). Na Figura 2.4 apresenta-se

um exemplo de um numero fuzzy triangular decomposto em m = 5 niveis [HANSS, 1999].

nix) A
Hs

Hq

H3

1 /N

My

Ho

[
b X

Figura 2.4. Decomposi¢do de um nimero fuzzy em m = 5 niveis de pertinéncia.

A partir desta decomposi¢do, a operagdo a-cut pode ser aplicada a niimeros fuzzy, em
que o a-cut para um conjunto fuzzy X é o conjunto X* definido por:

X ={xeR|u, (X)=al, a0 (2.16)

A notagdo o-cut comumente utilizada para a forma de niimeros fuzzy L-R ¢ dada por:

X =[X{", Xg] 2.17)

em que X\ e X{ sdo os limites inferior e superior de cada intervalo X* que
correspondem a intervalos especificos de possibilidade.

As operagdes com numeros fuzzy seguem as mesmas propriedades das operagdes
intervalares [MOORE, 1995]. A diferenca é que, com os numeros fuzzy, as opera¢des sdo

realizadas para cada nivel de pertinéncia (a-cut).
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2.6

Varidveis Fuzzy em Instrumentacdo e Medic¢ao

Na Teoria da Evidéncia as variaveis aleatorias sdo consideradas varidveis naturais da
teoria de probabilidade, descritas por fun¢des de densidade de probabilidade p(x), que podem
ser utilmente transformadas para distribuigdes de possibilidade. As variaveis fuzzy podem ser
consideradas como variaveis naturais da teoria de possibilidades descritas por suas fungdes de
distribui¢do possibilistica r(X). Deste modo, de uma forma geral, a analise de incertezas de
contribui¢des aleatorias e sistematicas ndo compensadas ou de ignorancia total estdo baseadas
na teoria de possibilidade e na matematica intervalar [SALICONE, 2007] [PERTILE, 2008].

Na Figura 2.5 mostra-se uma variavel random-fuzzy em que, para cada valor de o, tem-
se um intervalo de confianc¢a [a,, d,] associado a um nivel de confianga 1-a.. Este intervalo de
confianga permite descrever as contribuigdes de incertezas aleatorias e sistematicas, em que os
efeitos sistematicos ou a ignorancia parcial sdo representados através do intervalo interno
[by, C.], enquanto que contribuigdes aleatorias sdo representadas através dos intervalos
externos laterais [a,, by] € [Cq, do]. Por esta razdo, variaveis random-fuzzy (RFV) podem
representar apropriadamente os efeitos aleatérios e sistematicos das incertezas

[SALICONE, 2007] e [PERTILE, 2008].
u,

a b c d

Figura 2.5. Variavel random-fuzzy (RFV).

2.6.1
Procedimento para construir uma RFV

A fim de construir uma RFV, as contribui¢des das incertezas aleatorias de uma variavel
(representadas por uma distribuicdo de probabilidades) s3o transformadas para uma
distribui¢ao de possibilidades. Da mesma forma, as contribui¢cdes das incertezas sistematicas
ou de ignorancia parcial sdo representadas por distribuicdes de possibilidades. Estas duas
representagdes sdo reunidas para construir uma RFV final. Para tal, o seguinte procedimento

pode ser adotado [SALICONE, 2007] e [PERTILE, 2008].
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a) Inicialmente, identificam-se as contribui¢des sistematicas ndo compensadas ou de
ignorancia parcial que podem ser atribuidas a um valor exato ou a um intervalo de
confian¢a definido. Se a informacdo disponivel permite identificar um intervalo de
confianga [by, C,], entdo pode-se definir uma fungdo de pertinéncia com intervalos
constantes como ilustrado na Figura 2.6(a). Caso a informacdo disponivel permita
identificar intervalos de confianga variaveis, entdo a contribui¢do do efeito sistematico

¢ representada como ilustrado na Figura 2.6(b).

b c b P

a) b)

Figura 2.6. Variavel fuzzy: a) intervalos de confianga iguais; b) intervalos de confianga

variaveis.

b) Contribuigdes aleatdrias para a incerteza da variavel sdo representadas por uma fungao
de densidade de probabilidade (PDF), que pode ser determinada experimentalmente
(Tipo A) ou a partir de informagdes a priori de especificagdes, experiéncia do
especialista ou de banco de dados (Tipo B).

¢) Em seguida, a PDF da contribuigdo aleatéria é transformada em uma fungido de
distribui¢dao de possibilidade, como ilustrado nas Figuras 2.7(a) e 2.7(b). O resultado
desta transformacdo determina um conjunto de intervalos [L,, R,], associado com
nivel de confianga 1-a.

d) Finalmente, para construir uma RFV completa da forma [[a,, Dy], [Co, Js]], combinam-
se os intervalos [b,, C,] encontrados no passo (a) com os intervalos [L,, Ry]
encontrados no passo (c), para cada nivel de confianga 1-a, como ilustrado na

Figura 2.7(d). Para este propdsito, os valores de a, e d, sdo determinados por:

a, =b,—(P-L,) (2.18)
d,=c,—(L,—P) (2.19)

Seguindo o procedimento descrito anteriormente, € possivel representar a informagéo
disponivel através de uma RFV, considerando que as incertezas aleatorias, representadas por

uma PDF, sdo transformadas para uma distribuigdo de possibilidade.
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Figura 2.7. Construcao de uma RFV: a) PDF de uma contribuicao aleatodria; b) Fungao de
distribuicao de possibilidades de contribui¢des aleatorias; ¢) Intervalos de confianga
associados com efeitos sistematicos ou caso de ignorancia parcial; d) RFV completa.

2.6.2

Transformacédo de Probabilidade para Possibilidade

De forma a construir a RFV considerando-se as contribui¢des das incertezas aleatorias e
sistematicas ou de ignorancia parcial, no passo (c) da secdo 2.6.1 requer-se realizar a
transformacdo de uma funcdo de densidade de probabilidade (PDF) para uma fungdo de
distribuicdo. Do ponto de vista da metrologia, a fungdo de distribui¢@o de probabilidades e a
funcdo de distribuigdo de possibilidades contém as mesmas informagdes. A transformagio é
baseada no conceito de intervalos de confianga e consiste nos seguintes passos
[SALICONE, 2007] e [PERTILE, 2008]:

a) Considera-se uma fungdo de distribuicdo de probabilidade, com suporte [L, R] e com
valor maximo da fung¢ao, dado por X = P, como ilustrado na Figura 2.8(a).

b) A integral da fungdo densidade de probabilidade segue a seguinte condigao:

jLR PDF, (x)dx =1 (2.20)
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¢) Definem-se M pontos igualmente espacados L;,..,Ly em [L,P] com
L<L;<L,<..<Ly<P e M pontos igualmente espacados Ry, ...,R; em [P,R] com
P<Ru<Rp.i<...<R;<R, como ilustrado na Figura 2.8(a).

d) Para cada valor de k=I,...,.M, calcula-se o nivel de confian¢a 1-o associado ao

intervalo de confianga [Ly, Ry] dado por:

I: PDF, (X)dx =1-0, 2.21)

Desta maneira, sao obtidos M+2 intervalos [L, R], [Li, Ri], [L2, Rz2], ..., [Lm, Rm], [P, P]
associados a M+2 niveis de confianga 1, 1-a, 1-dy, ..., 1-am, 0 com o <on<...<dy,
como ilustrado na Figura 2.8(b).

e) A partir de um processo de interpolagdo, € possivel encontrar intervalos [Lg, Ry]

associados aos valores desejados de a.

PDF

L L L P R R R a)

Figura 2.8. Transformagdo: a) Funcdo de densidade de probabilidade; b) Fungdo de
distribui¢do de Possibilidades.

2.7

Conclusao

As principais conclusdes deste capitulo sdo:
e A teoria da evidéncia permite representar de um modo geral os diferentes tipos de
contribui¢des de incertezas: aleatérias e sistematicas ou de ignorancia total.
e A teoria de conjuntos fuzzy pode ser utilizada para operar com medidas de incertezas
de uma maneira compativel com o guia de expressdo e incertezas (GUM). A
abordagem fuzzy consiste em representar as medi¢des e suas incertezas por variaveis

random-fuzzy (RFV).
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