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Resumo

Santacatterina, Martin P.; Corcao Saldanha, Nicolau. Classificacao de
Algebras de Lie semi-simples reais via Diagramas de Satake.
Rio de Janeiro, 2017. 210p. Dissertagdo de Mestrado — Departamento
de Matematica, Pontificia Universidade Catolica do Rio de Janeiro.

Iniciamos o trabalho com uma revisao da classificagdo de dlgebras de
Lie semi-simples sobre corposo algebraicamente fechados de caracteristica zero
a traves dos Diagramas de Dyinkin. Posteriormente estudamos o-sistemas
normais e classificamos eles a traves de diagramas de Satake. Finalmente
estudamos a estrutura das formas reais de algebras de Lie semi-simples
complexas, explicitando a conexao com os diagramas de Satake e fornecenendo

assim uma classificacao das mesmas.

Palavras—chave

Algebra de Lie; Subalgebra de Cartan; Sistema de Raizes; Diagrama
de Dynkin; Diagrama de Satake; Grupo de Weyl; Forma Real Compacta;

Decomposicao de Cartan; Abeliano Maximal.
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Abstract

Santacatterina, Martin P.; Cor¢do Saldanha, Nicolau (Advisor). Clas-
sification of real semi-simple Lie Algebras by means of Satake
Diagrams. Rio de Janeiro, 2017. 210p. Dissertacao de Mestrado — De-
partamento de Matematica, Pontificia Universidade Catdlica do Rio de
Janeiro.

We begin the work with a review of the classification of semisimple Lie
algebras over an algebraically field of characteristic zero through the Dyinkin
Diagrams. Subsequently we study o- normal systems and classify them through
Satake diagrams. Finally we study the structure of the real forms of complex
semi-simple Lie algebras, explaining the connection with the Satake diagrams

and thus providing a classification of them.

Keywords
Lie Algebra; Cartan Subalgebra; Root System ; Dynkin Diagram; Satake

Diagram; Weyl Group; Compact Real Form; Cartan Decomposition; Maximal

Abelian Subalgebra.
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Symmetry, as wide or narrow as you
may define its meaning, is one idea by
which man through the ages has tried to
comprehend and create order, beauty, and
perfection.

Hermann Weyl
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1
Introducao

O grande algebrista Nathan Jacobson recomendava o estudo das algebras
de Lie imediatamente depois dos cursos de algebra linear e estruturas algébri-
cas. Por um lado pela beleza de seus resultados e sua estrutura, e por outro
pela enorme quantidade de contactos com outros ramos da matematica(teoria
de grupos, geometria diferencial, equagoes diferenciais). De fato os resultados
pioneiros da teoria estabelecem a relacao entre grupos de Lie e algebras de Lie
através da aplicacao exponencial, a relacao entre elementos de natureza geomé-
trica e elementos de natureza algébrica. Esta dissertacao considera apenas as
algebras de Lie, pois tem como objetivo obter uma classificacao das algebras de
Lie semi-simples reais. Eventualmente mencionaremos algumas ligagoes com a
teoria de grupos de Lie, para o leitor interessado. Antes de estudar as algebras
de Lie reais revisitamos a classificacao das dlgebras de Lie semi-simples sobre
corpos algebricamente fechados, com particular interesse nas algebras de Lie
semi-simples complexas.

No segundo capitulo enunciamos uma serie de defini¢cdes e resultados
basicos da teoria, tais como, entre outros: ideais, subalgebras, representacoes,
algebras soluveis e nilpotentes, algebras simples e semi-simples, o conceito
de derivacao,os teoremas de Engel e Lie, os famosos critérios de Cartan e
a defini¢do de elemento semi-simples. Uma referencia amena é [1].

O terceiro capitulo consiste numa demonstragdo do teorema de Weyl a
partir do primeiro lema de Whitehead sobre cohomologias de algebras de Lie.
Este teorema faz parte do folclore da teoria e vai ser uma peca decisiva no
estudo da estrutura das dlgebras de Lie semi-simples. A referencia para este
capitulo ¢é [2].

No quarto capitulo introduzimos o conceito de subalgebra de Cartan,
estudamos sua relagdo com os chamados elementos regulares e mostramos que
as subalgebras de Cartan sdo conjugadas.

No capitulo quinto estudamos as representagoes irredutiveis de si(2, K) e

mostramos que toda a estrutura das algebras de Lie semi-simples e dada pelos
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colchetes de Lie entre os espagos associados a os pesos(raizes) da representagao
adjunta. As raizes sao completamente determinadas pelos valores que assume
a chamada forma de Killing nelas. Mostramos que a forma de Killing restrita a
uma subalgebra de Cartan é um produto interno. Assim toda a estrutura das
algebras de Lie semi-simples e dada pelas relagoes mutuas entre um numero
finito de elementos de um espaco vetorial com produto interno. Definimos
formalmente o conceito de sistema simples de raizes associado a uma matriz de
Cartan, e o conceito de matriz de Cartan, uma matriz que tem como entradas os
chamados nimeros de Killing, e que condensa toda a informacao da estrutura
das dlgebras estudadas. Este material pode ser achado em [3], [4] ou [5] entre
outras referencias.

O capitulo sexto esta dedicado a os estudo dos diagramas de Dyinkin,
grafos que contem a mesmas informacoes que a matriz de Cartan. Realizamos a
classificacao dos diagramas de Dynkin e provamos rigorosamente a consistencia
desta classificacao, e dizer, garantimos que um diagrama e determinado a partir
de uma algebra semi-simples independentemente da escolha da subalgebra de
Cartan e do sistema simples de raizes. também mostramos rigorosamente que
se duas algebras tem o mesmo diagrama entdo sao isomorfas. Finalmente
indicamos a construcdo da cada algebra de Lie simples associada a um
diagrama de Dynkin conexo.

No capitulo sete estudamos os grupos de Weyl, que proporcionam uma vi-
sao panoramica dos sistemas de raizes. Introduzimos os importantes conceitos
de camaras de Weyl e involucao principal, que serdo de utilidade posterior-
mente. Mostramos a transitividade do grupo de Weyl nos sistemas de raizes,
0 que garante que os sistemas definidos por sistemas simples diferentes tem
diagramas de Dyinkin iguais.

O capitulo oito estudamos os chamados o-sistemas normales e, logo de
uma serie de lemas preliminares muito tecnicos, obtemos uma classificacao dos
mesmos utilizando os grafos conhecidos como diagramas de Satake. Um otima
referencia para o tratamento de o-sistemas é [6].

No capitulo nove estudamos as dlgebras de Lie semi-simples sobre o corpo
dos reais. A ideia inicial consiste em considerar uma algebra complexa g¢ e,
a partir dela as chamadas formas reais, isto é, algebras de Lie reais cujas
complexificadas sao gc. Definimos o conceito central de forma real compacta e
mostramos sua unicidade a menos de um automorfismo de g. Mostramos que a
descricao de uma forma real nao compacta e feita a partir da decomposicao que
se obtém ao intercetar ela com a forma real compacta(a chamada decomposigao
de Cartan). Introduzimos a nocao de involugdo de Cartan. Estas ideias e

resultados podem ser encontrado em [6] e também em [7], onde o autor
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estabelece uma relacao entre as algebras de Lie semi-simples reais e espagos
riemannianos simétricos.

No ultimo capitulo finalmente classificamos as algebras de Lie semi-
simples reais. Cada forma real tem associada um automorfismo involutivo da
forma real compacta(a involugdo de Cartan). Os possiveis automorfismos sao
determinados por restrigoes a subalgebras de Cartan da forma compacta. Mos-
tramos que essas restricoes dao origem a o-sistemas normales, ja estudados no
capitulo oito e classificados mediante os diagramas de Satake. Finalmente enun-
ciamos um critério para determinar quais diagramas de Satake correspondem
a formas reais e quais nao. Neste capitulo seguimos bem de perto a exposicao

feita em [6].
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2

Preliminares

2.1
Conceitos basicos e Definicoes

Definicao 2.1. Uma algebra de Lie consiste de um espaco vetorial g munido

de uma produto(colchete)
[, ]:exg—0

com as seguintes propriedades:

1. bilinearidade;

2. anti-simétrico, isto é, [X,X] = 0 para todo X € g (o que implica
[X,Y] = —[Y, X] para todo X,Y € g e ¢é equivalente se o corpo de

escalares nao é de caracteristica dois);

3. satisfaz a chamada identidade de Jacobi, isto é, para todo X,Y,Z € g

vale

XY, 2]+ 2, [ X, Y]]+ [V, [Z,X]] =0

Esta igualdade pode ser reescrita alternativamente de uma das duas

formas

[X’ [K ZH = [[X7 Y]7Z] + [Y7 [Xv Z“v

[[Xv Y]7Z] = HXa Z],Y} + [X’ D/v Z]]

Definicao 2.2. Seja g uma algebra de Lie. Uma subdlgebra de Lie é um
subespago vetorial h de g que é fechado pelo colchete de Lie, e dizer, [X,Y] € b
se X,Y €bh.

Defini¢ao 2.3. Uma transformacao linear ¢ : g — h(com g e h algebras de
Lie) e um homomorfismo se ¥[X, Y] = [¢ X, ¢Y]. Se diz que e um isomorfismo

se for um homomorfismo inversivel e se diz que e um automorfismo se e um
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isomorfismo e g = h. Se diz que as algebras g e g sdo isomorfas se existe um

isomorfismo ¥ : g — b.

Defini¢do 2.4. Seja g uma &dlgebra de Lie e seja {X,..., X, } uma base de
g. Tomando dois elementos desta base, o colchete entre eles pode ser escrito

como combinacao linear

“ J ZCUX]C

Os coeficientes cfj sao denominados de constantes de estrutura da algebra em

relacao a base dada.

O seguinte teorema vai ser utilizado mais de uma vez no presente trabalho

para determinar a existéncia de isomorfimo entre duas algebras de Lie.

Teorema 2.1. Duas dlgebras com as mesmas constantes de estrutura sao

isomorfas.
Demonstragio. Seja g dlgebra de Lie com base {Xi,...,X,} e seja h outra
algebra de Lie com base {Y7,...,Y,} e com as mesmas constantes de estrutura.

Seja entao a transformagcao linear ¥ : g — b tal que ¥(X;) = Y;. Entdo temos

UGS EDIELAUCH Zab] i, Y] = [0(X), »(Y)],
7]
onde a’ e v/, i,5 = 1,...,n sdo as coordenadas de X e Y respetivamente em
relacdo a base de g. Isto mostra que se ¥ é um isomorfismo. O

Definigcao 2.5. Um subespago h € g é um ideal se para todo Y € g e para
todo X € b vale que [X,Y] € b.

Definigao 2.6. Seja V um espago vetorial e gl(V) a algebra de Lie das
transformagoes lineares em V. Seja também g uma algebra de Lie (sobre
o mesmo corpo de escalares que V). Uma representa¢io de g em V e um

homomorfismo
p:g—gl(V).

Uma representacao ¢ dita fiel se Ker(p) = 0.

Definicao 2.7. Seja g uma algebra de Lie sobre um corpo F'. Um mddulo de
g, ou, alternativamente, um g-moédulo, e um espagos vetorial finito V' junto
com uma aplicagao
g: V. =V
(X,v) —» Xv

satisfazendo as seguinte condic¢oes
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(i) AX +pY)V = ANXv) + p(Yv),
(i) X (A + pw) = N Xv) + p(Xw),
(iii) [X,Y]v=X(Yv)—Y(Xv), paratodo X, Y €g,v, we Vel pekF.

Moédulos e representacoes sao duas formas diferentes de descrever a
mesma estrutura. De fato dada uma representacao p : g — gl(V') temos um
g-moédulo definindo

Xv = p(X)(v)

para todo X € g e para todo v € V. Reciprocamente se V' e um g-médulo,

podemos interpretar V' como uma representagao

p:g— gl(V)

de g, definindo p(X) pelo mapa linear v — Xwv. Feita essa observagao, no
presente trabalho usaremos indistintamente as linguagens de moédulos e de

representacoes.

Definicao 2.8. Para um elemento X na &lgebra de Lie g, considere a

transformacao linear

ad(X):g—g

definida por ad(X)(Y) = [X,Y]. Entéo a aplicagao

ad: g — gl(g)
X — ad(X)

define uma representagdo de g em g denominada de representacio adjunta. O
fato de ad ser linear provem da bilinearidade do colchete. Ja a propriedade de

homomorfismo de ad e equivalente a identidade de Jacobi.

Definicao 2.9. Seja p uma representacao de g em V. Um subespago W é dito
invariante se para todo X € g vale que p(X)W C W.

Definicao 2.10. Uma representacao p de g em V ¢ dita irredutivel se os
unicos subespacos invariantes de p sdo os triviais 0 e V. A representacgao e dita

completamente redutivel se V se decompoe como
V = Vl PP Vn’

com cada V; invariante e tal que a restricao de p a V; e irredutivel.
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Proposicao 2.2. Seja p uma representacao de dimensdo finita de g em V.Se
todo subespaco invariante admite um complementar invariante, e dizer, se para

todo U C V invariante, existe Uy também invariante tal que
V=UeU,

entdo V' e completamente redutivel.

Demonstragio. Seja U subespaco invariante nao trivial, entao temos que existe
U, complementar invariante tal que V = U @& U;. Se tanto U quanto U; forem
irredutiveis esta soma constitui a decomposi¢ao desejada. Suponhamos entao
que um deles, por exemplo U, é redutivel. Se mostrarmos que para todo U’ € U
invariante existe um U” invariante tal que U = U’ @ U” entao, a decomposi¢ao
de V é obtida por inducao e temos o resultado desejado. Seja entao U’ € U

invariante. Temos entao que
UaU 1 CV

é invariante, pois a soma de subespacos invariantes é invariante. Por hipotese

segue que existe U; invariante tal que
V=Uw@aU)aU,

e o subespago (U; @ Us) N U é invariante pois a interse¢cdo de subespagos
invariantes também ¢é invariante. Tomando U” = ((U; @ Uz) N U) vamos a

mostrar que

v=U"aU'.

Seja x € U’ e suponha que x € Uy ® Us. entdo x =y +zcomy € Uy e z € Us.
Como r —y € U' & Uy, da igualdade z —y = z se tiraque t —y = 2z = 0
e dai temos que = € U' N U, o que implica x = 0. Isso mostra que a soma

U=U"®U éde fato uma soma direta. Agora, dado x € U, pode-se escrever
T =21+ T2+ X3

com x1 € U, Xy € Uy, 23 € Uy. Entao 2o + 23 = x — 21 € U, mostrando que

U é realmente a soma de U” e U’. O

Definicao 2.11. Uma aplicagao linear D : g — g é uma derivacao da algebra

de Lie g se satisfaz
DIX,Y]=[DX,Y]+ [X, DY]

para todo X,Y € g.
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Um exemplo importante de derivacdo que aparece com frecuencia na
teoria sdo as adjuntas dos elementos de g. O fato de ad ser bilinear provem
da bilinearidade do colchete. Ja a propriedade de homomorfismo de ad e

equivalente a identidade de Jacobi.

Definicao 2.12. Tomando, como sempre, g sendo uma algebra de Lie, para
dois subconjuntos A e B serd usada a notagao [a, b] para indicar o subespago
gerado por

{IX,)Y]: X €AY € B}.

Definese, por inducdo, os subespacos de g dados por g = g, ¢ = [g, 4],
g = [g,d],...,6® = [g*) g*k~V]. Essa serie e conhecida como serie

derivada de g.
Prova-se facilmente que estes subespagos sao na verdade ideais de g.

Definicao 2.13. Uma algebra de Lie g é dita solivel se existe um ky > 1, tal
que,
g = {0}.

Proposicao 2.3. Valem os sequintes fatos:
1. Se g é solivel e h € g é uma subdlgebra, entao b € soluvel.
2. Se b € g éum ideal, entio g/b é solivel.

Definigao 2.14. Definimos outro sequencia de subespacos dada por g' = g,
g2 = [g,9], 85 = [9,0%,....0"° = [9,9"!]. Essa serie é chamada serie central

descendente da algebra g.

Proposicao 2.4. A serie derivada decrece mais rapido que a serie central
descendente:

Definicao 2.15. Uma algebra de Lie é nilpotente se existe um kg > 1 tal que

vale

g" = {0}.
Lema 2.5. Seja g dlgebra de Lie. Entao:
1. Se g e nilpotente e hh é subdlgebra, entdo b € nilpotente.
2. Se g/Z(g) € nilpotente, entao g € nilpotente.

Proposicao 2.6. Seja g uma dlgebra de Lie. Entao existe em g um unico ideal

soluvel v que contem todos os ideais soluveis de g.
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Definicao 2.16. O ideal v da proposicdo anterior é chamado de radical

soliivel(ou simplesmente radical) de g. O radical de g se denota t(g).

Defini¢ao 2.17. Uma algebra de Lie é dita de semi-simples se t(g), e dizer,

se nao possui ideais soliuveis além do 0.
Definicao 2.18. Uma algebra g é chamada de simples se

1. Os tnicos ideais de g sdo 0 e g,
2. dimg # 1.

A segunda propriedade é necessaria para que exista compatibilidade entre

os conceitos de algebras simples e semi-simples.

2.2
Teoremas de Engel e Lie

A continuagdo vamos a enunciar e, em alguns casos, provar uma serie
de resultados classicos (entre eles os famosos teoremas de Engel e Lie) da
teoria. Em muitos teoremas vamos a assumir que nossa algebra g e uma
subalgebra de gl(V') para um espago vetorial V. Em outras palavras, vamos a
assumir que g possui uma representacao fiel. Existe um teorema relativamente
profundo, conhecido como teorema de Ado, que garante que toda algebra de Lie
possui, de fato, uma representacao fiel. A prova deste resultado foge dos limites
deste trabalho, mas uma prova de este resultado usando algebras universais

envelopantes pode ser encontrada em [8].

Lema 2.7. Seja a um ideal de uma subdlgebra g de gl(V'). Seja
W ={veV:Av =0 para todo A € a}.

Entao W é subespago g-invariante de V.

Demonstra¢io. Tome w € W e Y € g. Nos devemos mostrar que A(Yw) =0
para todo A € a. Mas AY =Y A+ [A,Y], onde [A,Y] € a pois a é ideal, logo

A(Yw) =Y (Aw) + [A,Y])(w) = 0.

]

Lema 2.8. Assuma que o corpo base tem caracteristica zero (em particular
seja o corpo base C). Seja g uma subdlgebra de Lie de gl(V') e seja a um ideal
de g. Seja A : a — C. Seja o espago preso associado

Vi={veV:Av=AA)v para todo A € a}
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¢ um subespaco g-invariante de V'

Demonstra¢io. Devemos mostrar que se Y € g e w € V) entdo Y(w) é um
autovetor para todo elemento de a com autovalor de A € a dado por A(A).

Temos que para todo A € a vale
A(Yw) =Y (Aw) + [A, Y](w) = AM(A)Yw + A([A, Y])w.

Temos que [A,Y] € a, pois a é ideal. Logo, s temos que provar que o
autovalor do comutador [A,Y] em V) é zero. Seja U = span{w,Yw,...}.
Seja m o menor numero tal que os vetores w, Yw,...,Y™w sao linearmente

dependentes. Temos entao que U tem dimensao m e tem uma base dada por
w,Y(w),..., Y™ .

Vamos a mostrar que se Z € a, entdo Z mapeia U em U. De fato vamos a
mostrar que em relagdo a base acima, Z tem matriz diagonal superior com
entradas diagonais iguais a A(Z). Usamos indu¢do no numero de colunas.
Primeiramente temos que Zw = A(Z)w. Isso da a primeira coluna da matriz.

Logo, como [Z,Y] € a, temos
Z(Yw) =Y (Zw)+ [Z,Y|w =XNZ)Y (w) + XN[Z,Y])w,
e isso nos oferece a segunda coluna. Para a coluna r temos
Z(Y'w)) =2ZY (Y ') = (YZ +[Z,Y]))Y w.
Pela hipdtese de indugao, podemos dizer que
Z(Y" ) = N 2)Y" w +u
para algum u € span{Y’w : j <r — 1}. Entao
YZ(Y"™ ') = MZ2)Y ™w +Yu

com Yu € span{Y7w : j < r}. Ainda mais, como [Z, Y] € a temos por indugao
que
[Z, YY" lw =0

para algum v € span{Y7w : j < r — 1}. Temos entdao que Z tem matriz
diagonal superior com entradas na diagonal iguais a A\(Z). Tomamos agora
Z = [A,Y]. O traco da matriz de Z atuando em U e mA(Z). Por outro lado
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U e invariante pela acdo de A € a e também, por construcao, e invariante
por Y. Logo o trago de Z em U ¢ o trago de AY — Y A, também vista como
transformacao linear em U, e entdo o trago e igual a zero. Concluimos entao

que mA([A,Y]) = 0 e, como o corpo base tem caracteristica zero, segue que
AM[AY]) =0. O

Proposicao 2.9. Sejam XY : V — V mapas lineares de um espaco vetorial
complexo em si mesmo. Suponha que X eY conmutam com [X,Y]. Logo [X,Y]

¢ um mapa nilpotente.

Demonstracio. E suficiente mostrar que se A e um autovalor do mapa linear
[X,Y] entdo A = 0. Seja A um autovalor. Seja W = {v € V : [X,Y]v = v}
o autoespago de [X,Y]. Seja [ a subélgebra de Lie gerada por X, Y e [X,Y].
Como span{[X,Y]} é um ideal de [, o lema anterior diz que W ¢é invariante
baixo a acao de X e Y.

Tomamos uma base de W e sejam X e Y as matrices de X e Y com
relagdo a esta base. O comutador [X,Y] tem matriz XY — Y X em sua agao
em W. Mas todo elemento de W é autovector de [X, Y] com autovalor A. Logo
XY — Y X é uma matriz diagonal com entradas igual a A na diagonal. Entao,

tomando o traco, temos que
0=1tr(XY —YX) = AdimW).

Logo, A = 0. O]

Lema 2.10. Seja X € g tal que X : V — V € nilpotente. Logo ad(X):g— g

¢ nilpotente.

Demonstragio. Seja Y € g. Temos
(ad(X)™Y) =[X,[X...[X,Y]...]].

Todo termo na soma resultante é da forma X’/Y X™ 7 para algum j entre 0 e
m. Suponha que X" = 0 e seja m > 2r. Logo j > r, em cujo caso X7 = 0, ou

m —r >r, em cujo caso X™ 7 = 0. Segue que (ad(X))?" = 0. O

Proposicao 2.11. Suponha que g e uma subdlgebra de gl(V'), onde V é
diferente e zero, tal que todo elemento de g e uma transformacao linear
nilpotente. Logo, existe um elemento v diferente de zero tal que Xv = 0 para
todo X € g.

Demonstrag¢io. Procedemos por indugao em dim(g). Se dim(g) = 1, logo g

¢ gerada por uma unica transformacao linear nilpotente, digamos Z. Logo
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sabemos de Algebra Linear que existe um elemento diferente de zero v tal que
Zv = 0. Um elemento arbitrario de g e produto escalar de Z, logo v esta no
nucleo de todo elemento de g. Suponhamos agora que dim(g) > 1. Dividimos

a demonstracao em duas partes:

1. Tomamos uma subdlgebra de Lie maximal propia m de g. Afirmamos que
m ¢ um ideal de g e que dim(m) = dim(g) — 1. Consideramos o espago

quociente g = g/m. Definimos o mapa linear
p:m— gl(g)
onde para cada M € m se tem que p(M) atua em g na forma
o(M)(X +m) =[M,X]+m

Note que ¢ é bem definido pois se X € m, entao [M, X] € m. Ainda mais,
¢ um homomorfismo de Lie, pois se M, N € m logo pela identidade de

Jacobi na quarta igualdade temos

[p(M), p(N)[(X +m) = (M)([N, X] +m) = p(N)([M, X] + m)

= ([M, [N, X]] +m) — ([N, [M, X]] +m)
= [M, [N, X]] = [N, [M, X]] + m
= [[M, N], X] + m = o([M, N))(X +m).

Logo ¢(m) e uma subdlgebra de Lie de gl(g) e temos que dim(p(m)) <
dim(g). Para aplicar a hipdtese de indugdo precissamos mostrar que
©(M) é uma transformagao linear nilpotente de g. Mas ¢(M) é inducida
por ad(M) e M é nilpotente(pois por hipétese todo elemento de g e
nilpotente). Logo, pelo lema 2.10 temos que ad(M) : g — g é nilpotente
e logo ¢(M) é nilpotente. Pela hipétese de indugao existe um elemento
diferente de zero Y +m € g tal que o(M)(Y +m) = [M,Y]+m =0
para todo M € m. E dizer [M,Y] € m para todo M € m. Seja entao
m:=m® span{Y}. Como [Y, M] € m para todo M € m temos que esta
¢ uma algebra de Lie contendo m. Pela maximalidade de m temos que

g =m® span{Y}. Como m é um ideal de g temos que m é um ideal de
g.

2. Aplicamos entdo a hipdtese de indugdo a m C gl(V). Isso nos da um
elemento diferente de zero w € V tal que Mw = 0 para todo M € m.
Seja

={veV:M(v)=0 para todo M € m}
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Entao W é um subespaco de V' diferente de zero. Pelo lema 2.7 temos
que W é invariante sobre a agdo de g, logo Y (W) C W. Logo, como Y
é nilpotente, a restricio de Y a W é nilpotente. Logo existe um vetor
diferente de zero v € W tal que Yv = 0. Podemos escrever qualquer
X € g na forma X = M + BY para algum M € m e para algum g € F

sendo F' o corpo base, em nosso caso C ou R. Entao temos
X(v) =Mv)+ pY(v) =0.

Logo, existe v tal que Xv = 0 para todo X € g.

O seguinte teorema ¢é conhecido como teorema de Engel.

Teorema 2.12. Seja V' um espago vetorial. Seja g uma subdlgebra de gl(V)
tal que todo elemento de g € uma transformacao linear nilpotente. Logo existe
uma base de V na qual todo elemento de g é representado por uma matriz

estritamente triangular superior.

Demonstra¢io. Usamos inducao em dim(V'). Assumimos dim(V) > 1. Pela
proposicao anterior temos que existe v € V diferente de zero tal que Xv =0
para todo X € g. Seja U = span{v} e seja V o espago cociente V/U. Todo
X € g induz uma transformacao linear X de V. O mapa dado por g — gl(V)
dado por X — X é um homomorfismo de &lgebras de Lie. A imagem de g sobre

este homomorfismo e uma subdlgebra de gl(V') a qual satisfaz a hipotese do
teorema de Engel. Ainda mais, dim(V) = N — 1, logo, pela hipé6tese indutiva
existe uma base de V tal que respecto a esta base todo X ¢é estritamente
triangular superior. Se esta base é {v;+U : 1 < i < n—1},logo{v,v1,...,v,1}
e uma base de V. Como Xv = 0 para todo X € g, as matrizes de elementos

de g em relacao a esta base sao estritamente triangulares superiores. O

Podemos pensar de outra forma o teorema de Engel. Lembramos que uma
algebra de Lie g e dita nilpotente se para algum m > 1 temos g = 0. Vamos a

provar outra versao do teorema de Engel. Antes disso citamos o seguinte lema.

Lema 2.13. Seja g subdlgebra de gl(V') e com uma base tal que todo elemento
X € g e representado por uma matriz estritamente triangular superior. Entao

g ¢ nilpotente.

Teorema 2.14. Uma dlgebra de Lie g € nilpotente se e so se par todo X € g

o mapa linear ad(X) : g — g € nilpotente.
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Demonstragcdo. Suponha que g e nilpotente. Entao temos que existe algum m
tal que
ad(Xp)oad(Xy)---oad(X;-1) =0

para todo Xg, X1,..., X1 € g. Logo ad(X)™ = 0 para todo X € g e,
portanto, todo ad(X) é nilpotente.

Reciprocamente suponhamos que ad(X) : g — g é nilpotente para todo
X € g. A representagao adjunta da um homomorfismo injetivo g/Z(g) — ad(g)
e, por hipdtese, todo elemento da imagem ¢é uma transformacao nilpotente.
Entao pelo teorema de Engel em sua primeira versao temos que existe uma
base de g tal que todo elemento ad(X) tem uma matriz estritamente triangular
superior. Logo pelo pelo lema 2.13 temos que j = ad(g) é nilpotente. Logo

g/Z(g) é nilpotente e, pelo segundo item do lema 2.5, g é nilpotente. ]
Outro teorema classico é o teorema de Lie

Teorema 2.15. Seja Seja V' um espaco vetorial complexo e seja g uma
subdlgebra solivel de gl(V'). Entao existe uma base de V' na qual todo elemento

de g € representado por uma matriz triangular superior.

Demonstragdo. Ver [3]. O

2.3
Critérios de Cartan

Proposicao 2.16. Seja V espaco vetorial complexo e seja g subdlgebra de Lie
de gl(V'). Se tr(XY) =0 para todo X,Y € g entao g é solivel.

Demonstracdo. Vamos a mostrar que todo X € g’ é um mapa linear nilpotente.
Logo segue pelo teorema de Engel que g’ é nilpotente e consequentemente g e
soluvel.

Seja X € g com decomposicao de Jordan X = D + N, onde D é
diagonalizavel, N ¢é nilpotente, e ND = N D. Fixamos uma base de V onde D e
diagonal e N ¢ estritamente triangular superior. Suponha que D tem entradas
diagonais A1, ..., A\,,. Nosso objetivo e provar que D = 0. Para isso é suficiente

mostrar que
> A =0.
i+1

A matriz de D é diagonal, com entradas diagonais dadas por \; para

1 <i<m. Como N estritamente triangular superior, temos que
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Agora, como X € ¢, podemos expressar X como combinagao linear de
comutadores [Y; Z] com Y, Z € g, entdo precisamos mostrar que tr(D[Y, Z]) =
0. Por uma propiedade da formula de Killing que segue facilmente de sua

definicao temos que isso e equivalente a mostrar que
tr([D,Y]Z) = 0.

Entdo, pela nossa hipdtese, e suficiente mostrar que [D,Y] € g. Em outras

palavras, precisamos mostrar que ad(D) mapeia g em g. Sabemos que a
decomposicao de Jordan de ad(X) é ad(D) + ad(N). Logo, por algebra

linear, sabemos que existe um polinomio p(x) € C[z] tal que p(ad(X)) =

ad(D) = ad(D). Logo, como ad(X) mapeia g em g, o mesmo acontece com

plad(X)) = ad(D). O

A verdade esta proposicao vale para toda algebra de Lie de dimensao
finita, ndo necesariamente complexa. O leitor pode uma prova mais geral em
[3] ou [8]. E importante observar que este teorema pode se aplicar a uma
algebra de Lie abstrata pois podemos interpretar g como subdlgebra de gl(V)
mediante a representacao adjunta de g e considerando que g e soltuvel se e

somente se ad(g) é soluvel.

Lema 2.17. Seja g soluvel, g subdlgebra de gl(V') para algum V. Entdo existe
uma base de V na qual todo elemento de g’ e representado por uma matriz
estritamente triangular superior e logo trago(XY) = 0 para todo X € g e para
todoY € ¢

Demonstragio. Ver [1]. O

O seguinte teorema se conhece na literatura como Primeiro critério de

Cartan:

Teorema 2.18. Seja g uma dlgebra de Lie de dimensao finita(em particular
uma dlgebra compleja). Logo g € solivel se e somente se trago(ad(X)oad(Y)) =

0 para todo X € g e para todo Y € g'.

Demonstragio. Seja g solivel. Entao ad(g) C gl(g) é uma subalgebra soluvel de
gl(g). Logo, o resultado segue pelo lema 2.17. Reciprocamente se trago(ad(X)o
ad(Y')) = 0 para todo X € ge paratodoY € g’ temos pela proposi¢ao anterior

que ad(g') é soluvel. Logo g’ é soluvel e portanto g é soluvel. O

Definicao 2.19. Seja g uma algebra de Lie de g. A forma de Killing de g é a

forma bilinear simétrica definida por

(X,)Y) :=traco(ad(X) o ad(Y))
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para todo X,Y € g.

Uma propriedade importante da forma de Killing é a associatividade, que

diz que para todo X,Y, Z € g temos que
<[X’Y]7Z> = <X7 [Y’ Z]>

Lema 2.19. A restricao da forma de Killing a um ideal i de g coincide com a

forma de Killing de i.

Demonstragio. Dados X € ieY € g, a imagem de ad(Y)ad(X) esta contida
em i. Dessa forma, tomando uma base de i e complementando-a uma base
de g vé-se que os elementos que estdao fora de i nao contribuem para o
trago(ad(X) o ad(Y)) e, portanto, (.,.) coincide com traco(ad(X) o ad(Y))|;.
Como essa expressao é a forma de Killing de i se Y € i tem-se em particular

que essa forma coincide com a restri¢ao a i da forma de Killing de g. O
O seguinte teorema se conhece como Segundo critério de Cartan:

Teorema 2.20. Um dlgebra de Lie g é semi-simple se e so se a forma de

Killing é nao degenerada.

Demonstracio. Assumindo g semi-simples, seja g+ o subespaco de g definido
por
g ={X €g:(X,Y)=0paratodo Y € g}.

Entdo gt é um ideal pois se X € g+, e Y, Z sdo arbitrarios temos que
<[Zv X]7Y> = _<X’ [Z7 Y]) =0.

Como a restricao de (.,.) a g* é identicamente nula, e esta coincide com
sua forma de Killing(pelo lema 2.19), se conclui a partir do primeiro critério
de Cartan que gt é soltvel. O fato de g ser semi-simples implica entdo que
gt = 0. Logo a forma de Killing ¢ ndo degenerada.

Reciprocamente, suponhamos que g nao é semi-simples. Entao afirmamos
que g admite um ideal abeliano i nao trivial. Isso porque t(g) # 0 e, portanto,
t(g)* é um ideal abeliano para algum k. Seja X € i. Entdo para todo Y € g, a
imagem de ad(Y )ad(X) esta contida em i pois i é ideal. Por essa razdo, o traco
de ad(X)ad(Y") coincide com o trago de sua restrigao a i. Mas ad(X)ad(Y') =0

pois i é abeliano. Consecuentemente
(Y, X) =0

para todo X €1, Y € g. Logo a forma de Killing é degenerada. O]
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O segundo critério de Cartan constitui uma poderosa caractericacao de
semisimplicidade. A forma de Killing vai desempenhar um papel central na
comprensao da estrutura das algebras semi-simples. Isso se deve, e claro, ao
fato dela nao ser degenerada, permitindo que se introduza nessas algebras uma

estrutura semelhante a um produto interno.

Teorema 2.21. Seja g uma dlgebra de Lie semi-simples. Entao g se decompoe

em soma direta

g=01D - DY

com g;, © = 1,...,s ideais simples. Nessa decomposi¢ao [g;,9;] = 0 se i # j.
Além do mais, o ortogonal g;- de uma componente simples, em relagao a forma

de Killing, e a soma das demais componentes.

Demonstragio. Seja i € g um ideal ndo trivial. Entdo temos que (.,.) |; é a
restri¢do a i da forma de Killing (.,.) de g, e se it denota o ortogonal de i em
relagio a (.,.) entdo temos que it é um ideal complementar a i. De fato, se

X €it eY € gentdo para todo Z € i temos que
<[X7Y]7Z> = _<X> [Yv Z]) =0

o que mostra que i+ é um ideal. Alem do mais j = i Nit é um ideal de g e
sua forma de Killing e identicamente igual a zero, logo e um ideal solivel, mas
como g e semi-simples tem que ser j = 0. Dai temos que it é complementar a
i. Vamos a provar que i é semi-simples. Para eso usaremos o segundo critério
de Cartan. Suponha que i tem um ideal soltivel nao trivial. Entdo a forma a
Killing de i é degenerada. Mas a forma de Killing de i é dada pela restrigao da
forma de Killing de g, logo existe Y € i tal que (X,Y) = 0 para todo X € i.
Mas como Y € i temos que (Z,Y) = 0 para todo Z € it. Entdao temos que
existe Y tal que (X,Y) = 0 para todo X € g e temos que a forma de Killing de
g ¢é degenerada, o que constitui um absurdo. Logo i nao possui ideais soliveis,
e dizer, 1 é semi-simples.

Agora vamos a provar a provar a decomposi¢ao mencionada no enunciado
procedendo por indugao na dimensao de g. Seja i um ideal de g de dimensao
minima e suponhamos que i # g. Entdo, como a dimensdao é minima, i é um

ideal simples de g. Pelo visto acima temos que
g=i@it

onde, como ideal de g , i* e uma algebra de Lie semi-simples de dimensdo
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menor que g. Logo, por inducdo, it é soma direta de ideais simples
t=gpo--og,

cada g; é também um ideal de g pois [i, g;] € iNg; = 0. Logo escrevendo i = g;
temos a decomposicao desejada.

Reciprocamente, suponhamos que g = g1 % - - - @ gs com g, ideais simples.
Seja i o radical de g(e dizer, o maior ideal solivel de g). Nosso objetivo e
mostrar que i = 0. Para cada ideal g; temos que [i,g;] € iNg; é um ideal

solivel de g;. Mas g; e simples, entao
Loleliml@---ofg=0
o que mostra que i € Z(g). Mas em geral vale que

Z(9) =Z(g1) D ... Z(gs)

Nos sabemos que Z(g;) = 0 pois os g; sdo ideais simples. Logo Z(g) = 0 e

segue que i = 0.

Este teorema tem um importante corolario, que sera usado no quarto

capitulo, na demonstracao do lema de Whitehead:
Coroléario 2.22. Se g é semi-simples, entio g = ¢’ .

Demonstrag¢io. Como g’ é um ideal de g pela demonstragao do teorema temos
que existe um ideal i que complementa g’. Entdo, dados X,Y € i tem-se
que [X,Y] € i pois i e ideal e [X,Y] € ¢ por definicdo de ¢'. E dizer
[(X,Y] € g Nni =0, isto é, i e ideal abeliano e, portanto i = 0. Segue que
g=4¢. O

2.4
Derivacoes e elementos semi-simples

Proposigao 2.23. Se g € uma dlgebra de Lie semi-simples, entao ad(g) =
Der(g).

Demonstracao. Pela identidade de Jacobi sabemos que para todo H € g o
mapa linear ad(H) é uma derivagao de g, entdo ad e um homomorfismo de

algebra de Lie de g em Der(g). Ainda mais, se § é uma derivacdo de g e
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X,Y € g temos que

[0,ad(X)]Y = d[X,Y] — ad(X)(0Y)
=ad(6(X))Y
logo a imagem de ad : g — Der(g) e um ideal de Der(g) Como g é semi-simples
temos que ker(ad) = Z(g) = 0 pois Z(g) é ideal soltuvel. Entao a dlgebra de Lie

m = ad(g) e isomorfa a g e logo e semi-simples. Para mostrar que m = Der(g)

vamos a usar a forma de Killing del algebra de Lie Der(g). Temos que
dim(m) + dim(m*) = dim(Der(g))

Nosso objetivo e mostrar que dim(m*) = 0. Como m ¢ ideal de Der(g), a
forma de Killing e a restricdo a m da forma de Killing de Der(g). Pelo segundo
critério de Cartan temos que a forma de Killing restrita a m é nao degenerada
e logo mNm* =0 e logo [m,m*] = 0. Logo, se 6 € m* e ad(X) € m temos
[0, ad(X)] = 0. Mas

[0, ad(X)] = ad(6(X))

logo, para todo X € g temos §(X) = 0 para todo X € g, e dizer § = 0. ]
Proposigao 2.24. Seja 0 : g — g uma derivacao de uma dlgebra de Lie finita

sobre um corpo algebricamente fechado. Tome a decomposicao primaria

g=00D Do,

onde

g ={X€g:(0-N)"X=0In>1}

e o auto-espaco generalizado associado ao autovalor \;. Entdo

[g/\i7 g)\j] - g)\i+)\j

Demonstragio. Pode se achar uma demonstragao em [6].

O lema anterior nos permite provar a seguinte proposi¢ao

Proposicao 2.25. Seja g uma dlgebra de Lie complera finita e D uma
derivagdo de g. Seja a decomposicao de Jordan de D dada por D = S + N

com S diagonalizavel e N nilpotente. Logo S e N também sao derivacoes.
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Demonstracio. Para mostrar que S é uma derivacdo e suficiente mostrar
que S[X,Y] = [SX,Y] + [X,SY] para X,Y elementos de una base. Como
g se decompoe nos auto-espacgos generalizados de D, e suficiente mostrar a
propriedade de derivagdao para X € gy, e Y € gy, com \;, \; autovalores. Pelo
lema anterior tem-se

[X, Y] € gren

Como S atua diagonalmente os auto-espacos generalizados de D sao auto-

espacos de S. Assim, temos que
SIX, Y] =N+ M\)[X,Y]
sendo que [X,Y] =0 se \; + A; ndo é autovalor. Por outro lado temos que
[SX,SY ]+ [X,SY] = NX, Y]+ M[X,Y] =N+ \)[X, Y]

o que mostra que S é derivagdo. Como N = D — S e D é derivagao temos que

N também ¢ derivacao. O]

Teorema 2.26. Seja g uma dlgebra de Lie semi-simples complexa. Cada X € g
pode se escrever unicamente como X = Xg+Xy, onde ad(Xs) € diagonalizavel
e ad(Xy) e nilpotente e [Xg, Xy] = 0. Alem disso se Y € g comuta com X,
entio [S,Y] = 0.

Demonstragio. Seja ad(X) =S+ N com S € gl(g) diagonalizavel e N € gl(g)
nilpotente e [S, N] = 0. Pela proposi¢ao anterior sabemos que S e N sdo
derivagoes da g. Pela proposi¢do 2.23 sabemos que ad(g) = Der(g). Logo
existem Xg e Xy tal que S = ad(Xs) e N = ad(Xy). Como ad(X) e injetiva
e

ad(X) =S+ N = ad(Xg) + ad(Xn) = ad(Xs + Xn)

segue que X = Xg + Xy. Ainda mais, ad[Xg, Xn| = [ad(Xs),ad(Xn)] =0
implica [Xg, Xny] = 0. A unicidade da decomposigdo segue da unicidade da
decomposi¢ao de Jordan.

Por outro lado suponhamos que Y € g tal que [X,Y] = ad(X)(Y) = 0.
Por un resultado conhecido de &lgebra linear temos que ad(Xg) = S e ad(

Xn) = N podem se expressar como polinomios em ad(X). Logo
ad(Xn) = colyg + c1ad(X) + - - + ¢ (ad(X))"

Aplicando ad(Xy) a Y temos ad(Xy)(Y) = Y. Mas Xy é nilpotete e
Xn(X) = X, logo ¢g = 0. Entéo ad(Xy)(Y) = [Xn,Y] =0 e [Xs,Y] =
ad(Xs)(Y) = (ad(X) — ad(Xy))(Y) =0 O
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Com isso podemos dar as seguintes defini¢oes:

Definicao 2.20. Seja g uma algebra de Lie semi-simples complexa. Se diz que
X € g tem decomposicao abstrata de Jordan dada por X = Xg + Xy. Se

Xy =0 se diz que X ¢é semi-simples.
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3
O teorema de Weyl

O objetivo deste capitulo é oferecer uma demonstracao de natureza
cohomologica do teorema de Weyl, que diz que toda representagao de dimensao

finita de uma algebra de Lie semi-simples é completamente redutivel.

3.1
Um pouco de Cohomologia de Algebras de Lie

Sejam g uma algebra de Lie e p : g — gl(V) uma representagiao de g no
espaco vetorial V. Associados a g e V', considere os espacos A" de aplicagoes

multilineares alternadas, definidos da seguinte forma:

1. A = V que e interpretado como o espaco das aplicacoes constantes
foig—=V, F(X)=v

2. A", n > 1 é o espaco das aplicagoes n-lineares de gem V, f : g — V

que satisfazem, para toda permutacao o de n elementos

F(Xo)ys s Xomy) = (D)7 f(X0,. .0, X))

onde |o| denota o grau da permutacao o, que é 0 ou 1 dependendo se o

é o produto de quantidade par ou impar de permutacoes simples.

No caso em que tanto g quanto V' sao de dimensao finita, A™ também é

de dimensao finita e sua dimensao é dada por

Mm@zd@ﬁ
n

sendo d a dimensao de V e m é a dimensao de g. Isso porque ao escolher
uma base de V', pode-se definir um isomorfismo entre A" e (A" g)¢ através das
coordenadas de elementos de V' em relacao a base dada. Uma consequencia

da ultima formula e que A™ = 0 se n > m, e dai a quantidade de espacos e
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finita. A cohomologia de g em relagao a representacao o e definida a partir do
operador de diferencial exterior d,, : A" ' — A", n > 0, que, por sua vez, e

definido pela formula

(@)K Xo) = () p(X) (K Ko, X

—~

Y (D)X X X Xy, Xy, X))
.3
Por exemplo, as expressoes de d,, para n < 2 sao:

dov(X) = p(X)v

scveVexeg

i f(X,Y) = p(X)f(Y) = p(Y)[(X) = F([X,Y])

se feAle XY €g

dof (XY, Z) =p(X) f(Y, X) = p(Y) (X, Z) + p(2) f(X,Y)
- f([X7Y]’Z) +f([X7 Z]’Y) - f([}/a Z]7X)
se feA’e XY, Z cg.

Proposicao 3.1. Para toda f € A", df € A" e d? = 0, isto e dpy1d, = 0
para todo n = 0.

Demonstragio. Ver [2]. O
Definicao 3.1. Temos as seguintes defini¢oes:

1. C" =: kerd,, C A™

2. F" :=14md,_,. Tem-se pela proposicao anterior que ™ C C"

3. H* =C"/F" paran > 1

Os elementos de C™ sdo chamados de cociclos e os de F™ de cofronteiras e
os espacos H" sao os espagos de cohomologia da representacao. Rigorosamente

deveria se escrever H"(g, p). Seja agora p uma representacao de g em V', de

dimensao finita, e W um subespago de V' que seja invariante por p. Seja P o

conjunto das projecoes de V' cuja imagem e W. Isto é,

P={Pegl(V): P2=P, imP =W}
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O ntcleo de cada projecao P € P é um subespacgo complementar a W, pois o
nucleo e a imagem de uma projecao sao complementares. Reciprocamente, dada
uma decomposicao V = W, @& Wy a aplicacao v = v +v, € V — vy € Wy, com
v € Wy e vy € Wy define uma projecao com nucleo Wy e imagem W;. Portanto,

os complementares W5 de W sdo descritos pelas projecoes com imagem Wj.

Lema 3.2. Supondo Wi invariante, um complementar Wy e invariante se
o somente se a projecao correspondente comuta para todos os elementos da

imagem de o, e dizer, se e somente se [0(X), P] =0 para todo X € g.

Demonstragcao. Suponhamos primeiro que a proje¢do comuta com todos os
elementos da imagem de p. Seja v € kerP e X € g. Entao Pp(X)v = p(X)Pv+
[P, p(X)]v = 0 e segue que p(X)(v) € kerP, e dizer o complementar Wy é
invariante por p. Por outro lado a mesma igualdade mostra que [p(X), Plv =0
se ker P e invariante. Alem do mais se w € W entdo Pw = w e o(X)w € W
e dai temos [0(X), Plw = 0. Entao temos que [0(X), P| = 0. O

Algebricamente, a existéncia de um complementar invariante é descrito
pela comutatividade da projecao com os elementos da algebra. Esta comutati-
vidade,como vamos a ver a continuac¢ao, tem uma interpretacao cohomologica.
Para simplificar a notagdo denotaremos W, por W.

O conjunto P das projecoes sobre W é um subespaco afim do espaco
dos endomorfismos de V. Seu subespaco vetorial paralelo é o espaco das

transformacoes cuja imagem e Wj e que se anulam em W; dado por

e={Tegl(V): TW)=0;T(V) e W}

De fato, temos que se P € P, () € P entao P e () coincidem em W e,
portanto, P—( se anula em W e como a imagem esta em W entao (P—Q) € €.
Isto mostra que P esta contido num subespaco afim paralelo a €. Por outro
lado, dados P € P, T € € temos que (P+T) € P pois certamente sua imagem

esta em W, sua restricdo a W é a identidade pelo fato de T' se anular em W e
(P+T)=P*+PT+TP+T*=P+T

pois P2 = P, T? = 0, TP = 0 e PT = T, como decorre do fato de que
a imagem de T esta contida em W e a restricio de P a W ¢é a identidade.
Em suma, para qualquer projecao P € P vale P = P + €. Desta forma os
subespacos complementares a W sao descritos pelos elementos de ¢ tao logo
fixamos uma projecao Py € P.

Retomando a questao da existéncia de complementares invariantes, fi-

xado Py € P e tomando T" € €, entao pelo 3.2 o subespaco complementar
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associado a P = Py + T ¢é invariante se o s6 se [p(X), P] = 0 para todo X € g

0 que, Por sua vez, 0Corre se 0 SO Se
[p(X), T] = [0(X), - F]

para todo X € g.
Agora vamos a definir uma representacao de g que serd de grande
utilidade e vai nos permitir interpretar a igualdade de acima como uma

igualdade cohomologica. Seja p* : g — gl(e) a aplicagdo dada por

p* é realmente uma representacao de g em €, pois e a restricao a € da composta
da representacdo adjunta de gl(V') pela representacao p. Esta restrigdo e
possivel devido a que € é invariante pelas adjuntas de p(X), X € g, ja que a
imagem da aplicacao

p(X)T = Tp(X)

é um subespaco contido em W, o e ntcleo dessa aplicacao contem W, pois este

subespaco ¢é invariante por o(X).

Proposigao 3.3. Com as notagoes acima temos que se H'(g, p*) = 0 entdo

todo subespago invariante W admite subespaco invariante complementar.

Demonstragdo. A igualdade

[p(X),T] = [p(X), =]

se interpreta assim: o primeiro membro nao e nada mais nada menos que
p*(X)T, isto e, dT. J& o segundo membro é f(X) onde f : g — € e dada por
f(X) = [p(X), —PF). Certamente essa f e linear e pertence a A;. Mais do que

isso f e um cociclo pois, pela identidade de Jacobi em gl(g), temos que:

= [p(X), [p(Y), =]} = [p(Y), [p(X), =Fol] = [p([X, Y]), = ]
= [p(X), [p(Y), =Ro]] = [p(Y), [p(X), = Fol] = [[o(X), o (Y)], =]
=0

E dizer, o subespaco complementar associado a P é invariante se a cofronteira
dT coincide com o cociclo f(X) = [0(X), —P)]. E claro que se H'(g,0*) = 0

esta condicao se satisfaz. ]
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Encerramos esta se¢ad mencionando que existe uma relagao bastante
estrita entre a cohomologia de algebras de Lie, um conceito algébrico, e a
cohomologia de grupos de Lie(um conceito topologico): se um grupo de Lie e
compacto entao sua cohomologia de De Rham conicide com a cohomologia de
sua algebra de Lie na representagao trivial (p = 0 em dimensao um). O leitor

pode ver uma demonstracao desse fato em [9].

3.2
Lema de Whitehead

No seguinte teorema vamos a mostrar que se g e semi-simples, entao,
para todas suas representacoes de dimensao finita vale H! = 0. Este resultado
se conhece na literatura como primeiro lema de Whitehead. Isso com a
proprosicao precedente garante o teorema de Weyl. Antes disso precissamos

do seguinte lema.

Lema 3.4. Seja g uma dlgebra semi-simples e p uma representacao de g em
V. Entao

V=) kerp(X) + > imp(X)

Xeg Xeg

Demonstragdo. Ver [2]. O

Teorema 3.5. Seja g uma dlgebra de Lie semi-simples de dimensao finita e p
uma representagio de g em V também de dimensdo finita. Entdo H'(g,p) se

anula.

Demonstragio. Seja poy a representacio canonica de g em A'. E dizer para

fe Al X eg, po(X)f é dada por

(Po(X)NY) = p(X)F(Y) = fIX, Y]

Nosso objetivo e mostrar que C!' = F!, sendo que esses dois espacos sao
subespacos de A;, isto é, do espaco da representacdo de py. Seja f € C.

Escrevendo d; f como df temos por definicao que

(df)(X,Y) = p(X)f(Y) = p(Y) f(X) = F([X,Y])

Logo se f € C! temos que vale:

(df)(X,Y) = p(X)f(Y) = p(Y)[(X) = f([X,Y]) = 0

e dai temos que
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de onde se tira que

po(X)f = do(f(X))

Isso que quer dizer que po(X)f e uma cofronteira. Temos entdo que po(X)C* €
F! para todo X € g. Como F'' € C* isso mostra que C' é invariante por py.
Vamos a denotar por p a restrigdo de py a C'. O fato de que po(X)C! € F*!

mostra que

> imp(X) C F!

Xeg
Por outro lado temos que pelo lema 3.4, para qualquer representacao de uma
algebra semisimples, a soma das imagens dos elementos de g complementa a

intersecao de seus nuicleos. Em particular para p temos

C'= () kerp(X) @ Y imp(X)
Xeg Xeg
Para mostrar que C' = F' é suficiente mostrar que Ny, kerp(X) = 0 pois o

segundo termo do segundo membro esta em f!. Temos que
kerp(X) :={f € C" : po(X)f(Y) = 0,para todo Y € g}

Logo seja f € Nxeg kerp(X). Temos que po(X)(Y) = 0 para todo X,Y € g
Entao temos que po(X)f(Y) = 0 para todo X,Y € g, e dizer p(Y)f(X) =0
para todo X,Y € g. Invertendo as posicoes de X e Y, isso implica que
fIX,Y] = 0 para todo X,Y € g. E dizer, f se anula no derivado g’ de g.
Mas, como g e semi-simples, segue do corolario 2.22 que g = g’ e logo temos
[ =0. E dizer Ny¢, kerp(X) = 0, concluindo que H'(g, p) = 0. O

Este ultimo resultado se conhece na literatura como primeiro lema de
Whitehead.

3.3
Teorema de Weyl

Teorema 3.6. As representacoes finitas de dlgebras semi-simples sao comple-

tamente redutiveis.

Demonstragio. Seja p : g — gl(V) representagao finita de g. Segue do
teorema anterior e da proposigao 3.3 que todo subespaco invariante W admite
subespaco complementar invariante. Logo pela proposicao 2.2 temos que a

representacao e completamente redutivel. O

Para uma demonstragao alternativa de teorema de Weyl, sem usar

cohomologia, pode se ver [1] ou [3].
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Vale dizer que a demonstragao original de Weyl se reduzia ao caso
de algebras complexas, utilizando o chamado truque unitario de Weyl, que
associa a uma algebra semi-simples complexa um grupo de Lie compacto.
A demonstracao cohomologica, no entanto, ndo se restringe ao corpo dos

complexos.
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4
Subalgebras de Cartan

4.1
Subalgebras de Cartan e elementos regulares

Um conceito verdadeiramente onipresente no estudo das algebras de Lie

e o conceito de subalgebra de Cartan.

Definicao 4.1. Seja g uma algebra de Lie. Uma subdlgebra h de g é dita

subalgebra de Cartan se satisfaz as seguintes condigoes:

1. b é nilpotente.

2. o normalizador de h em g coincide com §. Esta condigao ¢ equivalente a

seguinte condicao: se [X, h] € h entdo X € b.

Mais na frente vamos ver que uma subalgebra é de Cartan se o s6 se
h é abeliana, todo elemento de h e semi-simples e h e maximal com estas

propriedades, mas neste capitulo usaremos a primeira caracterizagao.

A continuacdo vamos a introduzir a definicdo de elemento regular e
analizar sua ligacdo com as subalgebras de Cartan. Esta ligacao e feita da
seguinte forma: o autoespaco generalizado associado ao autovalor nulo de
um elemento regular é uma subalgebra de Cartan e, reciprocamente, toda

subalgebra de Cartan e dessa maneira.
Defini¢ao 4.2. O polinomio caracteristico de ad(X) denotado por p, é da
forma

Pa(N) = A" 4 Pt (X)NH 4 pr (X)X + po(X)

onde n = dim(g) e cada p;(.) é um polinomio de grau n — ¢ em X, ja

que os coeficientes do polinomio caracteristico sao polinémios no espaco das
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transformacoes lineares e ad ¢ linear em X. Em geral esses coeficientes. O
posto de uma algebra de Lie de dimensao finita é o menor indice ¢ em que
p; nao é identicamente nulo, onde p; denota, como acima, os coeficientes dos
polinomios caracteristicos. Um elemento X € g é dito regular se p;(X) = 0

onde 7 é o posto de g.

Teorema 4.1. Seja X € g e denote por go(X) o autoespago generalizado

associado ao autovalor nulo na decomposicao primaria

g=00(X)Dgr ©-- Doy,

de ad(X) com Ay, ..., A\ autovalores nao nulos. Se X é regular entao go(X) €

subdlgebra de Cartan.

Demonstragao. Dividimos a demonstragao em tres passos:
1. go(X) é subdlgebra, pois pela proposicao 2.24, em geral [gy,, 9x;] C gx, 12,

2. Vamos a mostrar que go(X) coincide com seu normalizador. Tome
Y & go(X) e escreva

Y=Y +Yi+ - +Y

com Yy € go(X), Y; € g,

Certamente algum Y; é ndo nulo. Como os subespacos g,, sao invariantes

por ad(X), a decomposigao correspondente para [X, Y] é dada por

(X,Y] = [X, Y]+ [X, V1] + - + [ X, V)]

o que mostra que [X,Y] & go(X), pois a restricao de ad(X) a cada gy,
¢ inversivel ja que esses autovalores sao diferentes de zero e portanto
[X,Y;] # 0 para algum i = 1,..., k. Como X € go(X) temos que Y &

go(X) ndo normaliza go(X) e logo go(X) coincide com seu normalizador.

3. Agora vamos a mostrar que go(X) é nilpotente. Para isso, usaremos o
fato de X ser regular. A ideia e mostrar que para Y € go(X), ad(Y)
restrita a go(X) ¢é nilpotente a aplicar ao teorema de Engel. Isso, pos sua
vez, se garante mostrando que o polinomio caracteristico de ad(Y")|g0(x)
¢ da forma A" onde r é a dimensdo de go(X). Observe que ad(X)|,, ¢
nilpotente, pois este e o autoespacgo generalizado associado ao autovalor

nulo. Assim, denote por 7, o polinomio caracteristico de ad(Y)|g,(x) €
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suponha, por absurdo, que este polinomio nao seja da forma \". Entao
temos
To(A) = A+ g AT

com i > 0 e ¢_;(Y) # 0. Isso garante que ¢,_; ndo e um polinomio
identicamente nulo em go(X). Como os subespagos g,, sdo invariantes
por ad(Y)(pois [go(X), gx,] C gy,), temos que o polinomio caracteristico
de ad(Y") é dado por

py()\) = 771 ...Tk

com 7; o polinomio caracteristico de ad(Y')|s, . O termo constante de
m; ¢ dado por det(ad(Y')|g, ). Agora, a aplicacdo d;(Z) := det(ad(Z)]g,,)
¢ um polinomio em go(X) e ndo ¢ identicamente nulo pois ad(X)]g, ¢
inversivel, pois A; # 0. Alem disso, o termo de menor grau do polinomio

py tem por coeficiente o polinomio

que nao ¢ um polinomio identicamente nulo em Y como o é cada um
dos seus fatores. Mas isso contradiz o fato de X ser regular, pois esse
termo de menor grau se anula em X ja que ¢,_; se anula em X, pois por
definigao ad(X) restrita a go e nilpotente. Temos entao que o polinomio
caracteristico de ad(Y')[q(x) é da forma A" e logo ad(Y")|g,(x) ¢ nilpotente
para para todo Y € go(X) e, pelo teorema de Engel, temos que go(X) é

nilpotente.

Um corolario imediato é o seguinte:
Corolario 4.2. Existem subdlgebras de Cartan.

Demonstracio. Como so elementos regulares sao elementos que nao anulam

um polinomio nao nulo, nao ha duvida que eles existem. O

Corolario 4.3. Se b é subdlgebra de Cartan e X € b é elemento reqular temos
que h = go(X).Em outras palavras, go(X) € a unica subilgebra de Cartan que

contem X se X € elemento reqular.

Demonstragio. Como b e subalgebra de Cartan, ela e nilpotente e, portanto,
ad(X)|, é nilpotente, e dai que, h C go(X). Mas go(X) é nilpotente o que

implica que h = go(X) ja que b é seu propio normalizador. O]
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O proéximo objetivo vai ser mostrar a reciproca do anterior teorema,isto é,
que se b é subélgebra de Cartan entao h = go(X) para algum elemento regular
X. Se mostrarmos que dada uma subéalgebra de Cartan h existe um elemento
regular X € bh entdao temos o resultado desejado. Para isso sao necessarios

alguns resultados preliminares:

Proposicao 4.4. Seja g dlgebra de Lie nilpotente sobre um corpo algebrica-
mente fechado, e seja p uma representagao de g em V. Entdo existem funcio-

nais lineares A1, ..., \s tal que se
Vi, ={veV:VX eg,In>1,(p(X) — \(X))"v =0}
entao Vy, é g-invariante, 1 =1...,s e
V=V\,& - DV,

Os funcionais \; sao chamados de pesos e os espagos V), sao 0s espagos pesos

associados.

Lema 4.5. Seja b subdlgebra de Cartan e seja p a representagdo de fh em
g/b induzida pela representacio adjunta de g. Entdo se X € b, temos que

go(X) = b se e s se p(X) € inversivel.

Demonstragio. De fato, p(X) é inversivel se o s6 se kerp(X) = 0 o que ocorre
se e 86 se go(X) C b ja que ad(X) é nilpotente em go(X) e p(X) é induzida
por ad(X). Como b € go(X) para todo X € b, tem-se o lema. ]

Lema 4.6. Seja g uma subdlgebra de Cartan. Entdo existe X € b tal que
b = go(X)

Demonstragio. Considera-se como anteriormente a representacdao de b no

espago quociente g/h dada por
p(X)Y +b)=[XY]+h

Tomando a extensao dessa expressao ao fecho algébrico do corpo base se
necessario e considerando que b e nilpotente temos que pela proposicao
4.4 existe uma decomposicao em subespacos peso. Como b coincide com
seu normalizador, temos que nenhum desses pesos se anulam. De fato, o
anulamento de algum dos pesos da extensao implicaria a existéncia de um
v=Y +bh € g/htal que p(X)v =0 para todo X € b, o ue significa que existe
um Y € g — b com [X,Y] € b para todo X € b, contradizendo o fato de b

ser subalgebra de Cartan. Temos entao que existe X € h que ndo se anula em
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nenhum dos pesos, o que significa que p(X) e inversivel. Entao para esse X, o

lema 4.5 garante que go(X) = b. O

Teorema 4.7. Seja g uma dlgebra de Lie real e h C g uma subdlgebra de

Cartan. Entdo existe um elemento reqular em b

Demonstragdo. Seja ¢ um automorfismo de g. Entao, para X € g, como pela
definicdo de automorfismo vale ¢[X, ¢~ (V)] = [¢(X),Y] para todo Y € g,
tem-se a conjugacao

ad(¢(X)) = ¢ 0 ad(X) o ¢~

Portanto ad(¢(X)) e ad(X) tem o mesmo polinomio caracteristico e dai que
X é regular se 0 86 se ¢(X) é regular. Entao a ideia e buscar um automorfismo
¢ e um elemento X € h tal que ¢(X) seja regular. Para isso, considera-se a

aplicagao ¢ : g X h — g dada por

P(X,Y) =M X

ad(Y) § ym automorfismo de g pois ad(Y’) é uma derivacio.

A aplicacgao linear e
Por outro lado, o conjunto dos elementos regulares de g é aberto e denso em
g ja que é o conjunto dos pontos onde um polinomio nao se anula. Entao, e
suficiente mostrar que a imagem da aplicagao contem um aberto, pois nesse
caso a imagem interceta o conjunto de elementos regulares e logo existe um
X € b que é conjugado a um elemento regular e, portanto, é regular. Agora,
1 é uma aplicacao diferenciavel. Assim, para mostrar que sua imagem contem
um aberto é suficiente, pelo teorema da Func¢ao Implicita, mostrar que sua
diferencial di)(x,y) tem posto méaximo para algum (X,Y) € g x h. Tomando
Zeg, WebheY =0, temos

d
do.x)(Z, W) = %ead“@ (X +tW))mo = —ad(X)Z + W

Agora, pelo lema 4.6 podemos escolher X € b tal que h = go(X). Como a
transformagao linear induzida por ad(X) em g/ e inversivel(pelo lema 4.5,
a imagem de ad(X) complementa h em g. Na formula acima Z e W sao

arbitrarios, entao se X e tal que ) = go(X') temos que di)(g x) é sobrejetora. [

E possivel estender de maneira rapida o mesmo resultado para algebras
de Lie complexas. De fato, dada uma algebra de Lie complexa g sua realificada
g® ¢ a algebra cujo espaco vetorial subjacente é o espaco vetorial real obtido
de g restringindo os escalares a os reais. Agora, o fato de uma subalgebra b
ser de Cartan ou nao, depende apenas do colchete em g e nao dos escalares

que se tome. Assim, uma subdlgebra de Cartan h de g é também, quando
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considerada como subespago vetorial real, uma subalgebra de Cartan, com
dimensdo duplicada, de g®. Aplicando entdo o teorema 4.7 para as algebras
reais, temos que h contem um elemento regular para g*. Por outro lado, uma
transformacao linear T" de um espaco vetorial complexo, é também linear sobre
R no realificado do espago. O polinomio caracteristico de T, considerada como

transformacao linear sobre C, ¢ da forma
P(z) = (z = A)" - (2 =A™

com \; € C os autovalores de 7. J& ao considerar 7' como transformagao
linear real, seus autovalores passam a ser A;, A;, j = 1,...,s, e o polinomio

caracteristico fica sendo
Qz) = (x = M) (z — A - (= A (z = A

cujo grau € o dobro do grau de P. Por essa relagdo entre P e (), vé-se que a
multiplicidade de uma raiz real de @) é o dobro dessa multiplicidade como raiz
de P. Em particular, isso ocorre com o autovalor nulo de T. Aplicando esse
fato a os elementos regulares de g temos que o posto de g® é o dobro do posto
de g e que X € g é regular se e s6 for regular para g®. Temos entdo que o

teorema 4.7 vale também para algebras de Lie complexas.

4.2
Conjugacao de subalgebras de Cartan

O objetivo sera mostrar que em C entao duas subalgebras de Cartan sao
obtidas uma da outra por um automorfismo da algebra,fato que no futuro vai
ser essencial para mostrar que os diagramas de Dynkin provenientes de duas
subalgebras diferentes sao iguais. Nao e dificil ver que se ¢ : g — g é um
automorfismo de g e h é uma subdlgebra de Cartan entdo ¢(h) é subédlgebra
de Cartan.

Definicao 4.3. Duas subalgebras de Cartan sdao ditas conjugadas se uma e

imagem de outra por um automorfismo de g.

Como a inversa e a composta de automorfismos sdao automorfismos
temos que a relagao de conjugagao no conjunto das subalgebras de Cartan
e uma relacao de equivalencia. Essa relacao de equivalencia no conjunto das
subalgebras de Cartan passa ao conjunto dos elementos regulares pelo teorema
4.1 da seguinte forma: denote por § o conjunto dos elementos regulares de en

g. Para X € g, go(X) e uma subalgebra de Cartan. Dessa forma definese em
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g a relagdo X ~ Y se go(X) é conjugada de go(Y). Logo essa relagdo em g é
uma relagao de equivalencia.

As classes de equivalencia ~ sdo invariante por automorfismos, isto é,
X ~ Y caso um deles seja imagem de outro por um automorfismo de g. De
fato se Y = ¢(X), entao ad(Y) = ¢oad(X )op™" e, portanto, go(X) = ¢(go)(X)
mostrando que X ~ Y. No entanto, em geral, pode se ter que X ~ Y sem que
eles sejam levados um no outro por automorfismos de g.

Felizmente, como vamos a mostrar a continuacao, no caso de algebras de
Lie complexas, existe uma tnica classe de equivalencia, isto é, as subalgebras
de Cartan sao conjugadas entre si. A verdade isso vale para toda algebra de
Lie sobre um corpo algebricamente fechado é pode ser mostrado mediante uma
abordagem algebrica, como o leitor pode ver em ver [8]. No casso de algebras
de Lie complexas vamos a dar uma demonstracao por intermédio do calculo

diferencial

Teorema 4.8. Seja g uma dlgebra de Lie sobre R e seja g o subconjunto,
aberto, e denso dos elementos requlares de g. As componentes conezxas de § sao

abertos em g. Tome X e Y numa mesma componente conexa, entdo X ~ Y.

Demonstracio. O primeiro passo consiste em mostrar em que se X é um
elemento regular, entdao sua classe de equivalencia é um aberto que o contém.

Por isso, se considera a aplicacao

(Y1, Ys) = 0y,

com YY) € geYy € go(X). Como go(X) é subélgebra de Cartan, a
demonstracao feita no teorema 4.7 pode ser aplicada a X e go para concluir
que di(o,x) ¢ sobrejetora. Logo pelo teorema da funcao implicita temos que
existe vizinhanga U de X = (0, X) tal que todo Z e da forma (Y7, Ys) com
Y, € Uy e Yy € Us, sendo U; vizinhanca na origem de g e U, vizinhanca de
X em go(X).Pode se assumir Uy C g. Pelo corolario 4.3 temos que existe uma
unica subalgebra de Cartan contendo um elemento regular. Com isso temos
que go(Y2) = go(X) pois como Us C g e Ys € U, temos que Y, é regular e
entdo go(Y2) e uma subdlgebra de Cartan que contem Y, que por sua vez esta
na subélgebra de Cartan go(X). Logo necessariamente go(Y2) = go(X). Dessa
forma

o(¥(Y1,Y2)) = "M go(Y3) = e gy(X)

e, portanto, para todo Z em uma vizinhanca de X vale Z ~ X. Isso
mostra que as classes de equivalencia de ~ sao abertas. Como as classes de

equivaléncia particionam g elas sao tanto abertas quanto fechadas, e por isso,
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sao unides de componentes conexas de g e logo as componentes conexas de g

estao contidas numa mesma classe de equivalencia. O]

Temos entao que a quantidade de classes de equivaléncia e no maximo
o numero de componentes conexas de g. Esse numero e finito, pois g e o
conjunto dos pontos que nao anulam um polinomio nao nulo, e um conjunto
desse tipo tem quantidade finita de componentes conexas. No caso particular
das algebras complexas foi visto que se pode tomar a realificacdo g® de g sem
que se alterem as subdalgebras de Cartan nem os elementos regulares. Mas, nem
por isso, o conjunto dos elementos regulares deixa de ser o conjunto dos pontos
que nao anulam um polinomio com coeficientes complexos num espaco vetorial
complexo. Para esses polinimios o complementar de seus zeros e conexo, como

mostra a seguinte proposicao.

Proposicao 4.9. Seja p : C* — C um polinomio que nao e identicamente

nulo. Entao
C={veC":p()+#0}

€ conezxo.

Demonstracdo. A prova e por inducao sobre n. Para n = 1, o resultado vale,
pois o conjunto e raizes de um polinomio € finito e, portanto, seu complementar
em C é conexo. Para n > 2 sejam z = (z1,...,2,) e w = (wy,...,w,) com
p(z) # 0 # p(w). Fixando as ultimas coordenadas, tem-se os dois polinomios
em C* !

(1, 1) =p(T1, .o T, 20}

G(T1, . Tpy1) = p(T1, . Ty, Wy}

Esses polinomios nao sao identicamente nulos pelo fato de p nao se

anular em z e em w. Como o conjunto dos elementos que nao se anulam

um polinomio ndo nulo é aberto e denso, existe 2° = (20, ..., 207") tal que

q1(2%) # q2(2°). Pelo passo de indugao (9,...2°% |, z,) e z estdo numa mesma

0

componente conexa de C' pois z° e (z1,...,2,-1) ndo anulam ¢;. Da mesma

forma, (22,...,2% |, w,) e w estdo numa mesma componente conexa de C.

Agora, tome o polinomio de uma variavel

r(u) = p(a:?, . ,xg_l, u)

Este também é um polinomio nao nulo e o mesmo argumento mostra que os

pontos (2%,...,2% | 2.) e (z1,...,2°_;,w,) estdo numa mesma componente
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conexa de C. Juntando tudo, se conclui que z e w estdo numa mesma

componente conexa de C' e, portanto, que C' é conexo. ]
Temos entao o resultado buscado:

Teorema 4.10. As subdlgebras de Cartan de dlgebras de Lie complexas sdo

conjugadas entre si.

Demonstragdo. Segue do teorema 4.8 e da proposicao 4.9. O]
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5
Estructura de Algebras de Lie semisiples

5.1
Representacdes de sl(2,C)

Um dos fatos principais sobre as algebras de Lie semi-simples sobre
corpos algebricamente fechados é que toda raiz da representacao adjunta de
uma subdlgebra de Cartan estd associada a uma subdlgebra de dimensao
trés isomorfa a sl(2,K). A representagao adjunta dessa subalgebra na algebra
desempenha um rol fundamental na compreensao das raizes e dos espacos de
raizes associados a subdlgebra de Cartan. Por isso é preciso um estudo das
representagoes de sl(2,K). Vamos a trabalhar sobre o corpo C dos complexos,
mas os resultados valem para todo corpo K algebricamente fechado.

Comecgamos construindo uma familia de representacoes irreduciveis de

sl(2,C). Tomamos a seguinte base base de sl(2,C)

017F2007H:10'
0 0 10 0 -1

Uma observac¢ao importante é que esta algebra e simples(em particular

FE =

semi-simples)
Lema 5.1. sl(2) € simples
Demonstragio. Ver [4] ou [2]. O

Considere o espago vetorial C[X, Y] de polinomios em duas variaveis X
e Y com coeficientes complexos. Para cada inteiro d > 0, seja V; o subespagco
de polinomios homogéneos em X e Y de grado d. Assim, Vj é o espaco de
dimensao 1 de polinomios constantes, e, para d > 1 o espaco V; tem uma base
de monomios {X9¢, X471y, ... XY471 Y4} Assim V; tem dimensdo d + 1

Agora vamos a ver que V; e um sl(2,C) — mbdulo especificando um
homomorfismo de élgebras de Lie ¢ : si(2,C) — gl(V;) Desde que si(2,C) é
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gerado por E, F', G, o mapa ¢ é determinado por uma vez que especificamos
©(E), o(F) e p(H). Vamos a definir

0
E)y=X—
o(E) Y%
e dizer, p(F) é o mapa linear que diferencia o polinomio em ralagdo a Y e

multiplica ele por X. Entao grado do polinomio e preservado. Analogamente

definimos p
F)y=Y—
o(F) X
Finalmente definimos
0 0
H=X—-Y—
w(H) )

Note que
P(H)(XY") = (a—b)XY"

Teorema 5.2. Com as definigoes feitas acima temos que ¢ : sl(2,C) — gl(Vy)

¢ uma representacio de sl(2,C)

Demonstracao. Por construcao ¢ e linear. Temos que provar que ¢ preserva
os colchetes de Lie. Por linearidade e suficiente provar isso para os elementos

da base de sl(2,C)

1. Primeramente mostramos que [p(E), o(F)] = ¢([E, F]) = p(H)

[(E), o(M(XY?) = o(E)(p(F)(XY?)) — o(F)(p(E)(X"X"))

= p(E)(aX Y — o(F)(bX Y
= a(b+ 1)X*Y? —b(a + 1)X°Y?
(a —b)X2Y?
= p(H)(X"Y?)
= (B, F])(X“Y")

[o(B), o(FI(X) = o(B)(@(F)(X) = o(F)(e(E)(X7)
= @(E)(dX"Y) — (F)(0)

Analogamente com Yj.
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2. Vamos a provar que [p(H), o(E)] = ¢([H, E]) = ¢(2E) = 2p(F)

p(H)(p(B)(XY")) = p(B)(p(H)(X V7))
P(H)OX Y™ — o(E)((a — b)XY")

b((a+1) — (b— 1) XYY"t — (g — b)bX*HY!
= (ab — b* 4 20) XY™t — (ab + b*) XYt

— QbXa-Hyb—l

20(E)(X°Y?)

[(H), o(E)(XY?)

Se a = 0 ou b = 0 a relacdo também vale e temos que [p)H), p(E)] =
»([H, E]) = ¢(2E)

3. Resta mostrar que [p(H), ¢(F)] = —2¢(F).

P(H)p(F)(XY") — o(F)p(H)(X“Y")

o(H)(@X* 1Y) — p(F)((a — XY

a((a—1) = (b+1)X YV _g(a — b) X2 1YyoH!
— _9gxo-lyb+l

= —2p(F)(X"Y")

= ¢p(=2F)

= ¢([H, F)

[(H), o(F)](X“Y")]

Se a =0 ou b =0 a relagdo também vale.

]

Pelo teorema anterior temos que a matriz de ¢(FE) em relagdo a base
{X4 X4y . XYdl yd) é
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a matriz de p(F') é

0 0 ... 0
d 0 ...0
0 (d—1) ... 0
0o 0 ... 10

e a matriz de ¢(H) é diagonal

a o ... 0
0 d—2 ... 0

0 —d+2 0
i 0 0 —d

Lema 5.3. O sl(2,C) — submédulo de Vi gerado por qualquer elemento

particular XY contem todos os elementos e logo é V,

Demonstragio. Segue de visualizar a acio de H, E, F' em cada elemento X*Y"
da base. O

Com isso se mostra o seguinte teorema
Teorema 5.4. O sl(2,C) — modulo Vy € irredutivel.

Demonstrag¢io. Suponha que U seja um sl(2, C)-submédulo de V. Logo Hu €
U para todo u € U. Como H atua diagonalmente em V; temos que H atua
diagonalmente em U, e logo temos um autovetor de H que se encontra em U.
Como os autoespacos de H sao de dimensao 1 e cada autoespaco e gerado por
um monomio XY temos que o submédulo U contem um monomio. Entdo,

pelo lema anterior, U contem uma base de V. Logo U = V. O

Nosso préximo objetivo é provar que todo sl(2,C) — mddulo e isomorfo
a um dos V;. Nossa estratégia vai ser analizar os autovetores e autovalores de

H. Para simplificar a notacao vamos a escrever E?v em lugar de F(Ew).

Lema 5.5. Suponha que V' é um sl(2,C) — mbdulo e v € V' € um autovetor

de H com autovalor \ entao:

1. Ev =0 ou Ev ¢ um autovetor de H com autovalor A\ + 2

2. Fv=0 ou Fv é um autovetor de H com autovalor X — 2
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Demonstragio. 1. Se V' é uma representacao de sl(2,C) temos que, como
[H, E] = 2E, entao

H(Ev) = E(Hv) + [H,Ejlv = E(A) +2Ev = (A +2)FEv

2. V é uma representacao desl(2,C) temos que, como [H, F| = —2F entao

H(Fv) = F(Hv)+ [H,Flv=F(\v) —2Fv=(A—2)Fv
[

Lema 5.6. Seja V' um sl(2,C) — mbédulo. Logo V' contem um autovetor w de
H tal que Ew =0

Demonstragcio. Como C é um corpo fechado temos que o mapa H : V — V

tem ao menos um autovetor. Seja entao Hv = Av. Considere os vetores
2
v, Bv, E*v, ...

Se todos eles sao diferentes de zero, entao pelo lema anterior eles formam uma
sequencia infinita de autovetores com diferentes autovalores, logo formam uma
sequencia de autovetores linearmente independentes, o que e um absurdo pois
V tem dimensdo finita. Logo existe k > 0 tal que E¥v # 0 e E¥ly = 0. Se

tomamos w = E*v entdo temos Hw = (A + 2)w e Ew = 0. O

Teorema 5.7. Se V e um sl(2,C) — mbdulo irredutivel, entao V e isomorfo

a um dos modulos V.

Demonstragao. Pelo lema 5.6 temos que existe um autovetor de H tal que

Ev = 0. Suponha que Hw = \w. Seja entao a sequencia de vetores
w, Fw, F?w, ...

Entdo, como antes, existe d > 0 tal que F%w # 0 e F4* 1w = 0. Vamos a dividir

a prova €m tres passos

1. Afirmamos que os vetores w, Fw, . .. F%w formam uma base de um sub-
modulo de V. Eles sao linearmente independentes pois sdo autovetores
de H com diferentes autovalores. Por construgao, o espago gerado por
w, Fw, ..., F%w é invariante por H e F. Para mostrar que é invariante

por E vamos a prover por inducao em k que

E(F*w) € span{Fiw,0 < j <k}


DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 1512247/CA


PUC-RIo- CertificagaoDigital N° 1512247/CA

Capitulo 5. Estructura de Algebras de Lie semisiples 53

Se k=0 logo Fw = 0. Temos

E(F*w) = EF(F* ')
= (FE +[E, F])(F*'w)
= (FE + H)(FF'w)
= F(E(F*'w) + H(FF'w)

Pela hipétese de inducio temos que E(F*Yw € span{Fiw,j < k — 1}
e logo temos que F(E(FFw)) € span{Fiw,j < k}. Por outro lado
H(F¥1w) é um multiplo escalar de F*~lw. Assim temos que os vetores
w, Fw, ... Flw formam uma base de um submédulo de V. Como V e
irredutivel temos que o submédulo gerado por F*w para 0 < k < d e

igual a V.

. Em este passo vamos a mostrar que A = d. A matriz de H em relacao a

w, Fw, ... Fw é diagonal pois e o traco de matriz e
A+A=2)+--+A=2d)=(d+ DA —(d+ 1)d

Como [E, F| = H, a matriz de H é igual ao comutador das matrizes de

E e F, logo seu trago é zero e entao A = d.

. Agora vamos a explicitar um isomorfismo V' ~ V. Como vimos acima V'

tem base {w, Fw, ..., Flw}. Por outro lado V; tem como base
(X4 rxe . . . FIX%

onde F*X? denota um multiplo escalar de X9*Y* Ainda mais, o
autovalor de H em F¥w é o mesmo que o autovalor de H em F*X9. Para
ter um homeomorfismo, devemos ter um mapa que leve autovetores de
H em autovetores de H para o mesmo autovalor. Definimos ¢ : V — V
como

Y(FrPw) == FFX1,

Vamos a mostrar que ¢(Xv) = Xi¢(v) para todo X € sl(2,C). E
claro que e suficiente mostrar isso para os elementos E, F, H da base
de X € sl(2,C):

e ¢ comuta com a agdo de F' pois ¢¥(F*w) = FFX? e logo

Y(F(FFw)) = p(FFw) = FFXY = F(FRFXY) = Fy(FRw)
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e ) comuta com a acao de H pois

GHFYw) = (A — 26) FFw) = (A — 2)0(Fhw) = Hib(F*)

e Resta mostrar que ¢ comuta com a acao de . Vamos a usar indugao
em k. Para k = 0 temos ¢ (Fw) = ¢(0) = 0 e Ey(w) = p(E)X? = 0 pois
por defini¢do ¢(E) := X 8%. Agora, assumindo que vale para k = k — 1
temos (usando o passo indutivo e a comutatividade em relagdo a H e F')

que:

Y(B(F*w)) = Y((FE + H)(F*w))

]

Este teorema tem um importante corolario, cuja demonstracao esta

contida na prova do teorema precedente:

Corolario 5.8. Se V' e uma representagio de dimensao finita de sl(2,(C)) e
w €V um autovetor de H tal que Ew = 0 logo Hw = dw para algum inteiro

nao negativo d e o submodulo de V' gerado por w ¢ isomorfo a Vy

Demonstracao. Pela primeira parte da demonstracao do teorema temos que

para algum d > 0 os vetores w, Fw, F?w, ..., Féw geram um submédulo de
V. Logo pelos passos segundo e terceiro temos o resultado. O
5.2

Decomposicio de Algebras de Lie semi-simples

Teorema 5.9. Seja b subdlgebra de Cartan de g. Entao
1. A forma de Killing restrita a b é nao degenerada.
2. b € abeliano.

3. b e seu propio centralizador.
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4. todo elemento de by € semi-simples.

Demonstracao. 1. Sabemos que existe um elemento regular X € § tal que

h = go(X) na decomposicao primaria de ad(X) dada por
g=00(X) Do D.. .0,

com gy, = {W € g: (ad(X) — X\)"(W) =0,n > 1} sejam Y € g,, e
Z € gy, Logo (ad(X) — X)"(Y) = 0e (ad(X) — X;)"™(Z) = 0 para n e

m inteiros. Pode se mostrar por inducao em m + n que
>‘i<Y> Z> = <[X7 Y]v Z> = _<Yv [X’ Z]> = _)‘j<Y7 Z>

dai segue que g, e gy, sao ortogonais em relagao a forma de Killing . Em
particular b é ortogonal a todo g,, em relacao a forma de Killing. Entao
a forma de Killing restrita a h é nao degenerada pois caso contrario a

forma de Killing de g seria degenerada.

2. Sabemos que b e nilpotente, logo soluvel. Seja a representagdo adjunta
ad : h — gl(g). Temos entdao que ad(h) é solivel. Logo, pelo critério
de Cartan temos que trago(XY) = 0 para todo X € [ad(h,)ad(h)] =
ad([h,h]) e Y € ad(h). Em outras palavras h e ortogonal a [h, h] pois
([h,b],h) = 0. Mas pelo primeiro item a forma de Killling restrita a b é

nao degenerada, o que implica [h, h] = 0. E dizer b é abeliana.

3. Como b é abeliana, esta contida em seu propio centralizador Cy(h), que
certamente esta contido no normalizador Ny(h). Como por definicao de
subdalgebra de Cartan h = Ny(h) segue que b = Cy(h).

4. Seja X € b. Seja a decomposicao abstrata de Jordan X = Xg+ Xy. Seja
Y € . Como h é abeliana, X comuta com Y e pelo teorema 2.26 temos
que X comuta com Xg e Xy. Logo temos Xg, Xy € Cy(h) = bh. Como
ad(Xy) ¢ nilpotente e Y comuta com Xy temos que ad(Y) o ad(Xy)
é nilpotente, e entao (Y, Xy) = trago(ad(X) o ad(Xy)) = 0 e Xy e
ortogonal a todo elemento Y € . Logo pela nao degenerescencia de h
temos que Xy = 0.

0

Corolario 5.10. h € uma subdlgebra abeliana mazximal de g.

Demonstragdo. Segue do item 3. O]


DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 1512247/CA


PUC-RIo- CertificagaoDigital N° 1512247/CA

Capitulo 5. Estructura de Algebras de Lie semisiples 56

Temos entao que se h é subalgebra de Cartan entao h é subalgebra
maximal abeliana e todo elemento de f é semi-simples. Um fato interessante é

reciproca também e certa:

Teorema 5.11. Se h € subdlgebra abeliana mazimal e todo elemento de b €

semi-simples entao by e subdlgebra de Cartan.

Demonstragdo. Ver [3]. O

Temos entao que se h e subdlgebra de Cartan, entao ad(H) é diagonaliza-
vel para todo H € h. Ainda mais, como esses mapas sao comutativos, temos que
g admite uma base de antovetores comunes para os elementos de ad(h). Dado
um autovetor comun X € g, os autovalores sao dados pelo "peso'associado
a: h — C, definido por

(ad(H))(X)=a(H)X,YH € b
Os pesos sao elementos do espaco dual h*. Para cada o € h* seja
6= {X € g [H, X] = a(H)X,VH € b}

g denota o correspondente espago peso. Um destes espagos peso é o

espaco peso associado a zero.
go={X€g:[H X]=0,VH € h} =Cy(h) =b

Logo podemos decompor g na soma direta de espagos peso pela acao

adjunta de b.
g=ho P ga

a€cll
sendo II o conjunto de v € h* diferentes de zero e tal que g, ¢é diferentes de

Zero.
Lema 5.12. Suponha que o, 3 € h*. Entdo
1. [ga, 86] € Gars

2. Sea+ p#0 logo (ga,85) =0

Demonstracao. 1. Seja X € g, e Y € gz. Devemos mostrar que [X,Y], se

for diferente de zero, e um autovetor para todo H € h com autovalor
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a(H) + B(H). Usando a identidade de Jacobi temos que

[H,[X,Y]] = [H,X].Y] + [X,[H,Y]]
= [a(H)X, Y]+ [X, B(H)Y]
= a(H)[X, Y]+ B(H)[X, Y]
= (a+p)[X,Y]

2. Como a + f # 0, existe um H € b tal que (o + B)(H) # 0. Logo, para
todo X € g, Y € g3, temos, usando a associatividade da forma de

Killing, que

a(H)(X,Y) = ([H,X].Y)
= —(X, H],Y)
= —(X,[H,Y])
= —B(H)B(X,Y)

e logo

(a+ B)(H)(X,Y) =0

Como (a+ B)(H) # 0 deve ser (X,Y) = 0.

Sabemos também que a restrigdo de (.,.) a b e ndo degenerada.

Lema 5.13. Seja g dlgebra de Lie compleza de dimensdo 3 tal que g = g .
Entao g ~ sl(2,C).

Demonstragio. Ver [1]. O

Proposicao 5.14. Seja o € 11 e seja X € g,. Logo —« € raiz e existe Y € g_,,
tal que sl(a) := span{X,Y,[X,Y]} e uma subdlgebra de g isomorfa a sl(2,C).

Demonstrag¢io. Primeiramente afirmamos que existe Y € g_, tal que (X, Y) #
0e [X,Y] # 0 Como a forma de Killing e ndo degenerada, existe W € g tal
que (X, W) # 0. Podemos escrever W = Y; + Y 5c11 Y3, com Yy € h e Yp € gg.
Quando se expande (X, W) temos pelo segundo item do lema 5.12 que o tinico
jeito de um termo diferente de zero ocorrer é se —a e uma raiz e Y, # 0, logo
tomamos Y = Y,. Como «a # 0 existe K € b tal que a(K) # 0. Para este K
temos

<K’ [X,Y]> = <[K7XLY> = a(K)<X7Y> # 0

e logo [X,Y] # 0 Vamos a denotar sl(«) por s para simplificar a notacao.
Temos s = span{X,Y,[X,Y]}. Pelo primeiro item do lema 5.12 lema temos
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que [X,Y] € h. Como X e Y sdo autovalores simultaneos de todos os elementos
de ad(h), e em particular de ad([X,Y]), temos que s é uma subélgebra de
g. Resta mostrar que s e isomorfa a si(2,C). Seja H; = [X,Y]. Afirmamos
que «(H;) # 0. Caso contrario [Hy, X| = «a(H;)X = 0 e, similarmente
[H,Y] = —a(H,)Y =0, logo ad(H;) : g — ¢ comuta com ad(X) : g — ge
com ad(Y) : g — g. Logo, pela proposi¢ao 2.9 temos que ad(H;) : g — g é um
mapa nilpotente. Por outro lado, como b e subdlgebra de Cartan, temos que
H, é semi-simples. Mas o tnico elemento de g que é simultaneamente semi-
simples e nilpotente é 0. Logo temos H; = 0, o que e uma contradi¢ao. Logo,
temos que § é uma &algebra de Lie complexa de dimensdo tres com s = s e

entdo pelo lema 5.13 temos que s é isomorfa a sl(2,C). ]

Lema 5.15. Para cada « € 11, sl(«) tem base {E,, Fy, H.} tal que E, € g,,
F,€9.. H,ebhealH))=2.

Demonstracio. Com a notacao usada no lema anterior tomamos E, = X e

F, =AY com \ = a(?ﬁ) e escrevemos H!, = [E,, F,]. Temos entao

2H,
o(Hy)

H!, = [Eo, Fo] = [X,\Y] = A[X, Y] = \H, =

e logo temos que

]

Lema 5.16. O mapa ¢ : sl(«) — sl(2,C) definido por p(E,) = E, ¢(F,) = F,
¢(H.) = H é um isomorfismo de dlgebras de Lie.

Demonstragdo. Segue do lema anterior. O]

A continuagao vamos a usar a forma de Killing para definir um isomor-
fismo entre h e h*. Como (.,.) é uma forma bilinear, ela define uma aplicagao
h — b* dada por

Hw— ay()=(H,.)

Como a restricdo da forma de Killing a h é nao degenerada, essa aplicacao
é um isomorfismo entre h e h*. Para a € h*, sua imagem pela inversa desse

isomorfismo sera denotada por H,, isto e, H, é definido pela igualdade
(Ho, H) = o(H)

para todo H € h Usando esse isomorfismo, pode-se definir a forma de Killing
em h* assim:

(o, B) = (Ha, Hp) = a(Hg) = B(Ha)
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com «, 3 € h*
Uma propriedade muito importante de este isomorfismo e dada pelo

seguinte lema:
Lema 5.17. Seja o € I1. Se X € g, e Y € g, entao [X,Y] = (X,Y)H,

Demonstra¢io. Temos [X,Y] € go_o = go = b. Seja H € b arbitrario. Entao
(H,[X,Y]) =([H,X].Y) = a(H)(X,Y) = (X,Y)(H, Hy) = (H,(X,Y)H,)

como (., .) ndo é degenerada e H é arbitrario temos que [X,Y] = (X, Y)H, O

Agora estamos em condigoes de aplicar os resultados sobre as repre-
sentacoes de sl(2,C). Seja a uma raiz. Podemos interpretar g como um
sl(a) — méddulo usando a representacao adjunta. Se A € sl(a) e Y € g en-

tao a agdo e dada por

AY = (adA)Y = [A,Y]

Os sl(a) — submodulos de g sao precisamente os subespagos vetoriais m
de g tal que [S, M] € m para todo S € sl(«) e para todo M € m. Claro que e
suficiente provar isso quando S é um dos elementos H,, F,, F,.

No seguinte lema faz sua aparicao o teorema de Weyl:

Lema 5.18. Se m é um sl(a) — submbdulo de g e g é semisimples, entdo os

autovalores de H, atuando em m sdo inteiros.

Demonstragio. Pelo teorema de Weyl, m pode ser decomposto em soma
direta de sl(a) — moédulos irreduciveis. Temos que sl(a) =~ sl(2,C). Para

sl(2,C) — mbdulos o resultado segue do coroldrio 5.8. O

Vamos ver dois exemplos muito tteis:

e Seja u = h + sl(a). Seja k = ker(a) € h. Temos que dim(t) =
dim(h) — 1(sabemos que dimim(a) = 1 pois a(H/) # 0. Como g ¢ abeliano
temos [H],, X| = 0 para todo X € k. Logo temos

(B X) = ~[X, Ea] = ~a(X)E, = 0

e similarmente [F,, X] = 0. Logo, todo elemento de sl(a) atua trivialmente

em k. Segue que k @ sl(«) é uma decomposicao de u em sl(«) — médulos.

eSe g elloup =0,sejam:= @, g3+ onde a soma e sobre c € C
tal que B + ca € II. Segue pelo primeiro item do lema 5.12 que m é um
sl(a)) — submbdulo de g. A analise deste mdédulo vai ser muito importante a

continuacao.
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Proposicao 5.19. Seja o € Il. Os espagos de raizes g, tem dimensdo 1 e os

unicos multiplos de o que pertencem a 1l sao +a

Demonstra¢io. Se ca é raiz entdo temos que H) tem co(H]) = 2c¢ como
autovalor, pois a(H),) = 2. Como os autovalores de H/, sdo inteiros, temos que

celZouceZ+ % Para descartar os valores nao desejados de ¢, consideramos

o modulo
m:=hHod @ ea
cagll
Seja k := ker(a) € b. Pelo exemplo anterior temos que k @ sl(«) é um

submoddulo de m. Pelo teorema de Weyl, médulos de sl(a) sao completamente

reduciveis, por isso podemos escrever
m=£k®sl(a)®ro

onde tv é um submoddulo complementario. Se alguma das conclusoes da
proposicao fosse falsa, entao teriamos to £ 0. Vamos a provar que isso constitui
um absurdo. Suponhamos entao to # 0. Seja entdao 3 um submodulo irredutivel
de 1. Pelo teorema 5.7 temos que 3 ~ V,. Se s e par segue pelo lema 5.5
que 3 contem um autovetor de H! com autovetor igual a zero. Seja v este
autovetor. Temos entdo que a(v) = 0, e dizer v € k. Mas kN3 = 0,
entdo temos uma contradicdo. Antes de analizar o caso em que s e fmpar,
vamos a ver outra consequencia de este argumento. Suponha que 2a € II.
Logo H! tem 2a(H!) = 4 como autovalor. Como os autovalores de H/ em
k@ sl(«) sao 0 e £2, o inico modo em que esto pode acontecer e se 1 contem
um submédulo irredutivel isomorfo a V; com s par, o que mostramos que e
impossivel. Suponhamos agora que s é impar. Logo V' deve conter um autovetor
de H}, com, autovalor 1. Como «(H}) = 2 isso implica que fo é raiz. Logo
a e %oz sao raizes, mas isso implica, como no anterior paragrafo, que existe

submoédulo Vi de w com s par, o que e uma contradigao. O
Proposigao 5.20. Suponha que o, 3 € 11 e 8 # +a. Entdo temos que
1. B(H.) € Z

2. Existem inteiros p, q tal que f+ka €l seo sosekeZ e —p <k <q.
Ainda mais, p— q = S(H))

3. Se a+ f €11 entao [E,, Es] é um miltiplo escalar diferente de zero de
EOL+5

4- 6 _B(Ho)a S I
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Demonstragio. 1. Seja m := @y, §p+ka- Como B(H!) é o autovalor de H,

2.

atuando em gg, logo tem que ser inteiro.

Sabemos que se S+ ko é raiz entao dim(ga1rs) = 1. Logo, os autoespagos
de ad(H,) em m sao de dimensao 1 e, como (5 + ka)(H)) = B(H]) + 2k,
os autovalores de ad(H,) sao todos pares ou todos impares. Entao pelo
estudo feito das representagoes de sl(2,¢ temos que m é um sl(a) —
submédulo irredutivel. Suponhamos que m ~ V,;. Em V; o elemento H,

atua diagonalmente com autovalores
{d,d—2,...,—d}
Mas temos que em m, H/, atua diagonalmente com autovalores dados por
{B(H!) + 2k : B+ ka € 1T}

Igualando esses conjuntos e definindo p e ¢ pelas igualdades d = 5(H.) +
2g e —d = P(H]) — 2p temos que f + ka € Il seesések € Z e
—p < k < q. Por outro lado temos p = %(H;) eq= %(H&)

temos p — q = B(H]).

e restando

. Suponha que Z € gg, logo Z pertence ao H, — autoespaco onde H} atua

como [((H)). Suponhamos que ad(E,)Ez = [E,, Es] = 0. Entao Ez é
um vetor de peso maximo na representacao irredutivel M ~ V; com peso
méaximo G(H.,). Mas por outro lado, se a + 3 é raiz temos que H, atua
no espago raiz associado como (a + 3)(Hy,) = B(Hqa) + 2. Logo Es no
esta no espaco de peso maximo da representacao irretutivel M e temos

que ad(E,)Ez # 0.
Segue do item dois pois temos que
B—B(Hy)a =5~ (p—q)a

e —p<k<gqg

Lema 5.21. Sejam o, B € 11. Entao

1.

_ __H] ! 2H,
Ho = 5y ¢ Ho = i

2. (Hu, H,)(H!, H.) =4

Demonstracao. Temos que


DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 1512247/CA


PUC-RIo- CertificagaoDigital N° 1512247/CA

Capitulo 5. Estructura de Algebras de Lie semisiples 62

1. A expressao para H, segue do lema 5.17 aplicado a X = F, e Y = F,.
Como a(H!) = 2 segue que

2= <H0c>H;> = <Hon (<Eon Fa>)Ha>

o que implica que
<Eow Fa><Ha> Hoa> =2

e substituindo (F,, F,) = g—é temos

2H
H = 2o
“ (Ha, Ha)

2H, 2H, 4

<H;7H;> = <<Ha,Ha>7 <H0“Ha>> - <Ha,Ha>

Coroléario 5.22. Se a e 3 sdo raizes, entao (H,, Hp) € Z e (H,, Hg) € Q

Demonstragao. Usando a decomposicao em espacgos de raizes para computar
trago(ad(HY,) o ad(H})) temos

(H,, Hp) =Y ~(H,)v(Hj)

~yell

Como os autovalores de H, e Hj sdo inteiros, temos que (H,,, Hj) € Z. Por

outro lado temos

<HaaHa>H¢,x <H57H5>Hé>
2 ’ 2
<H0m Ha><H,3’ Hﬁ)

- 00 ( Hy € @

(Ha, Hp) = (

Lema 5.23. Para toda raiz o € 11 vale

B(H,) =
Demonstracao.

2H, | _2(p.a)

B(H,,) = (Hg, Hy) = (Hg, (Ha,Ha>> (a, )
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Definicao 5.1. A sequencia

"7B‘_'2a76'_'a?ﬁ76‘+'a76'+'2aa-“

e denominada uma « — sequencia iniciada em [3.

Pelo segundo item da proposicao 5.20 podemos saber quais elementos
dessa sequencia sao raizes, pois sabemos que existem inteiros p, ¢ tal que
fH+kaecllseoséseke€Ze—p<k<gqetal que p—q=p(H.). Por outro

lado pelo lema 5.23 temos que S(H) = 2<<f;>>

Podemos entao dar as seguintes defini¢oes:

_ 2(8.)

(@)

Definicao 5.2. A formula p — ¢ e dita formula de Killing.

Definicao 5.3. O nimero inteiro

2(8,a)

(@, a)

¢ dito numero de Killing de associado as raizes a e 3.

5.3
Sistema simples de raizes

Proposicao 5.24. Seja hg o espago
bho ={a1Ha, + -+ arH,, :a; € Q a; €11}
entao dim(hg) = dim(h)
Demonstragio. Ver [1]. O
Proposicao 5.25. A forma de Killing restrita a hg € um produto interno

Demonstra¢io. Como (.,.) é uma forma bilinear simétrica, s6 falta mostrar

que € positiva definida. Seja H € hg. Entao temos

(H,H) = trago(ad(H)*) = Y_ a(H)*> = Y (H,, H)?

a€ll a€ll
e, portanto, (H,H) > 0. Alem do mais, (H,H) = 0 se e s6 se (H,, H) =0
para todo a € II, o que ocorre se e s6 se H = 0, pois II gera h* O

A construcao do espago racional pode ser feita também no dual h* de b

e, procedendo como na discusao acima, mostra-se que o subespaco racional by,
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gerado pelas raizes tem a mesma dimensao de b e se identifica com o dual de
ho. Analogamente, a forma de Killing ¢ um produto interno em by.

Alem disso, como hg é um espago vetorial racional, ele pode ser estendido
a um espago vetorial hr, da mesma dimensao, sobre o corpo dos reais.

Observamos que o produto interno em hg definido pela forma de Killing
pode ser estendido a um produto interno em hg. A classificagdo das algebras
semi-simples(ou melhor, simples) vai ser feita em cima da geometria das raizes
em relagdo a esse produto interno. A classificacdo e possivel porque essa

geometria e bastante rigida, como sera exposto a seguir.
Defini¢ao 5.4. Seja V' um espago vetorial sobre Q e {Vi,...,v;} uma base
ordenada de V. Sejam v, w € V escritos em coordenadas como

V=V + -+ qu

w:b1U1+"'+blvl

A ordem lexicografica em V' em relagao a essa base é definida como v < w
se v = w ou se a; < b; onde 7 é o primeiro indice em que as coordenadas de
v e w sdo diferentes. Quando V' é munido de um produto interno, a ordem
lexicografica em V satisfaz a propriedade enunciada no seguinte lema, que

serd utilizada para construir sistemas simples de raizes.

Lema 5.26. Tomando a ordem lexicogrifica dada pela base ordenada

{v1,...,u}, seja {wq,...,wn} um subconjunto de V' satisfazendo
1. w; > 0 para todoi=1,....m
2. (wi,wj) <0 para i # j
Entao {wy,...,wy} é linearmente independente.

Demonstragdo. Suponha por absurdo que, por exemplo
Wy = QLWL + *** + A1 Win—1

Se todos os coeficientes sao < 0 entdao w,, < 0 pois w; > 0 e, portanto,
a;w; < 0 se a; < 0. Portanto, ao menos um dos coeficientes é positivo. Seja a
decomposigao

w=w"+w"

onde w™ é a soma dos elementos na combinacdo acima em que o0s
coeficientes sao positivos e w™ a soma daqueles em que os coeficientes sao

negativos. Entao w* # 0. No entanto
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(Wi, ") = a; Y (Wi, w;) <0

(2
pois nessa soma os coeficientes a;(que aparecem em w't) sao > 0 e

(W, w;) < 0 pela segunda hipdtese. Por outro lado

<wmaw+> = <w+ +w—7w+> = |w+|2 + <w_7w+>

O ultimo termo desta expressao e estritamente positivo, pois \wﬂ2 >0

e (w™,wt) >0ja que se w" =Y bw; e w” =3 c;wj, entdo

(w™,w™) = bicj(wi, wy)

eb >0,¢; <0e (w,w;) <O0. Essa contradi¢do mostra que o conjunto é
linearmente independente.

]

A partir de agora fixa-se uma ordem lexicografica dada por uma base de
bo-

Definicao 5.5. Uma raiz a € II é simples-em relagao a ordem fixada-se

1. a>0

2. Nao existem 3,v € II tal que 8 e v sdo positivas e
a=p+y

Vamos a denotar por ¥ o conjunto das raizes simples. O objetivo dos
seguintes lemas e mostrar que 3 forma uma base de hg. O primeiro passo e

mostrar que > é nao vazio.
Lema 5.27. X # 0

Demonstracao. Seja o uma raiz positiva minimal, isto é, tal que nao existe
B ellcompf>0ef < a A existéncia de uma raiz deste tipo vem de que
—v € Il se v € II e, portanto, existem raizes positivas minimais. Uma raiz «
satisfazendo essas propriedades ¢ simples. De fato, se « =+ v com 5,7 > 0

e B,v €1l entao a > > 0 pois v > 0 contradizendo a escolha de «a. O

Lema 5.28. (o, ) <0 sea,f €X ea #[.

Demonstragdo. Observamos que se o # [ sao raizes simples, entdao g — «a ¢ I1.

Isso porque se 3 — « fosse raiz, entao teriamos
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1. 6—a<0,pois f=a+ (8 —«) e ésimples.
2. f—a>0poisa=L+ (a—pf)eaésimples.

o que e uma contradi¢ao. Portanto, na a — sequencia iniciada em [,
p = 0. Pela formula de Killing temos
2(8, o)

> _g— VDT
02 1=, o

e dai que (o, 5) < 0 se a # [ sao raizes simples.

Lema 5.29. X ¢é linearmente independente.
Demonstracio. Segue do lema anterior e do lema 5.26 O]

Daqui em diante escreveremos o conjunto das raizes simples como
Y={aq,...,q}

Lema 5.30. Seja 5 € Il com 8 > 0. Entao , 8 se escreve de maneira unica
como

f=mnoq+-+mo
com ny,...,n; inteiros > 0. Em particular, 3 gera by

Demonstragio. Se [ é simples, temos = «; para algum ¢. Casco contrario,
existem raizes positivas 1 e [y tal que § = (1 + (2 e essa soma fornece
a decomposicao para  se ;1 e [y sdo simples. Se uma dessas raizes nao e
simples, ela pode ser decomposta como soma de raizes positivas(por exemplo
f1 = 7 + Y2 com 7,7, raizes positivas) e assim sucessivamente. Como em
cada decomposicao obtem-se raizes estritamente menores as anteriores, esse
processo termina em raizes para as quais nao existe nenhuma raiz positiva
menos que as mesmas. Fssas raizes sao simples, como foi mostrado no lema
5.27. Dessa forma, 3 se escreve como soma(com possiveis repeticoes) de raizes
simples, isto e, S é combinacao linear com coeficientes inteiros > 0, como no

enunciado. N

Corolario 5.31. 1. Seja v uma raiz positiva que ndo é simples. Entdo

existe v € 3 tal que (y,a) >0 ey — « € raiz positiva.

2. Toda raiz positiva vy pode ser escrita como

V=i et
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com «;; raiz simples de tal maneira que as somas parciais

ail _|_ e + ais
com s =1,...,k raizes.
Demonstragdo. Ver [6]. O
Resumindo temos que se
Y={o,...,q}

é o conjunto das raizes simples em relacdo a uma ordem lexicografica, entao

1. ¥ é uma base de hg

2. toda raiz [ pode ser escrita como
5:n1a1+---+n10q

com coeficientes inteiros do mesmo sinal.

5.4
Matrizes de Cartan

Foi mostrado que se tivermos um sistema simples de raizes > entao
todas as possiveis raizes de uma &lgebra de Lie g sdao combinagoes lineares
com coeficientes inteiros todos positivos ou todos negativos. A continuacao
vamos a determinar quando uma soma de elementos de X é raiz. Isso sera feito
utilizando a formula de Killing. Antes disso vamos a introduzir uma importante

definicao, que sera 1util em futuras demostracoes.

Defini¢ao 5.6. Seja ¥ = {ay, ..., o} um sistema simples fixado. Seja  uma
raiz positiva tal que

B:mlal—i-'“—i-mlal
entao o numero positivo my + - - - +m; é denominado altura de f3.

As raizes de altura um sao as propias raizes simples. As raizes de altura
dois sao da forma o; + o, com i # j. Para saber se a; + o é realmente raiz

temos que analizar a o; — sequencia iniciada em «;

Qj — P, ..., 05 + qo;
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Como «a; — a; nao e raiz(pois todos os coeficientes de uma raiz tem o

mesmo sinal) sabemos que p = 0. Logo pela formula de Killing temos que

g = 2<Oéi7 Oéj)
<Oéz‘, Oéz‘>
Assim temos
2 2 )
(0%, 0éi>
portanto
2<Oél', Oéj>

Cki+Oéj€H<:> <0

<Oéi, Oél>
Logo, para encontrarmos as raizes de altura dois, basta olhar os valores
2 P55
de 2o ),

(@,0)

Seja agora [ uma raiz de altura 3. Pelo corolario 5.31 8 = a 4 o com «

de altura dois e ay, € X2, isto é,
6 = q; + Oéj +

com ¢ # j. A formula de Killing para a aj — sequencia iniciada em «a; + a; e

dada por

2(0@ + Oéj, Oék>
pP—q=—"F—"
(o, o)

Com isso existem as seguintes possibilidades

1. ¢ # k # j Neste caso, p = 0 pois a; + a; — a; nao ¢é raiz pois e uma
combinagao linear onde aparecem coeficientes negativos e positivos. Dai
que partindo de a; + a; € IIT, os valores de k para os quais o; + a; + oy,

é raiz positiva sao aqueles em que

2(a;, ag)

(o, o)

<0

2(aj, ag)

<0
(o, ou)

2. k=10uk = j. Por exemplo, k = j. Neste caso, a oy — sequencia iniciada
em «o; + o faz parte da a; — sequencia iniciada em ;. Como «a; — «;

nao ¢ raiz, para decidir se o; + 2c; € raiz, basta olhar
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2(ay, a,)

(o, o)

Em cada um desses casos os numeros de Killing correspondentes as raizes

simples determinam as raizes de altura trés.

Em geral se procede da mesma forma, por indugdo na altura. Pelo
corolario 5.31 as raizes de altura n + 1 sdo da forma o« + a; com i raiz
de altura n e 4 raiz simples. A formula de Killing mostra quais dessas somas

sao raizes: a ag-sequencia iniciada em « é dada por p e ¢ com

2o, ag)
P—q= "+
(g, o)
Por inducao, p é conhecido, pois o — g, — 20, . . . se sao raizes sao positivas

e de altura menor que n. Se

o =nyoq + -+ oy

entao

2(a, ap) . 2, a1) 2(a, o)
(ko) {on, o) (o, o)
e novamente ¢(e, portanto o fato de @ + a4 ser ou nao ser raiz) e encontrado
a partir dos niimeros de Killing correspondentes aos elementos de 3.
Entao, pela discussao feita acima temos que os nimeros de Killing
associados a os elementos do sistema simples de raizes determinam todas
as raizes de uma subdlgebra de Cartan h € g e, consequentemente, toda a

estrutura da algebra semi-simples g.

Definicao 5.7. Os numeros de Killing associados as raizes simples sao colo-

cados em forma de matriz [ x [ como

Esta matriz e dita Matriz de Cartan do sistema simples de raizes. A
proxima proposicdo mostra que as posibilidades para os elementos fora da

diagonal sao bastante restritas.

Como a forma de Killing restrita a hg ¢ um produto interno, pode-
mos falar de angulos entre os elementos de II, pois (a, ) = (Ha, Hg) =
| Hol[Hp|cos(y)

Proposicao 5.32. Sejam « e [ raizes.
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1. Se ¢ denota o angulo entre o e 3 (ou entre H, e Hg) entao

3 2
cos(p) = 0,+1, :I:\g_, :|:£7

1
4=
2 2

isto €, p = kg ou =k}

2. Os possiveis valores para os numeros de Killing sao

2(a, B)

(o, )

=0,41,42,+3

Demonstragio. 1. Temos (a, 8)* = (o, ) (B, B)cos*(¢). Logo

2(a, ) 2(a, )
(o, ) (B,8)

Como 0 < cos*(p) < 1 e os termos do lado esquerdo da equagio sao

= 4cos*(ip)

inteiros, entao

4cos*(p) = 0,1,2,3,4

e portanto

3 2 1
cos(p) = O,il,i\g_,:lz\é_,i2

2. Pelo item anterior

2(a, B) 2(a, B)

=0,1,2,3,4
(a,a) (8,5)
isso implica que
200.8) _ 0 41 49,43 44
(a,q)
Se supormos que
2
@5 _ 1y
(o, @)

entao cos(p) = £1. Logo ¢ = 0 ou ¢ = 7 e « seria miltiplo de 3, ou

seja a = £ e assim
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o que e uma contradigao.

Observamos que se ¢ ¢ o angulo entre as raizes simples a; e «; entao
e o =0seq; = q;
o p =90°,120°,135°, 150° se a; # a;
Proposicao 5.33. Seja C' = (¢;j) a matriz de Cartan de um sistema simples
de raizes. Entdao
1. ¢;; = 2 para todo 1
2. ¢j =0,-1,—20u—3 para i # j
3. ¢ji=—1sec;=—20u—3
4. ¢;j =0 se o somente se cj; =0

Demonstragio. Ver [1]. O
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Diagramas de Dynkin

6.1
Diagramas de Dynkin

O diagrama de Dynkin e um grafo muito util que contem as mesmas
informacgoes que a matriz de Cartan. Ele é definido a partir de um sistema

simples de raizes fixado

Y={aq,...,q}

O diagrama contem [ pontos(vertices) representando cada uma das raizes.
Os vertices sao ligados(ou nao) por um, dois ou tres segmentos(arestas) de

acordo com as seguintes instrucoes:

1. Se
(i, ) _ {ai, ) _
(@i, 0q) (o, 05)
nao existe ligagao:
o o)
a; Q;
2. Se
(i, o) _ {aiy0g)
(@i, 0q) (o, )
entao «o; e o sao ligadas por um segmento:
0—o0
(07 ay
Neste caso o angulo ¢ entre as raizes e 120° pois 4cos?(p) = —1 implica

cos(p) = —3.
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<O‘i7a'> (qu',,Oé'>
3. Se (%ab ou <aj7a§_>

por 2(respetivamente 3) elementos

é —2(respetivamente —3) entao os vertices sao ligados

O—=0 O=—==0
(87 Qy (87 %

Neste caso o dngulo ¢ entre as raizes e 135°(respetivamente 150°) pois
4cos?(p) = 2 implica cos(p) = +¥2 (respetivamente 4cos?(y) = 3 implica
cos(p) = i?.

A ideia do diagrama de Dynkin e poder utiliza-lo para poder obter a
matriz de Cartan correspondente. No entanto quando a ligacao ¢é feita por dois

ou tres segmentos, nao fica claro qual direcao das entradas

2<Oéi, Oéj>
C’L” _ 7 J7
! <Oéi7 Oéz)
ou
2(0@, Oéj>
C"L' _ - 47
" {ay,0)

da matriz de Cartan e —2 ou —3. Para distinguir isso, orienta-se a ligacao na

. ~ . 2 . . ,
direcao da raiz «; se ¢;; = Howag) ¢ 9 oy —3
J J (v )

O==0 O==0
a; Qy a; %

2(ag,aj)

e orienta-se isso, orienta-se a ligacao na direcao da raiz «a; se ¢;; = :
7 7= Tana)

é —2 ou —3.
A direcao convencionada para a ligacao esta associada ao comprimento
relativo das raizes. De fato, o cociente entre os nimeros de Killing correspon-

dentes é
2(ai, o) i, i) {y, )
2(ai, )y, o) (i, i)

Temos entao que a direcao de uma ligacao multipla foi escolhida de tal

forma que aponta para a raiz de menor comprimento entre as duas raizes da

ligacao.
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6.2
Classificacao dos diagramas

Nosso objetivo agora vai ser encontrar todos os possiveis diagramas
de Dynkin. Estes que foram foram construidos a partir de sistemas simples
de raizes, que em ultima instancia, sdo bases de espacos vetoriais racionais
com produto interno. A maneira como se associo um diagrama a uma base
dependeu apenas da estrutura geométrica da base.Entao, os diagramas podem
ser considerados sem fazer alusao aos sistemas de raizes. Assim, encontrar
todos os diagramas significa encontrar todas as bases de Q' cujos elementos
formam entre si angulos de 90°, 120°, 135° ou 150° e tal que os quadrados
dos comprimentos relativos entre dois vetores da base que formam um angulo
de 135° ou 150° seja dois ou trés, respetivamente. Vamos a considerar, em
primeiro lugar, apenas os angulos entre os elementos da base, deixando de
lado seus comprimentos. Em termos dos diagramas, isso significa considerar
apenas a quantidade de arestas entre os vertices, sem se preocupar com suas

orientagoes. Dessa forma serao encontradas as bases

{u, ..., u}

de Q' normalizadas (|u;] = 1 para todo i) em que os angulos entre seus
elementos sao 90°,120°,135° ou 150°. Para uma base normalizada, o cosseno do
dngulo entre dois elementos u;, u; é¢ dado por (u;, u;) e, portanto, esse produto
1 V2 V3

interno assume apenas os valores 0,—35,—%

Lema 6.1. Ao retirar de um diagrama alguns vértices juntamente com todas

as arestas incidentes nesses vértices, o que se obtém ainda e um diagrama.

Demonstragdo. De fato, o processo de retirar os vértices e as arestas incidentes
significa, em termos da base associada, que se retiram os elementos da base que
correspondem a os vértices retirados. Dessa forma, o diagrama que fica esta

associado ao conjunto de vetores linearmente independentes restantes. O

Lema 6.2. Num diagrama com [ vertices, a quantidade de pares conectados,

isto e, que ndao sao ortogonais, ¢ < .

Demonstragdo. Suponha que o diagrama é dado pela base

{u, ..., u}

com |u;| = 1. Um par (u;, u; é conectado se (u;, u;) < 0.

Seja
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u=1u +---+y

Entaou #0e

0 < |u*= (Zul,Zu]) = ; lu] —i+ QZ(ui,u]} =1+ Z2<ui,u]~)

1<j 1<j

e, portanto
Z —2<'LLZ, Uj> <l
i<j

Seja p;; 0 angulo entre u; e u;. Entao temos que cos(y;;) = (u;, u;). Pelos

possiveis valores ;;, tem-se que

—2(u;, u;) = 0,1,v/2,v3

e dai que —2(u;, u;) > 1 se (u;, u;) # 0. Pela desigualdade acima tem-se
entdo que a quantidade de pares que nao sao ortogonais é menor que [. Como
essa quantidade coincide com a de pares ligados, isso mostra o lema.

O

Com estes primeiros lemas, podemos retirar alguns grafos que nao sao
diagramas, os ciclos. Um ciclo e um pedaco de diagrama que se fecha. Por

exemplo:

Lema 6.3. Um diagrama ndao contem ciclos.

Demonstragio. Um ciclo contido num diagrama também e um diagrama, pois
ao retirar do diagrama original os vértices nao contidos np ciclo juntamente
com as arestas incidentes nele, obtem-se o ciclo. No entanto pelo lema anterior,
um ciclo nao e um diagrama de Dynkin, pois os pares de elementos ligados num

ciclo de ! elementos e exatamente [. O

Lema 6.4. A quantidade de arestas incidentes a um vértice de um diagrama
é <3

Demonstragdo. Sejam u um vertice e vy, ..., v, 0s vertices que se ligam a u. O

numero de arestas ligando v; a u é

2(v;, u) 2{v;, u)

{vi, 0) - (u,u)

= 4(v;, u)
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Pois a base é normalizada. Dai o numero de arestas incidentes a u é dado por
A{vy, u)? 4 2
(Vi,u)* 4 - - - + 4(vg, w)

Esse numero e estritamente menor que 4. De fato, sejam U e V os espagos
gerados por {u,vi,...,ux} e {vy,...,ux), respetivamente. O complementar
ortogonal a V' dentro de U e de dimensao um, pois {u, vy, ..., v} é linearmente
independente. Seja w com |w| = 1 um gerador desse complementar ortogonal.

Tem-se
(u, w) #0

pois u € V. Alem do mais (v;,v;) = 0 para todo i,j = 1,...,k pois, caso
contrario, algum v; seria ligado a algum v; e, como ambos sao ligados a u, o
diagrama conteria ciclos. Portanto {w, vy, ..., v} é uma base ortonormal de
U. Dai que

u = (u, w)w + (u, vy + -+ + (u, vg) v

|U|2 = <u7w>2 + <U7U1>2 +oeee <U,Uk;> =1

de onde se conclui que

(u,v1)2 + - 4 (u,v)? < 1

Este lema mostra que ligagoes do tipo

nao ocorrem em um diagrama, ja que em cada uma delas existem cuatro
arestas incidentes em um tnico vértice. O lema mostra também que a Unica
possibilidade para o diagrama de Dynkin conter uma ligacao simples é dada

pelo seguinte diagrama com apenas dois vértices

Go O=—=0

Definicao 6.1. Uma cadeia simples e um pedaco de diagrama do tipo

O oO— v —O—20
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isto ¢, um diagrama em que os vertices sao ligados sucessivamente por

apenas uma aresta.

Lema 6.5. Suponha que um diagrama contém uma cadeia simples. Entdo,
contraindo a cadeia simples a um vértice e mantendo a esse vertice as ligagoes

com a cadeia simples, que se obtem é ainda um diagrama.

Demonstragio. Sejam {vy,...,vx} o conjunto de vértices correspondentes a
cadeia simples {u1, ..., u,} seu complementar na base que define o diagrama.
Seja também

UZUl‘I’"""Uk.
Entao, {v,uy,...,ux} é uma base cujo diagrama é obtido por contragdo da
cadeia simples, como no enunciado. De fato, tem-se em primeiro lugar, que

(v,v) = <Zvi,Zvj> = Z || ? + 22<vl,vj> =k+2 Z (vi, v5)

i i<j i<j<k
e, como os vertices v; formam uma cadeia simples

k—1
W =k 42 (v, vin1)
i=1
Agora, o angulo entre v; e v; 1 é de 120° pois existe apenas um segmento

ligando-os. Portanto 2(v;, v;11) = —1 e dai que a igualdade acima mostra que
W =kk—1)=1

Para ver a ligacao de v com os vértices fora da cadeia simples, o que se observa
¢ que um vértice u; se liga no maximo a um v;, ja que num diagrama nao
existem ciclos. Isso significa que cada u; nao e ortogonal a no maximo um dos

vértices v;. Dail que dado 1,
(v, u;) = (vj, u;)

para algum v;. Isso mostra que no conjunto linearmente independente
{v,ug,...,u.}

os angulos entre os elementos estao de acordo com os requeridos para definir um
diagrama. Alem do mais, o fato de que o angulo entre v e cada u; coincide com
o angulo entre algum v; e u; implica que o diagrama definido por esse conjunto
é exatamente o diagrama obtido do original por contracao de {vy,...,vx} a
v. O
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Um exemplo da contragao descrita no enunciado é

Com isso, temos a seguinte 'classificagdo preliminar'dos diagramas de

Dyinkin.

Proposicao 6.6. Os dnicos diagramas conezos(ndo orientados) possiveis, sao

08 sequintes

A oO——O0— —O0—o0
Gy O=—=0
o—o— e —O0—o0

Demonstra¢io. O primeiro dos diagramas acima(o caso da cadeia simples)
é o unico que nao apresenta ligagdes multiplas(ligagdes com duas ou tres
arestas entre os vertices sucessivos) ou bifurcagoes(vértices ligados a mais de
dois vértices distintos). J& o segundo dos diagramas é o tnico que apresenta
ligacoes triplas. Agora, se um diagrama apresenta uma ligacdo dupla ou uma
bifurcacdo, entao, a partir de uma das extremidades da ligacdo dupla ou do
ponto de bifurcacao, inicia-se uma cadeia simples. Se ao final dessa cadeia
simples existe uma ligacao dupla ou uma bifurcacao, pode se realizar uma das

seguintes contracoes
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Como os resultados obtidos nao estao contidos em diagramas, conclui-
se que se um diagrama esta contem uma ligacao dupla ele ndo contem uma
bifurcacdo nem outra ligacdo dupla. Da mesma forma, um diagrama que
contem uma bifurcacdo nao contem uma ligacdo dupla nem outra bifurcacao.
Portanto, se um diagrama nao é uma cadeia simples e nao contém uma ligacao
tripla, ele é como o terceiro diagrama do enunciado(se contiver uma ligacao
dupla) ou como o quarto(se contiver uma bifurcagao). Essa afirmagao conclui
a demonstracao da proposicao.

O

A continuacao e feita a analise de quais sao os possiveis diagramas que

contem ligagoes duplas ou bifurcagoes.
Proposicao 6.7. Os possiveis diagramas que contem ligacoes duplas sao

B, o—~O0—— -+ —O0=—=0 (I— vértices, | > 2)

F, O—0—=0—0 (4 vértices)

Demonstracao. Existem inteiros p,q > 1 tal que o diagrama se escreve como

O—Oi .. ) ) PO 40—0

Uy Uy Up—1 Up Vg Vg—1 V9 (%

Sera mostrado que ¢ = 1 ou ¢ = 2 e que para ¢ = 1 nao existe restri¢ao

a p enquanto que para ¢ = 2 se tem necessariamente p = 1 ou 2. Essas duas
possibilidades fornecem os dois diagramas do enunciado. O truque todo esta

em tomar

p
u= ZzuZ
i

q
V= Z 10;
i=1
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e aplicar a desigualdade de Cauchy-Schwartz e esses dois vetores. Tem-se

P p

(u,u) = <; z‘ui,;juﬁ
- Zp:i2|ui|2 + 2 (iug, juy)

i=1 1<J
P p—1
=> 7 =>i(i+1)
i=1 i=1
pois |u1]? =1 e 2(u;, uip1) = —1, j4 que o angulo é 120°. Essa igualdade pode

ser reescrita como

p=1

uf? = Z G

=1

p—1
=1

_ Pl
2
_P+p
2
isto é .
+
|u|2 + p(p )
2
da mesma forma
|’U|2 — Q<q + 1)
2

Por outro lado
p q
<u7 v) = <Z LUy, Zﬂ}j> = <pup7 qvq> = pQ<up> Uq)
i=1 j=1

pois u; € ortogonal a v; se ¢ < p ou j < ¢. Como a ligagao entre u, e v, ¢ dupla,
(up, vg)? = 3 e daf que :

2 _ 1 909
{u,v)” = 5p7q
A desigualdade de Cauchy-Schwartz aplicada a u e v fornece, entao,

Ly
o~ <
QPQ

plg+1)qlg+1)
2 2

Essa desigualdade é escrita, pois u e v sao linearmente independentes, ja
que u pertence ao espago gerado por{uy,...,u,} e v ao espago gerado por

{v1,...,v,}. Tem-se entdao que


DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 1512247/CA


PUC-RIo- CertificagaoDigital N° 1512247/CA

Capitulo 6. Diagramas de Dynkin 81

pg—p—q+1<2
isto é
(pP—1D—1) <2
Agora, consideran-se os diferentes casos
1. ¢ = 1. Entao, nao existe restricao a p.
2.gq=2.Entaiop—1<2istoé, p=1oup=2.

3. ¢ > 3. Entao, g — 1 > 2 e, portanto, p = 1. Invertendo os papeis entre p

e g este caso e 0 mesmo que o primeiro caso.

Assim, todos os casos estao cobertos.

Proposicao 6.8. Os possiveis diagramas que admitem bifurcagdo sao

D, o——O—— - (I vértices, | > 4)

Es @ ® (6 vértices)

E; @ O—0 (7 vértices)

o———=0

ES O

Oo—o0 (8 vértices)

Demonstragao. Para inteiros p,q,r > 1 o diagrama pode ser escrito como
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o——_0— --- O
Uuq Uo U/p— 1

Vg—1 V2 U1

A partir dai define-se

p—1 q—1 r—1
u:Ziui, v:Zivi e w:Zz’wi,
i=1 i=1 i=1

que sao dois a dois ortogonais, pois pertencem a espagos gerados por vetores
mutuamente ortogonais. Da mesma forma que na proposicao anterior,
plp—1) | o qlg—1) 2 T(r—1)

—— vl jw|” = ——

) = — ¢
2

Jul* =
2

A relagdo desejada entre p, q e r vai aparecer ao olhar os angulos que wu,
v e w formam com z. Sejam 1, @9, 3 esses angulos. Como |z| =1 e u, v, w
sao ortogonais dois a dois, a norma da projecao ortogonal de z sobre o espago
V gerado por {u,v,w} é cos*(p1) + cos?(p2) + cos*(p3). No entanto, z & V
pois {u,v,w} estd contido no espago gerado por {u;,v;, w;} o que ndo ocorre
em z. Dai que

cos? (1) + cos®(pg) + cos*(p3) < 1

Por outro lado

(u, z) = <Pz:: i, 2)

= <(p - 1)“;7—1; Z>
1-p

2

pois u; ¢ ortogonal a z se 7 < p —1 e u,_; forma um angulo de 120° com

z. Juntando esta igualdade com a espressdo acima para |u|?, tem-se que

e |

0052(901) = p(p4_1) = 5(1 - 5)
2
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Da mesma forma

N D
cos?(i1) = 5(1 - 2)
cos*(ip5) = 5 (1= )

A partir destas expressoes para os cossenos e da desigualdade acima,
obtém-se entao que
1 1 1
St-+=>1
p q T
Essa desigualdade estabelece as restri¢oes necessarias aos diagramas com

bifucagoes. Para descrever estas restrigoes, supoe-se, sem perda de generalidade

que p > g > r > 1 Existem os casos
1. r=2

(a) ¢ = 2. Entao

1
->0
p

e nao a restricao a p. Os diagramas sao como D; do enunciado.

(b) ¢ = 3. Entao

! + > > 1
p 6
ep < 6,isto é, p = 3,4 ou b que dao origem a os diagramas com

Es, E; E Eg que aparecem no enunciado.

(¢) ¢ > 4. Entao

1 1 1 1 3
l<-4+-+-< -+~
p q 27 p 4
e dai que p < 4, o que contradiz a hipdtese de que p > ¢. Portanto,

nao existem diagramas com esses valores de q e r
2. r>3. Como g > r > 3, tem-se

1 1 1 1 2
l<—4+-+-<~-+=
p q 1 p 3

e p < 3, contradizendo a hipdtese de que p > ¢. Portanto nao existem

diagramas quando r > 3
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]

Ficam assim determinados todos os diagramas provenientes de bases
normalizadas, isto e, aqueles que nao sao dirigidos. A partir dai fica facial
encontrar quais sao os diagramas dirigidos, pois entre os diagramas acima, os
unicos que apresentam ligagoes multiplas sdo G, Fy, B; e C; e é possivel ver
diretamente quais sao as formas de se colocar uma direcao nessas ligagoes.
Nos casos G9 e Fy e indiferente qual a direcdo que se tome, pois o diagrama
é simétrico em relacao 4 ligagdo multipla. O mesmo ocorre com By e Cs. Ja
para os diagramas B, C; ,existem dois diagramas dirigidos possiveis se [ > 3.
Com isso, a classificacao dos diagramas de Dynkin esta concluida e temos o

seguinte teorema:

Teorema 6.9. Os diagramas de Dynkin conexos sao

ALl >1 o—O0o— - —O0—0
aq Qo a1 Qg
B, 1 >2 oO—=©O0— -
a0 Q1
C,1>3 O—=O—r -
aq Q2 a1
a1
Dy, 1 >4 o——O0— -
aq (0] ap_
&7}

Go O==0

Fy O O O O

(67

Eg O O O O O

0%

E; O O O O 0

C
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-

6.3
Realizacoes dos diagramas

Falta verificar que os diagramas sao de fato diagramas de Dynkin, isto é,
sao definidos a partir de bases de Q'. Vamos a apresentar explicitamente bases

de Q' que sdo associadas a esses diagramas.
A; Em Q™! seja Ej o espaco de dimensao | dado por
Ey={(v1,...,2141) 01 + - + 2141 = 0}

O conjunto

El = {61 — €9,€69 —€3,...€] —6171}

é uma base de E;. Todos os elementos de ¥; tem comprimento v/2 e o angulo
entre os elementos sucessivos de Y; é 120°, enquanto quaisquer outros pares de

elementos sdo ortogonais. Por isso A;, [ > 1, é o diagrama de ;.
l .
B, Em @', seja
Yy={e1—ez,...,e-1 —ep e}

Entédo, temos que ¥; é uma base de Q' e os primeiros [ — 1 elementos de ¥

tem o mesmo padrao de comprimentos e angulos que A; ;. Alem do mais
2 2
|€l_1—6l|:2:2|65|

e o angulo entre ¢;_1 —¢; e ¢; ¢ de 135°. Por isso o diagrama correspondente e
B -1

C; Da mesma forma que no caso anterior, verifica-se que a base
Yy ={e1—eq,... 01 — e, 2e}

de @Q; é uma realizacao de C;.
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D; Uma realizacao é dada pela base
Yy={e1—ey, e 0 —e 1,01 — e, e+ e}

de Q, I > 4. O vértice de bifurcacdo é e;_o — ¢;_; que forma um angulo de

120° com e; —e;4q1, 1 =1 — 3,0l — 1 com e;_1 + ey;

G5 Tome em Q3 o subespaco de dimenséao dois gerado pelo par de vetores

(0,5:%) © (=15 15 15)

F, Esse diagrama é realizado pela base Q* dada por

1

{e1 — eq,€9 — €3, €3, 5(—61 —ey—e3+ey4)}

em que o comprimento dos elementos maiores é v/2 e dos menores é 1 e a

ligacao dupla ¢ feita entre e; — e3 e e3;

Eg, 7 e Eg Uma realizacao de Eg é a base do subespago
ESZ{(IL’l,...,Ig) 6@9;x1+...+xgzo}

de Q° dada por 3g = {ey — e3,€3 — €4,...,63 — €9, v} onde v é a projegao

ortogonal de —(es 4 e3 + e4) sobre Eg, que é

2 1
U:—§(€2+€3+€4)+§(€1+€5+€6+€7+68+69)

O vertice da bifurcacao ¢ dado por es — e5 que se liga a ve a e5 — eg €
o lado maior da base do diagrama comecga em eg — eg. de Eg e, portanto, sao
realizacados retirando os primeiros vertices de Fg que sao eg —eg Os diagramas
de E7 e Fg sao subdiagramas de FEg e, portanto, sao realizados retirando os

primeiros vértices de Eg, que sao eg — eg € e7 — eg.

6.4
Algebras isomorfas

Uma algebra semi-simples da origem a uma matriz de Cartan, que por
sua vez da origem a um diagrama de Dynkin. Na construcao foram feitas duas
escolhas na algebra. Primeiro foi escolhida uma subdlgebra de Cartan e logo
um sistema simples de raizes da subalgebra. Para garantir que um diagrama
e determinado a partir de uma algebra semisimples, é necessario verificar que

todos os sistemas simples em todas as subalgebras de Cartan de uma &algebra
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dada tem o mesmo diagrama de Dynkin. Para isso e necesario mostrar os

seguintes fatos:

1. Se ¥ e ¥y sdo sistemas simples de raizes para uma mesma subdlgebra de
Cartan § de g, entao os diagramas a eles associados coincidem. Vamos a

mostrar isso mais a frente, quando falemos de grupos de Weyl.
2. Os diagramas associados a duas subalgebras de Cartan coincidem.

3. os diagramas associados a g; e go coincidem se essas algebras sao

isomorfas.

Na diregdo contraria e precisso verificar que cada um dos diagramas e
o diagrama de Dynkin de uma algebra de Lie semi-simples. Nos nao vamos
a mostrar isso rigorosamente no presente trabalho para as chamadas algebras
classicas. Para os resto vamos a indicar a idea de algumas possiveis construgoes
e referenciar elas.

Finalmente e necessario mostrar que se g; e go tem o mesmo diagrama,

entao sao isomorfas.
Teorema 6.10. Os diagramas associados a subdlgebras de Cartan coincidem.

Demonstragdo. Sejam b e hy duas subdalgebras de Cartan de g. Entao sabemos
que existe um automorfismo ¢ de g tal que ¢(h;) = ho. Sejam entdo II; e I,
os conjuntos de raizes de by e by respetivamente. Tomando « € 11, existe, por
definicao, X # 0 tal que

[H, X|=a(H)X

para todo H € h;. Aplicando ¢ a esta igualdade e usando o fato de que ¢ é

automorfismo, chega-se a

[H,¢(X)] = a6~ (H))b(x)

para todo H € Bh,. Isso mostra que ¢*a = oo ¢~ é uma raiz para by e dai
¢*(I1y) C Iy. Mas ¢ é automorfismo e tanto IT; quanto I, sao finitos, portanto,
¢*(I1y) = II. Tomando entdo um sistema simples ¥; C IIj, os elementos de
I1; sd@o combinagoes lineares de ¥; com coeficientes inteiros, todos eles com o
mesmo sinal. Aplicando ¢* a essas combinagoes lineares, ve-se que o mesmo
ocorre com Ily e ¢*(X;). Dai que ¢*(3;) é um sistema simples para hy. Por
outro lado, a forma de Killing é invariante por ¢ e ¢ é uma isometria entre as

formas de Killing em b} e b3. Portanto, 31 e ¢*(3;) tem o mesmo diagrama. [

Para verificar que duas algebras isomorfas definem um mesmo diagrama

o procedimento e como na demonstracao anterior: um isomorfismo entre duas
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algebras aplica subdalgebras de Cartan em subalgebras de Cartan e ¢ uma
isometria entre as formas de Killing das algebras.

Antes de provar que se g; e go sao isomorfas se tem o mesmo diagrama,
e conveniente discutir a relagdo entre as componentes conexas dos diagramas

e a decomposicao da algebra semi-simples em componentes simples.

Proposicao 6.11. Seja g uma dlgebra de Lie semi-simples e seja

g=01D... 0

sua decomposicao em componentes simples. Entao o diagrama de g se decompoe

na uniao disjunta dos diagramas de gy, ...gs que ndo estao ligadas entre si

Demonstragio. Tome subalgeras de Cartan b; de g;. Entao
h=0b & - @b,

é uma subdlgebra de Cartan de g. Alem do mais, se II; denota o conjunto
de raizes de g, em relacao a h;, entao a € II; pode ser estendido a um
funcional linear em b, colocando a(h;) = 0 para j # i. Por essas extensoes,
IT =1I; U---UIl fica sendo o conjunto de raizes de g em relagdo a h. Por
outro lado as componentes simples de g sao duas a duas ortogonais em relagao
& forma de Killing e certamente essa mesma relagao subsiste com as subalgeras
de Cartan b; € g;. Temos entao que H, € b; se a € 11; e H, coincide com o dual
de a em relagao a forma de Killing de g;. Dessa forma temos que (H,, Hz) =0
sea € Il; e p € 1II; , i # j. Isso mostra que no diagrama de II as partes

correspondentes a II; e II; nao sao ligadas. O]

A continuagdo vamos a mostrar que os diagramas das algebras de Lie

simples sdo conexos. Antes disso precissamos do seguinte lema

Lema 6.12. Seja b uma sudlgebra de Cartan de g e seja > um sistema simples
de raizes de g. Suponha que X se descomponha como uma unido disjunta
Y =31UXs com Xy # 0 # 35 e tal que (o, ) = 0 se v € ¥y e f € Xs.
Sejam by e b3 os subespagos de by, gerados por 3y e Xy respetivamente. Entao

IT € b7 U b3 onde 11 € o conjunto das raizes.

Demonstragdo. Suponha por absurdo que existam raizes que nao estao nem em
b nem em b;. Existem entao raizes positivas em essas condigoes. Escolhemos
uma raiz positiva 8 € hj U b3 cuja altura seja minima entre as raizes positivas
que nao estao em 3 ¢ b U b3. Essa raiz nao é simples, pois, por construgao
3 € i U b;. Entao pelo corolario 5.31 existe uma raiz simples a € X tal que

B — « é raiz positiva. Como [ tem altura minima entre as raizes positivas que


DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 1512247/CA


PUC-RIo- CertificagaoDigital N° 1512247/CA

Capitulo 6. Diagramas de Dynkin 89

nao estao em hi U b3 temos que 8 — a € hi U bj. Suponhamos, para fixar as
ideias, que S —a € hj. Entao temos que a € b3, pois se o € b}, entao teriamos
= (B —a)+ «a € hj(mas nos escolhemos S ¢ b U bh3). A contradicao surge
ao ser examinada a a — sequencia iniciada em [ — «. Como f é raiz positiva,
sua expressao como combinagao linear das raizes simples, mostra que g — 2«
é raiz negativa se o s6 se § = «, 0 que nao ocorre, pois § nao e simples e
a sim. Por outro lado, temos que 8 — 2a & hi U b3, ja que se § — 2 € b,
entdo a = (f — a) — (B — 2a) € b} o que constitui um absurdo pois a € b.
Analogamente se § — 2« € b} entdo f—a = (f—2a)+« € h mas f—a € b7,
Entao temos que 8 — 2a e raiz positiva e nao esta em b U h3. Mas isso e
um absurdo, pela escolha inicial de 8. Logo 8 — 2« nao e raiz. Dai que a

«a — sequencia iniciada em [ — « é da forma

B—O{,/B,...

Temos entao que p = 0 e ¢ # 0 e entdao pela formula de Killing temos

que

2(f — a,a)

(@, a)

p—q= #0

e logo temos que (8 — a, ) # 0 o que contradiz o fato de § — a € b e
a € b3
O

Proposigao 6.13. Se g ¢ simples, entdo seu diagrama e conezo.

Demonstracio. Seja g uma subdalgebra de Cartan de g e seja I o conjunto de
raizes correspondente a Y um sistema simples. Suponha por absurdo que o
diagrama associado nao seja conexo. Isso significa que ¥ se decompde numa
unido disjunta de ¥ = X3 U Xy com Xy £ 0 # Yy e (o, ) =0se a € ¥g e
B € 3. Sejam b7 e b3 os subepagos de b gerados por X; e Xp respetivamente.
Como X ¢ base, by = b7 @ b3. Definimos II; = I N h;, ¢« = 1,2. Pelo lema

anterior temos que IT = II; U II,. Definimos entao

gi=h& ) ga

acll;

onde h; é o subespaco de g gerado por H,, o € II;. Vamos a mostrar
a continuagao que entdo g; e go sao ideais, contradizendo a hipotese de g ser
simples. Sejam «, 5 € II;. Temos que [ga, 93] C b1 se f = —a € [ga, 93] = Gats
se a+ (3 é raiz. Nesse ultimo caso a4+ € I, o que mostra que g; e subalgebra.

Por outro lado, se v € Ily, entao [ga, g4] = 0 ja que o+ & h U h5. Alem do
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mais, hs é o complementar ortogonal de h; em g e logo [h2, g1] = 0. Assim gy

e um ideal, contradizendo a hipdtese de que g é simples. O

A continuacdo enunciaremos uma serie de lemas que serdo tteis para
mostrar que g; e go tem o mesmo diagrama se sdao isomorfas. Esses lemas
oferecem informacao sobre os colchetes de Lie entre os diferentes espagos de
raizes g., o € II, associados a uma subalgebra de Cartan h de g. Estes lemas
também serao importantes no ultimo capitulo para saber quando um diagrama
de Satake é admissivel. Escolhemos de uma vez uma base de g formada por

uma base de h e por X, € g, tal que
(Xo, X_0) =1

e definindo mg, g por
[Xas Xg] = masXars

Lema 6.14. Sejam « e (8 raizes e seja
B—po....B,....0+qo

a a-sequencia iniciada em 3. Entdo

X (X0 X5 = alp+ )15y,

Demonstragdo. Ver [6]. O

Lema 6.15. Sejam « e [ raizes e seja

ﬁ_qaw‘wﬁa"'vﬁ—i_qa

a a-sequencia iniciada em 3, Entdao

{a, @)
2

MagM—a-p = —q(p+1)
Demonstragao. Pela definicao de m, g, temos que
([Xas Xpls [Xoay X5]) = (Ma,sXa+8, M—0,~aX—(a+6)) = Ma,8M—a,-5

Por outro lado, a anti-simetria de ad(X_,) em relacdo a forma de Killing

mostra que:

<[Xa7 XB]? [X*Cw X*B> = _<[X*a> [XOHXﬁ]]?X*ﬂ)
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De onde segue, pelo lema anterior, que

(o, )

2

Lema 6.16. Sejam o, e vy raizes e suponha que oo+ 3+~ = 0. Entao
Ma,pg = Mgy = Mya = ~May

Demonstragao. As raizes sao duas a duas linearmente independentes pois, pois
os unicos multiplos de uma raiz soa ela mesma e sua oposta. Aplicando a
identidade de Jacobi a [X,, [X3, X,|| temos que

mﬁ,v[Xm XB-HS] = Map [Xa+67 Xw] + ma,’Y[Xﬁv Xa-i-’y]

Mas temos que por hipétese § + v = —a. Portanto [X,, X, = H, pois
(X5, Xs) = 1 para toda raiz 0. Substituindo da mesma forma a+ e a+ no

segundo membro da igualdade acima temos que
Mgy Ho = MagHa = Map(Ho + Hp) + mayHp
substituindo agora —y = a + ( temos que
mgyHo = mes(Ho + Hg) + mayHg
Como a e [ sdo linearmente independentes temos entao que
Mgy = Mo, B = —Mqy =My q

O

Lema 6.17. Sejam «, 5, v e 0 raizes e suponha que nenhuma e oposta da

outra. Suponha também que

a+B+y+0=0

Entao

Ma,5M.6 + Mg 5 Mas + My aMps =0

Demonstragdo. Suponha em primeiro lugar que S+ é raiz. Entao, faz sentido
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escrever mg g1 € vale a igualdade

(X, [Xp, X,]] = Ma,3+yMBAXatfty = Ma,b+yMBAX—5

pois —d = a + [ + . Pelo lema 6.16 aplicado as raizes «, (5 + 7), 0,

temos mq g1 = Msq que subsistuido na igualdade acima fornece

[Xow [Xﬂu X’Y]] = _m@ﬁmﬁﬁX—a

Esta igualdade faz sentido e é valida mesmo que 3+ nao seja raiz, pois, nesse
caso, o primeiro membro se anula pelo fato de que mg, = 0. Agora, aplicando
a identidade de Jacobi ao primeiro membro da ultima igualdade, obtem-se a

partir do segundo membro, fazendo permutacoes ciclicas de «, 3, v, que
(MasMa ey + My sMa,p + Mp My 0 X 5) =0

o que implica a igualdade do enunciado. O

Teorema 6.18. Suponha que g, e go sejam dlgebras simples e tome subdlgebras
de Cartan hy C g1 e hs C go. Denote por [I; e [Io os conjuntos de raizes
correspondentes e sejam hig e hag 0s subespacos racionais gerados pelas raizes.
Suponha que exista uma transformagao linear(sobre os racionais) inversivel

¢ : hig — bag tal que ¢(I1}) = Ily. Entdo, ¢ se estende a um isomorfismo
0:g' = g%

Demonstragao. Primeiramente vamos a mostrar que ¢ é uma isometria entre as
formas de Killing de h1g e de hag. Vamos a usar um resultado que provaremos

no capitulo dedicado a os grupos de Weyl. Dito resultado(ver teorema 7.3) diz

que {(a, 8) = c{p(a), p(5)) para um escalar ¢ # 0. Agora bem, como

(o, 8) = > 7(Ha)v(Hp)

~v€Elly

= > (1) (v, )

~v€elly

=c* > (6(7), () (0(7), (B))

Y€Ell;

= c*(¢(a), ¢(B))

conclui-se que ¢ = 1 e, portanto, ¢ = 1 e ¢ é uma isometria.

O procedimento para construir a extensao ¢ é o seguinte: para cada

a € IT!, escolha X, € gl de tal forma que

(Xa, Xo) =1
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Como acima, serd usada a notacdo [X,, Xs] = masXats. Nosso objetivo e

encontrar Yy) € gé(a) tal que (Yya), Yop) =1e

(Ya(a)s Yo(s) = MasYs(0)16(8)

Feito isso o isomorfismo ¢é dado pela igualdade das constantes de estrutura
das bases {Xo} e {Ya)}-

A definicao de Yy, € feita por inducdo em relacdo a uma ordem em
II. Por isso e conveniente introduzir um sistema simples ¥ € Il com a ordem
correspondente em 11.

Para simplificar a nota¢ao ¢(«) sera denotado por a*.

A construgao de Y,+ é por inducao sobre a altura de o se o > 0 e pela
relagao (Y,+,Ye) =1se a <0.

As raizes positivas de altura 1 sdo as raizes simples. Para essas raizes
simples, escolha elementos nao nulos arbitrarios Y.« € g2. e tome Y_,- de
forma que (Y, Y,-) = 1.

Passando as raizes de altura n > 1, seja II,, o conjunto de raizes « tal que
a ou — é de altura < n dependendo se a e positiva ou negativa. A hipdtese
de inducao e que Y« esta definido para toda raiz a € I,,_; ese 3, v e B+

estao em II,,_; entao

Yo, Yoo ] = mig o Yo ye
Seja 0 uma raiz positiva de altura n. Para definir Yj escolha uma
decomposi¢ado § = o + 5 com « raiz simples e 3 raiz positiva. Como « + 3 é
raiz, mq g 7# 0 e, portanto, pode-se definir Y3« pela igualdade
mOéﬁY;S* = [Ya*’Y/B*]

e, a partir dai, Y_s é dado por (Ys«,Y_5) = 1.

Uma vez definidos estes elementos pode-se escrever
[Yye, You ] = ny 6 Yo 450

se v, 0 e v+ 4 estdao em II,,.
Para concluir a demonstragao do teorema falta mostrar que n, 5 = m. .

Tomando duas de essas raizes, devem-se considerar os seguintes casos:

1. 7,0 e+ 0 estao em II,_;. Entao n, s = m, s pela hipétese de indugao.
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2. 7+ é uma raiz positiva de altura n; Nesse caso, 7y e § sdo raizes positivas,
e portanto, estao em II,,_;. Como foi definido acima v+ § = a + 3 com

« raiz simples e

MapYye 15 = [Yar, V-]

Em vista desta igualdade, pode-se supor que 7 e ¢ sao diferentes de « e
(. Dessa forma, o lema 6.17 se aplica as raizes «, 3, —vy e —¢, mostrando

que

M, By 5 = =M yMa 5 = My aMMp, 5

Da mesma forma o lema 6.17 se aplica &s raizes o, * e —§* fornecendo

a igualdade

najﬁn_»%_& = _nﬂ,—7n07—5 - n—%anﬂ,—f;

Os segundos membros das ultimas dois igualdades coincidem pela hipo-

tese de inducao, ja que «, 3 e 7 sao raizes positivas. Portanto

moﬁﬁm*q@*é = na’ﬁnf'y’*é.

No entanto, mq 3 = nap # 0 pela definicao de Y- s5-. Portanto temos
N_y_s = M_y_s. A partir desta igualdade, mostra-se que n_,_5 =
m_q, —p usando o fato de que ¢ é uma isometria. Tomando a a—sequencia

iniciada em [, o lema 6.15 garante que

(@, @)
2

Por outro lado, a a* — sequencia iniciada em [* tem os mesmos para-
metros p e ¢ que a a — sequencia iniciada em [, pois ¢ aplica raizes em

raizes. Dai que

(o, a”)

na,,@”—a,—ﬁ = _q(p+ 1) 2

e, como ¢ ¢ isometria, segue-se que n_,_g = M_q_g, concluindo a

demonstracao desse caso.

3. 7+ 0 é raiz negativa e —(y + 0) é de altura n. Entdo, a primeira parte

da demonstracao do caso anterior aplicada as raizes —vy e —) mostra que
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mys = N5 (Em virtude la falta de simetria nas defini¢oes de X, .5 e

X_,_5 o caso anterior nao pode ser obtido por simetria a partir deste).

4. Uma das raizes v ou ¢ é de altura +n. Por exemplo, suponha que —v é
de altura n. Entao, § é positiva pois v + 0 € II,,. Dessa forma, as raizes
d e —(v+6), cuja soma e —v, estdao nas condigoes do segundo caso. Por
essa razao, ng_—; = Ms_~—5. Agora, aplicando o lema 6.16 com v, d e
—(v + 0) tem-se entdo que mgs_,_5 = m. 5. Aplicando o mesmo lema a
v*, 6% e —(v* + 0%), chega-se a ns_,_s = n,5, mostrando a igualdade

entre M, 5 € Ny 6.

Esses casos sobrem todas as possibilidades, concluindo a construcao de
uma base de g? com as mesmas constantes de estrutura que a base dada de

g'. As élgebras sdo, portanto, isomorfas. O

Com este teorema fica mostrado que se duas algebras tem sistemas
simples com o mesmo diagrama, entao elas sao isomorfas, pois a transformacao
linear que associa os elementos correspondentes dos sistemas simples se estende

a um isomorfismo das algebras.

6.5
Construcao das algebra de Lie classicas

Resta verificar que de fato cada um dos diagramas corresponde a alguma
algebra simples. Vamos a construir algebras de Lie de tipo A;, By, C; e Dy,
as chamadas algebras classicas. A construcao do resto das algebras e mais

sofisticada, s6 daremos algumas diretrizes ou possiveis referencias de leitura.

Teorema 6.19. Seja g a dlgebra de Lie das matrizes (I4+ 1) x (I+1) que tem

trago zero, sl(l+1). Entao o diagrama associado a g é A;.

Demonstragio. A subalgebra de Cartan é a subalgebra f das matrizes diago-
nais de traco zero. Seja E;; = (a;s),s @ matriz [ +1 x [+ 1 cuja Unica entrada
nao nula é a;; = 1. O conjunto das matrizes F;; e Ej;; — Ejj, © # j e uma base
de sl({ +1). Dado H € b, pode se escrever

H = diag{ay, - ,a;11}

com aj + - -+ a;+1 = 0 e temos que

ad(H)(Ey) = (a; — a;)(Ey)
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Esta igualdade mostra que as raizes de h sao os funcionais lineares
a;; = A\ — Aj, 1 # j onde \; é dado por
Ai s diaglay, ag, ..., a1} = a;

e os espacos de raizes correspondentes sao os subespagos unidimensionais

gerador por E;j, i # j. E dizer, temos que
Joy;, = X €8l(n,C) : [H, X] = a;;(H)X VH € b} = span{E;;}
Tomando H € h temos que

(H,H) = trago(ad(H) o ad(H))

= (0 —q)”

i#]
=2> (a
i<j
=2 (ai +a3) —4) aa;
i<j 1<j
I+1
= QZZa — 4 aa;
1<j
Mas I+1
—4 Z a;a; = 2 Z a;
1<j
pois Z”} a; = 0. Portanto temos
I+1 I+1 I+1 I+1
(H,H) —212(1 —42@1@J —ZZZ(I —I——2Za =2(l+1 Za

1<J

Entao, considerando a férmula de polarizagdo temos que se H' =

diag{by, ..., b1}, a formula de Killing restrita a f é
<H, H/> = 2(l + 1)(@1[)1 —+ a2b2 + 4 alelH)

Entao o dual H,,; de ;; ¢ dado por

H,, =

201+ 1)

Temos entdao que os valores da forma da Killing nas raizes sdo os racionais
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dados por

<aij> aTS> = <Haij7 Hars>

1 1

= e b gy B )
1

= gy (B Br) = {Biis Bu) = (B, Er) + (B, Bus))
1

Ty O T e O )

onde d;; = 1 se i # j e zero caso contrario. Em particular temos que

1 1 2 1
o) = o (e e — S 5 = —
<aw,a”> 41 l+1( i ij ji JJ) 2(l—|—1) (l—|—1)

Logo, o numero de Killing de duas raizes é

2 vis
<O./zg>ars> :2(l+1)2

m((ézr - 5@'5 - 5jr + 5js) — (6zr

- 52’3 - 5]'7" + 53'5)

Um sistema simples de raizes é dado por

=AM = Aoy, = A}
ou, na notagdo usada anteriormente
¥ ={am,a,..., 0141}

Tomando os ntmeros de Killing associados a esse sistema simples de raizes

temos que a matriz de Cartan associada é

2
-1

-1
2
—1

-1
2
-1

—1

E, dizer o diagrama de Dynkin associado é de tipo A;.

O

Teorema 6.20. Seja g a dlgebra de Lie das matrizes (2l + 1) x (21 + 1) em

dimensao impar que sio anti-simétricas em relagao a identidade, so(20+1) =
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{Aesl20+1), A"+ A= 0}. Entao o diagrama associado a g € By.

Demonstragiao. Observamos primeiramente que g e a algebra das matrizes
de sl(2l + 1) que sdo anti-simétricas em relagdo a forma quadratica nao-
degenerada, definida pela matriz identidade. Como o corpo de escalares é
algebricamente fechado, duas formas quadraticas sao equivalentes. Logo as
algebras de matrizes anti-simétricas em relacao a formas quadréaticas nao-
degeneradas distintas sdo isomorfas. De fato, sejam J; e J matrizes simétricas
que definem formas quadraticas equivalentes, ou seja, existe uma matriz

inversivel g tal que J; = g'.Jog. Sejam

Para i = 1,2. Afirmamos que A € gy se o somente se g~ 'Ag € g;. Vamos a

provar essa afirmacao:

(97 Ag)'Ji + Ji(g7 Ag) = ¢" A (g7 ) i + (Jig™ ") Ag
= g'A'(Jag9) + (¢'J2)Ag
= gt(AtJQ + JQA)g

Portanto, como g é invertivel, temos (¢~ *Ag)*J; + J1(g 1 Ag) = 0 se o somente
AtJy+ JoA = 0. Concluindo que ggog— ' = g1, isto é, as dlgebras sdo isomorfas.
Logo, so(2] + 1) é uma &algebra que pode ser realizada de varias maneiras,
dependendo da escolha de forma quadratica. A forma escolhida para a nossa

realizacao é dada pela matriz J,

1 0 0
J = 0 O 1[
I, 0

onde 1; é a matriz identidade [ x [. Essa matriz é simétrica e equivalente a
matriz identidade (21 + 1) x (20 + 1), pois se

V2 0 0

g=— 0 le 1[
V2

0 1; 1

entao temos que g'Ig = g'g = J. Portanto, so(2] + 1) é uma dlgebra isomorfa
a algebra das matrizes anti-simétricas em relagao a J. Escrevendo a matriz A,

(20+1) x (20 +1), com blocos do mesmo tamanho que os blocos de J e usando
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a condicao A'J + J1 = 0. Calculamos que a matriz A tem forma

0 5
A= |- a b
_Bt ¢ —at

com (3 e v duas matrizes 1 x [ e as demais matrizes [ X [, b e ¢ anti-simétricas
e a matriz qualquer. Uma subdlgebra de Cartan é das matrizes diagonais. As

matrizes sao da forma

com A uma matriz diagonal [ x [ qualquer. Como no caso de A;, define em
b os funcionais \; : A = diag{a1,...,a;} — a; para i = 1,...,l. Entao os
autovalores de H € b sao 0 e £\;(H). Os possiveis valores que uma raiz
assume em H sdo: £X;(H) e £X;(H) £ \,(H), para j,k = 1,...,1, j # k.
De fato, +2);(H) nao ¢ autovalor de ad(H), pois as matrizes no auto-espaco
correspondente teriam suas entradas nao nulas ao longo das diagonais de ¢ ou
de b. Mas c e b sao anti-simétricas e a diagonal de uma matriz antisimétrica e
nula. Logo £, nao ¢é raiz. Logo as raizes de essa subdlgebra de Cartan e seus

espacos de raizes correspondentes sao:

e )\;j,comj=1,...,1, com o espaco das raizes formado pelas matrizes
0 0 #v
A= |- 0 0
0 00

onde vy = (0,...,2j,...,0),a=b=c=0e f=0.

e —)\;,7=1,...,1 com o espago de raizes formado pelas matrizes
0 B0
A=]10 00
-5t 0 0

onde 5 = (0,...,b;,...,0),a—b—c=0evy=0.

e (A —\)), 1 # j, com o espaco das raizes formado pelas matrizes
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onde a ¢ uma matriz [ X [ cuja Unica entrada nao nula é a;;, b = c =0 e

y=p8=0

o (N + \j, i # j, com o espago das raizes formado pelas matrizes

N

I
o o o
o o o
o - o

onde b ¢ uma matriz [ x [ em que as unicas entradas nao nulas sao b;; e bj;,

a=c=0evy=p3=0.

o —(\; + ), i j, com o espaco de raizes formado pelas matrizes

S

I
o o o

o o
o o o

o

onde ¢ e uma matriz [ x [ em que 4s Unicas entradas nao nulas sao ¢;; e cj;,
a=c=0,y=0=0.

Cada um desses espacos de raizes ¢ de dimensao um e se para todo o € II,

a(H) =0 entdao H = 0. O conjunto gerador de raizes é
= {>\1 _)\27"' 7)\1—1 _)\a)\l}

Esse conjunto Y ¢ um sistema simples de raizes, pois tem o mesmo numero de
elementos que a dimensao de h e toda raiz pode ser escrita como combinacao

de elementos de X com coeficientes do mesmo sinal. De fato
)\j — ()\j - >\j+1) + tee + ()\[,1 - )\l) + >\l
Se 7 < j temos que

AitAj = (At Ais) + -+ (Ao = A) +208 = X)) +2(X00 — Aja) +- 20

Ni— A=\ =N+ + (Ao — )

que sao as raizes positivas em II. Finalmente vamos a mostrar que a expressao
da forma de Killing restrita a h. Utilizaremos a mesma técnica, da formula

de polarizagdo, que relaciona uma forma quadratica com a forma bilinear
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associada. Seja H € h. Sabemos que H ¢ da forma

0 0 O
H=10 A 0

0 0 —A
com A = diag{ay,...,a} uma matriz diagonal [ x [ A lista dada acima mostra
que

(H,H) := trago(ad(H —2Za + > (a; — a;)* + > (a; + a;)?
i=1 i#] i#]
= QZa +4) (af + a
1<j

Mas, como ¥ic;(ai + a3) = 2(1 + 1)¥,_1a7, temos que

l
(H,H)=2(21-1)) af
i=1
Finalmente, pela férmula de polarizacao, temos que se H' é dada da mesma
forma por A’ com

N = diag{ay, ..., a;}

vale

(H HY =22l + 1) Zalal

Agora vamos a denotar por A,, a matriz diagonal que define H, € . Entao

Ay = ———diag{0, ... 11, ....,—1;....0
N T ORI+ ) 1ag{0,..., J }

dzag{O,lz,,—lj,,O}

1
Ay y = —
NN (20 + 1)

Ay n, = ————diag{0,...,1;,...,1,,...,0
oy = 5y 49l g ;
Com essas expressoes, encontramos os numeros de Killing associados as

raizes. Note que

2020 + 1) 1
220+ )220+ 1) (21—1)

A =X i = ) o= (Asong, Axiy) =

2(21 — 1) 1
2020 —1)2(20 — 1) 2(21—1)

<)\la)\l> = <A>\”A,\l> =
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Portanto, os nimeros de Killing sao

20N — N1, Aip1 — Aiga) _9 2(2_141&) —
(N = AN, N — Aig) !

21-1
parat=1,...,l — 1 Por outro lado temos que
et — A, A ST
g A1 LA _ 2(2l1—1) _ 9
AL A 201

Entdo temos que a matriz de Cartan é B; e logo so(2] + 1) é um

representante das algebras que tem diagrama de Dynkin de tipo B;. O]

Teorema 6.21. Seja g a dlgebra de Lie das matrizes 21 x 2l que sdo anti-
simétricas em relagio a J, sp(l) = {A € sl(2]), AJ+ AJ" = 0}, onde J é uma

matriz escrita em blocos | X | como

0 —1
J =
1 0
Entao o diagrama de Dynkin associado a g e C]

Demonstragao. Essa algebra é chamada algebra simpletica. Escrevendo uma

matriz de A em blocos [ x [, A € sp(l) se o somente se A é da forma

com (3, v matrizes simétricas. Novamente é facil notar que a subdlgebra b das

matrizes diagonais em s(l) é de Cartan. Os elementos sdo da forma

A0
0 A
com A = diag{ay,...,a,} uma matriz diagonal [ x [. D mesma forma que na

demonstracao anterior, se \; é o funcional linear que toma a entrada a;, entao
como um autovalor de ad(H) é a diferenga de autovalores de H, as raizes sao
as diferencas +\; £ \;. Agora, a diferenca da construgao anterior, £2); sim é
uma raiz, pois se 3 e v sdo matrizes simétricas, podendo entao ter entradas nao
nulas na diagonal(o leitor vai ver mais na frente que esta diferenga em relagao
a construcao de B explica que existam mais formas reais de algebras simples
complexas de tipo C; que formas reis de tipo B;). Dessa forma as raizes e seus

espagos correspondentes sao:
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o (N —\j)i##j, com espago de raizes formado pelas matrizes

a 0
0 —at

onde « é uma matriz [ X [ cuja tnica entrada nao nula e i,j e §=~v=0.

A:

o (\+2j),i,7=1,...,1, com o espaco de raizes formado pelas matrizes

o

onde [ e uma matriz [ X [ com ntradas nao nulas em 2,5 e j,i e a =y = 0;

o —(\+2j), 4,7 =1,...,1, com o espago de raizes formado pelas matrizes
0 0
A=
v 0
Onde ~ é uma matriz [ X [ com entradas nao nula apne as em ,j e j,i e
a=p=0.

Um sistema simples de raizes é
Y= {)\1 - )\27 )\2 - )\37 ) )\lfl - )\172)\l}

As raizes positivas sao escritas como combinagoes lineares de elementos de X
como
Ai = Ap = (A = Ain) + -+ (Ao — )

se1<je
Ait A= it Aip) -+ (N = A) 200 = Aja) +- -+ 20— ) +20

se1<7,4,5=1,...,L

Iremos a encontrar agora a forma de Killing em h. Seja H € h. Entao
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temos que

(H,H) := traco(ad(H)?) = Z(ai —a;)? + Z(ai +a;)* +8 Zaf

i#j i#j i=1
l
= 42&? +a§ —i-SZaf
i<j i=1

!
=41-1)Y i=1a; +8> a}
i=1
!
i=1

Logo, como anteriormente, pela formula de polarizacdo temos que se

H' € h é dado por A = {d},...,a;} entao
l
(H/H'Y =4(1+1)>_ aa;
i=1

A partir dali as matrizes H, dadas por A, tem forma

1
Ayoy = ———diag{0,...,1;...,—1: ...,0
>\z /\] 4(l+1) /La/g{ I ) J }

1
Ayir, = ———diagf0, ... . 1s ... 15....0
/\1+>\J 4(l+1) Zag{ ’ ) J }

se i # j. E temos

1
Aoy = ——di U P

Com estas expressoes podemos obter os nimeros de Killing. Note que

2 1
A— Nt A — s =4(l+1 =
§ = A di = ) =40+ ) ey < 5

Logo, os nimeros de Killing associados ao sistemas simples de raizes sao

-1
2 <)‘z’ — i1, Aig1 — /\i+2> —9 A+ | 1
i — Xirs, A — Aig1) L

2(1+1)

parat=1,...,0—1

Por outro lado temos
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(Aim1 = A, 240)

2
(N1 = Ay e = A

= -2

Entao a matriz de Cartan de g e C).

Teorema 6.22. Seja g a dlgebra de Lie das matrizes de dimensdo par que sdo
antisimétricas em relagao a identidade, so(2l) = {A € sl(2l), A+ A' = 0}.

Entao o diagrama associado a g é D,

Demonstragio. Como no caso do diagrama B; em que tinhamos essas matrizes,
sO que em dimensao impar, a dlgebra g é isomorfa a algebra das matrizes anti-
simétricas em relagdo a uma matriz identidade ou de uma matriz que seja

equivalente a identidade. Tome J a matriz escrita em blocos [ X [

0 1
J =
Assim a &lgebra so(2l) é isomorfa a algebra

{A€si(2): AT+ JA" =0},

Para facilitar denotaremos também por so(2l). Assim A € so(2l) se e

somente se

com [ e v matrizes [ X [ e anti-simétricas. Novamente a subalgebra h das

matrizes diagonais é de Cartan. Seus elementos se escrevem como

Sl

onde A é uma matriz diagonal. As raizes de H sao diferentes de autovalo-
res de H. Aqui também 2); nao é raiz pois [ e v sdo matrizes anti-simétricas.

Logo as raizes e seus espacos correspondentes sao dados por:

e )\, — )\, i # j, com o espaco de raizes formado pelas matrizes

onde a é uma matriz [ x [ cuja tnica entrada ndo nula éi,j e =~ =0.
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e )\, + )\, i # j, com o espago de raizes formado pelas matrizes

()

onde [ é uma matriz [ X [ com entradas nao nula apenas em i, j e 1, J.

a=v=0.

o —(\+N), 1,7 =1,...,1, com o espago de raizes formado pelas matrizes

=)

onde v é uma matriz [ X [ com entradas nao nula apenas em i, e 1, J.
a=p=0.

Um sistema simples de raizes é
=AM = Aoy Al = AL A A

As raizes positivas sao escritas como combinacoes lineares de elementos

de Y como

Ni—= A=\ = Ap)+ o+ (Ao — )
se1 < je

Mt Ay = = A) 4200 — M) + 200 =
[N = Aipr) + oo+ (N = M) 2[00 = Aj) + oo+ (N2 — )] +
(A1 = A) + (N1 — A,

se i j.
A forma de Cartan-Killing para H € § é dada por

<H, H> = Z(OJZ — Clj)2 + Z(CLZ -+ CLj)z

i#] i#]

ou ainda
(H H)y=4(1—-1)> a;

i=1

Concluimos que

(H,H') = 4(1 — 1)zl:aia’i

i=1
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Dada uma raiz « o seu dual correspondente H,, dado por A,, é

1
Ayon = ———diag{0,..., 1;...,—1....,0}i # ],

1 . .
A)\i+)\j = md1a9{07...,1i,...,1j...,0},7/#].

O vértice em que ocorre a bifurcacao é dado pela raiz A\;_s + \;_1, pois

ele ¢ ligado a trés outros vértices, visto que

1
A2 — N1, Ne3 — Nmg = ————
1-2 11, AI-3 -2 20 —1)

1
A2 — N1, Ao — A = —1)’

Alca — Ao, A1 — A = =)

E facil verificar que os numeros de Killing das raizes sao todos iguais a

um. Portanto o diagrama associado a g é D; [l

Como dito, ndo vamos a construir aqui as algebras nao classicas, mas
vamos a indicar algumas diretrizes bésicas da construcao das algebras de tipo
Es, E; E Eg, o leitor interessado na construgao destas algebras pode se dirigir
a [5] ou [6]. Nessas referencias o leitor também pode achar construgoes de
algebras de tipo G5 e F};. Estas ultimas subalgebras podem se construir também
como a algebra das derivagoes dos octonios e como a algebra de derivacoes de

uma algebra de Jordan de dimensao 27(o leitor pode ver essas construgoes em

[8])-

Seja V = A3 K?, onde K é o corpo base correspondente. Pode se mostrar

que a algebra de Lie g de tipo Eg pode ser construida no espago
g=sl9)aVaeV"

a subdlgebra b das matrizes diagonais em sl(9) é uma subélgebra de Cartan

de g e denotando por \; o funcional

Ai s diag{aq, ... a9} — a;
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as rafzes de b sdo dadas por (A; —\;) com i # j, (i + AN+ ;) comi < j <k
e —(Ai+ A+ ;) com i < j <k Um sistema de raizes simples é

Y={A = A5 A8 = Ao, (A2 + A3+ M)}
cujo diagrama ¢
[

FEg O O
631 %) as Qg (673 Qg Q7

com ag = —(Ay + A3 + A\g). A raiz ag se liga a a5 = Ay — A5, pois
—MA+ A3+ M)+ (A —A5) = —(Aa+ A3+ As5)

¢ a una unica soma entra as raizes simples, envolvendo ag, que é raiz. Na base

do diagrama a ordem é dada por a; = Ag — Ag € a7 = Ay — A3.

O diagrama Fy

E; O O O O

é obtido de Ejy retirando a raiz mais a esquerd de sua base. Pela realizagao
de Fg essa raiz é A\g — \g. Pode se mostrar que entdo E; é a subalgebra gerada

pelos espacos de raizes associados a
E={A = A5, A = Ag, — (Ao + A3+ M)}

e a —X7 As raizes positivas sdo as raizes positivas de F—8 que sao combinacoes

lineares de elementos de X, as raizes positivas de E7 ficam sendo entao:

o (N—N)2<i<j<8
0—()\Z+>\j+/\k>,2§2<j§8
.>\1+AZ+/\9,2§Z§8

Finalmente o diagrama Fjg

T )
FEy O O O
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¢ realizado pela subdlgebra de Ey cujo sistema simples de raizes ¢é

Yo ={ A2 —A3,..., 06 — Ar, —(A2 + A3+ M)}

109
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7
Grupos de Weyl

7.1
Sistema de raizes

Seja 2 um espago vetorial de dimensao finita sobre R. Dado um elemento
nao nulo a € F, uma reflexio em relagio a o é uma transformacao linear

inversivel r : ' — FE que satisfaz
1. rla) = —a

2. O conjunto F, = {f € E : r(f) = [} dos pontos fixos de s é um
hiperplano de E.

Podemos agora oferecer uma definicdo mais abrangente de sistema de
raizes, que constitui uma generalizacao dos sistemas de raizes associados com

subdlgebras de Cartan, ja estudados.

Definicao 7.1. Um conjunto Il € E é um sistema de raizes se satisfaz

1. II é finito, gera F e ndo contém 0.
2. Para todo a € II existe uma reflexao r, em relacao a « tal que r, (II) = II.

3. Para todos «, 8 € 11, ro(5) — 8 é um multiplo inteiro de «.

Definicao 7.2. Um sistema de raizes [] é dito reduzido se os tinicos multiplos

de « € II que sao raizes sdo a e —a.

Definicao 7.3. O grupo de Weyl de um sistema de raizes Il é o grupo gerado

pelas reflexoes r,, a € II. Este grupo sera denotado por W.
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O grupo de Weyl W ¢é finito, pois como é gerado por transformacoes que
deixam II invariante, todo elemento de W deixa II invariante e se um elemento
de W ¢ a identidade quando restrito a II, entao ele é a identidade de V pois II
gera V. Dessa forma, a restricao a II define um homomorfismo injetor de W

no grupo das bijecoes de II. Como II é finito isso implica que W é finito.

Proposigao 7.1. Seja W um grupo finito de transformacoes lineares inver-
siveis de um espacgo vetorial real E. Entao existem em E um produto interno
(,.,) invariante por W no sentido em que todo w € W é uma isometria do

produto interno, isto é, (wa,wf) = («, ) para todo o, 5 € E

Demonstragdo. Seja (,.,) um produto interno arbitrario em E e defina

(. 8) = > (Wa,Wp)

weWw

Entao, (.,.) ¢ um produto interno pois (o, a) = 0 se o s6 se

> Wa,WB)=0

weW
e isso ocorre se 0 s6 se a = 0 pois (.,.) eé um produto interno. A invariancia
de (.,.) vem do fato de que na sua definigdo a soma é estendida a todo W e

dai que se r € W, entao

(ra,rf) = Z ((wr)a, (wr)B) = Z (wa, wpB) = {(a, B)

weWw weWw
0 que nos mostra que os elementos de W sdo ortogonais em relagao a (.,.). [

Em termos do produto interno invariante, as reflexoes r,, a € II, sao

reflexdes em relacdo ao hiperplano at ortogonal a a. Isso porque a® é r,-
invariante, pois r, é ortogonal e deixa invariante o subespacgo gerado por «.

Dessa observagao, segue de imediato que o hiperplano de pontos fixos de r,

é exatamente a®. Como, alem do mais, ro(a) = —a, 7, é a propia reflexdo
ortogonal
2(8, o)
ro(B8) =0 — a
D=0 Taa)

O grupo de Weyl permite decompor E e o sistema de raizes em compo-
nentes da seguinte forma: seja F' C E um subespacgo invariante por W, isto
e, wF = F para todo w € W. Como os elementos de W sao transformagoes

ortogonais, F'* também é invariante por W. Usando esse fato reiteradamente,
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obtem-se uma decomposicao de E em subespacos dois a dois ortogonais

com F;, i = 1,... k subespacgo invariante por W e irredutivel, no sentido
em que nao existem subespagos propios nao nulos F' C F; que sejam W-

invariantes.

Proposicao 7.2. Dada a decomposicio de E em subespacos invariantes e
irredutiveis como acima, seja I, = 1IN E;, « = 1,..., k. Entao, 1I; é um
sistema de raizes em E; e o grupo de Weyl de I1; conincide com a restricio de
W a E;. Alem do mais, I1 =11, U --- U1I}.

Demonstragio. Ver [1]. O

Definicao 7.4. Um sistema de raizes e dito irredutivel se ele ndo e unido de

dois subconjuntos disjuntos e ortogonais.

Proposicao 7.3. Um sistema Il é irredutivel se e so se para qualquer par de
raizes o, 3 € Il existe uma sequencia de raizes aq, ..., a5 com o = aq, B =
€ <Oéi,Oéi+1> 7é0, 1= 1,...,8—1.

Proposicao 7.4. Sejam Il e Iy sistemas de raizes em Ey e FEs, respetiva-
mente, e seja ¢ : Fy — Ey um isomorfismo que satisfaz ¢(I1;) = Ily. Tome
produtos internos invariantes pelos correspondentes grupos de Weyl e suponha

que 11y seja irredutivel. Entdo temos que

para o, € 11, onde ¢ e uma constante. Em particular, existem produtos internos

invariantes em relacdo a os quais ¢ € uma isometria. Alem do mais

We(a) = PWad "

se a € 11y

Demonstragcao. A imagem por ¢ da [-sequencia iniciada em « coincide com a

o(8)-sequencia iniciada em ¢(«). Portanto a formula de Killing garante que

(o, ) _ (d(a), ¢(B))

(8,8)  (o(B), ¢(5))

Esta igualdade pode ser reescrita como

(o, B) = cg(o(a), 9(B))
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onde
NNCY:
7 (00),0(8))
A simetria entre o e  mostra que ¢, = cz se (a,) # 0. Pela

irredutibilidade de II;, ¢, independe de «, mostrando a primeira parte da
proposic¢ao. A conjugagao entre as reflexoes do grupo de Weyl segue da mesma

maneira que no caso dos sistemas duais. 0

7.2
Camaras de Weyl

Seja [T € E um sistema de raizes. O conjunto
E={8€FE:{(afB) #0 para todo o € IT}

é aberto e denso pois o seu complementar é a uniao dos ntcleos de um numero
finito de funcionais lineares nao nulos. E é o conjunto dos elementos regulares
em F. As componentes conexas de E sao cones convexos em F; de fato seja
C' uma componente conexa. Se § € C entdo 3 € E e, portanto, a semi-reta
R*3 € E. Como esta semi-reta é conexa, RT3 C C. Alem do mais o funcional
linear («,.), @ € II ndo muda de sinal em C pois {3 : (a, ) = 0} divide
E em duas componentes conexas. Dai que se (1,82, € c entdo o segmento
tB1+ (1 —t)Bs, t € [0, 1] pertence a E. Como este segmento é conexo esta de
fato em C.

Definicao 7.5. Uma camara de Weyl é uma componente conexa do conjunto

dos elementos regulares.

Proposicao 7.5. Valem os sequintes fatos:

1. Seja C uma camara de Weyl e defina

IH(C)={aeIl: (o, 3) >0 para todo 3 € C}

entdo, existe uma ordem lexicografica tal que TIT(C) € o conjunto de

raizes positivas em relacdo a essa ordem.

2. Seja 3(C) o conjunto das raizes simples em IIT(C'). Entao

C={BeE:(B,a)>0para todo a € £(C)}

3. Sejam Cy e Cy camaras de Weyl. Entao X(Cy) = X(Cy) se o s se
C1 = Cy
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Demonstracao. Temos que:

1. Seja {71,...,%} uma base ordenada ortonormal de F tal que v, € C.
Vamos a provar que em relagdo a ordem lexicografica definida por essa
base, o conjunto de raizes positivas e IIT(C). Se « € IIT(C) entdao « se

escreve comno

a=(a,y)n+- -+ (o,

com (a, 1) > 0ja que vy, € C. Portanto, a é positiva em relagao a ordem
lexicografica. Reciprocamente, seja a uma raiz positiva. Escrevendo «
como acima temos que {(a, ;) # 0 pois 3 é um elemento regular. Como
(a, 1) é o primeiro coeficiente ndo nulo na decomposicao de «, temos
que (o, 1) > 0. Dito isso, suponha por absurdo que exista § € C' tal que
{a, B) < 0. Entao, a fungao de t dada por

<a7t71 + (1 - t)ﬂ)

e negativa em t = 0 e positiva em t = 1. Portanto, ela se anula em
algum valor de ¢ € [0,1] o que constitui um absurdo, pois o segmento
ty1 + (1 — t) esta contido em C' e, portanto, é formado por elementos

regulares.

2. Por um lado (f,a) > 0se b € C E a € ¥(C) pois X(C) C II*(C).
Reciprocamente, suponha que («, ) > 0 para toda raiz simples «. Entao
(B,7) para toda raiz v € IIT(C), pois essas raizes sdo combinagoes
lineares com coeficientes > 0 das raizes simples. Como II = IIT U —II*,
B é elemento regular e portanto pertence a alguma camara de Weyl.
Tomando ' € C, seja tf+ (1 — )5, t € [0, 1] o segmento que o une a

(. Para todo t nesse segmento
(t,t8+ (1 —1t)8) >0

para toda raiz positiva . Portanto, esse segmento esta contido em FE e
dai que [ e B’ pertencem a mesma componente conexa do conjunto de

elementos regulares, isto e € C.
3. Segue do anterior item.

O

Teorema 7.6. Eziste uma bijecao entre os sistemas simples de raizes e as

camaras de Weyl.
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Demonstracio. Pela proposicdo anterior uma camara de Weyl define um

sistema simples de raizes. Vice-versa, dado um sistema simples > em II, seja
Cys={fe€FE:{(fa)>0VaeX}

Entao Cy é uma camara de Weyl. De fato, da mesma forma que na demons-
tragdo anterior, C's é um cone convexo contido no conjunto dos elementos
regulares e, portanto, existe uma cdmara de Weyl C’ que o contém. Como
tanto Cy, quanto C séo cones , se Cs; estiver contido propiamente em C’ entéo
algum elemento de sua fronteira estd em C'. No entanto, 3 pertence & fron-
teira de Cly; se e s6 (5, ) = 0 para alguma raiz simples « e, portanto, § nao é
elemento regular. Entao, Cx, = € Temos entdo que Cxcy = C e X(Cy) = 3,

o que estabelece a bijecao. O

Proposicao 7.7. O grupo de Weyl W age no conjunto dos sistemas simples

de raizes.

Demonstragio. Seja X um sistema simples de raizes e seja IIT o conjunto de
raizes positivas correspondente. Como W deixa o sistema de raizes invariante,
se w € W entdo w(X) € II é uma base de E e II = w(IIt) Uw(II7). Alem
disso, os elementos de w(IIT) se escrevem como combinagoes lineares de w(X)

com coeficiente inteiros > 0. E dizer w(X) também é um sistema de raizes. []
Proposicao 7.8. O grupo de Weyl W age no conjunto das camaras de Weyl.

Demonstragio. Se 3 nao for regular entdo w(f) nao é regular, pois se  nao
for regular entdo (o, ) = 0 para alguma raiz «, e como o produto interno
¢ invariante temos (w(a),w(fB)) = 0, mostrando que w(f) ndo é regular,
pois w(a) é raiz. Assim, w deixa invariante o conjunto de elementos nao
regulares e, portanto, o seu complementar E. Seja entdo C' uma camara de
Weyl. Temos entao que, como w é continua, w(C') é conexo e, portanto, esta
contido numa cdmara de Weyl C”. De forma simétrica, w™'(C") é contida numa
componente conexa de E. Como por construgio, w=*(C") contem C, conclui-se
que w(C) = C'. Temos entao que o grupo de Weyl W age no conjunto das

camaras de Weyl. [

A agao de W nas cdmaras e nos sistemas simples de raizes e equivalente

no seguinte sentido:

Proposicao 7.9. Sejam w € W, ¥ um sistema simples de raizes e C' uma

camara de Weyl. Entao
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w(Cs) = Cus)

Nosso proximo objetivo e mostrar que de fato o grupo de Weyl age
transitivamente no conjunto das camaras de Weyl. Para isso precisamos do

seguinte lema:

Lema 7.10. Seja ¥ = {ay,...,q} um sistema simples e IIT o conjunto de

raizes positivas correspondente. Entao, para todo i,...,l temos

Tai(ai) =

Ty (H+ — Al) = 1_[Jr — Az

onde A; = {ay} ou {a;,2a;} dependendo se 2a; € ou nao raiz. Portanto, «; e
2a; $Go as unicas raizes positivas que sao levadas em negativas pela reflexdo

To; definida por oy.
Demonstragdio. Ver [6]. O

Proposicao 7.11. O grupo de Weyl W é transitivo no conjunto das camaras

de Weyl(e, portanto, no sistema simples de raizes).

Demonstracdo. Fixamos uma camara de Weyl Cy e vamos a mostrar que, para
qualquer outra cdmara existe w € W tal que w(Cy) = Cj. Denotaremos por
II$ e II* os conjuntos das raizes positivas associadas a Cy e C e seus opostos
por II§ e II-. Os sistemas simples associados serdo denotados por ¥y e .
Seja entdao n(I1;) o numero de rafzes em IT- N II§. Vamos a proceder por
inducao sobre n(IL, ). Procura-se w € W tal que w(Il{) = II*. Se n(II§) = 0
entdo II- NIIJ = 0 e IIT = IIJ. Portanto, w = 1 satisfaz o que se pede.
Assumindo,entdo, que n(IIT) > 1, existe uma raiz simples a € Y, tal que
a € 11, pois caso contrario, ¥y € II™ e os dois sistemas coincidem. Para fixar

ideias suponha que, para essa raiz «, 2a nao é raiz. Entao
n(r, I =n(l™) -1
De fato, como « € II™ temos
™ NIIj = (g — {a}) N1I7) U{a}

Portanto, n(II7) é um a mais que o numero de elementos em (II§ — a) NII~.

Por outro lado, 7,117 = —7'TT = (7'11) " e
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+ _ 1
Iy N7 II7 =7,

ToIlg NI

7a((Ilg = {a}) U {a})NII7)
(g = {a}) U{=a})n1I")
(I — {a})N1I7)

-1

I
S

I
)

-1

T

(
(
L
(

pois 7,(Il7 — {a}) = 1§ — {a} e 7o(a) = —a. Como —a & 11, pois a € 11,

I N7y 7 =7, (g — {e}) N1I7)

e, portanto, n(7; 'II*) e igual ao numero de elementos em (IIT — {a})NII~, o
que, justamente com o anterior, mostra que n(7r, 'II*) = n(II7) — 1, como foi
anunciado. No caso em que 2« também é raiz, os mesmos argumentos mostram
que

n(r; ) = n(IIt) — 2

Em todo caso, n(7; 'II*) é menor que n(ITT), existindo, portanto, w € W tal
que

17+ — 0TI
7, 1" = wllj

o que significa que II* = 7,wIl{, que é o que se queria mostrar.
O]

Como consequéncia da transitividade do grupo de Weyl, temos o seguinte

teorema:

Teorema 7.12. Se 1 e Xy sdo sistemas simples de raizes para wma mesma

subdlgebra de Cartan b de g entdo os diagramas a eles associados coincidem.

Demonstracio. Segue do fato de que os diagramas dependem apenas da
geometria das raizes simples(dngulos mituos e comprimentos relativos) e os
elementos do grupo de Weyl sao transformagodes ortogonais em relagao ao

produto interno invariante. O

No grupo de Weyl existem elementos especiais que sao obtidos da
seguinte maneira: seja ¥ um sistema simples de raizes cuja camara de Weyl
correspodente e C', entdao —X também e um sistema simples e a cAmara de Weyl
associada e —C'. Assim, existe um tnico wy € W tal que wy(X) = —X. Essa
igualdade implica que w2(X) = X e dai que wy ¢ involutivo, e dizer w2 = 1.
Esse elemento e denominado involugdo principal em relacao a 3. Se 1 e outro

sistema simples, entdo X1 = w(2), w € W e a involucao principal em relacao a
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¥, e wwow ™! e, portanto, as involucoes principais da W sao conjugadas entre
si.

Na maioria dos sistemas de raizes a involugao principal e —1. De fato se
wy denota a involugao principal em relagao a X, entdo —wy é uma isometria
que satisfaz —wy(X) = X. Portanto, sua restrigdo a 3 define uma permutagao
dos vértices do diagrama correspondente. Essa permutacao e um automorfismo
de diagrama no sentido em que preserva a ligacao entre os vértices,isto e, a
ligacao entre as raizes a e f do diagrama coincide com a ligacao entre —wg«
e —wpf, j& que —wy é ortogonal.

A existéncia de automorfismos de diagrama depende das simetrias dos
mesmos. Nos diagramas B;,C},Fy, F; e Eg nao existem simetrias, ja que
os primeiros tem raizes de comprimentos diferentes e, nos dois tultimos, os
comprimentos das cadeias a partir da bifurcacao, sdo diferentes. Para esses

diagramas o unico automorfismo de diagrama e a identidade.
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Diagramas de Satake

8.1

p — sistemas

Definicao 8.1. Um sistema de raizes II € E, juntamente com uma transfor-
magcao linear o : F — E involutiva(c # 1 e 0% = 1) que deixa invariante o

conjunto das raizes é denominado o — sistema de raizes.

Para estudar os o-sistemas e possivel assumir, sem perda de generalidade,
que o sistema de raizes II é irredutivel, uma vez que todos sistema de raizes
se decompoe em componentes irredutiveis. Pode se assumir também que é
reduzido.

Assumindo que o sistema é irredutivel, uma transformacao o que deixa
invariante o conjunto de raizes ¢ uma isometria do produto interno invariante
pelo grupo de Weyl, pois os nimeros de Killing associados as raizes o, 3 e
oa,of coincidem, pois a imagem por ¢ da a-sequencia iniciada em [ é a
oa-sequencia iniciada em of. Assim, procedendo como na demonstracao do
teorema 6.18 e considerando a irredutibilidade do sistema de raizes, mostra-se
que o é uma transformacgao ortogonal em relacdo ao produto interno e como

consequéncia disso o conjunto

{6 €E:{ap)=0para algum o« € 11}

dos elementos nao regulares é invariante por o. Entao o conjunto dos
elementos regulares também ¢ invariante e, por continuidade, o permuta entre

si as camaras de Weyl.

Teorema 8.1. A menos de multiplicacao por um automorfismo de diagrama,

o € um elemento do grupo de Weyl W.

Demonstrag¢io. Tomando uma camara de Weyl C' e o sistema simples X

correspondente, ¢(C) é uma camara de Weyl e, portanto, existe um unico
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w € W tal que se 7, := wo, entdo 7,(C) = C, isto é, m,(X) = ¥ onde
Y1 é o sistema simples associado a C'. Como tanto w quanto ¢ sdo ortogonais
temos que 7, ¢ um automorfismo do diagrama determinado por X que depende

exclusivamente de o. O

Em termos do automorfismo 7, se faz a seguinte disting¢ao:

1. o e interior se m, = 1, e dizer, se ¢ é um elemento do grupo de Weyl.

2. o é exterior se m, # 1. E dizer, o nao pertence ao grupo de Weyl.

Como ja mencionamos, os unicos diagramas irretutiveis que admitem
automorfismos de diagrama nao triviais sao A;,D; e Ej.
Como por definicao ¢ ¢é involutiva temos que seus autovalores sao +1 e
logo E se decompoe como
E=E"®E~

onde E é o autoespaco associado ao autovalor 1 e E~ o auto-espaco associado
ao autovalor —1. Alem disso, o fato de o ser ortogonal implica que E~ é o

complemento ortogonal de E*. Para o € E pode-se escrever entao

a+aa+a—aa
2 2

como soma de elementos de ET e E_. Como essa decomposi¢ao é tnica,

o =

as projecoes ortogonais P* sobre E* sdo dadas, respetivamente, por

pt _a+aa
2
(]
o — o«
P o=
@ 2

Nos vamos nos interessar pelos o-sistemas normais.

Definicao 8.2. Um o-sistema de raizes é dito normal se para toda raiz a € II

temos que o — o« nao é raiz.

Proposicao 8.2. Suponha que o o — sistema de raizes 11 seja normal e seja
P* a projegio ortogonal sobre Et. Entdo PT(IT) — 0 é um sistema de raizes

em ET.

Demonstracdo. Para simplificar a notacao P* serd denotado por P. O conjunto
P(IT) é evidentemente finito e gera E1, pois IT gera E. As reflexdes asocidadas

a os elementos de P*(II) — 0 serdo tomadas como sendo as reflexdes ortogonais
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em, relacdo ao producto interno restrito a E. Para Pa # 0, a € II essa

reflexdao e dada por
2(Pa, \)

—P
(Pa, Pa) “

Tpa<)\> = )\—

Pela definicado de sistema de raizes é necessario verificar que essas refle¢oes

deixam P(II) invariante e que os nimeros de Killing

2(Pa, Pf3)
(Pa, Pa)

sao inteiros. Para isso consideramos os seguintes tres casos:

1. Pa = «, e dizer caw = «v. Nesse caso temos o € ET e (Pa, PB) = (a, )
para todo [ € II, pois ( se escreve como PS3 — P~ e P~[3 e ortogonal

a Et. Entao o nimero de Killing

2(Pa, PB) _ 2(a, B)

(Pa,Pa) (o, )

é inteiro. Alem do mais

2(Pa, PB)
(Pa, Pa)

TPoz<P6):P5_

e, portanto, 7p, invariante.
2. Pa # a e oa é ortogonal a a. Entao temos

(Pa, Pa) — <a+0a a+oa M,Q—P’Oz} _ (a,a)  (oa,0a)

5 g = R

onde a ultima igualdade vem do fato de o ser isometria. Entao temos

que para 3 € Il o numero de Killing associado a Pa e Pj é

(Pa, Pa) (Pa, Pa) ~ (Pa,Pa)  {a,a)  (oa,0a)

2(Pa,PB)y (a+oa,—P p) (a+oa,5) 2(«a,p) N 2(oa, )

e o ultimo membro de esta igualdade e inteiro por ser a soma de niimeros
de Killing de II. Essa igualdade mostra também que a reflexao 7p,, é dada

por

(Pa, Pp)

WPQ =P(p — a— o)

Tpa(Pb):Pﬁ—

Por outro lado a expressao no argumento P do segundo membro e

TaToa () pois usando o fato de que o e oo sdo ortogonais temos que
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):6_2(004,@)_ N

(oo, o)

2(oa, )

(oo, o)

TaToa(B) = Ta(B —

Isso mostra que 7p, = P o T,7,,. Portanto temos que 7p, deixa P(II)

invariante.

3. Pa # a e oa nao e ortogonal a a. Aqui vamos a usar o fato de que, por
hipétese, o sistema e normal. Como e normal temos que a — o« nao e

raiz. Logo seja a o — sequencia iniciada em oo
oo —po, ..., — 00,00, 00+ Q,..., 00+ qo

temos entao p = 0 e entao

Isso implica que (o, 0a) < 0. Mas como « e o« sdo raizes com 0 mesmo

comprimento, temos que o numero de Killing corespondente é

2<a,aa>_ .
aa)

Portanto 2{a, o) = — (o, ) e logo temos que

Considerando entao que (o, 03) = (0%a, 08) = (oa, B) e que (o, 0f3) =

(o, B) temos que
a+oa B+ op 1

1
92 ) 92 >:§<Oé,ﬂ>+§<0'0é,ﬁ>

(Pa, PB) = (

e logo temos que

2(Pa,PB) _ 4a,f) | 4{oa.f)

(Pa,Pa) (o, {oa,ca)

que é um inteiro.
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Com essa expressao para o numero de Killing se mostra que

Tpa(Pﬁ) = P(ﬂyﬂwzﬂx(ﬁ))
O

O sistema PT(II) — {0} em ET ¢é dito sistema restrito associado ao o-
sistema normal.

Sistemas simples para PT(II) — 0 podem ser construidos a partir de
sistemas simples em F, tomando uma ordem lexicografica que seja compativel
com sua ordem lexicografica em E+. Uma ordem dessas é definida por uma

base

{717"'77l}

de E, cujos primeiros elementos estejam em ET e os demais em E~. Em relagao
a ordem lexicografica dada por uma base desse tipo, o é bem comportada no
sentido em que se o3 # —[3 entao § > 0 se 0 s6 se g3 > 0. De fato, denotando

por k a dimensdo de E7, se

B=ay+- - +am

entao

of =aam+ -+ Gk = Q1 Vet — @Y

Portanto, o primeiro coeficiente nao nulo de § coincide com o de o/ caso [
tenha componentes da dire¢ao dos k primeiros elementos da base.
Fixando uma ordem lexicografica compativel, seja ¥ o sistema simples

de raizes correspondente. Esse sistema simples se divide nos subconjuntos
e Y_ =XXNE" dasraizes simples em que cao = —«

o Y., =23—2%_das raizes simples a que satisfazem oo # —«
Analogamente, seja II_ = II N E~. Esse conjunto é a interse¢do de um
sistema de raizes com um subespaco. Portanto, se II_ nao for vazio, ele ¢ um

sistema de raizes no subespago que ele gera(que em geral, e menor que E_).
Proposicao 8.3. X é um sistema simples de raizes em I1_

Demonstracio. Como a ordem lexicografica é adaptada a E* os elementos de
Y._ sd@o0 positivos em relacdo a essa ordem. Alem disso, & € ¥_ nao pode ser
escrita como soma de duas raizes positivas de II, em particular de II_, o que
mostra que Y _ esta contido no conjunto de raizes simples de II_. Por outro

lado, se @ € II_ é uma soma de raizes positivas, « = [ + 7, entdo 3 e «
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sao raizes em E~. De fato, ca = o + 07 < 0 e se § ou a nao esta em E_,
entdo o8+ oy € positiva definida pelo comentario feito acima. [sso mostra que
ao escrever os elementos de II_ como combinagao linear de raizes simples s6
aparecem coordenadas nao-nulas em > _. Dai que »_ gera II_, mostrando que

Y._ é um sistema simples. n

Para analisar a acao de precisamos do seguinte lema sobre transformacgoes
lineares cujas matrizes sao positivas, isto ¢, em que todas as entradas sao

positivas.

Lema 8.4. Seja A = (a;;) uma matriz real n x n inversivel e suponha que

a;; > 0 para todo ,j. Seja também

RY = {(21,...2,) : 2; > 0}

O primeiro octante em R". Tome v € R} e suponha que duas o mais
de suas coordenadas sejam estritamente positivas. Entao, Av tem pelo menos
duas coordenadas estritamente positivas, isto e, Av nao pertence a um dos

eizos coordenados.
Demonstrag¢io. Ver [6]. O
O importante corolario e o seguinte

Corolario 8.5. Seja A matriz cujas entradas sejam > 0 e suponha que A? = 1.

Entdo A € uma matriz de permutacdo.

Demonstracio. Se e; é um elemento da base canonica, aplicando o lema a
v = Ae; temos que se v tem pelo menos duas coordenadas nao nulas, entao
o mesmo ocorre com Av. Mas Av = A%e; = ¢;, portanto v pertence a base

candnica e A é uma matriz de permutacao. m

Proposicao 8.6. Seja

Y=Aay,...,a5,a511,..., 4}
com os primeiros s elementos em >, e os restantes em >_.Entdo existe uma
permutagao involutiva m de {1,...,s} tal que para 1 <i < s vale
!
00 = 0r(p) + D N0y

Jj=s+1

com nj > 0.
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Demonstragio. Seja Z a matriz de o na base Y. Essa matriz se decompoe em

()

com os blocos divididos de acordo com as decomposicao de X em >, e

blocos como

Y . Como o(a) = —ase o € ¥ temos que D = —1 e B =0, isto é,

)

As matrizes A e C sdo positivas, pois se o € ¥, entdo o(«a) < 0. Mas o
e involutiva, o que implica que Z2 = I e daf tem que ser A2 = I. Entdo pelo
corolario 8.5 A e uma matriz de permutacao. Juntando isso ao fato de que as

entradas de C' sao > 0 temos que

!
olon) = azey + Ym0y
Jj=s+1
com n; dado pelas entradas de C' e sendo 7 a permutacao associada a A, que
e involutiva pois A% = A.
O

A continuagao oferecemos um corolario desta proposicao que sera muito

importante no momento de determinar os diagramas de Satake:

Corolario 8.7. O autoespago E~ € gerado por X _ e pelas diferengas oy — au,
o € E+

a—oo

2
gerado pelas diferengas o(a) — a, € X. A proposicado garante entdo que se

Demonstra¢io. Como P~ (a) = e P~(X) gera E~, este subespago é
a1 € Yy, entao
U(Oéi) — Q= Qg(y) — O — Bi
com (3; € ;.
]

Agora vamos a caracterizar a permutacao que aparece nessa proposicao:

Proposicao 8.8. A permutacio que aparece na anterior proposicio € a per-
mutacdao correspondente ao automorfismo de diagrama woo = T, onde wy € 0
unico elemento do grupo de Weyl em que woo(X) = X. Alem do mais, wy € a

involucao principal de >_
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Demonstragdo. Seja wq a involugao principal de II_ em relacao a ¥_, e dizer,
wp é a tnico elemento do grupo de Weyl de I1_ tal que wy(X_) = —X_. Como
wp e um produto de reflexdes em relacio a raizes em Y _, sua restricao a ET
¢ a identidade, portanto wy(X) é um conjunto de raizes positivas. Mas este e
um sistema simples em 11 e logo temos , e dai que wyo(X) = X e logo wy é um
automorfismo do diagrama determinado por ¥. Alem do mais, usando ainda o
fato de que wg é um produto de reflexdes em relacao a raizes de ¥_, seu valor

numa raiz simples o; € ¥ é da forma
Wo0y; = Q; +

com ~; uma combinacao de raizes em YJ;, pois se 7 é uma reflexdo que compoe
wo, entao 7oy = a; + [; com b; € Y_ e aplicagoes sucessivas dessas reflexoes
fornecem a igualdade. Dessa forma se as matrizes de o e wy em relagdo a base

%) s@o escritas em blocos, divididos de acordo com Y, e ¥_, e temos:

A O
c 1

entdo a matriz de woo é

aA 0
bA+Cc —c

Wo0 = Wy =

Mas, como wga; = «; + 5, temos que a = I e, portanto, aA = A. Como
woo permuta os elementos de ¥ sua matriz é uma matriz de permutacao. Mas
—c e uma matriz inversivel, pois wgo é inversivel. Assim nenhuma linea de —c¢

se anula. Isso implica que bA + cC' = 0, mostrando que wooa; = o) ]

Apenas os diagramas A;, D; e Eg admitem automorfismos nao triviais.
Por isso, so nestes casos pode acontencer de a permutacao nao ser trivial.
Podemos agora mostrar que a projecao de Y, ¢ um sistema simples do

conjunto das raizes restritas.

Proposicao 8.9. Suponha que o o — sistema de raizes seja normal. Entao
PT (X)) € o sistema simples de raizes de PT(II) — 0 associado a ordem

lexicografica em E

Demonstracio. Denotamos PT = P. Seja « uma raiz tal que Pa > 0. Seque

que o # «a e logo a > 0. Portanto, a é uma combinacao linear com coeficientes
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inteiros > 0 de ¥. Entdo P(X) é uma combinagao linear semelhante de P(X).
Mas P(X) = P(X;) U {0}, o que mostra que P(¥;) é um conjunto de raizes
positivas que gera ET e, portanto, contem o conjunto das raizes simples
correspondentes. Por outro lado, seja a; € ¥, e suponhamos por absurdo
que

Poa; = PB + Py

com P, Py > 0. Entao, § e «, assim como o3 e g7 sdo positivas. Por outro
lado

oQ; = Qqr(i) +0

com 0 < § € E~. Pode se escrever f =, —f_ e~y =y, +v_ com (4, 7+
combinacoes lineares de Y. Temos entdao que o = o, +0ofp_ =0cf, —[B_ e

oy = o7y + 0v_ = oy, — v_. Substituindo essas expressoes temos temos que

a; +oa; i tare+o Brt+ofe 4+ oy
Poi=—"" "= 2 -2 T2

E dizer
QG+ Qry +0 = B+ 0B+ vy + oy

Como as raizes sao positivas, essa igualdade mostra que apenas uma das raizes
f ou v pode ter coordenada na direcao de ; ou de ay(;), e que a outra deve
estar em F_, contradizendo o fato de que suas projecoes sao positivas. Logo

as raizes em P(X,) sdo simples, concluindo a demonstragao. O

8.2
Diagramas de Satake e alguns lemas tecnicos

Nosso objetivo e classificar os ¢ — sistemas normais. A ideia central da
classificagdo vem do corolario 8.7 que garante que o auto-espaco £~ é gerado
por X_ e pelas diferencas ar;) — ;, com «; € X. Uma vez conhecido £, o
queda completamente determinada, pois ET é o complementar ortogonal de
E~ eo =41 em E*'. Dessa forma, os dados m e ¥_ classificam os o — sistemas

normais.

Definicao 8.3. Um diagrama de Satake e uma forma de codificar, atraves de
um diagrama de Dynkin, o conjunto ¥_ e a permutagdao de 7 dos indices das
raizes em Y. Isto e feito marcando no diagrama de Dynkin, as raizes em > _
por um circulo cheio ® e indicando a permutacao entre as demais raizes por

flechas duplas +—

Um diagrama de Satake é dito interior se a permutacao m é a identidade,

e dizer se o é um elemento do grupo de Wely. O diagrama é dito exterior se
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m nao e a identidade, é dizer, se ¢ nao pertence ao grupo de Weyl. No que
segue serao encontrados todos os diagramas de Satake provenientes de sistemas
normais. Estes diagramas se conhecem como diagramas de Satake normais. As

veces sao chamados também de diagramas normais.

Definicao 8.4. Um subdiagrama invariante é um subconjunto de um dia-
grama de Satake em que o subconjunto gerado pelas raizes correspondentes é

invariante por o.

Uma primeira observagao imediata mas muito relevante e que um sub-
diagrama invariante da origem a um o — sistema e se o diagrama original é
normal, entao o sistema definido pelo subdiagrama também é normal.

A continuagdo vamos a demonstrar uma serie de lemas que fornecem as
tecnicas utilizadas para encontrar os diagramas de Satake analizando caso a

caso os diagramas de Dynkin.

Lema 8.10. Valem os sequintes fatos

1. Os diagramas
e ——O—O
ap Q2 O3

O——O
ap Qg Qg

nao Sa0 NOrmais.

2. O diagrama

o—O—©o
a1 G Q3

¢ normal.
Demonstracao. Temos que

1. No primeiro diagrama existe uma tUnica raiz em Y_ e como nao existe
ligacdo entre as raizes de X, temos que dimE+ = 2 e dimE~ = 1. Logo
o ¢ a reflexdo em relagao a «q, ja que essa raiz esta em Y _. Isso implica

que esse diagrama nao e normal pois temos

2<042, CY1>

o(ag) = Ta,00 = g — Tor. o)
b

Q1:a1+a2

e ooy — (g = vy € raiz.

O segundo diagrama e analogo ao primeiro.
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2. Em este diagrama temos que a involucao correspondente é o produto de
reflexdes 0 = T,,Tuy, pois B~ é gerado pelas raizes a; e ag. Esse e um
diagrama normal, como pode ser visto calculando ¢ em cada uma das
raizes. As raizes de Az sao da forma \; — A; com ¢ # j e um sistema

simples e dado por {A\; — Ao, \a — A3, A3 — A4 }. Temos entéo que

00y = ToTazGa = Ta1<052 + 043) = (1 + (6%) + (0%

e logo temos que

aag—a2:a1+a3:>\1—>\2+)\3—)\4

segue que oy — (ip NAO € Taiz.

Por outro lado como (ay, ag) = 0 temos que

B B 2(a1, a3) B B
00 = (T Tag )01 = Tay (0 — ——"a3 = T, (1) = — 201 = —g
(043, Oé3>
e logo temos que ooy — a; = —2a; que nao e raiz.
Analogamente temos que ooy — as = —2ap que nao e raiz.

Logo o diagrama e normal.

O

Definicao 8.5. O suporte de uma raiz « é o conjunto das raizes simples que

aparecem(com coeficiente ndo nulo) na combinagao linear de «

Lema 8.11. O suporte de toda raiz é um subconjunto conexo do diagrama de

Dynkin.
Demonstragio. Ver [6]. O
Lema 8.12. Considere um diagrama interior. Seja o € ¥y. Entao
o= o+
onde v € uma combinacao linear das componentes conexras de X que se ligam

a .

Demonstrag¢io. Como o diagrama e interior, cao = o 4+ y com vy combinagao
linear de raizes em >»_. Como o« ¢ raiz, seu suporte é conexo. Dai v é

combinagao linear apenas de componentes conexas de > que se ligam a a. [
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O seguinte lema fornece condigoes para que um subdiagrama de um

diagrama interior seja invariante.

Lema 8.13. Um subdiagrama € invariante se as raizes de fora do subdiagrama

que se ligam a ele estao em X

Demonstragio. Basta verificar que oo pertence ao subespaco gerado pelas
raizes do subdiagrama para o € X, pois o3 = se § € X_. Como o diagrama
¢ interior, caw = a 4 7 com 7y combinacao linear das componentes conexas
de X_ que se ligam a «. Mas estas componentes conexas estao conectadas ao
subdiagrama, pois por hipétese, nenhuma raiz do subdiagrama esta ligada a

uma raiz de X_ fora do mesmo. O

O préoximo lema e muito importante na hora e classificar os diagramas de
Satake interiores. Para esses diagramas sabemos que se o € ¥, entao oo + vy
onde v é uma combinagao linear das componentes conexas de > que se ligam

a .

Lema 8.14. Para o € X, seja
¥ ={aq,...,ax}

uma componente conexa de >_ que e ligada a «. Essa componente conexa é
um diagrama de Dynkin. Denote por C' sua matriz de Cartan. Suponha que o
¢ ligada a X° por uma ligacao simples e seja 7 o indice da unica raiz de 3¢
ligada a a o. Entdo os coeficientes de v em relagdo a 3¢ sao dados pelo dobro

da j — esima coluna da inversa C~' da matriz de Cartan.
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Demonstracdo. Sejam Y% . i = 1,....] as componentes conexas de ¥ que se
) ) bl

ligam a «. Entao o« se escreve como
ca=a+y+-+y

com 7; combinacao lineal das raizes em Y¢ . Nessa expressdo «; é ortogonal a
7, se @ # j, por serem combinagoes lineares de componentes conexas distintas.
Os coeficientes de 7; em relacao as raizes simples serdao encontrados usando a
condicao de que a4+ oa € E,, isto e, ca + « é ortogonal a F_. Observe que
isso acontece se 0 s6 se oo + « é ortogonal as componentes conexas L° . De
fato como o diagrama e interior, E_ é gerado por Y _ e tanto o quanto oo sao
ortogonais as componentes conexas de ¥_ que nao estao ligadas a «a. Seja a

componente conexa X* = {ay,...,a.}. Entao por lema 8.12 temos que
oo =+ a0y + -+ apog + 7

com ¥ uma combinagao linear das componentes conexas de X_, que se ligam
a «, diferentes de X¢. Com isso, temos que os coeficientes ai,...,a; sdo

encontrados usando a condigao de que
b =2a+ aiaq + -+ + apay

¢ ortogonal a a;, 1 < ¢ < k. Esta ortogonalidade se traduz num sistema

equacoes lineares em ayq, ..., a, dado pelas igualdades
2(/6) O‘i> =0
<Oé7;7 az>
comi=1,....k
Seja «; a tnica raiz de ¥° que se liga a . Entdo % =—1lsen=yjy,

pois, por hipétese, a ligagao entre a; e a é simples, e 0, caso ¢ = j. Portanto,

o sistema linear é escrito como
C(I = 2b]

onde C' é a matriz de Cartan de X* e b; é a matriz coluna, cuja j — esima
entrada é 1 e as demais sao nulas. A solugao desse sistema é o dobro de j—esima

coluna de C~1.

]

O interessante deste lema é que o dobro de algumas colunas de algumas

dessas inversas de matrizes de Cartan nao tem coeficientes inteiros e, portanto,


DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 1512247/CA


PUC-RIo- CertificagaoDigital N° 1512247/CA

Capitulo 8. Diagramas de Satake 132

os diagramas correspondentes nao podem aparecer como componente conexas
de X, que se liga a uma raiz « nas condi¢oes do lema. Exemplos onde isso

acontece e que vao ser utilizados sdo

1. Ag, k > 2. Nesse caso, na primeira entrada de C~1 aparece pelo menos

1

1 cujo dobro nao e inteiro.

uma entrada que é multiplo de

(h-2) &
1 ©u

Assim, se k é impar, o dobro dessa coluna nao é formado por inteiros.

2. No caso de Dy, na ultima coluna de C~! aparecem as entradas

3. A primeira coluna de Fjg

8.3
Classificao dos diagramas de Satake normais

A continuacao vamos a encontrar os diagramas de Satake normais para
cada um dos diagramas de Dynkin. Para isso usaremos os lemas estudados na
se¢ao anterior. Também usaremos alguns fatos sobre a estrutura dos grupos
de Weyl de alguns sistemas de raizes. Esses resultados que citaremos podem

ser encontrados em [5].

Diagramas de A;

O diagrama

AL l>1 o——Oo— -+ —0—O0
ap Qg Q-1

tem um automorfismo diferente da identidade. Dessa forma, o pode ser

interior ou exterior.

1. o0 é interior. Neste caso, a permutacdo m entra as raizes de X, ¢
identidade, e portanto, £~ é gerado pelas raizes marcadas com circulos
cheios. Alem do mais, ¢ é um elemento do grupo de Weyl. O conjunto de
raizes pode ser realizado como \; —\;, 1 <¢,7 <1+1, 4 # j com sistema
simples dado por \; — A\;11. O grupo de Weyl e dado pelas permutacoes

nos indices

w(Ai — Aj) = Aw(i) — Aw(h)

A condicao para que 0 = w seja normal e que

w(Ai = Aj) = (A = Aj) = Awiy = Awii) + A5 — A
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nao seja raiz para nenhum par ¢ # j. O segundo membro de esta
igualdade e uma raiz se o s6 se w fixa um dos indices e varia o outro.
Assim, se w define um sistema normal e w(j) = j para algum indice
entdo w(i) = ¢ para todo indice e w é a identidade e entdao o diagrama
de Satake é o propio diagrama de Dynkin. Por outro lado se w(j) # j
para todo j entao w é necessariamente a seguinte permutacao de ciclos

disjuntos

w=(1,2)(3,4) - (1,1 — 1)

De fato, como E~ é gerado por X_, esse conjunto e nao vazio. Alem
do mais oy € ¥ _. De fato , suponha que a1 € ¥_ e seja k o primeiro
indice tal que ay, € X_. Entao agyq & X, pois se assim fosse a raiz ay_;
estaria ligada ao primeiro elemento uma componente conexa de Y_ cujo

diagrama é A;, [ > 2 o que e absurdo pelo lema 8.14.

Portanto, pelo lema 8.13, {a1,...,ax} é um subdiagrama invariante.
Mas, com essas condigoes, {a, ..., a;} ndo e um subdiagrama de Satake
normal, pois a transformacao involutiva associada @ ¢é a reflexdo em

relacdo ao seu unico elemento em ¥_ dado por a4, e essa reflexao satisfaz

2(ov—1, o)

T — Qg1 = To, (Qg—1) = Qg1 — (a1, on)
1, k1

Qp — Op—1 = 0.

Temos entao que a; € ¥_. Logo a; € Y _. Por simetria temos o € >_.

Juntando isso ao lema 8.10 que assegura que

nao e diagrama normal, a inica possibilidade que resta é o diagrama A2

abaixo

Al2 [ ° e ° ° [ impar

que certamente s6 ocorre quando [ é impar. A involugao que corresponde

a esse diagrama ¢ o elemento w do grupo de Weyl dado por

w=(1,2)(3,4)...(0,1 + 1)
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que é o produto das reflexdes em relacao as raizes simples que aparecem

no diagrama numa posicao impar.

o e exterior. Neste caso existe wy € W tal que wyo é automorfismo 7 do

diagrama que permuta as raizes equidistantes de seu centro

0y —r 0y

No diagrama de Satake essas raizes sdo ligadas entre si se elas nao
estiverem em Y _. Pela proprosicao 8.8, wy € W_ é o tnico elemento do
grupo de Weyl de X tal que wo(X_) = —X_. Como tanto wy quanto o
deixam ¥ _ invariante, o mesmo acontece com 7 e, por isso, X_ € simetrico
em relacdo ao centro do diagrama. O interessante e que ¥_ e conexo.
De fato, se ¥X_ contem mais de uma componente conexa,certamente
uma delas nao e simétrica em relagdo ao centro. Seja entdo I' uma
componente conexa de »_ que nao é simétrica em relacdo ao centro.
Como woax = —ma para « € X temos que wo(I')) NT = (). Mas isso nao
pode acontecer, pois os elementos do grupo de Weyl de um diagrama
preservam as componentes conexas do mesmo.Entao »_ é conexo. Temos
entdo que os diagramas de Satake possiveis sao da forma All abaixo com

o numero de elementos em > _ variando de zero a [ — 2.

Alll
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AlI2

Esses diagramas sao normais. De fato —7 é o tnico elemento do grupo
de Weyl W que leva ¥ em —X e,portanto, 0 = —w para algum w € W.
Usando a realizacao das raizes como \; — A;, os elementos de W sao as
permutacoes nos indices e a condi¢ao para que o sistema seja normal é
que

w(Ai = ) = (A +X5) = Ay = Awi) — A + 4

nao seja raiz para nenhum par i # j. Essa condicao e satisfeita por
qualquer permutagdo que seja o produto disjunto de ciclos da forma
(1, 7), pois para uma permutacao dessas o segundo membro se anula. Por
outro lado, como ¢ é involutiva, o mesmo ocorre com w e, portanto,

o = w ¢ um produto de ciclos disjuntos, o que implica que o é normal.

Diagramas de B;

O tnico automorfismo do diagrama

B, 1>2 oO—O0—— -+ —O==0
(05} (65

a1 O

é a identidade, pois a raiz «; tem tamanho diferente das demais. Dessa forma,
o é necessariamente um elemento do grupo de Weyl de B; e nos diagramas
de Satake nao temos raizes ligadas por <—. Para encontrar os diagramas de

Satake, deve-se separar os casos em que g esta ou nao em > _.

1. Vamos a mostrar que se oy € Y_, entdo ¥_ = (). Suponhamos que
a; € ¥, entdo pelo lema 8.13 temos que ¥ — {a;} é invariante e seu
diagrama e A; ;. Entao, pela analise anterior, as possibilidades para A;
mostram que X_ =0 ou oy_; € X_ e ay_o € X, isto é o lado direto do

diagrama ¢
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Qo -1 O

Portanto, pelo lema 8.13 temos que o {o_1,q} é um subdiagrama
invariante. Mas este diagrama nao e normal pois a aplicacao involutiva

@ corresponde a reflexdo em torno de a;_; e temos entao que

2{ay, ay_1)

cor= o <Oéz—17 Oéz—1>

Q1 =q; + Qa1

e, portanto ooy — o = ay_1.
Logo, se a; ¢ %_ temos que o diagrama de Satake coincide com o

diagrama de Dynkin.

2. Vamos a provar que se o € Y_, o diagrama de Satake e o seguinte

diagrama B2

B2 o— .- O @ 4.%:.

onde 1 <|X_ | <Il-1

Para isso e suficiente verificar que >_ é um diagrama conexo. Suponha
que a componente conexa de oy seja {aji1,...,}. Entdo, o & ¥_ e,
portanto, {a,...,a;_1} ¢ invariante. O diagrama desse ultimo conjunto
e A;_; e, pela classificagao de A; temos que, se ele contem raizes em >_,
entao, ou ele esta contido em Y _ ou essas raizes aparecem alternadas
com aj, a1 € X_. O primeiro caso nao pode acontecer, pois «; estaria
ligada a uma componente conexa de >_ que é um A;, mas pelo lema
8.14 isso nao e possivel. Ja se as raizes aparecem alternadas, temos que
oo & Y_ se essa raiz existe. Assim, assumindo que X_ nao e conexo, a

contradicao e dada pelo fato de que
a:ozj+ozj+1+'--+ozl

¢ uma raiz tal que ca — « ¢é raiz. De fato, 5 > 1, pois por hipdtese, >
nao ¢ conexo. Portanto, o;_; existe e esta em X_. Alem do mais, dada
uma matriz de Cartan B; temos que os coeficientes da primeira coluna

de sua inversa sao todos iguais a 1, entao pelo lema 8.14 temos que

O'Oéj = Oéj_l + Oéj + 2(Oéj+a + -+ Oél)
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Agora bem, como «; ¢ a tnica raiz no somatorio que define o que nao

pertence a Y._, temos que
ca=oca; — (ajp1+-+o)=0j1+a;+om+ oy =a1+

Portanto, cav — o = ;1 € raiz e logo o sistema nao e normal.

Assim, mostramos que Y_ é conexo, e portanto, o inico diagrama normal

possivel e

B2 o— - OO - 8 1< Y | <
-1

Resta mostrar que este diagrama e de fato normal. Se o; & ¥_ e oy
entao pelos argumentos expostos acima, verifica-se que oa; = a; + 2(aj1 +
.-+ + «ay) Tomando agora a realizacdo candnica do diagrama, as raizes sao da
forma A\; e A\; — A\j, A\ + A com ¢ # j. O grupo de Weyl ¢é formado pelas
permutacoes nos indices combinadas com mudancas de sinal nas coordenadas

Aj. Um sistema simples ¢
Y= {>\1 _>\27"'7)\l—1 _)\la)\l}
e como a; = \j — Ajq; temos

oaj = o+ 21 + -+ )
= (N = A1) + 21 = Ajgz) + - 2N — A) +2)
= )\j + )\j+1

Por outro lado temos que se ¢ > j certamente vale oo, = —ay; pois o; € X e
se 1 < j entao como nao existem componentes conexas de X_ que se ligam a
a; segue do 8.12 que oa; = ;. Chega-se entdo a que o é o elemento do grupo
de Weyl dado por o\; = \; se i < j e por o\; = \; se ¢ > j. Logo, a partir de
essa expressao, e imediato que para qualquer raiz a temos que ca — « é 0 ou

+2);, que nao sao raizes. Portanto, o sistema é normal.

Diagramas de C;

Assim como em B; a identidade é o tinico automorfismo do diagrama

C,1>3 o—O0—
aq Qi a1 Qg


DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 1512247/CA


PUC-RIo- CertificagaoDigital N° 1512247/CA

Capitulo 8. Diagramas de Satake 138

Portanto o pertence ao grupo de Weyl. As raizes C; sdo dadas por A\; —\;,
i # j e X+ X O grupo de Weyl coincide com e de B;, ¢ formado por
permutacoes nos indices combinadas com mudangas de sinal nas coordenadas

Aj. Um sistema simples e

Y= {)\l _)\27"'7)\171 _>\172)\l}

Os diagramas de Satake sao encontrados distinguindo os casos em que o

esta ou ndo em >_

1. Suponhamos a; € ¥ . Se a1 € Y_ entdao X_ = (). De fato, nesse
caso, {aq,...,a;_2} e uma cadeia simples e é invariante pelo lema 8.13.
Portanto se fosse ¥ # () teriamos (pela classificagao de A;) que a;_5 € X,

e logo teriamos o seguinte diagrama:

[ O ) ) ® O
Qo Q-1 O

Logo a tnica componente conexa de > ligada a a;_; é uma componente
trivial dada pela raiz o;_5 e pelo lema 8.12 teriamos oo;_1 = a1+ y_o,
e dizer teriamos que oo;_1 — 1 = qy_s que € raiz, e logo o sistema nao
seria normal. Portanto se o1 & »_ temos que o = 1 e o diagrama de
Satake coincide com o Diagrama de Dynkin. Por outro lado, ao contrario
de By, existe um diagrama normal em que oy € >_ e o1 € X_, que é 0

seguinte

C2 O — - — <=0 [ par

A diferenca do caso de B; neste diagrama temos que o subconjunto
invariante {a;_1,q;} sim é normal, pois a;_; é menor que q; e temos
entao que, sendo @ a aplicacao involutiva, que é a reflexdo em relacao a

a1, vale que

2(aq, ag—1)

a1 =)+ 20p
<Oé1—1> Oéz-1>

oo = o —

e, portanto, oy — oy = 201 nao € raiz.

E claro, pela classificagdo dos diagramas A; que o diagrama C?2 s6 ocorre
quando [ é par. Pode se verificar que oo — o nao e raiz para nenhuma

raiz o.
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2. Se oy € ¥_ vamos a mostrar que o diagrama de Satake s6 poder ser o

seguinte diagrama C'3

C3 o—O0——

O
(]

et

Vamos a mostrar que X_ nao pode ser conexo. Seja {a i1, ..., o} a
componente conexa de «; em X_ e suponha que «;_; e suponha que

a1 & Y_. E dizer, suponha que temos os seguinte diagrama

o—0o— --- O °
oy Oyl Q1

A primeira coluna da inversa de uma matriz de Cartan tipo C; tem todas
as entradas iguais a 1, com excecao da ultima que é igual a % Entao,

considerando o lema 8.14 temos
oa; =0+ 2(0j + o) o
Entao temos que
oa; — o =2(oj + - F o) Fap=2(N1 — AN) 20 =204

que ¢ raiz de Cj. Logo se o;_; ¢ ¥_ o diagrama nao seria normal.
Temos entao que a;—1 € X_ se j # 1 e dai, pelo lema 8.13 temos
que {oq,...,a;_1} é invariante. Isso mostra que o diagrama e como o
indicado. Resta mostrar que de fato e normal. Se a componente conexa
de oy termina em ;41 entao j = 1 ou j € par. Para esse diagrama temos
que oca; = —ay se @ < j é 1 e impar ou se ¢ > J, poisS nesses casos
a; € Y_. Por outro lado, se i < j e ¢ é par temos que as componentes
conexas de Y_ associadas a a; sao triviais e logo temos, pelo lema 8.12,
que ooy =;—1 +a; + a;41. No caso de a; temos, pelos lemas 8.12 e 8.14,
que

O'Oéj = Oéj_l + Oéj + 2(Oéj+1 + -+ a1 + ozl)

Escrevendo as raizes em termos de \; temos que o = \j — A\jyq e
oa; = Aj+Ajpisej=1eoa; = A1+ Ajsej> 1 Logo o sistema ¢
normal e o e o elemento do grupo de Weyl dado por PS = SP onde S ¢ a
mudanga de sinal SA; = =\;,i > j, P=1sej=1e P =(1,2)..(j—1,)

se 7 > 1. Dessa expressao para o se obtem que o diagrama e normal.
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Diagramas de D,

a1

D,l>4 o—o0— ...
(6%} [6%) oy

67/

O diagrama D; tem um automorfismo de diagrama que é a permutacao
entre ay_q e o (para [ = 4 existem outros automorfismo que sao equivalentes
por simetria). Antes de determinar quais sdo os diagrama de Satake correspon-
dentes vamos a enunciar sem demonstracao o seguinte resultado: —1 pertence
ao grupo de Weyl de D; se o somente se [ é par.

Na analise dos diagramas de Satake deve-se distinguir entao entre os

casos interior e exteriores.

e Diagramas interiores

As possibilidades principais sdo dadas por a;_; e a; estarem ou nao em
Y-

1. Suponha o; ¢ ¥_. Entao, o complementar de oy é A;_; e logo(pela analise
jé feita dos diagramas de A; temos que os diagramas diagramas possiveis

sao o propio diagrama de Dynkin e o diagrama D12

DI2 [ ® [ par

A outra possibilidade seria o caso em que X_ = X — oy, e dizer, o caso

(07m]

Qp_

(87
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Mas essa possibilidade e descartada pelo lema 8.14, pois teriamos que
o estaria ligada a primeira raiz de um diagrama de tipo A;. A

transformacao correspondente a D12 é
(1,2)(3,4)...(1 — 1,1)

que pertence ao grupo de Weyl. Para essa permutacdo oo — o nao e raiz

para nenhuma raiz «.

Este caso cobre também por simetria o caso em que ;1 € ¥ _.

2. Vamos a analizar os casos em que «;_1,q; € >_. Existem duas possibili-
dades

(a) a2 ¢ ¥X_. Entdo temos que {ay,...,q;_3} é invariante. Se esse

conjunto nao intercepta ¥ _, entdo o diagrama fica sendo DI3

DI3 o O

O diagrama é normal, com ¢ dada por o(\_1) = —A\_1 e o(N\) =
-\ e com os demais \; fixos. Outra possibilidade(seguindo a

classificagao de A;) é dada pelo diagrama DI4

DI4 ) ° |X_| par

Em este diagrama o ¢é produto da permutacao
P=(1,2)(3,4)...(l — 1,1)

por S, tal que SA\i_1 = —X\_1, SA, = =X, e S\; = \; para os
demais valores de i. Observamos que o caso em que «; € X_ para
todo ¢ <[ — 3, e dizer
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a1

3 O)_

Qq

nao e possivel, pois q;_s estaria unida com uma componente conexa
de ¥_ dada por um diagrama A,. Temos que salientar que o
diagrama DI4 s6 ocorre se a ordem de ¥_ é par, pois a restri¢ao
de o a X_ pertence ao grupo de Weyl desse diagrama e —1 esta no

grupo de Weyl de D; se 0 s6 se [ é par.

a9 € Y_. Temos duas possibilidades. Se >_ é conexo, entao o

diagrama e o seguinte

DI5 O—

O
(
®

que esta associado a 0 = S com SA\; = \;se 1 < je SA = =\
se ¢ > j onde jé o maior indice em que a; & ¥_. E claro que esta
familia DI5 inclui o diagrama onde a tnica raiz que nao esta em

Y. é aq, e dizer

Ja se ¥_ nao e conexo e o; ¢ a maior raiz fora de X_ entao temos que
{a1,2,...,aj_1} éum A,_; invariante e a possibilidade é o seguinte

diagrama

DI6 o—o—kw—o—o—k<

para o qual o = PS = SP onde

P=(1,2)(3,4)...(j — 1,7)
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ese S\, = \jsetr < jeS\ = —)\ set > j. Para ser interior o
diagrama DI5 deve ter uma quantidade par de elementos em > _.
Ja o diagrama D16 s6 ¢ interior se [ — 7 e j sao pares. Neste caso
[ também ¢é par. Mas estas restrigbes nao devem ser consideradas
pois se elas nao ocorrem os diagramas continuam a ser normais so6

que exteriores.

e Caso exterior

Como o automorfismo do diagrama permuta as raizes «;_; e a; temos

que elas pertencem ou nao, simultaneamente, a ¥_. Assim temos

1. Se ay,ap_1 € ¥_, entdo ay_o € X_, pois, como foi visto, no diagrama As
dado por {a;_2,;_1,q} o conjunto ¥._ deve ser conexo e simetrico em
relacdo ao centro. Usando agora o s mesmos argumentos do caso interno,
em que essas tres raizes estavam em Y_, temos que os diagramas que
aparecem sao oS mesmos que ja ocorreram naquele caso. Para o primeiro
desses diagramas, o é dado, como no caso interior, pelo produto de S por
P. A diferenca aqui e que o nao pertence ao grupo de Weyl e, portanto,
esse diagrama so6 ocorre quando X _ tiver uma quantidade impar de
elementos.Chamamos a este diagrama DII1. O mesmo comentario vale
para DII2. Esses diagramas sao exteriores ou interiores dependendo de

[ e da quantidade de raizes em X _.

2. Se a;_1,p € ¥ entao pelo lema 8.13 temos que o subdiagrama A; 5 =
{ai,...,q;_2} é invariante. Temos entdo que uma das possibilidades e

que A;_, nao tenha raizes de Y_ e nesse caso temos o diagrama dado por

DII3 O

O
O

Para esse diagrama o é o propio automorfismo do diagrama, que é
normal. Outra possibilidade(também, pela analise ja feita dos diagrama

de A;) é dada pelo diagrama DII4 dado a continuagao
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DII4 ® O ® l [ impar

Como ja vimos, este diagrama s6 ocorre se [ é impar(pois nesse caso [ — 2

é impar) e nesse caso temos que o é o produto da permutacao
P=(1,2)(3,4)...(1—-2,1-1)

por SN\, = =X, SA; = A, @ < . Aqui P pertence ao grupo de Weyl

enquanto que S realiza o automorfismo do diagrama.

Recapitulando, os diagramas de Satake normais de D; sao:

Interiores
a1
aq (0D oy
o
DI2 ® ® e [ par
DI3 O
DI4 ° ° . |X_| par

Interiores e Exteriores (dependendo da quantidade de raizes)
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DI5 — DII1 o— .- O ® °
DI6 — DII?2 .—O—k—@—.—o—k<
Exteriores

DII3 O

O
>

DII4 ° O ® l [ impar

Diagramas de G4

O tnico diagrama de Satake de G5 é o propio diagrama de Dynkin

Pois, se, por exemplo, oy € X temos que 0 = 7,, € logo

2<a2,a1>

g = a1 + 3042
<O{2,042>

ooy = Ta,(0n) = g —

e logo temos que se tomamos a raiz v = oy + as

O'(Oél—i‘OéQ)—(Oél—FOéQ):Oé1+3042—062—041—0é22042


DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 1512247/CA


PUC-RIo- CertificagaoDigital N° 1512247/CA

Capitulo 8. Diagramas de Satake 146

e dizer existe raiz v tal que o(y) — 7 é raiz. Entao o diagrama

o==e

a7 )

nao e normal.

Analogamente, no caso em que «; € Y_ o diagrama associado nao e

normal.

No resto do analise dos diagramas excepcionais serao eliminados aqueles
que nao sao normais, sem mostrar que os restantes sao de fato normais, mas

isso pode se verificado como antes, pela realizacdo dos diagramas.

Diagramas de F},

Alem do diagrama de Dynkin

F41 O O

O tnico diagrama de Satake de F} é

Fy2 ° ® ® O

Vamos a provar que os resto das possibilidades nao oferecem diagramas

normais
1. )y ¢ Y.

(a) Se az € ¥_, entdo ag € ¥, pois, caso contrario, teriamos {ag, ay}
invariante e nao normal. Isso, por sua vez, implica que a; € _, pois
caso contrario teriamos que{as, ag, oy } é um diagrama Cjs invariante

e nao normal. Temos assim o diagrama 2

(b) Se a3 ¢ X_. Nesse caso temos, pelo lema 8.13, que {ay, a9, a3} e
um Bj invariante que s6 é normal se a1, s € Y_. Assim temos o

diagrama de Dynkin Fj1.

2. ay € ¥_. Entao, em nenhuma possibiidade o diagrama é normal. Temos
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(a) a3 € X_. Nesse caso ap € X_ ou a3 € ¥_. Se az € X, temos
que {aq,as} é um subdiagrama invariante nao normal. Se ay € 3
temos pelo lema 8.13 que {ay, s} e um A, invariante, o que nao e

possivel pelo lema 8.14. De fato a inversa de matriz A, é

|

2 4
00(3:043+§CY1+§O£2+Q4

que nao ¢ raiz. O mesmo acontece com ooy se ag € Y_.

WIN Qo
Ol ol

(A)™h = [

e logo

(b) ay ¢ ¥_. Entdo {ay, asz,as} é um Cj invariante, e dai que esse

conjunto esta em Y _(pois ay € ¥_). A matriz de C3 é

2 =1 0

C3=1-1 2 =2

0O -1 2

¢ sua inversa é

1 1 1

(C)t=111 2

1 3

3 13

Mas se isso ocorre temos que ooy = a1 + 3as + 4ag + 204 e logo.

tomando o = oy + an + a3 + ay temos
oca—a = ag + 203

e o diagrama nao e normal.

Diagramas de E6
e Diagramas Internos

Os diagramas internos sao o Diagrama de Dynkin

z
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e o diagrama Fgl2

Egl2 O ® ° O

Para ver isso, se consideram os casos em que «g esta ou nao esta em >_.
Se ag € Y_ entdo, pelo lema 8.13, o complementar e um As invariante, e a
unica possibilidade e que apareca o diagrama de Dynkin. Por outro lado, se

ag € Y_ temos duas possibilidades:

1. ap € X_. Entao temos que{as, ay, as, ag} é invariante e logo como e um
A; com [ par e como a raiz ag € X_ temos que Ay = {ag, ay, a5, a6}
esta contido em X _. Mas isso e impossivel, pois pelo lema 8.14 nao pode

estar ligado a uma componente conexa de X_ que é um Ay.

2. ap € Y_. Por simetria temos que a4 € Y_ necessariamente ag € X_.
Para ver isso, suponhamos que ag € ¥._. Se ag € X_ temos que {aq,o } é
um invariante nao normal. Por outro lado, se a3 € ¥_ e ay € ¥_ temos
que Ay = {ai,az} é uma componente conexa de ¥._ ligada a as, o que
e impossivel pelo lema 8.13. O mesmo argumento se aplica a a;. Temos

entao que as possibilidades sao:

(a) aq, a5 € X é o diagrama e Fgl2

(b) a1 € ¥_, a5 € ¥_. Mas em esse caso teriamos que o estaria ligada
a uma componente conexa de forma D5 como podemos ver na figura

abaixo

Qg

Mas, se [ e impar, entao a dobro da ultima coluna da inversas
da matriz de Cartan de D; ndo e formada por inteiros. Logo essa

possibilidade e descartada.

e Diagramas externos

Os diagramas externos de Eg sao
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EeIT1 EsII2

De fato, se ag ¢ >_, entao seu complementar é um Aj invariante e so
podem aparecer as possibilidades acima, pois se o complementar de ag estiver
contido em Y _ entdo g estaria unido a uma componente conexa de Y_ de
forma As, o que e impossivel pelo lema 8.14. Por outro lado se ¥ = ag,
entao {aw, ag, oy, o } seria um subdiagrama D, invariante(pois as raizes fora do
subdiagrama que se ligam a ele estdo em X, ) mas ndo normal(pela classificagao
dos diagramas de D, feita anteriormente).

Resta provar que se ag € Y_ entao o diagrama nao é normal. As

possibilidades sao

1. g, ¢ ¥ Em esse caso se ay,5 ¢ X temos que {ag, az, ay, ag} é um
D, invariante nao normal. Por outro lado se oy, a5 € ¥_, temos entao
que a3 € Y_ pois caso contrario {ay, a5} é invariante ndo normal. Mas
nesse caso temos que ooy = oy + 7y € oy = (g9 + 7' com y # 7/ ja que
v tem componente na dire¢do de a; 0 que nao ocorre com fy'. Mas isso

contradiz o fato de que o ¢ involutiva.

2. ag,ay € Y. Aqui temos mais duas possibilidades:

(a) aq, 05 ¢ X_. Entado ag € ¥_(caso contrario temos ooy = 05 + oy €

oas = aq + g 0 que nao e possivel) e nesse caso temos que

VRN SR DU U
o1 = Oy 4o 2013 4&5 40&6

entao esse caso nao e possivel.

(b) aq, a9 € ¥_. Logo ag é ligada a uma componente conexa de ¥ que

e do tipo Ay o que é impossivel.

Diagramas de Ey

Os diagramas de Satake de E7 sdao o diagrama de Dyinkin
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b

)

)

-

e os seguintes diagramas

E72

E73

B4

E75

&%) as (7] (673
L I L O
L T O
L I L O
L I L O

150

Vamos a mostras que de fato estes sao os tnicos diagramas. Se a; & >

entao {ao, ..

., ¢} ¢ um Fjg invariante e, portanto as possibilidades sdo o propio

diagrama de Dynkin, o diagrama dado por E72 ou o caso em que «; ¢ a Unica

raiz fora de Y_. Mas esta ultima possibilidade e descartada pelo fato de a

matriz de Cartan de Eg ser

e sua inversa e

o O O O

WUt Wk

= Wi Wik DN

DO wobk Wi s w|S wior

0

—1

2 -1

-1 2 -1
0 -1

-1 0

W N = O N
DO wion w5 W wloo ik
=Wl wlot N Wik Wl

N = NWw N O
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Como o duplo da primeira coluna nao é formado por inteiros temos que
essa configuracao e impossivel pelo pelo lema 8.14

E suficiente considerar, entao, os casos em que a; € ¥_. Em todos eles
a7 € Y_ pois caso contrario o complementar de oy e um Ag invariante nao
normal(pois se [ e par o tnico diagrama interno de A; é o propio diagrama de

Dynkin). Agora, se distinguem dois casos:

1. ag € X_. Entéo, {ar, ay, a5, ag} é um Ay invariante e, portanto, tem que
estar contido em Y _, mas entao, pelo lema 8.14 temos que os coeficientes
de ocaz em relacao a esse A4 ndo sao inteiros. De fato temos que a matriz

inversa de Ay é

(Ag)~' =

(SIS RS IICRS TN
GO G Gloy Ul
AU S Gk TN
G Ot Ut Ot

portanto, esse caso nao oferece nenhum diagrama.

2. a3 € Y_. Em primeiro lugar, se a5 ¢ X_ entdo temos que
{a1, g, a3, a4, a7} é um Ay invariante, e entdo, pela classificagdo dos

diagramas A; s6 podemos ter o diagrama FEr3

Por outro lado, suponha que a; € >_. Entado, deve ser ag ¢ >_
pois caso contrario teriamos que a ligagdo de ay com {as,ag} forzaria
ay € X_(pois caso contrario {as, ag} seria invariante ndo normal) e dai
temos que oy nao ¢ raiz, pois e ligado a uma componente conexa de
D5 de ¥_. E necessario, portanto, que ag ¢ >_. Se isso ocorre entao
ay € X_(para evitar o invariante nao normal A, dado por {as,as}) e

assim os diagramas sao F74 e E;5.

Diagramas de Eg

Alem do diagrama de Dynkin
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T "’
Eg O 0
Qg 6%) Qs Oy (67 Qg Q7

temos que os diagramas que ocorrem sao

Eg2 O ° I ® O

Eg3 o ° ° ® I ° ®

Esses diagramas aparecem no caso em que a; ¢ >_. Se isso ocorre o
complementar de oy e um E7 invariante e s6 aparecem essas duas possibilida-
des. Resta entao descartar os casos em que a; € Y_. Nesse caso 0s mesmos
argumentos de Fg e F; mostram que ag € X_. Agora a5 € X_, pois caso
contrario {ay, ag, oz, au} € um Ay invariante e deve estar em X_(o que e im-
possivel pelo lema 8.14). Logo a5 € ¥_ implica que a4 por sua ligacdo com um
subdiagrama A; contido em Y _. Se a3 ¢ ¥ _ teriamos que ag estaria ligada a
uma componente conexa de Y _ da forma A,, o que e impossivel. Da mesma
forma que oy temos que ag € ¥_. Se ay € Y entdo as esta ligado a primeira
raiz de uma componente conexa de D5 de X_, e dai que oy € X_. Mas se isso
ocorre, entao oy esta ligado a primeira raiz de uma componente conexa Fg, o
que e impossivel. Logo as € ¥_. Finalmente a; € ¥_ nao ocorre devido a sua
ligacdo com a ultima raiz de D;. Assim, fica mostrado que se a; € X_ entao
todas suas raizes estao em > _.

Repare o leitor que no caso do diagrama Fg3 temos que a; esta ligado a
uma componente conexa de _ de tipo E7 e isso e possivel pois a matriz de

Cartan de E; é dada por

2 -1 0 0 0

-1 2 -1 0 O

o -1 2 -1 0 0
EF=10 0 -1 2 -1 0 -1

0 O -1 2 -1

0 0 0 -1

100 -1 0 |
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e sua inversa é dada por

59 5 3 21 2
2 4 5 4 2 3
5 28 6 3 3
(Br)™'=13 6 9 12 8 4 6
24 6 8 6 3 4
1 2 3 32 2
IER R EEE

e temos que o dobro da primeira coluna da inversa e um vetor que sé

tem inteiros em suas entradas. Temos de fato que

ooy = a1 + 3ag + das + day + 6as + dag + 2007 + 3ag

No ultimo capitulo utilizaremos esta ultima igualdade para mostrar que,
se bem Fg3 é um diagrama de Satake normal, ele nao é "admissivel” em um

sentido que serd explicado no ultimo capitulo.
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Algebras de Lie semi-simples reais

9.1
Formas reais e algebras simples

Definicao 9.1. Seja V um espaco vetorial sobre C e seja V® o espaco vetorial
real obtido por restricdo dos escalares a R. Este espaco é denominado de

realificado de V' e sua dimensao e o dobro da dimensao de V.

A multiplicacio por complexos em V se recupera a partir de V¥ e da
transformacao linear real obtida pela multiplicagdo por 2 em V. De fato temos
que v € V + iv € V define uma transformacao J : V& — VR j4 que os
conjuntos subjacentes a estes dois espacos coincidem. E evidente que .J é uma
transformacao linear de V¥ que satisfaz J? = —1. O espaco real V¥, juntamente
com J determina a estrutura de espago vetorial complexo em V definindo o

produto por escalares complexos como

(a+ib)v = av + b(Jv)
com a,b reais.

Definicao 9.2. Seja W um espaco vetorial real. Uma estrutura complexa em

W é uma transformacao linear J : W — W que satisfaz J? = —1

Pelo dito acima, o realificado de um espago vetorial complexo tem
uma estrutura complexa candnica. Vice-versa, o polinomio minimal de uma
estrutura complexa é da forma A\2+1 cujas raizes sdo £1, que sdo os autovalores
de J. Como esses autovalores aparecem aos pares, a existéncia de uam estrutura
complexa em W implica que dimW ¢é par. Se esse é o caso, definindo como
antes (a+ ib)v = av + bJv o producto es escalares complexos em W, obtem-se
um espago vetorial complexo cujo realificado é W.

Considerando ainda um espaco vetorial complexo V', seja U € V um

subespaco. Seu realificado é um subespaco real de V¥, No entanto, nem tudo
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subespaco de VR é obtido pela realificacio de um subespaco de V. Para que
isso ocorra, é necessario que o subespago seja fechado por multiplicagao por i.
E dizer um subespaco de V¥ ¢ proveniente de um subespaco complexo se e s6
se ele ¢ invariante pela estrutura complexa J.

Quanto as complexificacoes, seja V' um espago vetorial real e V¢ o seu
complexificado. Os elementos de V¢ se escrevem como u + tv com u,v € V.
Escrevendo os elementos de v desta maneira, fica definida a conjugacao

o : Ve — Ve dada por

olu+iw) =u+iv=u—1w

Esta conjugacdo satisfaz 02 = 1 e é antilinear em V¢ no sentido em que
o ¢ linear sobe os reais e

o(zw) = Zw

comz€eCewe Vg
E claro que
V={WeVe:ow)=w}

Com isso temos a seguinte defini¢ao

Definicao 9.3. Seja U um espago vetorial complexo. Uma conjugacao em U

¢ uma transformacao antilinear o que satisfaz o2 = 1.

Um espago vetorial complexo U com uma conjugacao o pode ser visto
como o complexificado de um espago real. De fato, ¢ é uma transformacao

linear de UR e, como é uma involucdo, temos que

UR=U,0U_,

com U; o auto-espago associado ao autovalor —1 e U_; o auto-espago
associado ao autovalor —1. O fato de o ser antilinear como transformagao de
U implica que se v € Uy, entao o(iv) = —iv e, portanto, iv € U_;. E dizer
temos que J(U_1) C Uy, o que mostra que Uy e U_; tém a mesma dimensao e,

portanto, U é o complexificado de U;. Alem disso

Uy={velU:o)=uv}

e o é a conjugacao obtida da decomposicao U = Uy + U_; = Uy +iUj;.
Evidentemente, diferentes conjugacgoes em U fornecem diferentes formas de
veé-lo como o complexificado de um espaco real.

O realificado de um espac¢o complexo pode, por sua vez, ser complexifi-

cado. Seja (V)¢ esse complexificado. A estrutura complexa J é uma trans-
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formacao linear real de Vg cujos autovalores sao £i. Portanto J nao tem au-
tovetores em V', mas sim no seu complexificado. Sejam V., os auto-espacos
generalizados de J em (V®)c associados a aos autovalores +i. Dentro de V;, J

tem uma matriz da forma

i *
1

e, como J2 = —1, essa matriz é diagonal, de onde se conclui que Jv = v

para todo v € V;. Da mesma forma, Jw = —iw para todo w € V_;. Pelo fato

de que J é real em Vg, V_; = o(V;) onde o é a conjugacio de (V¥)c associada

a V. Dessa forma, V; e V_; tém a mesma dimensdo e, como
R
VBe=V,aV,

a dimensao de V; é a metade da dimensao de Vi e, portanto, coincide com a

dimensao de V. Como esses espagos sao complexos, eles sdo isomorfos a V.
Agora bem, os objetos de nosso interesse sao as algebras de Lie. Um

estrutura complexa J em uma algebra de Lie real g e dita adaptada se ela

comuta com ad(X) para todo X € g, isto é, se
(X, JY] = J[X,Y]

para todo X, Y € g. De forma alternativa, uma estrutura complexa é adaptada
se e s0 se

[JX,JY] = —[X,Y]

para todo X,Y € g Alternativamente, como J? = 1 temos que J é adaptada

se 0 s se

[JX,JY] = —[X,Y]

para todo X,Y € g.
Na analise dos subespacos reais de uma algebra de Lie complexa g, as

conjugacoes que interessam sao aquelas que satisfazem

X, 0Y] =0[X,Y]
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Uma conjugagao desse tipo é chamada de antiautomorfismo. Um antiautomor-
fismo de g ¢ claramente um automorfismo da realificada de g®. Alem disso,
o suspesaco dos pontos fixos para um antiautomorfismo é uma subalgebra do

realificado de g, pois se X e Y sao fixos por o, entao temos que
o X,0Y]| =[X,Y] =0[X,Y]

e segue que [X,Y] também é ponto fixo por o. Dessa forma, dado um

antiautomorfismo em g a algebra real gy dada por

go={X €g:0(X) =X}

tem por complexificada a algebra complexa g

Com isso temos a importante definicao de forma real:

Defini¢ao 9.4. Seja g uma algebra de Lie complexa. Uma forma real de g
é uma subdlgebra de Lie gy de g® que é o subespaco dos pontos fixos de
uma conjugacao o que satisfaz [0X,0Y] = o[X,Y]. Se isso ocorre, g é o

complexificado de gg.

Dada uma algebra real g associa-se a ela sua complexificada gc e a
correspondente realificacdo (g¢)®, que é denotada como g° por simplicidade

de notagao.

Lema 9.1. Seja V um espaco vetorial complexo, V¥ seu realificado e T : V —
V uma transformacdio linear. Seja T® a mesma transformacio so que vista

como transformagdo linear de VX. Entdo
trT™ = 2Re(trT)
Demonstragio. Seja = {vy,...,v,} uma base de V. Entao

B =A{vy, ..., 0p, 001 ..., 00}

e base de V®. Se A é a matriz de T na base (3, entdo uma verificacdo

simples mostra que a matriz de T® na base 3° e dada por

B —-C
¢ B

onde B e C sdao a parte real e imaginaria de A, respetivamente. Isso
mostra que trT® = 2trB. Como trB é exatamente a parte real de trA o lema

fica mostrado.

]
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Proposigao 9.2. Seja b uma dlgebra complexa e sejam (.,.) e (.,.)* as formas

de Killing de b e h® respetivamente. Entdo para X,Y € b temos
(X,Y) =2Re(X,Y)

onde Re denota a parte real de wm numero complexo.

Demonstragio. Como a forma real e dada pelo trago de T' = ad(X)ad(Y) a
proposicao e consequéncia do lema anterior.

]

Esta proposi¢ao mostra de imediato que (., .) ndo é degenerada se e s6 se
(.,.)? ndo e degenerada. Entao uma algebra complexa é semi-simples se e s6 se

sua realificada também é.

Definicao 9.5. Uma algebra real h é do Tipo Ise sua complexificada é simples

e do Tipo II se sua complexificada hc nao é simples.

Proposicao 9.3. Seja h uma dlgebra complexa. Entdao b € simples se e so se

hR € simples.

Demonstracio. Suponhamos b ¢é simples. Para mostrar que h¥ é simples e
suficiente mostrar que os ideais de h® sdo invariantes pela estrutura complexa
J, pois nesse caso esses ideais sao subespacos complexos e, portanto, ideais de
g. Seja entdo i ideal de h®. Como h® é semi-simples, i também e semi-simples

e, portanto, [i,i] = i. Logo
Ji = J[i,i] = [i, Ji

pois J é uma estrutura complexa adaptada. Mas como i é ideal [i, Ji] C i, o
que mostra que i e invariante por J. Reciprocamente, os ideais de b, quando

realificados, ddo ideais de h®, o que mostra que b é simples se h® for simples. [

Para mostrar que as algebras de tipo 11 sao precisamente as realificadas
das dlgebras simples complexas, é necessario encontrar um critério semelhante

para estas algebras.

Proposicao 9.4. Seja b uma dlgebra complexa simples e denote por hC o
complexificado do realificado de by, e dizer h© = (b®)c. Entdo h® se decompoe

como soma dois ideais simples
C . .
h =1, D1y

isomorfos a b.
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Demonstracio. Seja J a estrutura complexa em h¥. Entdo os auto-espacos de

J decompdem h® em soma direta
h*=b; &b
Sejam v € b; e w € h®. Entdo pelo fato de J ser adaptada temos
J[w,v] = [w, Jv] = i[w,v]

e, portanto, [w,v] € h; o que mostra que bh; é um ideal. Da mesma forma
h_; também é um ideal. Como os elementos de h; sao autovetores associados
a autovalores complexos temos que hy; N h = 0. Esses ideais sao algebras
complexas da mesma dimensdo que h. Para ver os isomorfismos, seja ¢ : h¥ —

hC a a aplicacao dada por
1 ,
B(X) = 5(X ~iJ(X))

Nio é dificil verificar que ¢ vista como aplicacao de b a valores em h°, ¢ linear
sobre os complexos. Alem do mais, a imagem de ¢ esta contida em b;, ja que,

para todo X € h temos
2J(p(X)) = J(X —iJ(X)) = (JX +iJX)=1(X —iJX)

pois J2 = —1, o que mostra que ¢(X) € h;. O fato de que h_; Nh =

implica que ¢ é injetora, pois se ¢(X) = 0, entdo J(X) = —iX. Portanto, para
concluir que h e b; sdo isomorfas, é suficiente mostrar que ¢ : h — h% é um
homomorfismo. Aqui entra novamente o fato de que J e estrutura complexa

adaptada:

A(X),¢(Y] = [X —iJX,Y —iJY]
= [X,Y] - I[X,JY] —i[JX,Y] - [JX, JY]
=2[X,Y] - 2iJ[X,Y]
= 46X, Y]

e, portanto, ¢ é homomorfismo e h; é isomorfa a h. Analogamente, X

X+iJX . . .
% define um isomorfismo entre h e h_;, concluindo a demonstragao da

proposicao. ]

Reciprocamente
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Proposicao 9.5. Seja g uma dlgebra real simples e suponha que gc se

decomponha como soma de ideais simples
gc =1 Dl

isomorfos entre si. Entio, g = b® para alguma dlgebra complexa simples b e

0s ideais sao isomorfos a b.

Demonstracio. A ideia da demonstracao é construir uma estrutura complexa
adaptada J em g. A construcdo e inspirada nos isomorfismos entre h e h1; da
proposicao anterior. Como h_; é o conjugado de h; a primeira coisa a ser feita
e subsituir iy, por exemplo, pelo conjugado de i; na decomposicao de gc em
soma direta de ideais. Para isso, seja ¢ a conjugacao de gc em relacao a g.

Entao o(71) é um ideal, da mesma dimensao que i; que satisfaz
dc = il éh O'(il)

De fato, i; g = 0, pois esta intersecao é um ideal de g, que e simples, portanto
i1Nge 0 ou g. Porém, i; é um subespaco complexo e dai que i; Ng = g implica
que i; = gc, contradizendo o fato de que iy é isomorfo a i;. Da mesma maneira,
i1 Nig = 0, o que, justamente com i; N g = 0 implica que i; No(i;) = 0. Como
as dimensoes de o(i;) e i; sdo as mesmas, gc ¢ a soma direta de i; com o(iy).
Alem do mais, o fato de que ¢ é um antiautomorfismo mostra que o(i;) é um

ideal de g¢. Agora, X € g se escreve de maneira tinica como
X=X1+X,

com X; € i, Xy € o(i1) Mas o(X) = X e, portanto, o(X;) = Xy e
0(X3) = X;. Dito isso, define-se J por

J(X) =i(X; — Xo)

Como o(J(X)) = —i(o(X;1) — 0(X3)), J(X) ¢é invariante por ¢ e, portanto,
esta em g. A decomposicao de J(X) como soma de elementos de i; e o(iy) e

dada por J(X) =i(X; — X3). Dessa expressao, segue-se que
JA(X) =i(iX, +1X,) = - X

e, portanto, J é uma estrutura complexa em g. Ela e adaptada pois se Y € ¢
entao [Y, X] €1 e [Y, Xy] € o(iy) e dal que

Y, JX] = I([Y, Xi] = [V, Xa]) = J[X, Y]
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Isso mostra que g é o realificado de uma algebra complexa h que é neces-
sariamente simples, pois g é simples. O isomorfismo entre os ideais de b se

demonstra, entao, como na proposicao anterior. ]

Pelas proposicoes anteriores temos que podemos caracterizar as realifi-
cadas das algebras complexas simples como somas de ideais simples. Como
consequencia disso podemos mostrar que essas sao exatamente as algebras do
tipo I1.

Teorema 9.6. Seja g uma dlgebra real simples. Entao g é do tipo Il se e so

se g = b® para alguma dlgebra complexa simples b.

Demonstragio. Se g é o realificado de uma algebra complexa simples entao,
pela proposicao 9.4 temos que e do tipo /1. Por outro lado suponha que g
é do tipo I e seja gc sua complexificada e o a conjugagdo em relagao a g.
Seja entao i; um ideal simples de gc. Entdo, o(i;) também é simples e como
g é simples, argumentando como na proposigao 9.5 temos que i; No(iy) = 0.
Portanto i = i; @ o(i;) é um ideal de g¢. Tomando um ideal j complementar a
i em gc pode se fazer uma decomposicdo semelhante, e assim sucessivamente
obter
gc=(1®0o(ih)®- @& (i ®olis))

com iy, k = 1,...,s ideais simples. Seja j, = (ix ® o(ix)) N g. Entéo jj é ideal
de g e
g=1D - DJs

De fato, X € g se escreve de maneira tinica como
X=X+ +X

com X}, € iy ® o(ix). Aplicando o a ambos membros dessa igualdade e usando
o fato de que tanto X quanto i, @ (i) sdo invariantes por o, conclui-se que
0(Xk) = Xy, isto e, Xk € ji, 0 que mostra que g se decompoe na soma direita
acima. No entanto, g é simples e, portanto, s = 1. Logo, pela proposicao 9.5 g

é o realificado de uma algebra complexa simples. O

Temos entao a seguinte classificacao preliminar das algebras de Lie reais

simples
Teorema 9.7. Seja g uma dlgebra real simples. Entao g é

1. uma forma real de uma dlgebra complexa simples ou

2. o realificado de uma dlgebra complexa simples.
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O complezificado de uma dlgebra do tipo I é simples e o de uma dlgebra

do tipo 11 se decompoe como soma de dois ideais simples isomorfos entre si.

9.2
Formais reais compactas

Existe uma classe especial de formas reias das algebras semi-simples que
sao as formas reais compactas. O objetivo de esta secao é mostrar que toda
algebra semi-simples admite formas reais compactas e que elas sao isomorfas
entre si. Alem disso existe uma bijecao entre este tipo de algebra semi-simples

real e as algebras semi-simples complexas.

Definicao 9.6. Uma algebra de Lie sobre R é dita compacta se sua forma
de Killing é negativa definida. O motivo de utilizar um adjetivo de natureza
topologica para denotar uma entidade algebraica é que existe um teorema
devido justamente ao Hermann Weyl que diz que uma algebra de Lie semi-
simples real é a algebra de Lie de um grupo de Lie compacto se e s6 se sua
forma de Killing é negativa definida. O leitor pode achar uma prova de este
fato em [10].

Definicao 9.7. Seja g uma algebra complexa semisimples e fh uma subalgebra
de Cartan, cujo conjunto de raizes é [[. Uma base de Weyl e uma base de
g formada por H, , a € ¥, onde H, denota desta vez o dual de raiz o da

subdlgebra de Cartan h e X, € g,, a € [] que satisfaz
1. [Xa, X_o] = Hq

2. [Xo, Xg] = mapXatp com myp real e tal que mep = —m_q_p €

Ma,p = 0 se a + B nao é raiz.

Lema 9.8. Existem X, € go, € Il com (X,, X,) =1 tal que se m, g e definido
por [Xo, Xg| = MasXats entdo mepg = —m_q 3

Demonstracao. Lembramos que o teorema 6.18 garante que existe um auto-
morfismo de g que restrito a h é —1 (pois esta transformacao deixa invariante
o conjunto das raizes de g). Seja ¢ este automorfismo. Entao, ¢(g.) = g_a e,

portanto, escolhendo Y,, € g,, @ € IT com (Y,,Y,) = 1 temos
¢(Ya) = kocY—a

para algum complexo k, # 0. Como a forma de Killing é invariante por ¢ temos
que (¢(Ya),0(Y-u)) = (Yo, Y_n) = 1 e dal que ko k_, = 1. Nos procuramos
encontrar um X, da forma

X, =z,Y,
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satisfazendo as condigoes do enunciado. Em primeiro lugar temos que
(Xoy X-a) =200 (Yo, Y_0) = TaZ_q

e, portanto, x, deve ser tomado de tal forma que z,x_, = 1. Por outro lado

se for possivel escolher z,, de forma tal que ¢(X,) = —X_,, entdo
Mo, X (atp) = [~ X0, =X _g]
= ¢([Xa, X35])
= Ma,0(Xa+p)
= _ma,,BX—(a—i-B)a

obtendo a relagdo desejada entre mq 3 € m_, 3. Agora temos

(b(Xa) = xa(b(ya) = fikaXfa

—Q

e portanto tomando x, tal que z,z_, =1 e x,2 = —k,, temos que X satisfaz

as condigoes desejadas. Essa escolha de z, é possivel pois k k_o = 1. O

Teorema 9.9. Toda dlgebra de Lie semisimple complexra admite uma base de

Weyl.

Demonstracao. Pelo lema precedente sabemos que é possivel encontrar X, €

Ja, a € 11 tal que

maﬂﬂ = _m_a7_ﬂ (9‘]‘)
Essa igualdade garante automaticamente que m, g ¢ real, pois, pelo lema 6.15
temos ( >
a,
Ma,gMM—a,—5 = —4(p +1)=—— < 0.
Assim, 9.1 implica que mi”@ > ( e portanto, m, g € real. O

Teorema 9.10. Toda dlgebra de Lie semi-simples complexa admite formas

reais compactas.

Demonstracao. Dada uma base de Weyl, seja u o subespaco real gerado por
iHy, (Xo — X o) ei(X,+ X ) com a percorrendo o conjunto ITT das raizes

positivas. Entao u e uma forma compacta. De fato temos:

1. g =u+u, pois H, e X, podem ser escritos como combinacoes lineares

de iH,, (X, — X_4) e i(X, + X_4) com coeficientes complexos.

2. u é uma subalgebra real. De fato, usando a notacao A, = X, — X_, €

Se =i(Xo+ X_) com A, =S, =0 se a nao é raiz, os colchetes entre
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os elementos do gerador sao

[iH,, Ag| = B(H,)Ss

[iHa, Sp] = =f(Ha)Ap

se v e ( sdo raizes quaisquer. E se a # [ entdao usando o fato de que

Mag = —M_q,—p temos que

[Aon Aﬂ] - ma,ﬁAa+ﬂ + m—a,ﬂAcx—B

[Sa, Sg] = —=Ma,gAars — Ma,—pAap

[Aa, Sg] = Ma,sSats + Ma,—pSa—p

e finalmente
Ay, S—o] = 20H,

Esses colchetes mostram que u é uma subalgebra real, pois m, g € real

por definigao de base de Weyl e §(H,,) também ¢é real.

. Resta mostrar que u e compacta. A forma de Killing de u coincide com a

restrigio da forma de Killing (.,.) de g ja que u é uma forma real. Alem
disso, usando o fato de que se duas raizes nao sao opostas os espacos de

raizes sao ortogonais temos que
(iHy, Ag) = (iH,, Sg) = (Ay, Sg) =0

Portanto, se hr denota o subespago de g gerado por {H,,a € II} e

{H,..., H;} ¢ uma base ortogonal de hg o conjunto
{iHy,...,iH,}
juntamente com {A,, Sy, € IIT} forma uma base ortogonal de u. Agora,

(iH;,iH;) = —(H;,H;) < 0, pois a forma de Killing restrita a hg ¢é

positiva definida. Além do mais temos
<A067A06> = <Xa - X—omXa - X—a> = -2

pois [X,, X_o| = H, e, portanto, (X,, X_,) = 1. Analogamente obtemos
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(S, Sa) = —2, 0 que mostra que a forma de Killing é negativa definida

em u.

O

Vejamos um exemplo. Seja a algebra de Lie sl(n, C). O conjunto formado
por Ej, j # k e Ej; — Ei, j < k é uma base de sl(n,C). Ela é um miltiplo
inteiro de uma base de Weyl associada & subéalgebra de Cartan h das matrizes
diagonais. Por isso, a construgao feita na demonstracao da existéncia de uma
forma real compacta, se for feita com essa base, certamente fornece também
uma forma real compacta. Ela é gerada pelas matrizes i(Ej; — Exi), Ejr— Ejj €
i(Ej, + Ek;) e, portanto, ela é formada pelas matrizes complexas de trago zero
cujas partes reais sao anti-simétricas e cujas partes imaginarias sao simétricas.
Portanto, temos que a forma real compacta é a élgebra su(n) das matrizes

anti-hermitianas de traco zero. E dizer:

u=sln):={X esl(n,C): X = —-X'}

Em outras palavras a conjugacao associada a forma real compacta e dada

por r(X) = —X'.

Nosso proximo objetivo serd mostrar que a unicidade das formas reais

compactas.

Proposicao 9.11. Sejam gg e g1 formais reais de uma dlgebra complexa g com
conjugagoes oy e o1. Entao go € invariante por o, se 0s s6 se o e o1 comutam

e, se 1850 acontece, entao g e invariante por oy.

Demonstragcio. Suponha que og e o; comutem. Entao dado X € gy temos
que o¢(01(X)) = 01(00(X)) = 01(X), 0 que mostra que oy é fixado por oy, e
dizer, o1(X) € go. Reciprocamente, assumindo que g; é invariante por oy, seja

Z =X+1Y € gcom X,Y € g temos
0100(Z) = 01(X —iY) = 01(X) +io1 (V)
pois o é antilinear. Por outro lado temos
0001(Z) = og(o1(x) —io1(Y)) = 01(X) + io1(Y)

pois 0y deixa gy invariante. Logo og e 01 comutam. O
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Proposicao 9.12. Sejam gy e g1 formas reais de g com conjugacio o e oy

respetivamente e tais que ooy = o10. Entdo

g1 = (91N go) D (g1 Nigo)-
Demonstragdo. Seja Z € g,. Entdo Z se escreve de maneira tinica como
Z=X+1iY
com X,Y € go Aplicando o, a essa igualdade temos
Z=01(Z)=01(X)—L(Y)

pois ¢ ¢é antiautomorfismo. Como as conjugagoes comutam, o(X) e o1(Y)
estao em gq e, portanto, o1(X) = X e 01(Y) = =Y, pois de decomposicao de

7 dada acima ¢ Unica. Isso mostra que X € gy e Y € ig,, isto é, Y € g;. U

Esta proposicao fornece um critério para decidir se duas algebras com-

pactas coincidem.

Lema 9.13. Sejam uy e uy duas formas reais compactas. Entao, elas coincidem

se e $6 se suas conjugacoes comutam.

Demonstragio. Se as conjugagdes comutam, a proposi¢ao anterior garante que
Uy = (U Nuy) & (ug Nauy).

Seja X € (uy Niuy). Entdo, X =4Y com Y € u; e, portanto,
0> (X, X)=—(,Y) >0

pois as formas de Killing de u; e uy sao negativas definidas. Isso mostra que

X =0 e, portanto, que u; = u,. O

Lema 9.14. Seja o a conjugacao em relagio a forma real compacta u da

algebra de Lie complexa g. Entao a exrpressao
HO’ (Xa Y) = _<X7 o (Y)>

e tal que define uma forma hermitiana em g.

Demonstracio. E claro que H, se distribui em relacdo a soma linear em X.
Alem do mais, dados X,Y € g e z € C temos

H, (X,2Y) = —(X,0(zY)) = 2H, (X, Y)
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pois ¢ e antilinear. Por fim , escrevendo Z € g como Z = X +iY X,Y € u,

temos

HO‘(Z7Z) = _<X+ZY>X_ZY> = _<XaX> - <KY>
de onde se ve que H,(Z,Z) > 0 se Z # 0. O

Teorema 9.15. Seja g uma dlgebra de Lie semi-simples complexa e u uma
forma real compacta de g. Seja também gy uma forma real qualquer de g e
denote por o a conjugacao correspondente. Entao existe um automorfismo ¢

tal que o comuta com a conjugagao em relagao a forma real compacta P(u).

Demonstragdo. Seja r a conjugacao em relacao a u. Deve ser encontrado um
automorfismo ¢ tal que ¢r¢—! comuta com o. Vamos a construir ele a traves

dos seguintes trés passos:

1. ¥ = o7 e um automorfismo diagonalizavel da algebra complexa g. De
fato 1 e automorfismo pois e a composta de dois antiautomorfismos. Por

outro lado, pelo lema 9.14 temos que a forma H, definida por
H,. (X,)Y)=—(X,7Y)

e hermitiana, pois 7 e a conjugacdo em relacdo a uma forma real

compacta. Entao pelo fato de v ser automorfismo temos

H (7' X,Y) = (7' X, 7Y)
= —(X, 1Y)
= —(X,0Y)
= H(X,y7'Y)

e portanto, ¥~ é hermitiana em relacdo a H,. Como transformacoes
de este tipo sdo diagonalizaveis, segue que W' e diagonalizavel e seus
autovalores sao reais. Logo 1) também e diagonalizavel e seus autovalores

sao reais.

2. Seja ¢ = 92, Entao € = e para algum A e suas potencias reais et = e*4,

t € R sao automorfismos de g. Para ver isso seja {X7, ..., X,,} uma base

de g que diagonaliza /. Nessa base, ¢ e diagonal

e = diag{\Aa, ... \n}
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com J\; real positivo. Portanto se € e a exponencial de uma transformacao

linear. Suas potencias reais sao
el = diag{\,,... A\ }.

Sejam cé-k as constantes de estrutura da base que diagonaliza 1), isto e,

n

(X5, Xi] = by X
=1

Aplicando € a esta igualdade e usando o fato de que € e um automorfismo,

temos

)\j)\k[Xja Xk] = Z )\lCéle
=1

. Substituindo o colchete do primeiro membro pela combinacao lineal
correspondente temos

l _

para todo j, k, [. Esta igualdade implica, cancelando e posteriormente

multiplicando pelas constantes de estrutura que
Cl- )\t.)\t — A )\t
k] kM

que mostra de imediato que €' e um automorfismo para todo ¢t € R.

1 . —
. ¢ = €1 e o automorfismo desejado. De fato como ¢ = o7, 79771 = 70 =

L+ Tomando a matriz

1=, Portanto temos yey™! = 71, isto é, Te = ¢~
(a;i) de T na base que diagonaliza ¢, essa ultima igualdade significa que
i\ = ajk)\j_l para todo j.k. Dividindo por a;i, exponenciando por ¢ e
multiplicando novamente por a;;, obtém-se ajk)\§- = ajk)\j’t. Isso implica
que 7! = 7' para todo t € R. Agora, seja 71 = ¢7¢ ! a conjugacao da

forma real compacta ¢(u). Entao temos

N|=
N

11 _
OT1 = OE4TE 4 = 0TE 2 =g
e como ¢ = 1%, a matriz de o7; e diagonal e suas entradas sdo £1 com o
sinal de acordo com o sinal da entrada correspondente de . Da mesma
forma,

1 1
o =¢e270 = e29p !
que tem a mesma matriz que o71;. Portanto, o e 71 comutam.

Com isso fica demonstrado o teorema. O
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Finalmente temos a unicidade(a menos de isomorfismo) das formas

compactas:

Corolario 9.16. Sejam uy e uy formas reais compactas de g. Entao existe um

automorfismo de ¢ de g tal que p(uy) = uy
Demonstragdo. Segue do teorema anterior e do lema 9.13. O

Existem &lgebras complexas que nao sao simples e que admitem formas
reais simples. Essa formas reais ndo sdo compactas, como segue do seguinte

teorema

Teorema 9.17. Uma dlgebra complexa g é simples se o so se sua forma real

compacta é simples. Se g é semisimples e se decompoe em ideais simples como

g=01D - Dgs

entdo u = u; @ --- D uy € uma forma real compacta de g se u; € forma real

compacta de g;.

Demonstracao. E claro que u é simples se g o for. Reciprocamente, suponha
que u seja simples do tipo /. Entdao, u = h® para alguma 4lgebra simples
complexa h. Seja v a forma real compacta de g. Entdo temos h = v & iv e,
como v e compacta, a forma de Killing de h restrita a iv é positiva definida. Isso
contradiz o fato de que u é compacta, pois como ja vimos a forma de Killing
da realificada é o dobro da parte real da forma de Killing da algebra complexa.
Portanto u e do tipo I o que mostra que sua complexificada é simples. Quanto
a segunda afirmacao, u é claramente uma forma real e é compacta, pois os
ideais simples na decomposicao de g sao dois a dois ortogonais em relacao a

forma de Killing. ]

Esta proposicao mostra que as algebras compactas simples sao do tipo I
e que o conjunto das classes de equivaléncia das algebras compactas esta em
bijecao com o das classes de equivalencia das algebras complexas semi-simples,
com a bijecao senda dada, por um lado, por complexificacao e, por outro, pela

construcao das formas reais compactas como foi feito acima.
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9.3
Decomposicao de Cartan

Seja go uma forma real nao compacta da algebra semi-simples complexa g
e seja p a conjugacgao correspondente. Seja também u uma forma real compacta
de g com conjugacao 7. Pelo teorema 9.15 pode se supor, sem perda de
generalidade, que 7p = p7, o que significa que gy e invariante por 7 e u e

invariante por p. Assumindo isso, a proposi¢ao 9.12 garante que
do = [Ps

onde [ = ggNu e s = goNiu. Esta decomposicao e conhecida como Decomposi¢ao
de Cartan de go. O problema e que a decomposicao depende da escolha de
u, mas, felizmente, como vamos verificar nesta se¢do, duas decomposicoes de
Cartan de uma &algebra semi-simples real g sao obtidas uma da outra por um
automorfismo de go Como u e subélgebra, temos que [u,iu] € u e [iu,iu] € u.
Essas inclusoes mostram que os colchetes entre os elementos da decomposic¢ao

de Cartan sio:

L] el
[Is] €s
[s,5] €[

e, portanto, [ é subdalgebra, cuja representacao adjunta deixa s invariante e s
nao e subélgebra, pois, caso contrario [s,s] = 0 e s seria um ideal abeliano,

contradizendo o fato de que gy é semi-simples.

Proposicao 9.18. Dada uma decomposicio de Cartan g = s, o automor-
fismo involutivo 6 definido por 0(X) =X se X €l ef(Y)=—-Y seY €5 ¢

tal que a forma de bilinear dada por
BO(X7 Y) = _<X> 9<Y)>

e um produto interno em g. Vice-versa dado um automorfismo 6 de g tal
que By(X,Y) = —(X,0(Y)) é um produto interno, os seus auto-espagos
determinam uma decomposi¢cio de Cartan. O automorfismo 6 e denominado

involugao de Cartan.

Demonstragao. Seja T a conjugacao de g em relacao a forma real compacta u e
seja # a restricao a go, o que e possivel, possivel, pois gy e invariante por por 7.
Entao, 0 e uma involugdo de go e (X) =X se X €lef(Y)=—-Y seY € s.
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Por outro lado como 7 e um antiautomorfismo de g, 8 e um automorfismo de

go- Alem do mais, seja By a forma bilinear
BO(X7 Y) = _<X7 Q(Y»

Entao By é positiva definida, isto e, e um produto interno como segue do lema
9.14 pois By e a restricao de H, a go, ja que a forma de Killing de gq ¢é a
restricao da forma de Killing de g.

Reciprocamente, seja # um automorfismo involutivo da forma real nao
compacta go tal que By como definido no enunciado seja um produto interno.
Entao 6 determinam uma decomposicao de Cartan da seguinte forma: como

por 0% =1, gg se decompoe nos auto-espacos

Vi={X:0X)=X}

Vo ={X:0(X)=—-X}.

Pondo entao [ = V; e s = V_; temos que gy = [ 6 s é uma decomposicao de
Cartan. De fato, com [ e s dessa forma pode se ver que as relagoes [, 1] € [,
[[,s] € s e [s,5] € [ sdo satisfeitas, pois § e um automorfismo(por exemplo se
X eleY € s, entao 0[X,Y] = [6(X),0(Y)] = [X,-Y] = —[X,Y], o que

mostra que [X,Y] € s. Dessa forma, definindo u por
u=I[dis
temos que u e uma subalgebra. Como
g=([dis) ® (il Ds)

temos que u é uma forma real de g. Além do mais, como By é um produto
interno temos que a forma de Killing de go(e, portanto, de g) é negativa definida
em [ e positiva definida em s. Isso implica que u e uma forma real compacta.
Como [ = gogNues = goNiu temos que § define uma decomposi¢ao de Cartan
de go. O]

Proposigao 9.19. Seja go = [®s uma decomposicio de Cartan com involucao
0. Entio ad(X), X € [ e anti-simétrica em rela¢io a By enquanto que ad(Y),
Y € s € simétrica. Alem do mais, | e s sdao ortogonais tanto em relag¢do a forma

de Killing {.,.) quanto a By
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Demonstracio. Sejam X, Z, W € go. Entao,

BG([Xv Z]>W) = _<[X> Z],@(W»

= (Z,[X,0W)])
= (Z,0[0(X), W])
Isso mostra que ad(X) e anti-simétrica se #(X) = X ¢é simétrica se
0(Y) = =Y. Resta mostrar a ortogonalidade de [ y s. Sejam entdo X € [

eY € s. Como 6 é automorfismo vale
(X,Y) =(0(X),0(Y)) = —(X,Y)

e dai temos que (X,Y) = 0. Da mesma forma By(X,Y) = (X,Y) =0
[l

Proposicao 9.20. Seja g uma dlgebra semi-simples complexa e u uma forma
real compacta. Entao

P =udiu

e uma decomposicao de Cartan do realificado de g

Demonstragio. Seja 6 a conjugacgdo de g em relagdo a u. Entdo 6 e um
automorfismo involutivo de g®. Se By é definido como antes, entdo e um
produto interno. De fato, u é forma real compacta, portanto, como no lema
9.14, a expressao

Holx,y) = —(X,6(Y))

define uma forma hermitiana. Como a forma de Killing de g® é duas veces a
parte real da forma de Killing de g, temos que By é o dobro da parte real de
Hy e, portanto, um produto interno. Finalmente # = 1l emuef = —1 em iue
dai que ¢® = u @ iu é uma decomposicio de Cartan.

m

Finalizamos a se¢ao com o teorema que mostra que as decomposicoes de

Cartan sao conjugadas por automorfismos de go

Teorema 9.21. Seja gy uma dlgebra semi-simples real e sejam go =1, B 1 e

go = lbBsy duas decomposicoes de Cartan de go. Entdo existe um automorfismo
¢ de go tal que ¢(l1) = Iy e P(s1) = 82

Demonstrag¢io. Sejam g o complexificado de gg e u;, j = 1,2 as formas reais
definidas por

uj = [j @Zﬁj
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para j = 1,2. Denotando por 7; a conjugacao de g em relacao a u; o teorema
9.15 garante que existe um automorfismo ¢ de g tal que r, = ¢11¢~! e portanto,
que ¢(u1) = uy. Para mostrar o teorema, é suficiente mostrar que ¢ e real, isto
é, #(go) = go, POIs se isso acontece, entdo a restrigio de ¢ é um automorfismo

de gg. Como

¢(w) = ¢(h ®isy) = ¢(h) B ig(s1)

a imagem por ¢ de uma decomposi¢do de Cartan é a outra. Para mostrar
que ¢ ¢ real, é necessario lembrar que na demonstracao do teorema 9.15 ela

2 ¢ uma transformacao

. . 1
foi construida como sendo ¢ = €1 onde ¢ = (772)
i izavel. ja o j a a . 1
diagonalizavel. Agora, seja o a conjugacao de g em relacdo a go. Tanto r
quanto ro comutam com com o. O mesmo ocorre, portanto, com € e, como e
iagon ue qu comuta com o. Isso garan u e invarian or
diagonal, segue que omuta co Isso garante que gg ante ,

ja que se X € g, entao

e logo ¢(X) € go, concluindo a demonstragao do teorema.
m

Vejamos um exemplo. Seja g = sl(n, C), dlgebra de Lie complexa de tipo
A,_1. Seja a forma real ndo compacta go = sl(n,R). Sabemos que a forma
compacta de sl(n,C) é su(n). Vejamos qual é a decomposi¢ao de Cartan de
go = sl(n,R). Temos que sl(n,R) N'su(n) é a subalgebra das matrizes anti-
hermitianas e reais, e dizer, a subalgebra so(n) das matrizes anti-simétricas.
Por outro lado temos que a sl(n, R) Nisu(n) é o subespago das matrizes reais
X tal que ¢.X é anti-hermitiana, e dizer, e o subespaco das matrices simétricas

5. Temos entdo que a seguinte decomposicao de Cartan

sl(n,R) =so(n,R) & s

A involucao de Cartan correspondente é
(X)=—-X"
pois # =1 em so(n,R) e = —1ems

9.4
Abelianos maximais

Em geral, os pesos de uma subdlgebra de Cartan assumem valores

complexos. Por esta razao, a teoria de sistemas de raizes, para algebras
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reais, nao e desenvolvida via subalgebras de Cartan. Esse rol e desempenhado
pelas subdlgebras abelianas maximais contidas nas partes simétricas de suas

decomposigoes de Cartan. Formalmente temos

Definicao 9.8. Seja g9 = [@s uma decomposi¢do de Cartan da algebra
semi-simples real go. Seja a a subalgebra que e maximal em s, no sentido
em que a nao esta contida em nenhuma subalegbra abeliana contida em s. A
existéncia de subélgebras de este tipo é facilmente garantida por argumentos de
maximalidade. Quando falemos de abelianos maximais estaremos nos referindo

por abuso de linguagem a estas subdlgebras maximais abelianas em s.

Em geral as subalgebras maximais em s nao sao de Cartan, mas a seguinte

proposi¢ao mostra que a esta contida em alguma subdlgebra de Cartan:

Proposicao 9.22. Seja a subdlgebra abeliana, mazimal em s. Entdo existe
uma subdlgebra abeliana maximal b de g que contem a. A subdlgebra § e de

Cartan e se decompde em suma direta como
h=0BNHda=h.Sa

Demonstragio. A existéncia de b é garantida da mesma forma que a de a. Para
ver a decomposi¢do em soma direta, seja 6 a involucao de Cartan associada
a decomposicao go = [P s. Afirmamos que que h e invariante por 6. De fato
para X € h, X — 0(X) € s, pois

O(X —0(X)) =0(X) - 0*(X)=0(X) - X = —(X — (X))
Alem do mais, para Y € a temos
(X —6(X),Y]=—-[0(X),Y]|=-0[X,00Y)] =—-[X,00Y)]=0[X,Y]=0

e, como a é abeliano maximal em s , isso garante que X — 0(X) € a. Logo
0(X) € b,jaque X € h. O fato de g ser invariante por 6 garante a decomposigao

em soma direta

h=(ONnH@(bns)

com hNs = a pois a é abeliano maximal em s.
Resta mostrar que h é de Cartan. Pelo teorema 5.11 é suficiente provar
que se H € b, entao

ad(H) é semi-simples. Seja entdao a decomposicao

H=H,+ H,
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com H, € le H, € s. Entao,
ad(Hy) e simétrica em relagdo ao produto interno By enquanto que ad( Hy) e
anti-simétrica. Essas transformacoes sao, portanto, semi-simples, e como elas

comutam, sua soma também e semi-simples. O]

A subélgebra abeliana maximal a vai desempenhar na classificagdo das
algebras reais a mesma fungao que as subélgebras de Cartan no caso dos corpos
algebricamente fechados. Isto e feito, de maneira semelhante, considerando
as raizes da representacao adjunta de a em gg. Como a € s temos que as
adjuntas de seus elementos sao simétricas em relacao ao produto interno By
e logo seus autovalores sao reais. Assim a decomposicao do complexificado de
go em subespagos de pesos da representacao adjunta de a é, na verdade, uma
decomposicao da propia algebra go. Sendo assim, seja @ um funcional real em

a e considere o subespaco
9, ={X€go:ad(H)X =a(H)X VH € a}

o funcional o é chamado raiz restrita de gy em relacdo a a caso g, # 0. O
funcional nulo aparece como peso da representacao adjunta de a em gg, pois a
e subdlgebra abeliana. O subespaco associado ao peso nulo é denotado por m.

Com isso temos que go se decompoe como
go=m ) Z goz
(6%

O subespago m é uma subélgebra e como ad(H), H € a é diagonalizavel, temos
entdo que m é o contralizador de a em gy. Dai que se hh é uma subdlgebra de
Cartan que contém a, entao temos que h C m e, como a ¢ abeliano maximal
em s, mMNs = a. Em geral, a inclusao de h em m ¢é propia.

Queremos que a escolha da subalgebra abeliana maximal poda ser feita

sem perda de generalidade.

Proposicao 9.23. Seja go = [ & 5 decomposicio de Cartan da forma real gg.
Sejam ay e ay duas subdlgebras abelianas mazimais de s. Entao eziste k € K
tal que ka; = as onde K € o grupo de automorfismos gerado pelas exponenciais

das adjuntas de elementos em |:
K= {ead(Xl) e gd(Xn) X;eln>1}

Demonstragcio. Aqui vamos a usar um resultado da teoria de grupos de Lie.
Pode se mostrar (ver [10]) que K e um subgrupo compacto do grupo das

transformacoes lineares inversiveis de go. Dito isso, sejam H; € a; e Hy € ay
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elementos regulares reais e considere a funcao
ke K — Bg(k}Hz,Hl) eR

Esta e uma funcao continua e como K é compacto, assume um minimo em

algum kg € K, Portanto, se X € [, a fun¢ao real a valores reais dada por
t— Bg (Gmd(x)koHQ, Hl)

assume um minimo em ¢ = 0. Como ad(X) e anti-simétrica em relagdo a By, a

tad(X)

transformacao lineal e é uma isometria em relagdo a esse produto interno

e entao temos:
By (""" ko Hy, Hy) = By (koHa, e ") H, )

Tomando derivadas em rela¢ao a t em ¢t = 0(que e minimo da fungao), chega-se
a
Bg(koHQ, [X, Hl]) = 0

Mas, como ad(H) é simétrica isso e 0 mesmo que
Bg([Hl, K[)HQ], X) - O

Agora sao utilizados os colchetes de [ e s. Como [[,8] € s temos que , temos
que e*Ys C s para todo Y € [ e, portanto, ks € s para todo k € K. Em
particular, koH> € s. Por outro lado [s, 5] € [ e temos entao [Hy, koHs| € [ Isso
justamente com a formula By([Hy, KoHs|, X) = 0 que garante que [Hy, koHo)
é ortogonal a todo X € [, implica que H; e koHy comutam. Entao kgHs € a;
e dai que a; esta contido no centralizador de kyHs. Esse centralizador é kyas,
pois kg e um automorfismo de gg. Assim temos a; € koas e dai dima; < as.
Analogamente dimas < a;. Como as dimensoes de a; e ay coincidem temos

que koa; = as O

Como todas as subdlgebras abelianas maximais tem a mesma dimensao

a seguinte defini¢ao esta justificada:

Definicao 9.9. O posto real de uma algebra de Lie semi-simples real é a

dimensao comum das algebras abelianas maximais contidas em s.

Em geral, o posto real da uma &algebra de Lie e menor que seu posto, ja
que as subalgebras abelianas maximais em s nem sempre sao subalgebras de
Cartan. No caso em que a algebra abeliana maximal a € s for subalgebra de

Cartan temos a seguinte definicao:
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Definigao 9.10. Seja g uma dlgebra de Lie semi-simples complexa. Uma forma

real gy de g é dita normal se para qualquer decomposicao de Cartan
do = [Ps

existe em s uma subdlgebra de Cartan de gg.

A continuagao vamos a provar a existéncia de este tipo especial de formas

reais:

Teorema 9.24. Seja g uma dlgebra de Lie semi-simples complexa. Entdo g

admite forma real normal.

Demonstragio. Seja X, de tal forma que H,, X,, a € II forma uma base de
Weyl de g. Como as constantes de estrutura associadas a essa base sao reais,
o subespaco real gy gerado por ela é uma forma real de g. Pela construcao
jé& conhecida temos que o subespago real u gerado por iH,, (X, — X_,) e
i(Xa + X_o) é uma forma real compacta de g e assim uma decomposicao de

Cartan de g, ¢ dada por
go=(goNu) @ (goNiu) =[®s

Temos entao que [ é o subespago gerado por (X, — X_,) enquanto que s é
o subespago gerado por H,, (X, + X_,). Temos entdo que a forma real gy é
normal, pois o subespaco gerado por H, é uma subalgebra de Cartan contida

em S. ]

A Algebra sl(n,R) é uma forma real normal de sl(n,C). De fato uma
decomposicao de Cartan de sl(n,R) é dada por [ & s, com [ subalgebra das
matrizes anti-simétricas e s o subespaco das matrizes simétricas. Temos que a
subalgebra de Cartan, que é a subalgebra das matrizes diagonais, esta contida

em 5. Logo sl(n,R) é uma forma real normal de sl(n, C).
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10.1
Automorfismos involutivos de formas compactas

Nosso objetivo e classificar as formas reais das algebras simples com-
plexas. Um fato fundamental e que as formas reais sao determinadas pelos
automorfismos involutivos da forma real compacta u da algebra semi-simples
complexa. De fato como ja foi visto, a toda forma real g de uma algebra semi-
simples complexa denotada por g¢ esta associada uma involugao de Cartan 6.

Lembramos que dada uma decomposicao de Cartan
g=I1&s=(gNu) & (gNiu)

0 e o automorfismo tal que é 1 em [ e —1 em 5. Sendo um automorfismo de g,
0 se estende a um automorfismo de g¢ também denotado por 6. Pela defini¢ao
de involugao de Cartan, fica claro que u e invariante por 6 e dai que 6 define
um automorfismo involutivo de u.

Reciprocamente seja 6 : u — u um automorfismo involutivo(e dizer, tal

que #* = 1. Este automorfismo decompde 1 como
u=utpu"

comf=1emu’ ef=—1emu .Como # e automorfismo, os colchetes entre

esses subespacgos sao dados por
[ut,ut] eut
[t u ] eu
[u,u ] eut

Em particular, u™ ¢ uma subdlgebra e u™ @ u~ é uma forma real
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de gc. Pode ser verificado que se o é a conjugacao de gc em relagdo a u,
entdo o isomorfismo antilinear ¢ = fo é a conjugacdo que define u =
ut @ u~. Assim, como dizemos, as formas reais sao determinadas pelos
automorfismos involutivos da forma real compacta u. E importante observar
que automorfismos conjugados definem algebras isomorfas, isto e, se 6; e 6
sao automorfismos involutivos de u que determinam as formas reais g; e go,

respetivamente, e se

01 = P9~

para algum automorfismo ¢, entao ¢gs = g;.

O interessante e que por sua vez,como vamos ver a continuacao, os pos-
siveis automorfismos involutivos das formas reais compactas sao determinados
por suas restricoes a subalgebras de Cartan, que dao origem a o — sistemas
de raizes. Pela construgao candnica de u a partir de uma base de Weyl feita no
capitulo precedente, pode se escolher como subalgebra de Cartan de u o su-
bespaco thg, que é o subepago real gerado pelos duais das raizes da subédlgebra
de Cartan b de gc.

Seja agora € um automorfismo de u que deixa thg invariante. Entao 6 se es-
tende a um automorfismo de gc que deixa invariante tanto h quanto by e,
portanto, 6 define diferentes transformacoes lineares, todas elas denotadas da

mesma maneira por #. A transposta de 6 dada por
0*(a) =aof ' =aob

define uma transformacao linear em h*.
Com essa notagao temos que 6*(IT) = II onde II é o conjunto das raizes de b,
e dizer a transformacao deixa invariante o conjunto das raizes. De fato temos

que se o ¢ uma raiz, H € h e X € g, onde g, e o espago de raizes em gc, entao
[H,0(X)] =0[0(H), X] = 0(a(0(H))X) = a(0(H))0(X)
e, portanto, a0 0 é raiz cujo espaco de raizes é

Jora = e(ga)

Por outro lado temos o seguinte teorema, de grande importancia no
presente trabalho e cuja demonstracdo é a que se pode se encontrar em [6]

ou em [7]:

Teorema 10.1. Seja 6 uma transformacao linear de ihg e suponha que

O*(IT) = II onde I1 € o conjunto das raizes de V. Entao, 6 se estende a um
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automorfismo de .

Demonstragao. Pelo teorema 6.18 | existe uma extensao de # a um automor-
fismo ¢ de g¢. Por isso, a demonstracao consiste em modificar ¢ e obter um
automorfismo que deixa u invariante e cuja restricdo a h coincide com 6. Seja
X, € I uma base de Weyl de g que define u. Usamos, como anteriormente, a
notacao

[Xa, X5] = masXats

Como a restricao de ¢ a h é 0 temos que
¢(9a) = Go-a
e, portanto, para cada « € II existe um niimero complexo a, tal que
P(Xa) = aaXpa
Esses complexos satisfazem a relacao
Aal_q =1

pois, em uma base de Weyl, [X,, X _,] = H, e dai que

- aaa—a[XB*aa X—G*a}
- aoza'—aHQ*oc

Ainda pelo fato de X, formar uma base de Weyl temos que my 5 = —m_q, 3

e portanto, pelo lema 6.14 temos que

(o, @)
2

m2 5 =p(q+1)

onde p e ¢ sao dados pela a — sequencia iniciada em (3. Observamos que
como #* é uma transformagao ortogonal em relagdo a forma de Killing(ver
demonstracgao do teorema 6.18) e como a 0*« — sequencia iniciada em 6% é a
imagem por 0* da o — sequencia iniciada em [, temos que o segundo membro

desta igualdade permanece inalterado se a e 8 sao substituidos por 8*a e 6*f5.
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Entdo temos m? 5 = mg., 4.5 € dai
Ma,g = £Mgra 0+
Este fato, aplicado a igualdade ¢[X,, X5] = [¢(Xa), (#(X3)] mostra que

Ma plots = (Mo a.0+3)0aas

e portanto que

Qa+p = Taqag

Uma vez verificadas estas propriedades de a,, é possivel modificar ¢ e obter

um automorfismo que preserva u. Esta modificacao sera da forma:
¢ — ¢ o ead(iH)

com H € hg. Como h e abeliana(pois e subalgebra de Cartan), a restricao de

ad(iH

e ) a b e a identidade e, portanto, ¢ e v coincidem em h. Alem do mais,

ad(iH

e ) e diagonal na base de Weyl e

ead(iH)Xa — ea(iH)Xa

Seja entao ¥ = {ay,aq,...,q} um sistema simples de raizes. Entao, como
a, # 0 (pois ana_, = 1 e X e uma base de hg), existe H € hg tal que para
todo a; € X vale:

—a; (H)

U, =€

Para esse H, o automorfismo v e a modificacdo desejada, pois deixa u

invariante. De fato
w(Xa) = aaea(H)XG*a = €aX9*a

sendo que o coeficiente €, que aparece ai e +1, pois se a é uma das raizes

simples, entdo €, = 1 pela propia definicao de H e se
a=n10q + -+ oy

entdo, pode se provar (por inducao simples a partir da formula a,4 5 = *a,ap)
que
Ao = + H(aai)ni = j:e_a(H/)

e que
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Alem do mais, como a,a_, = 1 temos que e_, = €,. Temos entao que

e, como estes elementos geram u, temos que a forma real compacta u é

invariante por ). O]

Como corolario temos que as extensoes da identidade sao exponenciais

de elementos da forma compacta u.

Corolario 10.2. Seja ¢ um automorfismo de u e suponha que sua restri¢io a

0 a thg seja a identidade. Entdo, existe H € by tal que

d) _ ead(iH)

Demonstragio. Na demonstracao do teorema temos que ¢(X,) = £X,. O

sinal + provem da igualdade a,13 = *a,ap que por sua vez ¢ dado por
Mpra 0+ = TN g

Como agora 6 ¢ a identidade, o sinal + desaparece e, portanto,

e v = 1. O corolario, entao, e consequéncia de da definicdo de 1 como
¥ = ¢ o e como foi feita na demonstracdo do teorema.
O

Reparemos que o automorfismo ¢ de u, que estende 6, construido na

demonstracao do teorema 10.1 é da forma

w(Xa) = EozXO*a

onde X, € g, é uma base de Weyl e os coeficientes de ¢, satisfazem as relacoes:
Cle, ==£1 (e e, =1 se a for simples)
C2eu6_q=1

_ mg*a,mg*ﬁ .
C3 eqyp = ey Cafs SC + b e raiz.

Uma extensao deste tipo e denominada extensdo canodnica associada a
base de Weyl. Essa extensao depende apenas dos coeficientes ¢,, € II, e pela
propriedade C'3 esses coeficientes sao determinados a partir de seus valores

nos elementos de um sistemas simples Y. Mas, como vimos, para a construgao
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das formas reais o que nos interessam sao automorfismos involutivos de wu.
Precisamos entao uma condic¢ao adicional que garanta que o automorfismo e

involutivo. Se # e involutivo, entao
w2<Xa) = w(eaXQ*a> = €a€€*aXa
e entdo a extensao canonica é involutiva se e somente se vale
€a€hra = 1

A demonstracao do teorema precedente garante uma extensao a um automor-
fismo de u, mas nao garante uma extensao a um automorfismo involutivo de u.
Podemos nos perguntar se uma extensao que seja um automorfismo involutivo
de u sempre existe. A resposta, como veremos mais na frente e que nem sempre
existe uma extensao involutiva.

Podemos determinar as formas reais analisando os possiveis conjuntos de
coeficientes €, = +1, a € II, que sao determinados a partir de seus valores
para as raizes simples. Isso pode ser feito, pois, felizmente, a algebra dos pontos
fixos de uma extensao involutiva qualquer e isomorfa a algebra dos pontos fixos

de uma extensao candnica como dita a seguinte proposicao.

Proposigao 10.3. Seja 6 como acima. Suponha que 6 # 1 admita alguma
extensao canonica involutiva. Denote uma de essas extensoes por 1by. Seja ¢
uma extensdo involutiva de 6 a um automorfismo de u. Entao, existem uma

extensao canonica v e Hy € hg tal que

ei(ad(Ho))¢e—i(&d(Ho)) =1

Alem do mais, 1 é dado por
Y = ¢06i(ad(H+))

para algum H, € bg com 6(Hy) = H,.
Demonstragio. Ver ou [6] ou [7]. O

Quer dizer que na pratica podemos nos limitar a considerar as chamadas
extensoes canonicas. O seguinte lema é em verdade um corolario da anterior

proposigao que o leitor pode achar também em [6].

Lema 10.4. Sejam ¢ e 1 extensoes involutivas de 0 tais que

Qb — l/Jei(ad(H,)
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com O(H_) = —H_. Entao

10.2
b; como o-sistema normal

Seja g uma forma real da algebra simples complexa gc e seja g =[E s
uma decomposicao de Cartan de g. Seja também h uma subélgebra de Cartan
de g com abeliano maximal a em s. Entdo, como ja visto, pode-se decompor b
como

h=b.Da

com b = h N[ Entdao a complexificada hc de h pode-se escrever como
b(C = hk@a@z’bk@ia

Os termos intermediarios desta decomposicao formam o subespaco real hg em

que as raizes de h¢ sao reais,e dizer

br :={H € b : a(H) € RVa € IT}
e temos a seguinte proposi¢ao:

Proposicao 10.5. Seja H, o dual da raiz o pela forma de Killing. Seja hr o
subespaco real de he gerado por H,, o € 1I. Entao,

br = ihy D a

Demonstragio. O subconjunto de he em que as raizes de he assumem valores
reais é exatamente hr. De fato, as raizes de hc assumem valores reais em
br. Alem do mais, he = hr @ ihr e para H € hgr existe uma raiz 5 tal que
B(H) # 0. Dessa forma se H' = H; +iH, € hc nao pertence a hg, entdao S(H')
nao e real para alguma raiz 3. Por outro lado, as adjuntas dos elementos de
a sao simétricas em relagdo ao produto interno By e logo seus autovalores
sao reais. Como os autovalores de ad(H), H € a sao da forma a(H) com «
raiz, isso mostra que a C hr. Analogamente os autovalores das adjuntas dos
elementos de b sao puramente imaginérios e dai que th, C hr. Essas inclusoes
juntamente com o fato de que a dimensao(real) de ib @ a coincide com a de

g, mostram a proposicao. L]

A analise da algebra real g é feita a partir das raizes restritas que sao

os autovalores das adjuntas dos elementos de a. Essas raizes sao as restri¢oes


DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 1512247/CA


PUC-RIo- CertificagaoDigital N° 1512247/CA

Capitulo 10. Classificacdo de algebras de Lie semi-simples reais 185

a a das raizes hc Para olhar essas restricoes e conveniente considerar o dual
de a como subespaco do dual de § através da aplicagao a* — h* que associa a
um funcional de a sua extensao a h que é identicamente nula em h,. Vamos a

associar a um funcional a de h¢ o funcional linear o(«) := @ definido assim:

a(H) =a(H)

onde H denota a conjugacdo em gc enquanto que a outra conjugacio do
segundo membro e a usual dos numeros complexos. Pode ser ver que a
conjugacdo o(«a) = @ e uma conjugagao no dual de hc pois e antilinear e
satisfaz @ = . Uma raiz « se diz imaginaria se @ = —a e se diz real se @ = a.
O conjunto das raizes imaginarias é denotado por II;, e seu complementar
IT —1II;,, em II é denotado por Il.,. Se « é raiz, ela assume valores reais em hg
e portanto, o mesmo ocorre com @ e dai que restrito a hg, o é um funcional
linear real. Alem do mais se uma raiz é imaginaria, entao ela é identicamente
nula em a enquanto que se ela é real entao é identicamente nula em . Em
geral para uma raiz « tem-se que @ = —«(H) se H € ihy e a(H) = a(H) se

H € a Desses fatos, tire-se que a restricao de o a a e dada por

1 _
i(oz—i-oc)

Uma maneira alternativa de descrever as restri¢oes das raizes a a é através
da involucao de Cartan 6 associada a decomposicao de Cartan g = [@s de uma
forma real g. Essa involucao e um automorfismo de g e como tal se estende
a um automorfismo de gc também denotado por 6. Seja entao 1 X + Y € bg.
Como X € by CleY € a C s temos que

0GX +Y)=i0(X)+0(Y)=iX —-Y = —(iX +Y)
Quer dizer que a restricao de 6 a hg é dada por
0(H)=—-H
Juntando isso ao fato de que « é real em hy tem-se que nesse espago vale
a=—-0a=—-aof'=—aoh

e como 6 e automorfismo, isso mostra que se « e raiz, entao a restricao de
o(a) =@ a by coincide com uma raiz. E dizer o(«) := @ define um o-sistema

em bp.
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Assim, a restricao de a a a pode ser escrita como
1
—(1 -0
S(1—0")

Em outras palavras, a restricio de uma raiz e sua imagem pela projecao

ortogonal
1
P=—-(1-06"
S(1—0)
sobre o auto-espaco de #* associado ao autovalor -1. Por outro lado 6*a = —@,

entdo P também é a projecao ortogonal sobre o autoespago dos pontos fixos
pela conjugacao o(a) = @ e logo temos, pela proposigao 8.2, se o o-sistema for

normal entdo P*(II) = a* é sistema de raizes no espago

(he)" :=={B €by:0(B) =5 =P}

O fato decisivo é justamente que este 0 — sistema é normal.Isso justifica e
definicao de o — sistema normal e nossa classificacao dos diagramas de Satake
normais, e vai nos permitir estabelecer a conexao entre estes diagramas e as

formas reias de uma algebra de Lie complexa simples.
Lema 10.6. A conjugagio o(a) = @ define um o — sistema normal em b.

Demonstracio. Temos que provar que se 3 e raiz entdo 3 — 3 ndo e raiz. Isso
e 0 mesmo que provar que se [ raiz arbitraria entao § + 0* nao e raiz, com
f sendo a involugao de Cartan de uma forma real ndo-compacta. Dividimos a

demonstracao em dois passos:

1. Primeiramente vamos a provar que se « e uma raiz tal que #*a = «
(e dizer se a e imaginaria) entdo o espago de raizes g, esta contido em
[+ il. Em geral temos para automorfismos que #(g,) = go+o- Logo, em
nosso caso temos 6(g,) = go- Seja entdo X € g,, entdo como g, tem
dimensao um temos que #(X) = ¢X e como € e involutivo temos que
c? = 1, e dizer, ¢ = £1. Suponhamos por absurdo que ¢ = —1, e dizer
que X € s+ 5. Entao como a condi¢ao 8*a = « implica @ = —a, e isso
garante que a(H) = 0 para todo H € a, temos que [H, X] =a(H)X =0
para todo H € a e entao a nao seria abeliano maximal em s. Logo temos

que g, € [+l

2. Seja [ ¢ raiz arbitraria e suponha que 5 — o(5) = B + 6*F é raiz. Seja
entdo o := [+ 0*3. Temos que 0*a = «, e logo, pela primeira parte da

demonstracao, temos que g, € [+ il. Por outro lado temos que

Ja = 95105 = (95, Bo-5] = [95,0(95)]
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E entao teriamos que se Y € gg,
X =[Y0(Y)]
geraria g,. Isso constitui um absurdo, pois
0(X) =0[Y.0(Y)] = [0(Y), 0 (V)] = [0(Y), Y] = —[V,0(Y)] = =X

Usamos a anti-simetria do colchete de Lie na quarta igualdade. Logo
X € s +1is e X nao poderia gerar g,. Portanto 5+ 0*5 = 5 — o((5) nao

e raiz e o o-sistema é normal.
O

Com isso, temos a nossa disposicao os resultados ja estudados sobre
sistemas normais em, em particular, o conjunto das raizes restritas a* e um
sistema raizes. O conjunto das raizes imaginarias I1;,, também e um sistema de
raizes no subespaco que ele gera, que tem X;,, como raizes simples. Para tomar
um sistema simples das raizes restritas, basta tomar uma ordem lexicografica
de hi que seja compativel com uma ordem lexicografica de a*. Denotando
por X o sistema simples em relagao a uma ordem dessas, seja >, 0 conjunto
das raizes imaginarias e Y., seu complementar em . Assim, como dito, pela
proposicao 8.3, temos que X, ¢ um sistema simples do sistema de raizes I1;,,.
Alem disso, pela proprosicao 8.9, temos que P(X,.,) e um sistemas simples
do sistema de raizes das raizes restritas a* associado a ordem lexicografica de

(bx)". Além do mais, usando a notacao
Yo ={on,...,q,}
existe uma permutacao o dos subindices tal que
o(aj) = = axg) + 5

com f3; uma combinacao linear de ;, como mostrado na proposicao 8.12.

Alem disso temos, pelo corolario 8.7, que o espago (hg)~ é gerado por %, e
pelas diferencas («; —aﬁ(i)), onde o; € Y, e 7w é a permutacao do automorfismo

de diagrama correspondente.

10.3
Relacao entre Diagramas de Satake e Formas reais

Sabemos que o(«a) = @ e um o-sistema normal em hi. Alem disso se g é

uma forma real com involugao de Cartan # vimos que em hg vale que @ = —6*a.
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Dado um diagrama de Satake normal nos perguntamos primeiramente se este
diagrama corresponde a uma forma real, e dizer, se existe uma forma real
g com esse diagrama associado. Veremos na proxima se¢do um critério para
responder esta pergunta. Agora bem, dado um diagrama de Satake normal e
assumindo que ele existe uma forma real que tem esse diagrama associado,
surge a pergunta: jessa forma real é Unica? O diagrama de Satake normal
codifica a informac¢do de um o-sistema normal, tal que o(a) = @. Definindo
0 a = —a@ e definindo 6 por dualidade temos que as formas reais sdo obtidas
pelas extensoes involutivas de # a u. Se ¥ e uma de essas extensoes entao a

forma real g se construi como g = [ is com

[={X cu:y(X) =X}

s={pX)eu=-X}

O que sabemos ate agora é que e suficiente olhar extensdes canonicas, e elas

sao dadas por coeficientes ¢, a traves das igualdades
V(Xay) = € X &
onde X, € g, forma uma base de Weyl. Usando, como sempre, a notagao
[Xa, Xs] = a0 sXats
temos que se a + 3 e raiz, entao os coeficientes devem satisfazer as condicoes:

Crea=*1l(eea=1seael)
Cy €q€_q =1

m—
— B
Cs €qrp = ~ ey €€

Cyepe_g=1

A ultima condigao, como antes, é imposta para garantir que de fato a
extensao e involutiva, e pela condi¢ao C5 temos que Cy é equivalente a e,65 = 1
Construindo a forma real g a partir de o(«a) = @, onde o vai depender

do diagrama de Satake em questao, temos que
a={Hebhr:0(H)=—-H}

tem que ser abeliano maximal em s = {X € u : ¢(X) = —X. Para isso é
necesario incluir uma condicao extra dada pelo seguinte lema, e que vai nos

dar a unicidade da forma real correspondente:
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Lema 10.7. Uma condi¢io necessaria e suficiente para que a := {H € by :

0(H) = —H} seja abeliano mazimal em s = {X e u: ¢(X)=—-X} €
a=-—-a=—¢,=1

Demonstragio. O centralizador de a e dado por

ha > g,

acJ
sendo J := {a : a(H) = 0 VH € a}. Mas a € J se e somente se @ = —a.
Entao a tnica forma de a ndo ser maximal em s e existe ¢, = —1 para alguma

« imaginaria. Assim o lema fica provado. Chamaremos C5 a condi¢ao do lema.
O

Temos entao que uma aplicagao o(a) = @ que define em b um o-sistema
normal, determina uma forma real g se for possivel encontrar um sistema de

numeros €, satisfazendo as cinco condigoes acima enunciadas.

O importante e que qualquer sistema de nimeros ¢, define uma mesma
classe de equivalencia de formas reais desde que ¢, = 1 para as raizes

Imaginarias, como mostramos a continuagao:

Lema 10.8. Sejam ¢ e ¢ extensoes involutivas de 0 e suponha que ¢(X) =
PY(X) = X para X € g, se 0*a = a (e, dizer as extensoes involutivas ¢ e 1

satisfazem a condigao do lema 10.7) Entao eziste Hy € by tal que:

ei(ad(Ho))(be*i(ad(Ho)) =1

Demonstragcio. Como ¥ e ¢ sao extensoes de uma mesma transformacao, pelo

corolario 10.2 temos que existe H € by tal que
¢ = 1) o ¢'@dH))

Esse H nao e unico, pois para X € g, temos que
pilad(H)) - _ jia(H) x

(ad(H)) _ gilad(H')

e dai que €’ se a(H)—«(H’) e miltiplo par de 7 para toda raiz

a. A ideia da demonstracio é encontrar um H satisfazendo ¢ = 1) o e*(ed(H))

e
tal que 0(H) = —H e logo aplicar o lema 10.4 que garante,entao, a conjugacao
entre ¢ e 1. Para H € bg, temos que §(H) = —H se o somente se S(H) =0

para todo § € hg em que 63 = 3, e dizer para todo elemento de (h%)~. Dito
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de outra forma, o autoespago de € associado a —1 é o anulador do espago de
pontos fixos de 0*3 = [3.

Agora bem, pelo corolario 8.7 sabemos que o espago (h5)~ e gerado pelas
rajzes simples imaginarias Y, e pelas diferengas a; — ar(;) com a; € X, onde
m e a permutacao associada ao automorfismo de diagrama do diagrama de
Satake correspondente.

Entdo o que procuramos e um H tal que ¢ = 1 o @) ¢ tal que
a(H) = 0 para todo o € 3, € (a5 — ur(y))(H) = 0 para todo a; € Xe,.

Escrevemos o sistema simples, dado por ordens lexicograficas compati-

veis, como
X = {Ql,&g,...,@k70ék+1,"' ,O[l}
com «;, 1 < j <k sendo as raizes imaginarias. Seja {H1, ..., H;} a base de hg
dual de X. Temos
057"<Hs) = 51“3

Entao, H se decompoe como
H=oay(H)H + - +oqHH=H +H'

com H = a;(H)H, + - -+ + a(H)Hj, a combinacdo correspondente as
raizes imaginarias. Se a é uma raiz com 6*a = « entao para X € g, temos
#(X) = ¥(X) = X e, portanto, @)X = X de onde se conclui que
e'@dH)) = 1 isto e, a(H) é um multiplo par de 7. Dessa forma, pode se assumir
que H = 0. Assumindo isso temos que a(H) = 0 para as raizes imaginarias.
Quanto as demais raizes, o fato de que ¢, = ez tanto para ¢ quanto para
Y garante que «;(H) e aq;)(H) sdo multiplos inteiros de m com a mesma
paridade. Assim, e possivel tomar H de tal forma que a;(H) = a-(j)(H) para

as raizes a; em X,. O

Quer dizer todo diagrama de Satake que corresponde a uma forma real,
corresponde a uma unica forma real a menos de um automorfismo da algebra
complexa. Nos tinhamos mostrado isso com uma construgao explicita no caso
das formas reais compactas. Agora sabemos que vale para toda forma real. Em
particular a menos de um automorfismo da algebra complexa simples, existe
uma tunica forma real normal. Pela construcao feita e claro que o diagrama de
Satake correspondente a forma real normal é um diagrama de Dynkin, é dizer, é
um diagrama onde nenhuma raiz simples é imaginaria. De fato, em uma forma
real normal temos que a subalgebra de Cartan e igual ao abeliano maximal a
em §, e uma raiz imaginaria e identicamente nula em a. Analogamente uma

forma real compacta e uma diagrama de Satake com todos os vértices pretos,
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e dizer, como todas as raizes imaginarias. Vamos a ver a continuacao que em
geral, toda algebra de Lie complexa admite outras formas reais alem destas
duas, com exepc¢ao das algebras da familia G5, ja que, como foi visto num
capitulo precedente, o o tnico diagrama de Satake normal de G5 é o diagrama
de Dynkin.

10.4
Diagramas admissiveis e nao admissiveis

As formas reais sao determinadas pelas conjugagoes normais o(a) = @ em
bi- A condigao para que uma conjugacao dessas seja proveniente de uma forma
real é que exista um conjunto de nimeros €, = =+ satisfazendo as condig¢oes (',
Cs, C3 e Cy e também satisfazendo a condicao C5 do lema 10.7. Se isso ocorre
a conjugacgao e chamada admissivel. Temos que verificar entao quais diagrama
de Satake normais sdo admissiveis. Para isso, deve se escolher €,, a € £X. A
condicao C3 garante uma extensao tnica a um conjunto €, para o € II. As
restri¢cOes para €,, a € £ sao dadas por ', Cs e Cs. Fazendo a escolha com
essas condigoes, a extensao a €, para « € I satisfaz automaticamente C, pois
Map = £1. Como m_,_3 = —m,p para uma base de Weyl, a condicao (5
também é satisfeita pela extensdo. Por essa mesma relacao, Cs vale para toda
raiz a € 11, se ela for satisfeita para a € ¥;,,. Quanto a (4 se ela for satisfeita
para a € +¥ entao continua valendo para todas as raizes nao imaginarias,
devido a (5. Assim, um diagrama de Satake normal é admissivel caso existe
uma escolha de €,, a € ¥, tal que ¢, = 1 e C} for satisfeita para todo a € ¥,

O seguinte lema e um criteiro de admissivilidade para os diagramas interiores:

Lema 10.9. Tomando €,, o € X com €, = 1 para a € ¥, seja f € Y.
Entao

1. Se
B=B+y+9d

com vy # —0 raizes imaginarias tais que 5+ e B+ 0 sao raizes e Y+ 0

nao e raiz, entio egeg =1

2. Se

B=B+v+d+T

com v, 0, T raizes imaginarias tal que

o (B4+7),(B+9),(B+7),(8—=7),(8—10) e(B~—T) sdo raizes e
o (v+0), (v+7) e (d+7) ndo sao raizes,

entao egeg = —1
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Demonstracio. A demonstracao consiste numa aplicacao reiterada dos lemas
6.16 e 6.17. Esses lemas dizem que para raizes «, (3, e 7 que nao sao opostas
duas a duas, entao:

esea+ fB+7=0entdo mag = Mgy = Myq = —Mq

esea+ [ +7+0 =0 entdo mygm., s+ masmp, + mymgs =0

Lembramos que fa = — e sua extensao, definida por €., é denotada por
$(Xa) = €aXa
onde X, € g, forma uma base de Weyl.

1. Aplicando ¢ a ambos membros de
[X5, X5, X5] = mpmpiq6X7

e usando o fato de que €, = €5 = 1, chega-se a

- MM B+y,5

O lema 6.17, aplicado as raizes —f3, 3, v e d(que somam zero) fornece

mﬁ’7m7576 + m’Y:*BmB’(;

j& que, por hipétese, v+ 0 nao e raiz e, portanto, m, ;s = 0. Substituindo

nessa igualdade m, _5=-—m_g., chega-se a

Mpy _ Mps

m_g, M_Bs

e dai que

o m_g sM—p-55

pois o lema 6.16, aplicado as raizes —f3, 6 e 8 + 7 mostra que

MBt+y,s = —Msp+s = —M_35

i

e pelo mesmo lema aplicado, agora, as raizes —(5 + 0), 0, (3, tem-se

Mmpges = —Msps = —M-3-53
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2. Da mesma forma que no item anterior, obtém-se a expressao

MBAMB+,6M B4y +6,7

65 Eg =
M _3 A3y 6™ By to,r

aplicando ¢ a ambos os membros de

[HX57 X’Y]? Xﬁ]’ X‘F] = m577m5+7,5m/3+'y+6,7Xﬁ

Como v + § ndo e raiz, temos que [X,, Xs5] = 0 e, portanto, a identidade

de Jacobi implica que
[ X5, X, ], Xo] = [ X, Xs], X]
0 que por sua vez mostra que

MpyMpt~,5 = MpsME+5y

e, portanto
MBAMN B+, 6TTB+y+6,7

EB EB =
M_B M G4y 6" Btry+6,7

Agora, aplicando o lema 6.17 4s raizes —3, 8 +J, v e 7 e usando o fato

de que v + 7 nao é raiz, mostra-se que
Mp+57M 5.+ M, 5Me1sr =0

Mas o lema 6.16 aplicado 4s raizes —f, 7 ¢ 3 + v + d fornece

M_3 7 = Mrpiy+s = ~MBryt6,r
e dai que
Mpy+s7r _ Mp4ér
m_gz,7 MB6

Dessa forma a expressao para €geg Se simplifica como

mg,sMpg+y,r

EBGB - _m o m_=
_ﬁ+776 _5+’Y+677

Procedendo na mesma maneira e aplicando o lema 6.17 as raizes —f3 + 1,
d e 7, juntamente com o lema 6.16 as raizes —3 + v e 5 + & chega-se a

igualdade
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m
€g€g = BT
57 m =
_ﬁ+7+57’r

e o segundo membro dessa igualdade e —1, pois o lema 6.16 aplicando

as raizes (5,7 e —B + v+ 6, garante que

Mpr = My Biyts = M—Birytor
concluindo a demonstracao.

]

Agora, com esse lema e possivel encontrar finalmente os diagramas de
Satake admissiveis.

Entre os diagramas normais estudados apenas cinco nao sao admissiveis.

Diagramas nao admissiveis

e O diagrama de DI4 dado por

¢ normal mas nao e admissivel pois as raizes indicadas satisfazem
as condigoes do segundo item do lema 10.9. De fato, como ja vimos no
teorema 6.22 uma algebra de Lie correspondente ao diagrama D; é a dlgebra
so(2l) = {A € sl(21), A+ A" = 0}, que é isomorfa a &lgebra da forma
{Aesl(2]) : AJ + JA" = 0} com

=

e denotamos a esta algebra também como so(2]). Escrevendo a matriz 21 x 21

em blocos [ x | temos que A € so(2[) se o s6 se e da forma

=
v —a

com (3 e v matrizes [ x [ anti-simétricas. A subalgebra h das matrizes diagonais

e de Cartan e seus elementos se escrevem da forma
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A0
-0 -A
com A = diag{ay,...,a;} uma matriz diagonal arbitraria. Sendo

i s diag{ay,...,q} — aq;

as rafzes sdo dadas por \; — \j com ¢ # j, \; + \j com i # j e —(\; — A;) com

i # 7. Um sistema simples é dado por
Y= M=o o = A F A

Com a notacao usada temos vy = N3 — N2, B=N_o—N_1,0 =X \_1— A\ e

7= AN_1+ A;. Temos que
B=0+y+0+T7
E logo vale:
L B4+v= N2 —No1) + (Nms — N—2) = N3 — Ny ¢ raiz.
2. B0+0=N-2—N-1)+ (N1 — N) = N—a — A é raiz.
3. B4+7=N2— A1)+ (N1 +N) = o+ A € raiz.

4. B—’}/ == ﬁ—F(S—i—T = (/\1_2 — >\l—1) — ()\1_1 — )\l> + ()\1_1 + >\l) = )\1_2 — )\1_1

é raiz.

5. B—0=0+7+7=Noa—No1)+ Moz —No2) + (Nmi+A) = Mg+ A

é raiz.

6. B—T7=F+7+0=Na—N_1)+Nz3—N2)+N1—N) = \3—\

é raiz.
7.7+ 0= (N3 — N—2) — (N—1 — \;) nao e raiz.
8 v+7=(N_3—N_2)— (N_1+X\) ndo e raiz.
9. 7+ 5= (N1 — N) + (N—1 + A) = 2X\_1 nao é raiz.

Logo pelo item 2 do lema 10.9 temos que egeg = —1 e o diagrama nao ¢

admissivel.

e Outro diagrama de Satake de D; que é normal mas nao é admissivel, é

o diagrama D16
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Aqui 8 = o = A\j — A\j41 € a maior raiz, que nao ¢ imaginaria. Como foi

visto, temos que

B=aj1+a;+2(ajm+ - Fag)ta g +aq

e se tomamos ¥ = aj_1, 0 = o1+ Fogota e T =+ ety
temos que
B=B+~y+d+T

e essas raizes satisfazem o segundo item do lema 10.9 pois
L B+y= ()\j - >\j+1) + ()\];1 - )\j) = Aj_1 — Ajq1 € raiz.

2- 5—!—(5 — ()\j_>‘j+1)+()‘j+l_)‘j+2>+' : '+<)\l72_)\171)+()\l71_)\l) — )\j_)\l

é raiz.
3. B+71=A;+ )\ ¢éraiz.

4. B—’Y = aj+2(aj+1+- : '+Oél_2)+0zl_1 +a; = (/\j—/\j+1)+2()\j+1—)\j+2)+
2N 2 —Ajys) + - F2Ne = Am) F N =) F (N ) = A+ A

é raiz

5. f—d=aj1+ajtajnttaata =N —N)F Oy = Aa) +
()\j_H — /\j+2) —+ 4 (/\j_g — )\j—l) + (>\j—1 + )\]> = )\j—l + )‘l é raiz.

6. B—T= Aj+1 — A € raiz.

7oy +0= (N1 = A) + (N — Ajaz) + Mgz = Ajus) + -+ (N2 = Ama) +
()\1_1 — )\l) = )\j—l - )\j + )\j+1 - )\l nao é raiz.

8. 7 +7 =N =)+ N = X)) + (N2 = Ajus) + -+ (Aa = Aima) +
<>\l—1 + /\l) = /\j—l — )\j + )\j+1 + \; nao e raiz.

9. (5 + T = <)‘j+1 - )‘j+2> + <)‘j+2 - >\j+3 + ctt + ()\1_2 - >\l_1) + (/\1_1 - )\l) +
(N1 = Njga) + Nz = Ajgs) + -+ (e — Nmn) + (Ao + ) = 20510

nao é raiz.

e O diagrama Fg3 nao é admissivel.
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Primeiramente lembramos que a &algebra FEg é construida no espago
g = sl(9) @ V & V* a subdlgebra das matrizes diagonais em sl(9) é uma

subalgebra de Cartan de g e denotando por \; o funcional
Ai s diag{aq, ... a9} — a;

as raizes de b sdo dadas por (A\; — A;) com ¢ # 7, (A, + AN+ Ag) com i < j < k
e —(Ni+ XN+ X) comi<j<kevaleque A\ +- -4+ Ag=0.
Um sistema simples ¢ dado por

Y={A = A5, A8 = Ao, —(A2 + A3+ Ag)}

E na base do diagrama a ordem e dada por a3 = Ag — A\g e ay = Ay — A3

Tomando 8 = a1, temos que, como ja vimos anteriormente

B = aq + 30y + das + boy + 6as + 4o + 207 + 3o
=—Na+ A3+ A+ A5+ X6+ A7 +2X5 + Ag)
:)\1_)\8

e as raizes que mostram que o diagrama nao é admissivel sao, por exemplo
Y= —()\2 + )\3 + /\8)7 0= ()\4 + /\5 + )\8) eT = _()‘6 + )\7 + /\8) De fato temos

L f4+7v=As—N) — A= A3 =g = —(Aa+ A3+ \g) é raiz
2. B+0=(As—Ng) — A — A5 — Ag = (A — A5 — Ag) é raiz
3. 8+7=Ms—Xo) — As— A — Ag = (A\g — Ar — o) 6 raiz
4. B—y=(N\—Xs) F A2+ X3+ As = (A1 + A2 + A3) € raiz.
5. B—0= (A —Xg) + M+ X5+ dg = (A1 + A\g + A5) & raiz.
6. B—7= (M —A3) + X6+ A7+ Ag = (A1 + Xg + \g) 6 raiz.

Por outro lado v+ 6§, v+ 7 e § + 7 nao sao raizes.
Logo as hipdteses do item dois do lema 10.9 sao satisfeitas e vale que

¢geg = —1. Temos entao que Eg3 nao ¢ admissivel.

e O diagrama normal F,;4 nao é admissivel.
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651 &%) as Qg (67 Qg

A base de E; é dada por

E={ =5, A = Ag, —( A2+ A3+ \) }

com oy = A7 — Ag € ag = Ay — A3

198

Tomamos = «g. Esta raiz esta unida a uma componente conexa de >

de tipo Dg a traves de sua quinta raiz. A matriz de Cartan de Dg é

2 -1 0 0 0 0
-1 2 -1 0 0 0

0O -1 2 -1 0 O
D¢ =
o o0 -1 2 -1 -1
0 0o -1 2 0
0 o -1 0 2
e sua inversa e dada por
_ -
111135 3
122 2 11
123333
(Dﬁ)fl — 2 2
1 2 3 4 2 2
1 3 3
2 13 25 1
1 3 3
3 13 21 3]

Entao considerando o dobro da quinta coluna da inversa da matriz de Dg

e o lema .14 temos

b = ag + a1 + 200 + 3az + day + 2a7 + 3as
:—()\2—1-)\4—0—)\5—!—)\6—1-)\7—1-)\8)
:>\1+)\3+/\9

Escolhemos as raizes 7 = —(Aa+A7+Ag), 0 = —(Aa+A5+Xg) e T = A3— 4.

Assim:

B=B0+y+d+7
e temos
1. 5 +v= —(>\3 — >\7 - )\8) é raiz.

2. 64’(52 —()\3+/\5+>\6) é raiz.
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3. B4+ 7= X — A\ €raiz.

=
ks

—’y:)\1+)\3+)\9—|—)\2+)\7+)\8:—(/\4+)\5+)\6)éraiz.

5. 5—5:)\1+>\3+)\9+)\2+)\5+)\6:—()\4+)\7+)\8)éraiz.

6. B—=T=XM+A3+X— A3+ =X+ M\ + Xg é raiz.

7. ’}/+5:—(/\2+)\7+)\8)—(/\2+/\5+)\6):—2)\2—/\7—)\8—)\5—/\6 nao

é raiz.
8. v+ 7=—(A2— A7 — Ag) + A3 — A4 ndo e raiz.

9. 0 4+7=—Xa— A5 — X\¢ + A3 — \4 nao e raiz.

Assim, ficam satisfeitas as condigdes do item 2 do lema 10.9 e E74 nao é

admissivel.

e O diagrama normal E;5 nao é admissivel.

R

%)

Tomando 8 = as temos que uma das componentes conexas de ¥ e um

subdiagrama da forma D,. A matriz de de D, é

2 -1 0 0
-1 2 -1 -1
D4:
0 -1
0O -1 O
e sua inversa é
11
1 2 1 1
(Dy)™" = 1 1
3 L1 3
1 1
3 L3 1

Entao, considerando o dobro da primeira coluna da inversa de Dy e o

lema 8.14 temos que

5:Oél+042+2043+20é4+055+047
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e asraizes v = a1, 0 = a3+ g e T = az + oy + as + a7 satisfazem o item 2 do

lema 10.9 pois

B=0+7+0+T7

e temos que

1. 6+7:a2—|—o¢1:()\6—)\7)+()\7—/\8):)\6—)\8éraiz.

2. 5+5:O{2+OJ3+O(4: (/\6—/\7)+()\5—)\6)+()\4—)\5):)\4—)\7éraiz

3. 8+T=artaztastas+ar=(X¢— A7) + (A5 — Ag) + (A — As5) +
()\3 — )\4) — ()\2 + )\3 + /\4) = —()\2 + )\4 + /\7) é raiz

4. B—’y = a2+2a3+2a4+a5+a7 = ()\6—)\7)+2(/\5—)\6>+2(A4—/\5)+
()\3 - )\4) - ()\2 -+ )\3 + )\4) = —<)\2 -+ )\6 + /\7) é raiz.

5. B—é =q1tastazt+oas+os+aoar = ()\7—)\8)+(>\6—)\7)+(>\5—>\6)+
()\4 - )\5) + ()\3 - )\4) — ()\2 —+ )\3 -+ )\4) = —()\2 + )\4 -+ )\8) é raiz

6. B—T = C(1+042+C(3+Oé4 = ()\7—)\8)+()\6—)\7>+()\5—)\6)+()\4—)\5) =
A1 — Ag € raiz

7. ’Y+5 = tagtay = (>\7_)\8)+(>\5_>\6)+()\4_)\5) = )\7_)\8_>\6+)\4
nao é raiz.

8. y+tT=ataztastas+ar=(Ar—X) +(As — Ag) + (M — As5) +
()\3—)\4)—()\2+)\3+/\4):)\7—)\8—)\6—)\2—/\4 nao é raiz

9. 5—|—T = 2063+20[4+065+Oé7 = 2()\5—>\6)+2(/\4—/\5)+<>\3—>\4) — ()\2+
)\3 —+ )\4) = _2)\6 - )\2 + )\4 nao é raiz.
Assim, ficam satisfeitas as condig¢oes do item 2 do lema 10.9 e temos que

egeg = —1. Logo E74 nao e admissivel.

Diagramas admissiveis

e O diagrama AII é admissivel.

All [ ] e ° O o [ impar

Lembramos que A; esta associado a algebra sl(I + 1). Uma subélgebra

de Cartan ¢é a algebra das matrizes diagonais de trago zero e as raizes sao da

forma A\; — A\; onde \; é dado por

i diagf{ay, ..., a1} — a
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e um sistema simples de raizes é
Y= {Al_)\Z»"'a)\l_)\H-l}

Temos entao que se 3 = o; é uma raiz simples nao imaginaria

o— - o Y O —o
a1 05 Oy

podemos tomar v = a;_; € = a4 e temos que

5:()41'+1+Oéj+0éj+1:6+’}/+5

e vale que
L B4+v=—XNt1) + (N1 — Aj) = A\jo1 — Ajyq € raiz.
2. B4+0=(A—ANt1) — (Njp1 — Ajra2) = Aj — Ajyo é raiz.
3. v+ 0=X_1—A + Xjj1 — A\ji2 nao ¢é raiz.

e logo, pelo item 1 do lema 10.9 temos que AII é admisivel, pois para

toda raiz § € ¥, vale que egez = 1.

e O diagrama B2 é admissivel.

B2 o— .- O @ 4.%:.

& com 1 <|¥_| <

[—-1

Lembramos que a algebra de Lie associada a um diagrama B; é so(2[+1)
e, como vimos na demonstracao do teorema 6.20 so(2] + 1) é uma algebra

isomorfa a algebra das matrizes anti-simétricas em relagao a J, com:

0
J=10 0 1,
0 1, O

onde 1; é a matriz identidade I xI. Escrevendo a matriz A, (2[4+1)x (2/41), com
blocos do mesmo tamanho que os blocos de J e usando a condicao At J+J1 = 0.

Calculamos que a matriz A tem forma

o
)
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com (3 e v duas matrizes 1 X [ e as demais matrizes [ X [, b e ¢ anti-simétricas
e a matriz qualquer. Uma subdlgebra de Cartan é das matrizes diagonais. As

matrizes sao da forma

0 0 O
H=10 A 0
0 0 —A

com A uma matriz diagonal [ x [ qualquer. Lembramos também que com a
notacao

A A =diag{ay, ..., a4} — q;
temos que as raizes sao da forma A;, —\;, \; = Aj com ¢ # j, \; +\; com i # j
e _()\z + )\])
e um sistema simples de raizes é dado por

E={M = N = Ao NS

Em B2 a tnica raiz simple cuja conjugada nao é ela mesma ¢é 8 = qo;
onde o é a raiz que se liga a X;,,,. Para essa raiz a inversa da matriz de Cartan

de B; fornece

f=a;+2am+-+w)

e tomando v = 0 = ;41 + -+ - + a; temos que o diagrama e admissivel

pois

L[4y = P40 = ajtajmt- o = (A=) (A= Ajue) = A= Aje

¢ raiz
2. v+ =2(j41 + - + ) nao e raiz.

e assim, as condigoes do item 1 do lema 10.9 sdo satisfeitas e epeg = L.

e O diagrama C2 ¢é admissivel.

2 ° O o ® o O [ par

Em este caso, a situagao e como em A2 exceto pela raiz f = «;. Neste
caso temos

B =+ 204

tomamos entdo v = 0 = o;_1 e temos que

B=B+7+0
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e vale que:
1. B4+y=06+6= XN+ A\ éraiz
2. v+ =2q,-1 = 2(N_1 — \)) nao é raiz.

logo, as condigoes do primeiro item do lema 10.9 sdao satisfeitas e o

diagrama e admissivel.

e O diagrama C3 é admissivel.

3 O e - —O—0— - —e=<—e
Qi1 Oy

SO resta verificar o caso em que 3 = «; é a maior das raizes nao
imaginarias que se liga a X;,,. Considerando a inversa da matriz de Cartan

de C; temos que

f=oj1+a;+2a+--+o1)+o
e as raizes que satisfacem o item 1 do lema 10.9 sao v = «aj_; e
0 =2(ajp+ -+ to)+o
De fato temos que
L f+y=aj+aj_1 =N — A1) + (Mo + Ay = A\jo1 — Ajp é raiz.

2. 6 + (5 = Oéj + 2(0[j+1 —f- s + aj_9 —I— Oél_l) —f- o = ()\] = /\j+1 + 2()‘j+1 —
)‘j+2 + -+ 2(/\1_1 - )\l) + 2)\1 = >\j + /\j+1 é raiz

3. v+0=X_1— N+ 2\ nao é raiz.

e O diagrama DI5 é admissivel.

DI5 o— - O o o

A questao se reduz a raiz 3 = a; que se liga as raizes imaginarias. Temos

que
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B=a;+2(a+ - +asta+aq

Tomamos entao v = a1 +---+oyged=ojp+- -+ o+ +q

e temos que

L B+y=aj+ (g + o) = —Nr) + N — Nja) + - +
()\1_2 — /\1_1) = /\j — )\1_1 é raiz.

2. f+d=aj+ajpt- o tagtata = (A — A1) + (N1 — Ajy2) +
s N2 = Am) F s =) F (N ) = A+ A éraiz

3. v+ d nao e raiz.

Logo, sao satisfeitas as condi¢oes do item 1 do lema 10.9

e O diagrama DI3 é admissivel

DI3 O

Seja B = ap_9 = (N—2 — A_1). Entdo temos que tomando v = oy =

AN_1— N ed=aq = N_1+ )\ vale que
B=B+7+6
e temos que
L B4+y=Na—No1) + (N1 — N) = Ne — A é raiz
2. 0+0=N2—N-1)+ N1+ AN) = Mo+ A\ éraiz
3. 7+ 6 = 2)\;_1 nao é raiz.

e logo pelo segundo item do lema 10.9 temos que egez = 1 e segue que o

diagrama ¢ admissivel.

e O diagrama DI2é admissivel.

DI2 [ ® [ par
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Este caso e analogo a A2.

e O diagrama F4I1 é admissivel.

Fy2 °® ® ® O

O conjugado da raiz 5 = a4 ndo imaginaria e dado pela inversa da matriz

de Cartan de Bs. Temos que

2 -1 0
C=|-1 2 -1
0o -2 2
é sua inversa é
1
11 3
cCl=1]1 21
3
12 3

Agora considerando o dobro da ultima coluna temos, pelo lema 10.9, que
se 0= ay
B = ay+ a; + 2a; + 3as,

e tomando v = a1 + as + ag e § = as + 2a3 temos que

B=pB4+~+0.

Lembrando a realizacao canonica de F} temos que

_ 1 1 1 1 1 1 1 1
1. 64—’}/ = (61—62)+(62—63)+63—561—562—§€3+§€4 = 561—562—5634‘5/\4
é raiz
1 1 1 1 1 1 1
2. 54‘52 (62—63)4‘263—561—562—5634‘564 = —§€1+§62+563+64
é raiz

3. v+ =01+ 203+ 3a3 = (e1 — e3) + 2(es — e3) + 3e3 = €1 + €2 + €3 ndo

e raiz.

e assim e satisfeito o item 1 do lema 10.9.

e O diagrama Fgl2 e admissivel.
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Temos que se 8 = aq, entao considerando a inversa da matriz de Cartan
de Dy (ja explicitada para quando provamos que E75 ndo é admissivel) vale
que:

B =1+ 20+ 235+ as+ g

e, tomando 7 = ag + a3z e § = ag + az + a4 + ag temos que
B=B+v+0
e, alem disso, vale

L. B+y=a1+aa+as = (A6 — A1)+ (A5 — Xg) + (A — A5) = Ay — A7 é raiz.

2. 5+5:Oél—|-042+0z3+044+0462(/\6—>\7)+()\5—)\6)+()\4—)\5)+
()\3—)\4)—<)\2+)\3+/\4) = —<)\2+)\4+/\7> é raiz.

3. ’y+5:20é2+2063—|—044+046:2()\5—)\6>>+2()\4—/\5)+(>\3—/\4>—

)\2 — )\3 — )\4 = _2)\6 nao é raiz

Assim sao satisfeitas as hipéteses do item 1 lema 10.9, e ey ea7 = 1.

Analogamente €,.e5z = 1 e segue que o diagrama e admissivel.

e O diagrama F-,3 é admissivel pois as raizes sao como em AIl

E.3 ° e 0

e O diagrama F;2 é admissivel pois as raizes sao como em FEgl?2.

E,2 O ° I o O

e O diagrama Fg2 ¢ admissivel pois aqui a situagdo também e como em
EgI2.
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Vamos a analizar agora os diagramas exteriores. Os que nao contem raizes
imaginarias sao admissiveis pois €, = 1 para toda raiz simples « e para esses
diagramas o conjugado de uma raiz simples e outra raiz simples. Os diagramas

exteriores que nao contem raizes imaginarias sao AI12, DII3 e EglI1.

AIT2

DII3 o O

E¢II1

Os restantes diagramas exteriores sao:

e AJ]1l é admissivel.


DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 1512247/CA


PUC-RIo- CertificagaoDigital N° 1512247/CA

Capitulo 10. Classificacdo de algebras de Lie semi-simples reais 208

Alll

Para este diagrama se a;,a, € Y., sao tais que a; <— o e nenhuma
delas esta ligada a uma raiz imaginaria, entao temos que @; = oy, pelo fato
de que o suporte de uma raiz e conexo. Portanto, nesse caso, basta tomar

€a;

; = €a;,- Ja se elas estao ligadas a raizes imaginarias entao temos

@ = o+ (@01 + Qgpa -+ 0u) = k7

com 7 raiz. Assim, pode-se tomar ¢,; arbitrario e ¢,, de tal forma que a

condicao C'3 é satisfeita para oy e 7.

e O diagrama DII2 é admissivel

(07

DII2 ° O ® [ impar

&7}

as raizes tem um comportamento como em AI2, exceto pelas raizes a;_
€ oq, mas temos que

Q1 =0+ a9

logo @;—1 — oy € raiz e a escolha de €, _, e €, pode ser feita de maneira

compativel com C'3.

e O diagrama FEgll2 é admissivel
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(€7

Qly
EglI2

Qg a3

)

651

Temos entao que ag € ligado a uma componente conexa de _ de tipo

Az dada por {an, as, ay}t. A matriz de Cartan de Az é

2 -1 0
C=1|-1 2 -1
0 -1 2
e sua inversa é dada por
3 1 1
4 2 1
-1 _ |1
Ch=|11 3
11 3
4 2 4

Agora, considerando o dobro da segunda coluna da matriz inversa, temos
que

Qg = Qg + g + 203 +

e tomando v = as + a3+ ay € 6 = a3 temos que o primeiro item do lema 10.9,
e entdo €q4€a; = 1. Por outro lado temos que
Q] = Q5 + Qg + Q3+ Qy

pois o suporte de a7 é a base do diagrama. Assim, temos que a7 — as é raiz e

é possivel tomar €,, e €,, compativeis com Cj.
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