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Resumo

Titoneli dos Santos, Adilio; Pinheiro, Eduardo Barbosa. Métodos resolutivos de
equacoes algébricas e analise das raizes de funcoes polinomiais. Rio de Janeiro,
2017. 120p. Dissertacdo de Mestrado - Departamento de Matemdtica, Pontificia
Universidade Cat6lica do Rio de Janeiro.

O trabalho apresentou as solucdes de equagdes algébricas polinomiais por radicais
e operacdes elementares nos coeficientes com a pesquisa baseada em livros e artigos;
buscou explorar as diversas ideias desenvolvidas nas demonstracdes, discussdes sobre 0s
casos e os artificios engenhosos envolvidos, além de algumas demonstragdes
independentes; foram tratados ainda, os casos especiais onde as raizes estdo sujeitas a
condi¢des pré estabelecidas e os coeficientes obedecem a uma dada lei; utilizamos a
teoria de Abel-Ruffini e as implicacbes da teoria de Galois para justificar a
impossibilidade de solugdo geral por radicais dos polindmios de graun > 5 e a resposta a
esse impasse com o surgimento de métodos numéricos de aproximacao. Essas teorias e 0s
métodos foram tratados em cardter elementar, por necessitarem de outros trabalhos
detalhados, o que foge do objetivo desta obra. Sendo assim, vimos algoritmos que nos
possibilitam o calculo, nos casos do 1° ao 4° graus, das solugdes de uma equacdo
algébrica polinomial além de casos especiais e aproximac¢des numéricas. Utilizamos os
programas de computagdo algébrica e geometria: Médxima, Geogebra e Maple para as

aproximacoes, desenhos e graficos.

Palavras-chave

Solugdes; Raizes; Equagdes; Demonstracdes; Aproximagcdes.
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Abstract

Titoneli dos Santos, Adilio; Pinheiro, Eduardo Barbosa (Advisor). Solving
methods of algebraic equations and analysis of the roots of polynomial
functions. Rio de Janeiro, 2017. 120p. Dissertagdo de Mestrado - Departamento de
Matematica, Pontificia Universidade Catdlica do Rio de Janeiro.

The work presented the solutions of polynomial algebraic equations by radicals and
elementary operations in the coefficients with research based on books and articles;
Sought to explore the various ideas developed in the demonstrations, discussions on the
cases and ingenious artifacts involved, as well as some independent demonstrations;
Were still treated, the special cases where the roots are subject to pre-established
conditions and the coefficients obey a given law; We use Abel-Ruffini's theory and the
implications of Galois's theory to justify the impossibility of a general solution by
radicals of polynomials of degree n > 5 and the answer to this impasse with the
emergence of numerical approximation methods. These theories and methods were
treated in an elementary way, because they require other detailed work, which is beyond
the scope of this work. Thus, we have seen algorithms that allow us to calculate, in cases
from 1st to 4th degrees, the solutions of a polynomial algebraic equation in addition to
special cases and numerical approximations. We use the algebraic computing and
geometry programs: Maxima, Geogebra and Maple for approximations, drawings and

graphs.

Keywords

Solutions; Roots; Equations; Demonstrations; Approximations.
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1
Introducao

Desde o surgimento da algebra, os matematicos tem buscado estabelecer
formulas ou algoritmos para a obtencdo das raizes de fungdes polinomiais ou
solugdes de equacgdes algébricas. Varios pensadores deram suas contribui¢des.
Para o 1° grau, bastava isolar a variavel diretamente. Mas, para os demais casos
possiveis, varias ideias engenhosas foram criadas.

Os gregos e os babilénicos ja sabiam resolver alguns tipos de equagdes
quadraticas. Os arabes e os hindus generalizaram o caso quadratico, mas
quando apareciam nameros negativos na raiz quadrada, diziam nao ter solucao.
Esses casos, e também a férmula da cubica motivaram o surgimento de uma
matematica com um novo conjunto de nimeros: 0s nUmeros complexos. Para os
casos da cubica e da quartica, contribuiram vérios matematicos como por
exemplo: Wang Xiaotong, Omar Khayyam, Scipione del Ferro, Nicol6 Fontana
(Tartaglia), Girolamo Cardano, Francois Viete, Lodovico Ferrari, Leonhard Euler,
Gauss, Lagrange, entre outros.

A maioria desses métodos baseiam-se em simetrias, produtos notaveis e
na reducao do grau de um caso para o caso anterior ja resolvido. Para os graus
maiores do que o 49, as tentativas de obtencao de férmulas gerais baseadas nos
coeficientes das equacdes foram todas frustradas, levando os matematicos a
suspeitarem de que seria impossivel obté-las. Paolo Ruffini e Niels Henrik Abel
conseguiram provar que a equagao geral de grau 5 ou superior nao é resoluvel
por radicais, isto €, ndo existe férmula que resolve todas as equagoes, de grau 5
ou superior, baseada em operagdes elementares nos coeficientes da equacao.
Isso nao significa que nenhuma quintica, por exemplo, nao admita solugéo por
radicais, mas que existem equacgdes que ndo admitem.

O critério para decidir se uma dada equacao é, ou nao, resoluvel por
radicais foi estabelecida por Evariste Galois, com sua teoria de grupos de
permutagdes. Assim, para que uma equagao polinomial seja soltvel por radicais
€ necessario que o Grupo de Galois associado seja um Grupo Solavel.

Caso conhegcamos alguma relacdo entre as raizes de uma funcéo
polinomial ou relagdo entre seus coeficientes, em alguns casos especiais

podemos construir essas solugdes conectadas por condicoes.
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Com o avanco da ciéncia e tecnologia, foram sendo desenvolvidas
técnicas numéricas e computacionais para a obtencdo das raizes de uma
funcéo, com aproximacgao tao boa quanto se queira ter.

Nos Capitulos de nimero 2, 3, 4 e 5, apresentamos métodos de resolucao
e algoritmos dos casos do 19, 29, 3° e 42 graus, 0os quais admitem férmulas
gerais baseadas nos coeficientes da equagdo considerada. Além disso,
apresentamos discussdes sobre as possibilidades das raizes de uma fungéao
polinomial com vérios de exemplos.

No Capitulo 6 apresentamos as solu¢des de alguns casos especiais, isto &,
de equacgdes particulares que obedecem a certas condi¢oes preestabelecidas. E
finalmente, no Capitulo 7 apresentamos técnicas numéricas de aproximacao de

raizes e fungdes polinomiais.
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2

Equacoes do 12 grau

As equacdes do 1° grau, de grau 1 ou lineares sao as equagdes do tipo
ax+b =0, onde a,b € R sdo constantes, a # 0e x € R. Essas equagbes

apresentam solucdes diretamente isolando a variavel x. De fato,

a#0 b
ax+b=0 :ax:—b:xz_a
Exemplo:2x—3=0=>x=—_73=>x=§

O gréfico de uma fungao polinomial do 1° grau ou funcdo afim é sempre
uma reta, que interseta o eixo das abscissas em sua raiz e o eixo das ordenadas
no termo independente. Vemos que a raiz da funcao f(x) = 2x — 3 € a solucéo

da equagéao proposta.

-54

Figura 2.1.: Gréfico da fungéo f(x) = 2x — 3
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3
Equacoes do 22 grau

As equagdes do 2° grau ou quadraticas apresentam a seguinte forma
geral ax?+bx+c=0 onde a,b,c ER sdo constantes, a#0ex€C. As
demonstragbes dos métodos de Bhaskara, dos arabes e de Viéte baseiam-se
em [1].

3.1
Método de Bhaskara
A ideia central do método é transformar o 1° lado da equacdo em um
quadrado perfeito e, depois de extrair a raiz quadrada ficamos com uma equacao
do 12 grau em x e recaindo no caso anterior. Seja a equagao:
ax?>+bx+c=0
Temos que,
ax? + bx = —c = 4a*x? + 4abx = —4ac
= 4a%x? + 4abx + b? = b? — 4ac
= (2ax)? + 2(2ax)b + b? = b? — 4ac
Completando os quadrados,
(2ax + b)? = b? — 4ac
Extraindo a raiz quadrada dos dois lados,

J(ax + b)? =/b% — 4ac = |2ax + b| = Vb? — 4ac =

Vb? — >
:>2ax+b={ b 4ac se 2ax+b =0
—+/b?%2 —4ac se 2ax+b <0

= 2ax + b = ++/b? — 4ac

Finalmente,
a0 —b ++Vb? —4ac
—=x =
2a
3.2

Método dos Arabes

Representa uma variante do Método de Bhaskara, pois se baseia no
mesmo principio: completar quadrados. Considere a equagao:

ax?>+bx+c=0

Como a # 0, temos que:
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2+b c 2+b +b2 b?> ¢
X+ —-x=——2x°4+—-x+—=———
a a a 4a?2 4a? a

Completando os quadrados,

(+b)2 b? — 4ac
x 2a 4q2

Extraindo as raizes quadradas e analisando o médulo,

( +b)2 b% — 4ac | +b| b2—4ac=>
—_— = _— _] = —_—
x 2a 4q? x 2a 4q?

b2 — 4ac N b -0
b 2a2 7T 2a7 b b2 — 4ac
Sx+-—= >5x+—=4+ |——=
X 2
2a b2 _ agc . b Iy 2a 4a
4q2 se x 2a
( b Vb?2—4ac
b, VBT —dac —oot———— sea>0
Sx=——+—— S x=
2a 2|al b _ Vb2 —4ac <0
" 2a 2a sea
Portanto,
—b + Vb2 — 4ac
x:
2a
3.3

Transformada de Viete

Consiste em fazer a substituicdo (x = y + h) na variavel de tal forma que
possamos anular o coeficiente do termo do 1° grau na nova equagao, chamada
equagao transformada de Viete. Em seguida, isolamos o termo quadratico na
nova variavel y para entdo chegarmos na féormula considerando novamente a
equagao de transformagédo (x =y + h) .

Dada a equagéo ax? + bx + ¢ = 0, podemos fazer a seguinte substituigio:

x=y+h (1)
Entao,

ath+y)?+bh+y)+c=0=ah?+2ahy+ay>+bh+by+c=0

= ay?+ (2ah+ b)y + ah? + bh+c =0
Fazendo

2ah+h=02n--2
= — = — —
a a 2)

Temos que,
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2+0y+ ( b)2+b( b)+ 0 2+b2 b2+ 0
[ — R = = —_— =
@y yra 2a 2a ¢ @y 4a 2a ¢
Isolando y, extraindo a raiz e analisando o médulo vem,
T 5 3 o, a#0 b? — 4ac
4a%y? + b%2 — 2b?% + 4ac = 0 = 4a’y? = b? — 4ac = y? =z
4ac 4ac \/b2 —4ac
>Vyi= [——=>l= +
~ 2lal
Vb? = 4ac
. _!iT sea>0=> . b2 — 4ac )
Y _ Vb2 —4ac P
L+— sea<0
2a
Portanto, de (1), (2) e (3) temos:
b%2—4ac b —b + Vb2 — 4ac
X = i——— > X =
2a 2a 2a

Um fato util é a generalizagcdo da substituicéo linear (x = y + h) de forma
que o coeficiente do termo de grau n — 1 da equagao transformada seja nulo.
Usaremos esse fato em demonstragdes posteriores a fim de reduzir o polindmio
para um caso incompleto. Geometricamente, a fungcdo f(x + h) representa um
deslocamento horizontal de h unidades na fungéo f(x), que pode ser para direita
ou esquerda dependendo do sinal de h.

Proposicdo: Considere a fungdo f(x) = a,x™+ ap,_1x" 1+ +a;x+a, de

grau n e com coeficientes reais. A substituicdo de x por y - ‘;’:1 faz desaparecer
o termo de grau (n — 1) em y, isto &,
fG) = (y-S22) = bay™ +0y" ! 4 by py" 2 44 byy + by

Demonstracao: Como uma funcao polinomial é continua e derivavel nos reais,

podemos escrevé-la como um Polinbmio de Taylor de ordem n da fungao f(x)
em torno de t. Nesse caso, o resto ou erro cometido ao aproximarmos a funcao
f(x) pelo Polinémio de Taylor sera nulo, j& que o grau do Polindmio é o mesmo
da fungao f(x). Assim,

" k) _
f(x)=2 FE® -k

k!
k=0

" —t)? ) _n
e ORTROIC R PEAG i SRR S

=apx"+ ap_x" 1+ +ax+ay,VtER

Fazendo x — t = y, teremos x = y + t , portanto:
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f)=fy+1t)

" n-1 n
= f(t) +f’(t)y _|_f Z(t) y2 + .- +%)f)t:!)yn—1 +f( )'(t) yn
Queremos que a fungéo, na nova variavel y, ndo tenha o termo b,,_,y" 1, isto é:
(n—1)!

=2>a,nn—-1)(n-2)..32.t+a,_;.(n—1)(n—-2)..321=0=

—ap (- ap (-1
a,.n! T apn(n-1)

Sa,nlt+a,_ ;. mM-—DI=0=>t=

an-1
na,

Portanto, t = — 221 § ¢ valor que anula f @ D(t) e x = y — =2,
na, na,

3.4
Discussao das solucoes de equacoes do 22 grau

Chamamos de discriminante da equacao do 2° grau ao valor do numero
real A = b? — 4ac e analisando a tricotomiado A (A >0, 4 =0 ou A < 0), temos
a seguinte classificagao:

3.4.1
CasoAd > 0

A equacao admite duas solucdes reais e distintas.

Exemplo: x2 —3x+2 =0
A= (-3)2-4(1)(2)=9-8=1>0

Calculando as solugdes pela férmula demonstrada anteriormente temos:

x1=1lex, =2
gue sao solugdes reais e diferentes.
Seja f(x) =x% —3x+ 2. O gréfico abaixo mostra o comportamento da

funcao f(x) e notamos que suas raizes sao as solugdes da equacao dada.
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2

14

Figura 3.1.: Gréfico da fungéo f(x) = x? —3x + 2
3.4.2
Caso4=0

A equacao admite duas solugdes reais e iguais.

Exemplo: Quando a equagao € um quadrado perfeito temos:
x2—2x+1=0=A=(-2)2—4(1)(1) =4-4=0
Calculando as solugbes temos:
x2-2x+1=(x-1)2=0>x=x,=1
Que sao solugdes iguais.
Considere f(x) = x2 — 2x + 1. Vemos que o gréafico de f(x) abaixo toca o
eixo das abscissas em apenas um ponto, que € a raiz de f(x) com multiplicidade

2, isto é, a solugcao da equacao dada.

-14

Figura 3.2.: Gréafico da fungdo f(x) = x* —2x + 1
343
Caso4< 0

A equacao admite duas solu¢des complexas e conjugadas.
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Exemplo: x2 —4x +5=0

A= (—4)? —4(1)(5)=16—-20=—-4<0
Calculando as solugdes temos:

X1 =2+4+iex,=2-—1

gue sao solugbdes complexas e conjugadas.

17

Considerando a fungdo f(x) =x?—4x+5, vemos que o grafico de

f(x) ndo encosta no eixo das abscissas, isto €, a fun¢do nao tem raizes reais.

5 5 : ; : ; Figura 3.3.b.: Representagao

Figura 3.3.a.: Gréafico da fungéao
f(x) =x?—4x +5.

3.5
Método Trigonométrico

solugbes no plano de Argand-Gauss.

das

Dada uma equagéo ax? + bx + ¢ = 0 coma # 0, € possivel construir uma

solugédo trigonométrica a partir das substituigcbes: x =y — 2% ey =2cosf.

De fato,
) azo b c
ax“+bx+c=0=x +Ex+a=0

b
Fazendo x =y — 2o » temos

b\* b by ¢ , _b?—4ac
5 +lg)rmom =T

2a 2a)  a 4q?
Fazendo y = 2 cos @, encontramos
4c0529=ﬂ=>2c0529—1=ﬂ—1
4q? 8a?
= c0s 20 = b* — 4ac — 8a”
8a?

Ja que,
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2 _ _ 2
{sen () =1—-cos=(8) = 2c0s20 —1 = cos 26

cos(20) = cos?(0) — sen?(0)
Uma vez que
b? — 4ac — 8a?
8a?
podemos aplicar a fungéo
f(x) = arccos(x) : [-1,1] - [0, 7]

e entao,

-1<

b? — 4ac — 8a?
8a?

arccos(cos 20) = arccos <

b? — 4ac — 8a?
= 20, = arccos 82 + 2km
= 0= b7 dac Z 80T | s ke (01
k =5 arccos 82 T; {0,1}

Assim,

Xk =2cos€k—%

Exemplo: Considere a equacao
x2=3x+2=0

Calculando o valor de 6., temos

1 b? — 4ac — 8a?
0, = Earccos + km

8a?
1 (—-3)?2 -4.1.2-8.17
= Earccos 8 12 + k=

p _1 (9_8_8)+k _1 ( 7)+k
k= 2 arccos 3 T = 2 arccos 3 T
Entdo temos,

b 1 7 -3
X = 2cos 0 g 2 cos (Earccos (—g) + kn) ~51 =

= 2o {arceos (~g) + ) +3
X = 4COS 2ClT'CCOS 3 /A 2

Finalmente,

{k=0$x0=2
k=1=>x1=1

Observacao: Esse método ndo parece muito pratico em equagdes do 2°
grau, uma vez que temos que calcular o valor do arccosseno com uma tabela ou

calculadora. Entretanto, é uma possibilidade tedrica e € aplicavel a outros casos.
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Como

cosx € [-1,1]Vx € R
Temos que

cosx ¢[-1,1] =2x€ C

b?—4ac-8a?
8a?

No caso em que ¢ [—1,1] teriamos 6 € C, que é possivel de ser

calculado, mas para equagdes do 2° grau, fica muito mais pratico usar a formula:

—b +Vb? — 4ac
X =
2a

3.6
Método com raizes da unidade

Motivados pelo padrdo de formacado das solugbes de polinbmios e nas
simetrias das permutacdes das raizes da unidade que aparecem nessas

solugdes, podemos supor que as solugdes sdo da seguinte forma:
S X c
xk=§+a)u comkE{O,l},uE(C,S=xo+x1=—E,P=x0.x1=a

Além disso, defina:
cis(8) = cos(0) + i sen(8) = exp(0i) = €%, VO €C

€, para esse caso,

. (2.1.71)
w = cis

sendo a raiz quadrada primitiva da unidade.

Assim,
S 0 S
x0—5+wu=§+u _S S _ c
S+ ) _S =>x0+x1—5+u+5—u— , YVue
x1—2 wu—2 u
e
P <S+)<S )Sz 2 2= P= S b
= . = |— —_—— = —_— ﬁ _ — — e —_—
Xg- X1 > u > u 7 u u 7 u 7

Pela simetria das solugbes que foram construidas, s6 precisamos de um valor
para u. Portanto,
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Em uma fungéo quadratica f(x) = ax? + bx + ¢, a soma das raizes S = —s

e o produto das raizes P = <. De fato,

a

—b+Vb2—4ac+—b—Vb2—4ac_ 2b_ b

S = = =
Xo + 2 2a 2a 2a a

—b ++Vbh?% — 4ac> <—b — Vb2 — 4ac> B
2a 2a B

szo.x:l:(

((—b)2 — (Vb2 - 4ac)2) _4ac_c

4q2 402 a

Assim, substituindo os valores de S € P em funcéo de a, b e c, teremos

Observacao: Quando conhecemos a soma S e o produto P de dois niUmeros r; €
15, podemos compor uma equagdo quadratica da forma x? — Sx + P = 0 cujas

solucdes sdo r; e ry,. De fato,

StVS2—4P (ri+m)*t V(1 +1)2 — 4(ryry) .
2 B 2

‘= (n+r)tJ—1r)2 (+r)tin-—nl (+r)t0—1) -
Bl 2 - 2 B 2

X2 —Sx+P=0=>x=

x € {r, 12}
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Equacoes do 32 grau

As equacbes do 3° grau, do grau 3 ou equagdes cubicas tém a forma

geral ax® + bx?> + cx +d = 0 com a, b,c,d € R constantes,a # 0 e x € C.

4.1
Método de Cardano-Tartaglia

Consiste em reduzir o problema a um sistema do 2° grau e compor uma
equagao do 2° grau recaindo no algoritmo do caso anterior. Para isso, faz uso de
produtos notaveis e fatoracao.
Dada a equagéo:

ax3+bx?2+cx+d=0
Como a # 0, temos que:

x3+ bt + 25 4_ 0

a a a

Fazendo a substituicdo x = y — 3%

b \* b
£)3 LO-m)  cb-5)
3a a a
Desenvolvendo e agrupando,

3ac — b? 27a*d — 9abc + 2b3
3, ¢ )y

-
y a4

Y 3a? 27a3 =y Hpy+a=0
Assim temos que:
3ac — b? 27a*d — 9abc + 2b3
P="3z €17 2743

Considere o produto notavel:
u+v)2=ud+3u?v+3uv?+v3 =ud+v3+3uww(u +v)
= w+v)? -3uwu+v)—ud-v3=

Comparando com a equagao
v +py+q=0

Podemos considerar que:

y=u+v, p=-3uv e q=-ud-v3
ud+v3=—q
sul+v3i=—q e w=--> p3
3 udvd =

27
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Bastando agora, compor a equacgado do 2° grau conhecendo a soma e o
produto de dois numeros. A solugdo dessa equacdo sera u3ev3. Depois
extraimos a raiz cubica real para achar u e v , respeitando as condigées do

sistema.

3 3

2 _ = 2 _ (= —p— = 2 —p—z
z¢=8S.z+P=0=>z (q).z+< >7 0=>2z°4+qz 57 0

Resolvendo com o algoritmo anterior:

3 3
_ 2 _ _py 2 4p°
I O ) i E s S T 2
2(1) 2 2744 27
{ 2 3
s__4, |1, P
| 2t a3
=
2 3
| oo _9_ |, P°
\ 2 |4 27
Extraindo a raiz cubica real de cada um vem:
3 2 3
ue |29, ]2, P
2Nt g ¢ p* Pl q |q¢* p?
= < Sy= |—= —_—t— _ =4+ —
y Tttt T2 a T
3 2 3
_ |_9_ |2 P
k”_ 2 |2 t27

Que ¢é a férmula de Cardano-Tartaglia para cubicas incompletas, isto é, cubicas
daformay® +py+q=0.

Assim,

b *l q |¢® p® *l q |¢® p® b
*EY T T T2t w gt T2 (i T3

3ac—b? cg = 27a?*d—-9abc+2b3
3a2 q= 27a3

Ondep = nos da a solugao real.

Para encontrarmos todas as solugbes podemos utilizar as raizes cubicas

da unidade. Cada raiz cubica possui 3 valores complexos, mas a equacao

uv=—§ deve ser satisfeita e, com isso, nos possibilita encontrar as

combinagdes corretas para formar as trés solugbes da cubica, que sao:

3 2 3 3 2
_ | ac . P _9_ |1
1= J“1/4+27+ AR

3

=

b
3a

N
~
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3 2 3 3 2 3
q, [9° Dp ) qg |[q° p> b
=w |-+ |—+—=+ 0’ |—=— |—F+—=——
e m O T A T T T2 4 T 27 3a
3 2 3 2 3
q. 19> P q |q° p> b
— .2
=w? |-+ [+ =4 w. |—=— |—F+—=——
BEO T A T T T2 4 T 27 3a
Onde w = —% + ‘/;i € uma raiz cubica primitiva da unidade e sendo
wo = ww?=wd=1

Temos que,

Satisfazendo a equagéo uv = —§ do sistema.

Exemplo: x3 + 15x2 + 87x + 173 =0 =

_3.1.87-15% 261-225 36 _
P="31z ~ 3 3 %
_27.1%.173 -9.1.15.87 + 2.15° _
= 27.13 =k

Logo a equacgao incompleta decorrente da substituicdo x = y — 5 fica
y3+12y—12=0
Aplicando as férmulas demonstradas acima temos:

: —12 (12)2 123 3
v - V36 + 64

E finalmente,
b
x1=u+v—£=2?{/§—§/1—5
1 4 1 4 .
b a_gh (#V3+23V3)i

< = 2 _——_—=
X, = wu + w°v 3a > + >

1 4 1 4 )
b 43 — 23 (43V3+23V3)l
= 2 —_——_——= —_ —5
X3 = WU+ wv 3a > 5

i

-5

|o-12 [(-12)2 123
us= [-—+ ( 4) 3/6+\/36+6 = V16 =232

23
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4.2
Polin6mios Simétricos e Somas de Newton

Um polindmio (ou fungéo) é dito simétrico quando, ao permutarmos suas
variaveis, este continua inalterado.
Exemplo: f(x,y) =f(y,x) Vxy .f(xy2)=[f(x2y)=fx2)=[f({zx)=
f(z,x,y)=f(z,y,x) Vx,y,2,etc.
Os polinbmios da forma:

14
Sp=x1"+x3 +x3 ++x} =Zx,? comn €N
k=1

sdo chamados de Somas ou ldentidades de Newton com p variaveis e sao
claramente simétricos. Para mais exemplos sobre esse assunto ver [2].
Dada uma funcéo polinomial

fx) = agx? + axP~t + apxP 2 + azxP 3 + 4+ ay_1x +a,
com xq, X, ..., X, COMO raizes, as relagbes entre as raizes e os coeficientes,

chamadas de Relagdes de Girard, sdo as seguintes:

p
a,
X=Xy +x3+ - +xp=——
a
k=1 0
a
X1Xp + XXz + o+ Xp_1Xp = —
Qo
as
X1XpX3 +  + Xp_2Xp_1Xp = o
0

p
p dp
Xk = X1X2 o Xp_2Xp_1Xp = (—1)P —
k=1 %o

Onde (—1)1% € definido como a soma dos produtos das raizes de f(x)

tomadasdejaj, Vj€{1,2,..,p}. Podemos chegar a essas rela¢des utilizando o
Teorema Fundamental da Algebra que diz que f(x) pode ser fatorada como um

produto de polindmios do 1° grau em C, de forma Unica, a menos da ordem.
14 14

fx) = Z agxP* =a, n(x —xi) ,comxy €C

k=0 k=1
Expandindo o produtério e comparando os coeficientes encontramos as
Relagbes de Girard. Chamamos ainda, oy,05,03,....,0, de fungbes simétricas
elementares e definimos

o= (D" 2t vike(12,..,p}.

Isto é,
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X1+ X+ Xy =0
X1Xp + X1X3 + =+ Xp_1Xp = 03
X1X2X3 +  + Xp_2Xp_1Xp = 03
X1Xp ...xp_zxp_lxp = O-p
Assim, podemos dizer que:
K Ak k
o, =(CD— ke{1,2,..,p} = a, = (—1)*ayoi
Qo

p p p

= f(x) = Z axP~* = aqgxP + Z axP~* = aqyxP + Z(—l)kaoakxp‘k

k=0 k=1 k=1
p p
= f(x) = agx? + 2(—1)ka o xPk =ag | xP + Z(—l)ka xPk
0 00k 0 k
k=1 k=1

Ou seja,
f) = ap(xP — 03xP™1 + 0pxP 7% — 03xP 73 4 - + (=1)P0y)
Isso nos ajudara a descobrir uma equagao de recorréncia para a sequéncia
Sy = i . x¢ comn € N. De fato,
( p
f) = a0l ¥ ;(‘”k"kﬂ_k 2P+ Y DrRaP | =0
k=1

\f(x) =0 vje{12..,p}

Multiplicando os lados da equagéo por x;" "

vem:

P P
x;P + Z(—l)kakxjp_k P ="+ Z(—1)kgkxj"—k =0
k=1 k=1

p p p P
= X"+ Z( l)kakxj"_k = ij" + Z Z( 1)kakx nk =
k

j= =1 j=1 j=1lk=1

=

[y

p
x" +z le] Yo% —ogx" 3 4 e 4 (— l)pap p) =0

U
Mu

j=1 j=1
P P P P
no_ n-1 n-2 4 ... —1)P Nn-p —
:>2x] 012x] +022x] + -+ (=1) apr] =0
j=1 j=1 j=1 j=1
Como
P
n = Z xp; nE€N

k=1
Temos a seguinte relagao de recorréncia,
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Sp—01Sp-1+ 05,2 —03Sp_3+ -+ (=1)P0,S,,_, =0
Ou segja,
Sn = 018p-1 = 028p-2 + 0353 — 04Spy + - — (=P, S,
Note que um polindmio simétrico com n variaveis pode ser escrito como uma

combinagéao das func¢des elementares o4, 03, 03, ..., 0y,.

4.3
Demonstracao da férmula de Cardano-Tartaglia por meio das
Identidades de Newton
Considere as Somas de Newton a duas variaveis:
Sp=u"+v" neN, gy =u+v, o =uwe S, =051 0,5, =
So=u’+v°=1+1=2
S;=ut+vl=g
S, =u? +v? = 0,5, — 0,5, = 0,0y — 0,2 = 0% — 20,
S; =ud +v3 =05, — 0,5, = 0,(62 — 20,) — 0,(01) = 07 — 30,0,
Entao,
0 — 3010, —S3=0
¢ uma clbica em o, onde falta o termo oZ. Assim, comparando com a cubica

incompleta y3 + py + g = 0, temos que y = o, é a solucéo e,

3 3
p=—3g, ($3=70 (WHvi=—q (WHV=-9¢
= p= p = p3
02=__ uv=_§ u’v’ = ——

=-S
q 3 3

O restante da demonstracédo segue analogo ao método Cardano-Tartaglia.

2 3
3| 3] 4 q p
y=u+v \/ 2+V +J > VA; 4+27

4.4
Discussao das solucoes do 32 grau
Dada uma equagéo ax®+ bx?+cx+d =0 . y3 +py + q = 0, chamamos

de discriminante da equacao cubica o valor do nimero real A dado por:
q®>  p® 27a*d*+ (4b> —18abc)d + 4ac® — b*c?

A=+ =
4 + 27 108a*
Com
B 3ac — b? B 27a*d — 9abc + 2b3
p= 3a? € 4= 27a3

e de acordo com o artigo encontrado em [3], temos a seguinte classifica¢ao:
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4.41
CasoAd > 0

Admite uma solugao real e duas imaginarias.

Exemplo: x3 — 5x2 + 2x- 10=0
Calculando os valores de p € q,
_312-(-5? 19

3.12 -3
_27.1%2.(-10) - 9.1.(=5).2 + 2.(—5)® 430
1= 27.(1)° Y
Substituindo em A temos,
4302 19\3
U7 03) wsme
4 27 2916
Calculando o valor real de x temos,
3(215 3(215 -5 3215
x=\/7+m+\/7—m—ﬁ=\/7+3\/€+
V215 +81v6 /215-81V6 5
X = + +=-=5 (1)

3 3 3

3215 5
J7‘3Vg+§

27

Observacao: A solucdo x =5 também pode ser encontrada por inspecao e

dividindo por (x — 5) encontramos (x? + 2) que n&o possui solugdes reais. O que

nos mostra que, de fato, a solugéo encontrada com a férmula de Cardano ¢é igual

ab. Assim,

x3 = 5x2 + 2x - 10 = (x — 5)(x — V2i)(x + V2i)

Considere a fungéo f(x) = x3 — 5x2 + 2x - 10. Segue abaixo o grafico de f(x).

a

|

o

|
|

Figura 4.1.: Gréfico da fungdo f(x) = x® — 5x%2 + 2x - 10
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4.4.2
CasoA=0

Admite solugdes reais e ao menos duas iguais.

N(p=q=0)=>x= —3% (solugcao com multiplicidade 3)
Exemplo: x3 — 21x2 + 147x — 343 =0

Calculando os valores de p e q temos,

3.1.147—21% 0 o 27.12.(—343) — 9.1.(-21).147 + 2(—-21)* _
P=""31z T747 27.1° -
Nesse caso a equagéao transformada
v +py+q=0
fica,
3 - 3 _ LAY —_b__21_
y°+0y+0=0>y —O=>(x+3a) =0=>x= 2= 31 =7

que é solugao com multiplicidade 3. Assim,
x3—21x2+147x—343=(x—-7)3=0=>x=7

28

0

Seja f(x) = x3 — 21x? + 147x — 343. Segue o grafico de f(x) onde as raizes de

f(x) representam as solugdes da equacao dada.

Figura 4.2.: Gréfico da fungéo f(x) = x® — 21x? + 147x — 343

x=—3/4q — 3% solu¢ao com multiplicidade 1

N (p.q#0)= 3[q

x= |7 % solucao com multiplicidade 2

Para chegarmos as férmulas parciais fazemos A = 0 na férmula geral da

clbica e usamos o fato de que w? + w = —1. Entao,
_s[q [ q b 3 4q b | b
R RN 3a_2I 8§ 3 VT3
N R L 23_ﬂ_£_3\/§_i
B =o Tytet Ty g @re) mo - =12 T3
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_oxf_a, ,s[a_b _ ., 3_ﬂ_£_3\/§_ﬁ
X3 = [Tt [mo-gp = @ite) [=9-30= 2 T3,

Exemplo: x3 —12x2 +21x— 10 =10
Calculando os valores de p e g temos,
3ac — b? _ 3.1.21 — (—12)? _ 97
3a? 3.12
27a%d — 9abc + 2b3  27.12.(—10) — 9.1.(—12).21 — 2.(—12)3
1= 2743 - 27.13
Assim, p.q # 0 e calculando o valor do discriminante vem,

2 3 —54)2  (=27)3
A=Q_+p_=( ) +( ) =272-272=0
4 27 4 27

p:

= —54

b —-12
x =—3/4q ~35= —/4(-54) 3= 6+4 =10 solugiomult.1

—iﬁ b _*=>% 931- 344=1 lucio mult. 2
X = 2—3a— 2 - A= = sou(,‘aomu .

Portanto,
x3—12x2+21x—10 = (x = 10)(x — 1)2 = 0 = x = 1 ou 10.
Seja f(x) = x3 —12x? + 21x — 10 = (x — 10)(x — 1)? . Segue o gréfico de f(x).

2

'
1
h

!
IS
1

|
3
1

Figura 4.3.: Gréfico da fungéo f(x) = x® — 12x? + 21x — 10

4.4.3
CasoA<0

Admite solucdes reais e distintas.

Exemplo: Seja a equagdo x3 —6x —4 =0
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Nesse caso ja sabemos diretamente os valores de p e q. logo, calculando

o valor de A temos:

p=—-6 e q=—4=>A=(%)2+(§)3=(—2)2+(—2)3=—4

E o valor de x é dado por

x=3\/2+\/—_4+i/2—\/—_=i/2+2i+i/2—2i

Portanto, vemos que o segundo termo da soma é o conjugado do primeiro
termo. E ainda, das propriedades dos numeros complexos que podemos
encontrar em [4] e [5] , temos que a poténcia do conjugado de um complexo z é
igual ao conjugado da mesma poténcia m € Q de z, com z # 0. Isto &,

z™m=2zm

Pois,

Z = p(cos(8) + 1sen(8)) = p(cos(8) + 1sen(9)) = p(cos(8) — isen(6))

zZ = p(cos(—@) + isen(—G)) = p(cos(G) + isen(t9))_1 =

-1

Zm — (p(cos(é?) + isen(H))_l)m = pm((cos(e) + isen(H))m)

p™(cos(0) + lsen(e))m = p™(cos(0) + lsen(e))m =z"
Assim, a soma serd igual ao dobro da parte real do primeiro complexo.

x=32+20+3V2=-2i=Yz+VZ =z + ¥z = 2Re(V2)
2 T
z=2+2i=p.cis(0) = 2% + 22%cis (arctg (E) + 2k7r) = +/8cis (Z+ 2k7r)

i m 2km
=>3z=2+2i= i/\/gcis (— + 2k7r) = 2cis (—+—)
4 12 3
5 n  2km
= x = 2Re(3z) = 2v2cos (E+ T) ; ke f{01,2)
T
(xo = Zﬁcos(ﬁ) =1++3
T 21
= {x; = 2\2cos (E+?) =-2
T 4r
kxz = Zﬁcos(ﬁ+?) =1-+3

Seja f(x) = x3 — 6x — 4. Segue abaixo o grafico de f(x) e notamos que suas
raizes sao as solugdes da equacgao dada.
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Figura 4.4.: Grafico da fungdo f(x) = x3 — 6x — 4

4.5
Método Trigonométrico

Utilizaremos a identidade trigonomeétrica cos(30) = 4 cos38 — 3 cos com o
objetivo de encontrar uma férmula para a equagao cubica. Seja a equagao:

ax® +bx? + cx+d = 0= x? +%+ﬂ+§= 0

a a a

Fazendo a substituicdo x =y — % teremos:

Y +py+q=0

3ac—b? o __ 27a?’d—9abc+2b?
3a2 q= 27a3

onde p =

Considerando y = 2t cos 6 temos que,
3 3...3 t#0 3 p q
y3+py+q=8t3cos®0 + 2ptcosH +q =0=4cos 6+t_26059=_ﬁ

Comparando as equagoes abaixo temos:

4c0s30 —3cos 6 = cos(36) % =-3
400530 +Lcosg = —— 7 : q
cos t2 coso = 2t3 cos(360) = —ﬁ

Entéo,

p 2 p , p
=_ =_= =4+ [—Z
2 3>t 3=>t 3

Como queremos apenas um valor para t, iremos adotar, sem perda de
generalidade, o valor positivo da raiz. Caso contrario, o valor do angulo em

cos(36) = —2% seria influenciado, mas a solugdo y = 2t cos § seria equivalente.
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Assim,

Entao,

/ p 2
y=2 3 cosf e cos(3(9)=——3
_P
-5

Vemos que o valor de t depende apenas de p e portando dividiremos a
prova em trés casos: p <0, p=00oup > 0. Em todos esses casos, estamos
considerando g # 0, pois caso g fosse nulo, teriamos a equacéao reduzida igual
a: y3 +py = 0. E esta, por sua vez, tem solugao trivial, ja que:

y1=0
y 4y =y?+p)=0={72=-P
V3 = _\/__P
4.5.1
Casop <0
I. Para —1 <cos(30) <1 podemos aplicar a fungdo f(x) = arccosx :

[-1,1] - [0, ]. Assim,
( \

q q
cos(360) = —# =30 = arccos| -2 | + 2km,
_b _b
3 3
pois
[ g )
cos(30) = cos(360 + 2kn) e 0 <arccos |\ < 2 )3 /| <m
Entéo,
1 % 2km
0, = —arccos | — = |+ ; ke{0,1,2}
3 3
_b
)
Logo,

D b 3ac — b? 27a%d — 9abc + 2b3
x=2 —gcosek—ﬁ ,p=Teq= 723 .

Observacao: Nas solugbes trigonométricas apresentadas, o valor de k sempre

pertence ao conjunto {0,1,2}, pois temos trés solugcdes para a cubica e para todo
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valor de k inteiro, k = 0,1 ou 2 mod 3. Assim, as solugdes estao divididas em trés

classes de equivaléncia Vk = 0,1 ou 2 mod 3.

Exemplo: Eis um problema interessante: Calcular a area da regiao triangular
ABC dada pela figura abaixo.

Figura 4.5.: Area do AABC

Sabendo que BC =a,AC=b e AB =c sao os lados do triangulo; as
distancias desses lados a borda da circunferéncia sao 1, 2 e 3; os pontos médios
dos lados AB, BC e AC sao D, E e F, respectivamente e que o triangulo ABC esta

inscrito em uma circunferéncia de centro O e raio R.

Tomemos os triangulos retangulos DBO, EBO e FCO. Aplicando o Teorema
de Pitagoras temos as seguintes relagoes:

C2
|(ADBO: (E) —R?2—(R—1)2=2R-1=c¢c=2V2R—1>0=R>05

(*){AEBO: (%)2=R2—(R—2)2=4(R—1)=>a=4\/R—1>0=>R>1
2

b
AFCO: (E) =R?’-(R—3)2=6R—-9=2b=2/6R—9>0=R>15

Usando a férmula de Heron para areas juntamente com a férmula proveniente da

Lei dos Senos, temos:

a+b+c

abc
S=Vpp-p-bDp-0 =5 ondep=—o

4R

Lo <a+b+C)(—a+b+c>(a—b+c>(a+b—c>_abc
B 2 2 2 2 4R

Elevando ao quadrado temos:
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b+c+a)b+c—a)a+b—c)a—(b—0)) _ a?b?c?
16 ~ 16R2
Usando produtos notaveis,

a’b?c?
RZ
a’b?c?
RZ
= —R?(a* — 2(b? + c?)a? + (b? — ¢?)?) = a?b?c?
Substituindo os valores de a, b e ¢ encontrados em (*) e simplificando temos:
256R3(2R—3)=768(R—1)(2R—-3)(2R-1)
Mas b > 0 = R > 1,5, logo dividindo por 256(2R — 3) # 0 a equagao, obtemos:
RP=3R-1QRR—-1)=>R3 —6R2+9R-3=0

Agora podemos aplicar a férmula Trigonométrica para a cubica em R.

((b+0)?—a*)(a®—(b—0c)?) =

>@-b+)H@-0b-0)*)=-

Calculando os valores de p, q e 8 temos:
3ac —b? 319-(-6)2 27-36 _

p:

3¢2 3. (D2 3

_ 27a*d —9abc +2b*  27.12.(=3) —9.1.(=6).9 + 2.(=6)° _ )

1= 27a3 - 27.13 -
[ g )

6 =1arccos| - 2 |+2kn=1arccos(l)+2k—ﬂ=>

k™3 > 3 3 3 2 3
Wy

6, =+ 2K e 012

k _9 3 ] { 4y }

Entdo, calculando os possiveis valores de R,

D b m  2km
R, =2 —§cosek—£= ZCOS(§+T>+2

T

( R, =2cos (5) +2 =3.879385
7

=< Ry =2cos (?) +2 =0.467911
13w

kRz = 2cos (T) + 2 = 1.652703

Aproximagao com 6 casas decimais exatas. Desses resultados, o Unico que faz
sentido de acordo com o nosso desenho e levando em conta que R > 3, pois
(R —3) élado do AFCO, é:

R = 2 cos (E) +2 = 3.879385
9
Assim, substituindo os valores de a, b e ¢ encontrados em (*) na férmula da area

dada por S = i—l;: e simplificando, temos:
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2 (2005 (5) +1) [(2c0s (5) +3) [(12¢05 (5) +3)
cos () +1

Segue o grafico da fungdo f(R) = R®—6R?+9R — 3 da qual calculamos as

S = = 17.186554

raizes, que s&o as solugbes da equagdo dada R3 —6R?> +9R —3 = 0.

Figura 4.6.a.: Grafico da fungéo f(R) = R® — 6R? + 9R — 3.
Segue abaixo o desenho da solugao proposta com o valor do raio e da area com

truncamento na 52 casa decimal.

Figura 4.6.b.: Solucdo da area do triangulo ABC.

[l. Para |cos(38)| > 1, como poderemos calcular o valor de 6 nesse caso?
Uma vez que,

cos(30) € [-1,1], VO ER
Temos que
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cos(30) ¢ [-1,1] =26 ¢R
Podemos resolver esse problema recorrendo as fungdes hiperbolicas:

-z

eZ+e el—e 2
coshz = T senhz = T,Vz eC.

Usando a férmula de Euler vem:

ezi +e—zi
cC0SZ = —————
2

{ et =cosz+isenz —
e % = cos(—z) + isen(—z) = cosz—isenz ' ezl gzt
\isenz =
2
Comparando com as fungdes hiperbdlicas, temos:
{ cos z = cosh(zi)
i senz = senh(zi)
E ainda,
eZ4e % e—(zi)i + e(zi)i e(zi)i + e—(zi)i
cosh(z) = > = > = 5 = cos(zi)
e
eZ —e7Z e—(zi)i _ e(zi)i e(zi)i _ e—(zi)i
isenh(z) =i 3 =i 3 = % = sen(zi)
Logo,
cos(zi) = coshz
{ ( .) , ,VzeC
sen(zi) = isenhz
Por outro lado, se x e Rey > 1, entdo
eX+e™*
y = coshx =>x=arccoshy=>y=T=>2y=ex+e‘x=>

2ye* =e?* +e0 3 e?* —2ye¥*+1=0=>

Completando o quadrado,

(e¥X—y)2=y2—1=3e*=y+,/y2-1>0

Pois, como y > 1 temos,

y+4Jy?—-1>0

y2>y2—1=a|yl=y>Jy2—-1=2y—y2-1>0

Percebemos que a fungdo f(x) = coshx : R — [1, o) é sobrejetiva, pois
Vy=1,3x €R; coshx =y

basta tomar x = ln(y +Jy? — 1).

Mas, nao € injetiva, pois

3 xq,x, € R;cosh x; = coshx, e x1 # x,

tomex; =ke x, =—kcomk # 0.

36
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Portanto, devemos limitar o dominio de cosh x a fim de que seja bijetiva e,

consequentemente, inversivel. Assim,
X = arccoshy = ln(y+w/y2 - 1),\7’x >0,y=1€R
X = arccoshy = ln(y—w/y2 - 1),\7’x <0,y=>1€R
Temos ainda que: se x € Rey € R, entdo
e*—e
y = senhx :>x=arcsenhy=>y=T:>2y=ex—e‘x=>
2ye* =e?* —e¥ X —2ye* —1=0>
Completando o quadrado,
(e*—y)2=y2+1>eX=y+,y2+1
Mas

e*>0=>e*=y+.y?+1

Pois, como y € R temos,

—Jy2+1<0
OSyZ<y2+1=>|y|=iy<\/y2+1=>{y Y

y+4y2+1>0

Portanto,

X =arcsenhy = ln(y+\/y2 +1),\7’x,y eER

As fungdes coshx e senh x ndo sao periodicas. Entretanto, teremos que
considerar os casos de congruéncia quando calcularmos cos(30) que é

periddica. Seguem abaixo os graficos do coshx e senh x.

-4 4

—14 -5

Figura 4.7.a.: Gréafico do cosh(x). Figura 4.7.b.: Gréfico do senh(x).
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Il.a. Para cos(36) > 1, queremos encontrar 6 € C de tal forma que

q 1
2

cos(36) = ——=2—> 1. Chamando — 5

() ()

30 =a+ fi=cos(30) =cos(a+Bi)=y; B#0.
Expandindo o cosseno,

de y temos que:

cos(a + Bi) = cos acos(Bi) —sena sen(fi) =y €ER
Usando as fungdes hiperbdlicas temos,

cos(a + i) =cosacoshf —isenasenhff =y >1€R
Como y € (1, »), devemos ter a parte imaginaria nula e a parte real y > 1.
Assim,

{ cosacoshf3 =y
—isenasenhff =0

=>sena =0ousenhff =0
Mas,
B#+0=>senhf #0=>sena=0=>cosa = =1

hB = 1>0
{cosacos p=y>1> = cosa >0

B#0=>coshf>1>0
Portanto devemos ter:

{sena=0
cosa=1

Fazendo a = 2km, obtemos
cos(a + Bi) = (1) coshf —i(0) senh B =coshf =y > 1

= B = arccoshy = In (y +./y% - 1)

Finalmente,

30y =a+ Pi=2kn+i ln(y+\/y2—1)

Logo, dividindo a equacao por 3 e aplicando a propriedade dos logaritmos,
temos:
2km

9k=T+iln<3 y+w/y2—1>; k € {0,1,2}

Exemplo: Considere a equagdo: x3 —3x — 50 =0

Calculando os valores de y e 6, temos:

p=-3 eq=-50=>cos(30)=y =— =— =25
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2k 2k
9k=—n+iln<3 y+w/y2—1>=—ﬂ+iln<3 25+\/252—1>=>

3 3
2k
0, = T’T +iln < 25 + \/624); k €{0,1,2)

Calculando os valores de x, obtemos:

2k
x =2 /—gcm@k 2005<T7T+iln<3 25+4\/39>> =
2k
x =2 <cosTncos <i ln(3 25+ 4\/39))

2k
— senTnsen <i In <3 25+ 4@))) =

2k ,
x=2 <cosTﬂcosh <ln <3 25+ 4\/@))

2k
— isenTﬂsenh <ln<3 25+ 4\/@))) =

( /\/25+4\/@+ 25+4\/_9\|

x=2kcos 3 |\ > /

oo FT- )
—lsen 25-}_4\/@||=>
2k
x=c0s—n<3 25+4@+3—>
3 25 + 44/39

2k (3 1
—isen—ﬂ<3 25+4\/3_—3—>
3 25 + 4+/39

Fazendo k = 0,1 ou 2 temos:
Xo = 3.955018
X2

—1.977509 — 2.954932i
Aproximacao com 6 casas decimais exatas.

IR

—1.977509 + 2.954932i

[lLb. Para cos(36) < —1, queremos encontrar 6 € C de tal forma que

a q
< —1. Chamando ———2— de —y temos que:

i E

30 = a+ Pi=cos(36) =cos(a+pi)=—y; B #0.

cos(30) = —
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Expandindo o cosseno,

cos(a + Pi) = cos a cos(PBi) — sena sen(fi) = -y €R
Usando as fungdes hiperbdlicas temos,

cos(a + i) =cosacoshf —isenasenhff =—y <—-1€R

Como —y € (—o,—1), devemos ter a parte imaginaria nula e a parte real
—y < —1. Assim,

{ cosacoshB = —y = sena=0ousenhf =0

—isenasenhf =0
Mas,

B#0=>senhf #0=>sena=0=>cosa==+1

hB = — -1<0
{cosacos B Yy < < = cosa < 0

B#0=>coshf>1>0
Portanto devemos ter:

{sena =0
cosa =—1

Fazendo a = m + 2km, obtemos
cos(a + i) = (=1)coshf —i(0)senh B = —coshff = -y < —1

= coshf =y >1=f =arccoshy = ln(y+\/y2 —1)

Finalmente,
30 =a+pPi=n+2km+i ln(y+\/y2—1):>
30, =m(2k + 1) + iln(y +4/y?% — 1)

Logo, dividindo a equagao por 3 e aplicando a propriedade dos logaritmos,

temos:

m(2k +1
6k=¥+iln<3 y+1/y2—1>; k € {0,1,2)

Exemplo: Tomando o exemplo anterior e trocando o sinal de q, poderemos

comparar os resultados e determinar quais mudancas ocorreram em suas

solugbes com essa simples troca de sinal. Seja a equagao:
x3-3x+50=0=>p=-3 e q=50

Calculando os valores de y e 8, temos:

50

0s(30) = —y =— =— 2 =-25>

s

2k +1 2k +1
9k=u+iln<3 Y+ ]/2—1>=M+iln<3 25+\/252—1>

N

3 3
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Oy = W+ In </25+\/_>;ke{0,1,2}

Calculando os valores de x, obtemos:

T2k +1
x=2 /—gcose=2cos<¥+iln<3 25+4@>>=>

x=2 <coswcos <i In <3 25 + 4@))

- senwsen <i In <3 25 + 4@))) -
x=2 <coswcosh <m<3 25 + 4@))

- isenmsenh <m<3 25 + 4@))) -

(ﬂ(Zk /‘25+4 W\

2| /
\ //

n(2k+1)<3, 1 )
—isen— 25+4\/3_——
3 V25 + 4+/39

Fazendo k = 0,1 ou 2 temos:

Xo = 1.977509 — 2.954932i
{xl = —3.955018
X, = 1.977509 + 2.954932i

41

Aproximagao com 6 casas decimais exatas. Comparando essas solugdes com

as do exemplo anterior, percebemos que sdo opostas.

4.5.2
Casop=0

No caso em que p = 0 a equagéo x3 + px + q = 0 fica reduzida ao bindmio

x3 4+ q = 0, que podemos resolver com o auxilio das raizes cubicas da unidade.

De fato,
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x3+q=0=>x3=—-qg=—-q.1=—q.cis (0) = —q.cis(2km) =

1 2km
= 3[—qcis(2k = (=qcis(2km))? = */=qci (—)
X qcis(2km) = x = (—qcis(2km)) qeis (3 =

2km 2km
x=13—q <COST+ isenT); k € {0,1,2}

Exemplo: Considere a equagdo x3 — 5 = 0. Aplicando a férmula acima temos:

3 2km 2km
q=-5<0=>x= \/g(cosT+ lsenT); k €{0,1,2}
( xo = ¥5(cos 0 + i sen0) = V/5 = 1.709975
21 21 1 3
X, = %(cos?+ isen?) = i/§<—§+7i> =~ —0.854987 + 1.480882i
AT 47 1 3
|x2 = i/E(cos? + isen?> = i/E(—E — 7i> =~ —0.854987 — 1.480882i

Aproximag&o com 6 casas decimais exatas. Seja f(x) = x3 — 5 cujas raizes séo

as solugdes de x3 — 5 = 0. Segue o grafico de f(x).

0 jx:
T T

T
-1 ) 1 2

Figura 4.8.: Gréfico da fungédo f(x) = x® — 5.
Observacao: Poderiamos ter considerado as raizes cubicas de -1 como uma

possibilidade caso g > 0. Ja que,
—1 = cis(w + 2km) = cis(rr(Zk + 1)) = V-1=3cis(n(2k + 1)) =

wt(2k + 1 w2k + 1 w2k + 1
V=1 =cis <¥) = cos¥+ isen%

Exemplo: Considere a equagao x> + 7 = 0. Usando a férmula acima temos:
3+7=0=2x3=-7>x, =V7V-1
Portanto,

n(2k +1 n(2k +1
X = iﬁ(cos¥+ iseng)

; k€{0,1,2
3 ) {"}
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4.5.3
Casop >0
Sabemos que:

P b _3ac—-b*>  27a*d —9abc + 2b°
¥EAT3OSY T3y P T T 0 4T 2703

q
cos(360) = — — 2

(9

Queremos encontrar 6 € C de tal forma que cos(30) = —

el e
N———

q
——=2—-de y temos que:

()
30 = a+ fi = cos(30) = cos(a + Bi) =yi; B,y € R—{0}.
Expandindo o cosseno,

cos(a + Bi) = cos a cos(Bi) — sen a sen(fi) = yi
Usando as fungdes hiperbdlicas temos,

cos(a + i) = cosacoshfB —isenasenhff =yi
Como y € R, temos que yi é um complexo puro, logo devemos ter a parte real
nula e a parte imaginaria igual a yi. Assim,

hg=0

{ _cosacos A .=>cosa=0oucoshff =0

—isenasenhf =yi
Mas,

BER=coshf=1>0=>cosa=0=sena==1

como

14
sena

—isenasenh S =yi=senhff = —

arcsenhy = ln(y+w/y2 + 1), VyeR

43

—2—1i. Chamando
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Entao, independente da escolha que fizermos para o sena (1 ou -1), poderemos
calcular o valor de B, de tal forma que a condi¢do cos(36) = cos(a + Bi) = yi

seja satisfeita. Os valores de 6, seriam influenciados, mas as solugdes finais em
b .
x=2 /—gcos O — 5> Seriam as mesmas a menos da ordem que aparecem

quando o valor de k varia no conjunto {0,1,2}. Assim, sem perda de
generalidade, vamos adotar sen a = 1. Portanto, devemos ter:

{sena= 1
cosa =0

Fazendo a = - + 2kr, obtemos
cos(a + i) = (0) coshB —i (1) senh f = —isenhf = yi = senhff = —
= f = arcsenh(—y) = In ((—y) + m) =In (—y + \/m)
Finalmente,

30 =a+pi= —+2k7T+l ln( y+\/y2+1)

Logo, dividindo a equagao por 3 e aplicando a propriedade dos logaritmos,

temos:
T 2km 3
9k=g+T+lln _y+ﬂy2+1 ,kE{O,l,Z}
Portanto,

2k b
Xy =2i\/§COS<Z+Tﬂ+lln< —y+w/y2+1>>—£; k € {0,1,2}

Se substituirmos o valor de y em funcao de p e g chegaremos, assim como
nos outros casos trigonométricos, em férmulas algébricas equivalentes. Veremos

esse caso (p > 0) como exemplo.

De fato,
2 3 2 3
1 q Uy ¢, p
2 4 ity + VA&
p\3 b- p_ p3 p3
(§) 27 27 57 >

somando -y e extraindo a raiz cubica temos:
\/_ \/ + \/— 3\/_% B \/Z e’

substituindo no valor de x encontrado acima,

9
2

wis


DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 1512231/CA


PUC-Rio- CertificacaoDigital N° 1512231/CA

_2_\/5 7'r+2krt+_l —v b
X = 21 [z cos | = 3 iln \/5 3a
3

expandindo o cosseno,

_2_\/5 (n+2kn) . —v
X = 2L |7| cos|¢ 3 )cos| iin \/5
3

(n+2kn) » —v b
sen |z 7 )sen| iln . 3a

usando as fungdes hiperbdlicas,

—2'\F ("+2k”) A
X = 4l 3 cos 6 3 cos n

7~
- > wmild
.~

Mas, pela definicao de senh e cosh, temos:

AwET e
~EE T

e ainda,

45
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2, D
(v2 + 3)
_ p
2v 3
Logo,
n  2km (V2—§ T 2km (VZ'*‘%)\ b
X =2 3\sen<g+T) ] > +lcos<g+T) p/—g
—2v3 —2v 3
n  2km\ /p ] n  2km p b
:>xk—sen(g+T>(§—v)+Lcos<g+T)(—3—v—v)—£
mas, comow=—2—’:>—%=u,obtemos:
_ <7T+2k7'[)( )+ i (n+2kn)( ) b
X, = sen 6 3 u—v icos 6 3 u—7v 3a
R _( <n+2kn)+_ (n+2kn>)
X = sen c 3 icos c 3 u
+< <7T+2k7'[> ] (n+2kn)) b
sen G 3 icos G 3 v g
R __( (n+2kn>+_ <n+2kn)>
X, =1i|cos c 3 isen c 3 u
( (n+2kn) ] (n+2kn>) b
i|cos G 3 isen G 3 v g

pela definigdo dada anteriormente,
cis(8) = cos(0) + i sen(8) = exp(0i) = %, vO eC
sabemos que:

cis(0) = cis(—80), cis(0,)cis(6,) = cis(6,0,) e ti=cis (i g)

Assim,
m o/ 2km ] T ] T 2km b
xk=c15(z) ClS(g-l-T) u+czs(—z) Cls(—g—T) v—g:
. (n N T N an) (i ( T T an) b .
x, = | cis >+3g 3 u cis 578 3 v 3a

(2n(k+1) ) 2n(k + 1) b
X = Cis —3 u + cis - v—ﬁ;kE{O,l,Z}

46
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2m(k+1)

Como cis( ) determina todas as raizes cubicas da unidade, quando

k € {0,1,2}. Entdo, a troca de k+1 por k, ndo muda o conjunto final das
solugdes em x;, apenas altera a ordem em que as essas solu¢oes aparecem. A
fim de simplificar a formula, faremos essa substituicao. Portanto,

2Tk ] 2wk b
X = CLS(T)u+CLS<——)v——=>

o (2nk> 4 <2nk) b k(012
x =cis|—=Jutas(—=)v-o-; {0,1,2}
Assim, fazendo as substituicées de k por 0,1 e 2, temos as férmulas algébricas

demonstradas anteriormente:

by b
Xo=U+V——
0 3a
+ w? b
X =w U+ w’v——
1 3a
2 u+ b
X, =W U+ WV ——
2 3a
Ondew=cis(2?n)=—%+\/2—§iea)2=6.

~ . . . b . . .
Conclusao: A férmula trigonométrica x = 2 /—gcos Or — 5, € mais pratica

quando A< 0, chamado caso irredutivel, pois dado que

[
q° 5

p3 1
= — —< = —
A +27_0=>p<0:9k 3arccos|

‘* \ (FY)

para o caso em que |cos360| < 1.

A reciproca (p < 0 = A< 0) nem sempre é verdadeira, pois pode ocorrer
que p <0eA> 0umavez que o valor de A depende de q. Mas a contrapositiva
nos diz que p>0=A>0, entdo usamos a formula algébrica embora a

trigonométrica também funcione e expresse a solugao com argumento complexo.

Exemplo: Seja a equacéo:
x3+3x+1=0

Calculando os valores de A, u e v temos:

2 3 3 3
q 1% 1 5 3 q 1 5 1 +5
A:— _— - 1:—:} = —_—— = [— [ = —_——— —
g T g TR U=ty T ev 27 2

Como

1+V5 - 1
(p=—( - )=>(p2—(p=1=><p—1=(p 1=>u=i/(pT=% ev=>3—¢
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entéo,
. (2km . 2km o (2kmy\ 1 ) 2kmy
X = CILS (T) u+cis (— T) v =cClS (T) + cis (— T) /—(p

Substituindo os valores de k € {0,1,2}, temos:

( 1 5
x0=i/_—\/_5—0.322185
V3i 1
xy=—2—2_ —ﬂ—l Vo = 0.161092 + 1.754380i
1%X1 = % 2
V3i 1
o2 2 (V31 1/ = 0.161092 — 1.754380i
2T 2 v '

Aproximagao com 6 casas decimais exatas.

4.6
Método com raizes da unidade

Pela mesma motivacdo do caso quadratico, podemos supor as solugdes
da cubica com um formato padrdo e descobrir os valores dos termos que faltam.

Considere que as solugdes da cubica ax3 + bx? + cx + d = 0 sdo da forma:

o 21 1 3
Xk =2t owfu+twdkv; ke {0,12}ew = cis(—) =——4+—=i=>
3 3 2 2
3=1e w?’+w+1=0
Queremos obter u e v sabendo que os valores de x;, sdo as solugdes da cubica
considerada, logo satisfazem as Relag¢des de Girard. Assim,

0

o
I(x0=?1+a)°u+a)3‘°v=?1+u+v
o
xl—?1+a)1u+a)3‘1v=—+a)u+w v
o
X7 —?1+w2u+w3_2v——+w2u+wv
Da 12 relagédo de Girard para a cubica temos que:
b 04 01 ) 01 )
01=—a=x0+x1+x2=?+u+v+?+wu+w v+?+w u+ wv =

og=0tu(l+w+w?)+v(l+w?+w)=0, Yuv €C

Na 22 relacao Girard, temos:

c
Oy = — = XgX1 + XgX3 + X1X; =

Q

(oF o o (oF
oy = (—1+u+v)(?1+wu+w2v)+(?1+u+v)(?1+w2u+wv)+
(0} g
+ (?1 + wu + wzv) (?1 + w?u + a)v)
Desenvolvendo os produtos e agrupando,
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2(u +v)o
o, =u?(w?+ o+ w?)+v*(w?+ w+w3)+—( 3 !
2

2 4 g1
+ 3uvw* + 2uvw + w uv+?

considerando as substituicoes:
w+w+1=0, w*=w e w3=1
entdo, apds as simplificacbes, obtemos:

2 2 2 2
_ oi (o —9uv) _o0f =30, b*—3ac
o, = 3uv+3— 3 =S uv = 5 =5z
Finalmente, na 32 relacao de Girard:

03=—g=x0x1x2=(%+u+v)(%+a)u+wzv)(%+a)2u+wv)

Desenvolvendo os produtos por produtos notaveis,

o of o
J3=(?1+u+v)<?1—?1(u+v)+(u+v)2—3uv>

considerando as substituicoes:
W +w+1=0, w*=w e w3=1
entao, apods as simplificacoes, obtemos:

0.3

3 3 1
o3 =Uu’+v°—ouv +—
3 1 27

2
s ~ -3
substituindo uv pela expressao encontrada uv = 2—=2

oZ — 302> ol

, ha 22 relacao temos,

L sy 203 — 90,0, + 2705
9

27 27
_ (=2b® +9abc — 27a*d)
B 27a3

03=u3+v3—01<

Lembrando que

3ac — b? 2b3 —9abc + 27a%d
P="32 ¢ 17 27a3

e comparando com as expressdes encontradas, obtemos:
b? — 3ac
T 9q2
3ac — b?
3a?

(—=2b3 + 9abc — 27a%d)
- 2703

2b3 — 9abc + 27a%d
k 1= 27a3

uv =
p

Sur=—=
uv 3

p:

(40

s>ud+v3=—q

€ Como ja esperavamos,

(W + w+1)+

49
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u= |—-+
ud+v3=—q 2
= 3
w33 = _p
27 3l 4
v= |[—=

q*> |, p?
_ + —_
4 27
q? |, p3
T\ s 27

50

Finalmente, substituindo os valores de u e v encontrados, temos as solug¢des da

cubica.
]
x0=%+u+v=—%+3—%+ Ci}_z+§+3_%_ ’qu+§
x2=%+w2u+wv=—3b—a+w23_%+ QZZ_{_P_;_H;_%_ qzz-{_p_;
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5
Equacoes do 42 grau

As equacbes do 4° grau ou quarticas, tém a seguinte forma geral:
ax* + bx3+cx? +dx+e=0coma,b,c,d,e € Rconstantes,a # 0 e x € C.

A apresentagdo dos meétodos de Ferrari e Descartes, podem ser
encontrados em [7], com algumas modificacées de notacao.

5.1
Método de Ferrari

Consiste em completar quadrados duas vezes e, através de uma cubica
auxiliar, resolver a quartica solucionando duas equagdes quadraticas. Seja a
equacao:

ax* +bx3+cx?+dx+e=0

como a # 0, temos que:
b c d e
xt*+—-x3+—-x2+—-x+-=0
a a a a
Somando (ax + )? aos dois lados da equacido e agrupando os termos
semelhantes, obtemos:

xt 203+ (a? + ) x? + (208 +5) x + 2 +2 = (ax + f)?
Queremos que ambos os lados sejam quadrados perfeitos. Mas, percebemos
que, do lado esquerdo temos uma expressao do 4° grau em x que, nesse caso,

devera ser 0 quadrado de uma expressao quadratica. Assim, devemos encontrar

um valor real para k de tal forma que:

2

b c d e b
4,73 2 .°),2 bt 2.5 (2
x +ax +(a +a)x +<2aﬁ+a)x+ﬁ +a (x +2ax+k)

expandindo o trinémio ao quadrado,temos:
b 2 b b? bk
(x2 +—x+k) =xt+-x3+|—+2k|x?+—x+k?
2a a 4q? a
Utilizando a identidade dos polinémios, comparando os coeficientes de «x,
podemos construir um sistema e, a partir dele, uma equacao auxiliar do 3° grau

em k. Assim,
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2+C—b2+2k: 2_b2—4ac+8a2k

“ a 4a? @ = 4q?

peg o &P o bk—d

af a a af = 2a

2. € _ 2 2=ak2—e

B +a k= p "

b? — 4ac + 8a%k\ [ak? —e bk — d\*
=>< 4q2 )( a ) a’p (@p) <2a)

Desenvolvendo os produtos e simplificando encontramos a seguinte equagao
cubica auxiliar:

8a3k3 — 4a’c k? + 2a(bd — 4ae) k — b%e + 4ace — ad? = 0
Assim, encontramos uma cubica em k que possui pelo menos uma solugéo real,
a qual iremos adotar para descobrir os valores de a e 8, através das equagdes
do sistema acima. Sabendo a e S, poderemos encontrar os valores de x

resolvendo duas equagdes do 2° grau. De fato,

2

(x2 +2b—ax +k> = (ax + B)?

extraindo a raiz quadrada,

X2+ x e =[Gax B = lax + ] = +(ax + )

dividindo em dois casos,

242 i k—ax4p o 24 ( +b) +k-p=0
X —X = ax X —Qa — | X - =
2a 2a

2+ﬁ +k=—-ax—f= 2+( +£) +k+£=0
X 2ax = —ax X a Zax =

Resolvendo as duas equacdes quadraticas, teremos as solu¢des da equagao
quartica dada.

Exemplo: Seja a equagdo: 10x* — 26x3 + 15x%2 +4x —2 =0
Usando a cubica auxiliar:
8a3k3 — 4a’c k? + 2a(bd — 4ae) k — b%e + 4ace — ad? = 0
e substituindo os valores de a, b, ¢, d e e, temos:
8.(10)3.k3 — 4.(10)%.15.k? + 2.10.(—26.4 — 4.10.(—2)) k — (—26)*(-2) +
+4.10.15.(—2) — 1042 =0
simplificando,
8000k3 — 6000 k> — 480k —8 = 0 = 1000k3® — 750k* =60k —1=0
fazendo a substituicao k por % a fim de simplificar a equacéo, obtemos:

15
Y- ¥ —6y-1=0=2y*-15y*-12y—-2=0
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Resolvendo a equagao cubica em y temos que y = — - Iogo k= —%.

Calculando a valor de «a, usando o valor de k encontrado, temos:

b2 dac+8a2k (~26) ~41015+8.10%(~55) o

4a? B 4.102 100
Como (ax + )? = (—ax — )?, os dois valores de a produzem a mesma solugio

a? =

final. Logo, por uma questédo de escolha, tomando o valor positivo de a temos:

1 13

9 _3 _ ,_bk=d_ 26 (-55) - 4_Gﬁ—ﬂ__27_ 9

100 10 b= 2aa 2.10.3 6 60 20
10

2_
Satisfazendo também que p? = aeze ? . pois

132 1
2 —(—
ﬁz::(_ji> _ 81 ak?®-e_ 10(-55) -2 (40*‘2) 81
20 400 a 10 10 "~ 400
Assim, compondo as equagbes quadraticas com os valores encontrados e

simplificando, temos:

2+< +b) Fk—B=0mx?—oxil=0
X a 2ax B = x 5x =

2+( +b) +k+ 0= x? ! 0
— = X —x—==
X a 2ax B >

Resolvendo as equagbes do 2° grau, encontramos:

( 1 143

2 _y——=0ox=

X X 2 X 2

2 8 +2—0:> —4i\/€
¥ T5* 5TV T T

Portando, o conjunto solugéo da equagéao quartica sera:

1+vV3 1-vV3 4+V6 4—6
e

Seguem abaixo, os graficos de f(x) = 10x* — 26x3 + 15x2 + 4x — 2 e das

funcdes auxiliares p1(x) = x% — x —%e p2(x) = x? — gx + %
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1.5 4

0.5 4
z, 0 z, Z42,
-0.5 0 0.5 1 1.5
_0.5 -

-1.5

Figura 5.1.a.: Gréfico da fungédo f(x) = 10x* — 26x3 + 15x2 + 4x — 2

024

o2l 0 22 5 P4
-04 -0.2 0 0.2 04 0.6 08 1 1.2 14 16

-0.2 4

<04

-0.6

-0.8 4

Figura 5.1.b.:p1(x) = x? — x —% (em baixo); p2(x) = x2 —gx +§ (em cima)

5.2
Método de Descartes

Consiste em fatorar o polindmio do 4° grau em dois polinbmios
quadraticos e, a partir de uma equagao auxiliar do 6° grau redutivel ao 3¢,
resolvé-los. Desta forma, compomos o conjunto solugédo da quartica.
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Seja a equagéo:
ax* +bx3+cx?+dx+e=0;a+0
e~ b 7 ~
fazendo a substituicdo x =y — 0 podemos transforma-la em uma equacao

incompleta do tipo:
y*+py*+qy+7r=0

De fato,
4 3 2

b b b b
aly—ga) +plr-g0) +elr—g5) +aly-gg)+e=0
desenvolvendo as poténcias, dividindo por a, simplificando e ordenando em vy,
podemos escrever,

iy (8ac — 3b?) N (8a%d — 4abc + b3)

y 8a? y* 8a3 y
N 256a3e — 64a’bd + 16ab?c — 3b* 0o
256a*
yr+py?+qy+r=0
comparando as equacdes, obtemos:

(8ac — 3b?) (8a%d — 4abc + b3)
P="gz 17 8a3 ’

256a3e — 64a’bd + 16ab?c — 3b*
"= 256a* '

Como a equagéo y* + py? + qy + r = 0 ndo possui o termo do 32 grau, podemos
escrevé-la da seguinte forma:
yi+py?P+aqy+r=Q0*+ky+D? —ky+m)
Expandindo os produtos e reduzindo os termos semelhantes, temos:
yir+py?+qy+r=y*+(m+1-k?»y> +k(m—-Dy+Im
Utilizando a identidade dos polinémios, construimos um sistema e, a partir dele,
uma equacao auxiliar do 62 grau em k redutivel ao 32 grau em k2.
De fato,
m+l—k?=p=>m+1l=p+k?
k(m—l)=q:>m—l=%
ml=r
somando e subtraindo as duas primeiras equacdes do sistema, obtemos:

m=%(p+k2+z)

k
l=%(p+k2—%)

substituindo os valores encontrados de [ e m na 32 equagao do sistema, temos:
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r=ml=(p+k;+%)(p+kzz_%)=>4r=(P+k2)2——2

simplificando e ordenando em k, temos:
k® + 2pk* + (p2 —4n)k? —q? =0 >
(k)3 +2p (k»)? + (p? —41r)k? —q?> =0

Que é uma cubica em k2.

56

Quando se conhece um valor para k, conhecemos os valores de [ e m.

Consequentemente, resolvendo as equagbes quadraticas provenientes da

fatoracéo,

{ yi+ky+1=0
y —ky+m=0

~ P e~ b
encontramos as solugdes da quartica fazendo a substituicdo: x =y — —.

4a

Exemplo: Seja a equagéo:
x*—12x3+52x>-88x+36=0
Calculando os valores de p, q e r, temos:
(8ac — 3b?) (8a%d — 4abc + b?)
p= 8a? A 8a3 -
_ 256a%e — 64a’bd + 16ab®c — 3b*
256a*
Usando a equacao auxiliar em k, obtemos:
k6 + 2pk* + (p? —4r)k? —q?> =0 => k® — 4k* + 16k? —64 =0 >
(k?)3 — 4(k?)2 + 16k2 —64 =0

-3

r

Resolvendo a clbica em k? por algum método anterior ou testando as possiveis

solugbes racionais, encontramos k* = 4 como solugdo real. Os dois valores

possiveis para k produzem a mesma solucéao final, pois as expressdes de m e [

diferem apenas pelo sinal de k. Assim, o valor do produto: ml ndo se altera,

qualquer que seja a escolha feita para k. Tomando o valor positivo para k, temos

k = 2. Entao,
1 o 1 8 2
= — 2_)=_(=- —_— ) === —
z 2(p+k k) 2( 2+ 4 2) = =1
1 o 1 8\ 6
—_ — 2 —_ ) == — —_— ) ===
m—z(p+k +k) 2( 2+4+2) =3

substituindo no polindmio fatorado, obtemos

yi+tpy Pty +r=0*+ky+ DG —ky+m) =

v —2y?+8y—-3=(*+2y-DO* -2y +3)
resolvendo as equagdes quadraticas resultantes da fatoragao:
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{y2+2y—1=0:>y=—1iﬁ
y2 —2y+3=0=y=1+2i

calculando os valores de x, temos:

57

b
x=y——=y+3>x€{2+V2,4+2i}

4q

Portando, o conjunto solugéo da quartica x* — 12x3 + 52x2 — 88x + 36 = 0 sera:

{2++2,2-V2,4+V2i,4 - 2i}

-104

—-124

—-14 4

Figura 5.2.: Gréfico da fungéo f(x) = x* — 12x3 + 52x? — 88x + 36

5.3
Método de Euler/Tamn

A Revista do Professor de Matematica [8], apresenta uma demonstragao

feita pelo matematico Carlos Gustavo Tamn (Gugu) e que foi essencialmente o

mesmo método empregado por Euler. A ideia baseia-se em compor uma cubica

auxiliar através das fungdes simétricas elementares e supor que a solugdo da

quartica € uma expressao simétrica nas raizes dessa cubica. Considere a

equagao cubica:

z3—01z2+0,z—03=0
de solugdes z;,z, e z3 .
Sabemos que:

0'1 = Zl + ZZ + Zg
0-2 = 2122 + 2123 + 2223
03 = 212373

Suponha que a solugao de uma quartica seja a seguinte expressao simétrica em

funcéo das solugdes da cubica acima:
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y =A% +z
Elevando ao quadrado,

y:i =121+ 2y + 23+ 2(\J21\[2; + \[21\[23 + \[23\[23)
substituindo z; + z, + z; por o, e isolando a expressao z;z; + \/z,z3 + /2,23,
podemos elevar ao quadrado novamente. Assim,

y2 =01+ 2(Jz125 + 7123 + \[2523) =

2
2 (y®’-o
(\/ZIZZ + \/ZIZ3 + \/2223) - < 2 1) =

212y + 2123 + 2523 + 2(\[21253[ 2123 + \[21 29[ 2323 + \[2,23\[2,25)
y*— 201y + of
- 4
fatorando convenientemente, podemos substituir z,z, + z;z5 + 2,25 POr 0,, 212,73

pOr o3 € v/z; +/Z; + ,/z3 por y. De fato,

4 —20,y% + o}

0+ 2T a2 (71 + 7+ \[7) =

y*—201y* + of
4

o, + 2,03y =
simplificando, temos:

y*—20,y* +0f —4(0, +2Jo3y) = 0=

y4—201y2—8\/a—3y+012 —40,=0 (1)
Seja a equagao:

ax* +bx3+cx?+dx+e=0;a+0
fazendo a substituicdo x =y — 4% podemos transforma-la em uma equacao

incompleta do tipo:
yi+py?+qy+r=0 (2)

tal que,
_ (8ac—3b*)  (8a’d —4abc +b?)
p= 8a? » 4= 8a3 ’
_ 256a%e — 64a’bd + 16ab®c — 3b*
r= 2564+ '
Comparando (1) e (2), temos que:
(0'1 = _B
—20,=p q22
—8{o3=q =103 = o1

2 _ 45—
of —4o; =7 l ol —r p?—4r
0-2 = =

4 16
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Logo, podemos compor uma cuUbica auxiliar z3 —o,z% + 0,z — 03 =0 cujas
solugdes sdo z4,z, e z3. Assim,

2
p p®—4r q
3 T 2 —— =90
Z+22 +< 16 >Z )

Achando os valores de z;, z, e z3, teremos y = \/z; +/z; + /25 solugéo de (2) e
X=y— 4% solucdo de ax* + bx3 + cx? +dx + e = 0. Para encontrar todas as
solugdes basta considerar que cada raiz quadrada admite dois valores

complexos e que a equagao /z11/z3./z3 = —% nos fornece um unico valor para

\/2—3 tendo escolhido os valores de /z; e v/z,. Assim, pelas possibilidades de

combinacgdes temos 2.2.1 = 4 casos, que darao todas as solucgoes.

Exemplo: Seja a equagao x* + 12x3 + 34x2% — 44x — 207 = 0
Calculando os valores de p,q e r, temos:
(8ac — 3b?) (8a%d — 4abc + b?)
p _—M————— — —

—20, -32,
8a? 20, q 8a3
3 256a3e — 64a?bd + 16ab*c — 3b* _ 1
r= 256a* -

originando a seguinte quartica incompleta:
y*—20y?-32y—12=0
e a equacao cubica auxiliar sera:

2 _ Ar 2
z3+§z2+<p — >Z—z—4=0=>z3—1022+282—16=0
Resolvendo essa cubica por algum método anteriormente apresentado, teremos:

Zl=4' Zz=3+\/§, Z3=3_\/§ .
Assim, lembrando que

q
=—=>=4>0

Va7 =~
escolhemos os sinais das raizes convenientemente. E finalmente, como

y =t + 7 + 7

obtemos:

3’1=2+\/3+\/§+\/3—\/§, J’2=2—\/3+\/§—\/3—\/§,

y3=_2_\/3+‘/§+\/3—\/§. V= —2+\/3+\/§_\/3_\/§_

b
Calculando os valores de x talque x =y — e = Y — 3, temos que:

x1=—1+\/3+\/§+\/3—\/§, x2=—1—\/3+\/§—\/3—\/§,


DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 1512231/CA


PUC-Rio- CertificacaoDigital N° 1512231/CA

60

x3=—5—\/3+\/§+\/3—\/§, X, = —5+J3+V§—J3—V§.

Note ainda que, por radicais duplos, podemos escrever:

/ 5 1 V10 V2
3i\/§=\/;i\/;=7i7

logo,
x; =—=1+V10, x, = —1-+10, x3=-5-+2, x, = —5+2.
Portando, o conjunto solugdo da quartica sera:

{-1++10,-1-v10,-5-v2,-5+ 2}

5.4
Método através de problema auxiliar

ay+p

2
yTa) =k,coma,B,keyeCy+aea=0, pode ser

A equagdo y? + (

transformada em uma familia de equacdes do 4° grau bem especificas, onde os
coeficientes de y obedecem uma certa lei. Mas o problema pode ser
generalizado através de uma substituicao de variaveis pelo Polinbmio de Taylor.
Em casos anteriores, utilizamos esse artificio para sumir com o termo de grau
(n — 1) de uma equagao, mas desta vez, usaremos a variavel auxiliar (calculada
através de uma cubica) para que o polinbmio transformado obedega a lei do
problema especifico.
Dessa forma, o problema de se resolver uma quartica do tipo
x*+pxd+qx?+rx+s=0

sera equivalente ao de resolver

+ 2
y2+<ay ﬁ) =k
y—a

que sera feito por outro artificio, motivado inicialmente por trigonometria e por
equacoes quadraticas. De fato, seja a equagéao:

x*+pxd+qxP+rx+s=0
e fazendo a transformacdo x =y + h, podemos desenvolvé-la através do

Polinémio de Taylor. Considerando f(x) = x* + px3 + qx? + rx + s, temos:

4 ®M)(x — D < ®) ()
Foo = foam =y LB S T

k=0 k=0
' L, fm o, YR,
g YVt T Vit v

f+h)=fh)+f(Ry+
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f(y+h) =h*+ph®+qh?+rh+s+ (4h3 + 3ph? + 2qh + 1)y +
+(6h% + 3ph + q)y? + (4h + p)y3 + y*
Seja a equacéo:

2
v + (L) =k Sy (5 - @) + (ay +B)* = k(y — @)?

simplificando e ordenando nas poténcias crescentes de y, temos
B? — a’k + Qak + 2a)y + (=k + 2a?)y? = 2ay® +y* =0
Comparando essa equacao com f(y + h) = 0, temos:
(1) 4h+p=—-2a
(2) 6h% +3ph + q = —k + 2a?
(3) 4h3 + 3ph? + 2qh + 1 = 2ak + 2Pa
(4) h* + ph® + qh?> + rh+ s = f? — a?k

61

Isolando @ em (1) e substituindo em (2), (3) e (4); depois encontrando k em

(2) e substituindo em (3) e (4); depois achando § em (3) e substituindo em (4),

temos:
p + 4h —2q + p? + 2hp + 4h?
a=— ) k = ’
2 2
2r — 2pq — 4hq + p® + 6hp? + 18h%p + 24h3
- 2(p + 4h) ’

e a equacgao cubica em h:

3p*
(8r —4pq + %) B (165 — 10pr — 4q® + 7p%q — T) -
(p + 4h)? (p + 4h)?
3p°
(—8ps + (5p% — 4q)r + 4pq* — 4p3q + T)
h—
* (p + 4h)?
4 6
pis — 1?2 + 2pqr — p3r —p?q? + _3p4 q_ %
_ =0
(p + 4h)?
Mas, por hipétese
p +4h p

a= ¢O:~p+4h¢0=>h¢—1

2
logo, simplificando teremos a equagao auxiliar:

3 4
(8r — 4pq + p*)h3 — <16s — 10pr — 4q* + 7p?q — %) h% +

3 5
+ <—8ps + (5p% — 4q)r + 4pq® — 4p3q + %) h—p?s+712—=2pqr +p3r+

+p2q2 _

4 6
3p°q %:o D

+
4
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que sera do 3 grau, no caso em que

.3
8r—4pq+p3¢0:>r¢4mTp.

Logo, existe h real satisfazendo (x) e desse modo, podemos encontrar os

4pq-p3

valores de a,B e k. Mas, se r = .

entao (x) fica reduzia a

(p + 4h)?(64s — 16> + 8p?q — p*)

=0
8
como p + 4h # 0, para satisfazer a equagao independente de h, devemos ter:
oo da—p*)’
64

que é justamente o valor que devemos somar a equagao quartica para completar
. _ 4pq-p° . = -

0 quadrado para esse caso especial (r = — ) Assim, a equagao quartica

original ficara resolvida da seguinte forma:

4 a3
x4+px3+qx2+rx+s=0=>x4+px3+qx2+%x=—s

4q-p?)°
Somando o valor %

encontrado acima aos dois lados da equacao, teremos:

dpq —p®  (49—p?)* (49 —p?)*
X+ = —-S
8 64 64
observe que o primeiro lado € um quadrado perfeito,

2
<x2+p 4q—p2> _(4q-p°)*

x* 4+ px3 4+ qx? +

- =
X+ ) N

2 8
(8x? + 4px + 4q — p*)* = (49 — p?)? — 64
extraindo a raiz quadrada,

8x2 + 4px + 4q — p? = +./(4q — p?)? — 64s

multiplicando por dois e completando o quadrado, obtemos:

(4x + p)? = 3p% — 8q + 2,/(4q — p?)? — 64s

extraindo a raiz quadrada e isolando o x, temos

-pt J3P2 —8q £2/(4q — p?)? — 64s
4

-+ (—1)m.J3p2 —8q + (—1)™.2/(4q — p?)2 — 64s
X = 2 ; myn € {0,1}

Exemplo: Seja a equagdo: x* —4x3 +5x2 - 2x -6 =0
Verificamos que ndo existe a cubica auxiliar, uma vez que
(Br—4pq+p3)=-16+80—64=0
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. . 4pq-p3
Portando, usando a formula para o caso especial em que r=-T e

simplificando, temos:

-p+ (—1)m.J3p2 —8q + (—1)™.2/(4q — p?)2 — 64s
X = =

4
LA (-1)™/40(-D)" + 8

4
Como m,n € {0,1}, fazendo as substituicdes teremos o conjunto solugao:

{1++3, 1-+3, 1+2i, 1-+2i}

Voltando ao caso em que
8r — 4pq + p3 ¢0:>r¢4pq’+ps.
teremos uma cubica auxiliar e poderemos encontrar h,a, 8 e k.
A seguir, apresentaremos uma ideia para resolver o problema auxiliar

2 ay+pf 2 _ . ,
ye+ (_y—a) = k, que motivou o método.

Fazendo t = ?’%f, temos que

yi+ti=k

yvt—at=ay+pB=>yt—L=a(ly+t)
elevando ao quadrado e fazendo a substituicdo k = y? + t2, temos:
(yt)? = 2B(yt) + B% = a?(y? + t? + 2yt) = a?(k + 2yt)
ordenando em yt, obtemos
)? —2(a® + B)(yt) + % —a’k =0
logo, o valor de yt sera dado por:

yt=a’+ptaja?+28+k

. +
e assim, como t = “;'Tf, temos que

ay +
yt=y< 4 ﬁ)=a2+ﬁiaw/a2+2b’+k:>

y—a
ay2+,8y=(a2+,8ia\/W)(y—a)

simplificando e ordenando em y, temos:

ayz—(aziaw/az+2,8+k)y+a(a2+,Biaw/a2+2,8+k)=0

como a # 0, temos que:

yz—(ai a2+2ﬁ+k)y+(a2+ﬂia\/m>:0
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isto é,

yz—(a+ ocz+2ﬁ+k)y+(oc2+,B+a\/a2+23+k) =0
yz—(a—\/az+2ﬁ+k)y+(oc2+,B—a\/a2+23+k) =0
Resolvendo essas equagdes em y, podemos encontrar os valores de x = y + h.
Portanto, considerando os possiveis sinais das raizes quadradas, obtemos:

a+ (D" Ja2+2B8+k
X = +

2

(—1)m.Jk - 2(a2 + B+ (DM aaZ + 26 + k)

2

+ +h

comm,n € {0,1}.

Exemplo: Seja a equagdo x* — 10x3 + 35x2 — 62x + 45 =0
Usando a cubica auxiliar () encontramos:

—96h3 + 880h? — 2720h + 2944 = —16(h — 4)(6h? — 31h + 46)
Tomando a solucéo real h = 4, obtemos:

6h® — 45h% + 115h — 106

a=5-2h=-3, f=— e

k=2h*—-10h+15=7
Substituindo os valores de h,a, B e k na féormula

a+ (D" Ja?+28+k
x = +

2

(—1)m.\/k — 2(a2 +L+ (D" aa?+2p + k)

h
> +

+

e simplificando, temos:

‘= —D)"y12(-D)"+1+2(-D" +5
= 5 ;

m,n € {0,1}

Finalmente, substituindo os possiveis valores de m e n, obtemos:

E{7+\/13 7—+13 3+ V11 3—\/11i}
x
2 2 7 2 ' 2

5.5
Discussao das solucoes do 42 grau
Como vimos, o problema de encontrarmos as solugdes de uma equacao

quartica é equivalente ao de resolvermos duas equacgdes quadraticas (por
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Ferrari, por exemplo). Logo, poderemos aplicar a classificacdo vista para o caso
do 2° grau quanto a natureza das solugdes, no discriminante de cada uma das
equacoes quadraticas originadas. Revelando que, em uma equagcdo com
coeficientes reais, as solugbes nao reais s6 podem estar presentes em pares
conjugados. Na verdade, isso vale para todo grau n de um polindmio com
coeficientes reais.
De fato, considere o polinémio

P(x) = apx™+ apn_x" 1+ -+ax+ag; a, #0ea; ER Vi €{0,1,..,n}
e 0s numeros complexos

z=a+bi, Z=a—bi ;a,beER e b+0
temos que,

P(z)=0=>P(2)=0
pois, usando as propriedades dos nimeros complexos, obtemos

P(2) =a,z2"+an 12"+ +a;Z2+ay >

P(2) =@pz" + @pogz" T4+ Wz + Ty =

P(z) =apz"+an_1z" 1+ -4+ ay;z+ay = P(z)

portanto,

Pz)=0=>P(E)=P()=0=0

Assim, analisando os discriminantes das duas equagbes quadraticas
resultantes e a paridade das raizes complexas, uma equagao quartica tera:

¢ 4 solugdes reais, sendo distintas ou nao.

¢ 2 soluches reais e 2 complexas conjugadas, sendo as reais distintas ou

e 4 solugcbes complexas conjugadas, distintas ou nao.
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Equacoes de graun > 5

As equagdes polinomiais de grau n, com n natural maior que ou igual a 5,
tém a seguinte forma geral:

A X" + Ay XVt @y Xt ax? tagx+ag =0
coma; ER,Vi€{0,1,2,..,n},a,#0e xeC.

De acordo com o Teorema de Abel-Ruffini e uma consequéncia do
Teorema de Galois, para um polindmio de grau maior que ou igual a 5, é
impossivel estabelecer uma férmula geral que expressa as solugdes por radicais,
isto €, uma férmula ou algoritmo que, como nos casos anteriores, seja uma
fungdo de operagOes elementares (soma, subtragdo, multiplicagéo, divisdo,
poténcia ou extragdo de raizes) nos coeficientes do polindbmio e exprima uma
solugdo. Nao significa que nado existem equag¢des que admitam solugcao por
radicais, mas que existem equag¢des que ndo admitem e, consequentemente,
nao existira férmula geral baseada nos coeficientes do polindmio.

A teoria proposta por Galois nos fornece meios para identificar se um
dado polindmio €, ou n&o, sollvel por radicais. Isto é, se existe uma férmula
baseada nos coeficientes do polinémio que nos dé as solugdes. Desta forma, um
dado polindmio admitira solugdo por radicais caso o grupo de Galois associado
ao polinbmio seja um grupo soluvel. O embasamento teérico sobre grupos,
corpos e Teoria de Galois necessarios para tal discussdo, podem ser
encontrados em [9], além de varios algoritmos.

Apresentaremos agora métodos e ideias para solucionar algumas
equacoes algébricas especificas (sujeitas a condigdes), as quais chamaremos
de casos especiais.

6.1
Raizes racionais

Dada uma funcao polinomial de coeficientes inteiros, podemos testar as
possiveis raizes racionais usando o dispositivo pratico de Briot-Ruffini até

encontrarmos todas as solug¢des ou reduzirmos o grau do polindmio.

Proposicao: Considere o polindmio
P(x) =ax"+ap_1x" 1+ -+ax+ag a,+0ea; €Z, Vi€e{01,..,n}
temos que
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(P()=0: pa e emdcr.a = 1) = plag e gla

Demonstracao: De fato, caso :—’ seja uma possivel raiz racional da funcao

polinomial P(x), teremos:

1% p n p n—1 p
q "\q o q ! q °

multiplicando por g™ # 0 e simplificando, temos

anp" + an_1p"Nq + o+ a1pq" T +agq" = 0
fatorando convenientemente q, temos

q(an-1p™ " + -+ apq"? + agq" ) = —ayp™
dividindo por q # 0,

n
n-1 _ np

An-1P™ "t + o+ apq"? + agg €Z = qla,p" = qla,

pois

(g.p)=(@p")=1=>qtp™
Por outro lado, fatorando p, obtemos

p(@np™ ™ + an_1p" P + -+ a1q") = —aoq”
e dividindo por p # 0,

n

aoq

anpn_l + an—1pn_2q + ot alqn_l =~ €Z= plaoqn = plao

pois
®qa)=m@q)=1=>ptq"

Assim, as possiveis raizes racionais sao da forma

p
x=5 onde play, e qlay,

Exemplo: Seja P(x) = 4x3 — 18x% + 20x — 6
Calculando os divisores de a,, = 4 € a, = —6, temos

D(-6) = {*1,+2,+3,+6}
{ D(4) = {+1,+2,+4}

portanto, os possiveis valores de :—’ sao tais que:

D 1 3 1 3
—€ {illizji3ji6li_Ji_Ji_J+_}
q 272 74
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Testando as raizes pelo algoritmo de Briot-Ruffini, temos que escrever os
coeficientes da funcéo polinomial na 12 linha e a possivel raiz (r) na 12 coluna.
Escrevemos na 22 linha o 12 coeficiente, multiplicamos por r € somamos o
resultado com o préximo coeficiente. Escrevemos na 22 linha o resultado,
multiplicamos por r e somamos o resultado com o proximo coeficiente.
Procedemos assim até o ultimo coeficiente. O resultado final sera o resto da
divisdo de P(x) por x —r e 0 quociente dessa divisao aparece na 22 linha antes
do resto. Assim, usando o método e escrevendo apenas as que deram resto

zero temos:
4 -18 20 -6
1 4 -14 6 0
3 4 -2 0 0
0,5 4 0 0 0
Note que:

4x3 —18x2? + 20x — 6 = x(x(4x — 18) + 20) — 6
Isso faz com que o algoritmo seja computacionalmente mais rapido do que
simplesmente trocar a possivel raiz em P(x). Apds testar uma raiz r, podemos
usar o quociente da divisdo de P(x) por (x — r) para encontrar as raizes

restantes se temos uma férmula para o caso.

4 -18 20 -6
1 4 -14 6 0
Nessa parte do algoritmo percebemos que 1 € uma raiz e tomando os

coeficientes da linha de baixo, podemos compor equagdo do 2° grau com as
outras duas raizes que faltam. De fato,

7+5 1
4x2—14x+6=0:2x2—7x+3=0=>x=T=30u§
Assim, as raizes de P(x) = 4x3 — 18x? + 20x — 6 formam o conjunto solugio
dado por
&9
2I )
6.2

Equacoes Reciprocas
Uma equacao é dita reciproca quando as solugbes sao, duas a duas, de
valores absolutos reciprocos ou inversos com a mesma multiplicidade. Podemos

reconhecer uma equagao reciproca quando os termos equidistantes dos


DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 1512231/CA


PUC-Rio- CertificacaoDigital N° 1512231/CA

69

extremos sao iguais ou sao simétricos. Equacdes reciprocas de 12 espécie sao
~ s 1
aquelas que ndo se alteram quando substituimos x por e

Exemplo: Seja P(x) = ax® + bx® + cx* + dx3 + cx? + bx + a. Logo,
5 4 3 2

1 1\° 1 1 1 1 1
P(L)=c(s) +b(5) +c(5) +a(5) +e(5) +b(;)+a=
x x x x x x x
1
x6.P(;)=a+bx+cx2+dx3+cx4+bx5+ax6=P(x)

, . ~ ~ o 1
E de 22 espécie sdo aquelas que nao se alteram quando substituimos x por — =

Exemplo: Seja P(x) = ax* + bx3 + cx? — bx + a. Logo,

1 1\* 1\° 1\° 1
(Y=o o) e e (D
X X X X X
1
x4.P(—;)=a—bx+cx2+bx3+ax4=P(x)
Temos ainda que:

r=—>=>r=41 e r=—— =>r=+4i
T T

Logo, os numeros 1 e -1 sdo iguais aos seus inversos; 0s numeros i € —i séo
iguais aos seus inversos simétricos. Portanto, para resolver uma equacgao
reciproca devemos retirar todas as solugdes iguais a +1 ou + i, reduzindo-a pelo
algoritmo de Briot-Ruffini até chegarmos a uma equagéao reciproca de grau par e
termo central ndo nulo. Em seguida, devemos aplicar o seguinte artificio:
o . n
¢ Dividir a equagéo por xz.
., . 1 1
e Fazer a mudanca de variaveis: x + —=youx——=y. Usaremos, para

isso, férmulas de recorréncia.
e Resolver a equagéao transformada em y.

e Resolver a equagédo em x, através da equagao usada na transformagao.

6.2.1
Substituicao y = x +%
Considere as Somas de Newton a duas variaveis
— n 1
Sp=x"+ e ,nE€N

e as funcdes simétricas

B +1_ B 1_1
o=xt_=ye op=x_=1

Sabemos que S,, obedece a recorréncia

Sp = 018p-1 — 025,
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Assim,
1
Sn=x"+—=<x+—>(x”‘1+ n_1>—(x"_2+ n_2> YSn-1=Sn-2 =
Swm a4 =y (0 ) = (3 ) a2
logo,
— +0 1 — — 1 1 — 1_
So—x +F—2, Sl—x +F—x+;—y,
2 1 2
52=x +F=y51_50=y _2
3 1 2 3
S3=x +;=y52—51=y(y —2)—y=y>—3y

1
Sa= x5 =y85 =5 =y’ =3 -0 -2 =y —4y* +2

1
Ss=x"+—5=yS4=S3 =y(* —4y* +2) = (® = 3y) =y° = 5y* + 5y

1
Se =x°+ 5 =ySs = Sa =y(r°* = 5y° +5y) — (" —4y* +2)

=y®—6y*+9y2 -2
E assim por diante. Resolvendo a recorréncia:

1
Sn=y5n_1—sn_2;SO=2 e 51=x+;=y

temos
2 yEy*—4
Sn=YSn-1 +Sp2 =02 P —yl+1=0=1="—""—">
y+yE—4\ y—Jy2— 4\
Sp=cAt+ ) = — +cy —
mas
ci+c, =2
{S°=2:> s 2_4 >c=c=1
— y y —_— 1: 2:
S1=Y E(C1+Cz)+ 5 (c1—c)=y
portanto,
n n
O A ) I o )
Sn=x +x—n= o
6.2.2
Substituicao y = x —%
Para esse caso teremos que considerar:
L. 1 1
S, =x +(_x)n,nEN,01—x———y,az—x._—x——l,
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E ainda,

Sp = 018p-1 — 025, 2 =

Spmxt b = (x L) (et e ) (x
O I ZA N G VA SN Co L
=ySp-1+Sp2 >
n — n-1 1 n-2 1
x +<—x)n_y(x to x)n—1)+(x + x)n—Z) inz2
logo,
S 04 1 2, S 14 !
=x =2, =x =x——=y,
0 (—x)° : —0)? x 7
2 1 2
52=x +(_x)2=y51 +SO=y +2

1
S3=x° =5 =yS, + 5 =y  +2) +y =y’ +3y

4 1 3 2 4 2
x +F=y53+52=y(y +3)+ W +2)=y*+4y° - +2

e
I

1
55=x5—F=yS4+S3=y(y4+4y2+2)+(y3+3y)=y5+5y3+5y

1
56=x6+F=y55 + S, =y(°+5y3+5y) + (y* +4y? + 2)

=y®+6y*+9y2+2
E assim por diante. Resolvendo a recorréncia:

1
Sn=ySn_1+Sn_2; 50=2 e Sl=x_;=y

temos
ty*+4
Sn—ySn_l—Sn_2=O=>AZ—yA—1=o:1=%
n n
+.Jy2+4 —Jv2 +4
Sp=cAl + el = (_y 31 ) +c, (y—;] )
mas
S 2 C1+C2=2
O=
—yv )Y Jyrt+4 Sc=c=1
{Sl_y E(C1+C2)+T(C1_C2)=y
portanto,
n n
1 (y+hrEe) +(y- e
Sn=x +(—x)n: o
6.2.3

Método e exemplos
Exemplo 1: Seja a equacéao

71
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6x7 —29x° + 21x° + 56x* — 56x3 — 21x%2 +29x — 6 =0
Percebemos pela simetria existente, onde os termos equidistantes dos extremos
sdo opostos, que uma solugdo deve ser 1. Utilizando o dispositivo de Briot-
Ruffini e testando todas possiveis solugdes iguais a 1 e -1 temos:

6 |-29 | 21 | 56 | -56 | -21 | 29 | -6
1 6 |-23| -2 | 54 | -2 |-23 | 6 0
-1 6 | -29 | 27 | 27 | -29 | 6 0

-1 6 -35 | 62 | -35 6 0
Ficando reduzida a uma equacgao do 4° grau

6x* —35x3 +62x2—-35x+6=0

Dividindo por x2, teremos

35 6
6x2—35x+62——+—2=0
X X

reagrupando e fazendo a substituicdo de x + % por y temos

1 1
6(x2+ﬁ)—35(x+;)+62=0=>6(y2—2)—35Y+62=0=>

6y? —35y+50=0
resolvendo a equacao transformada em y, obtemos

_ 10 _ 5
V1= 3 ou y; = 2
Usando a equacao de transformacéo: y = x +§ , podemos calcular os valores de

x resolvendo cada uma das equac6es quadraticas resultantes.

1 10 1
X+—=— 3x2 —10x+3=0=>x =3 ou -
X 3 N 3
1 5 ) 1
X+—== 2x*—5x+2=0>x=2o0u —
X 2 2

Portanto, o conjunto solugdo da equacao original de grau 7 sera:
X € {—1,—1, 1, 3121}
372
Exemplo 2: Seja e equacao
28x% — 297x7 + 664x° 4+ 297x> + 297x3 — 664x% — 297x — 28 = 0
Percebemos que os termos equidistantes dos extremos s&o iguais ou opostos,

dependendo da paridade dos expoentes de x. Testando as possiveis solugoes:
-1, 1, i e =i por Briot-Ruffini e reduzindo o polindbmio, temos:

28| -297 664 297 0 297 |-664 | -297 | -28
1(28| -269 395 692 692 |989(325| 28 | O
-128| -297 692 0 692 |297| 28 | O

i |28 28i-297 | 664-297i | 664i+297 | 297i+28 | 28i | 0
-i 28| -297 664 297 28 0
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Chegando a uma equacao de grau par com termo central nao nulo:
28x* —297x3 + 664x% +297x +28 =0

Dividindo por x2, teremos

297 28
28x2 —297x+664+—+—5=0
x x

reagrupando e fazendo a substituicdo de x — i por y temos

1 1
28<x2+F>—297(x—;)+664=0:>28(y2+2)—297(y)+664=0:>

28y2 — 297y +720 =0
resolvendo a equacao transformada em y, obtemos

_ 48 _ 15
V1= 7 ou y; = 7
~ ~ 1
usando a equagao de transformagéo: y = x — = podemos calcular os valores de

x resolvendo cada uma das equacgdes quadraticas resultantes.

1 48 1
X——=— 7x2 —48x —7=0=>x=70u——
X 7 = 7
1 15 ) 1
X——=— 4x* —15x—4=0=>x=4ou——
X 4 4

Portanto, o conjunto solugédo da equagéao original de grau 8 sera:

E{l 1,i,—1,7 14 1}
X )] L L7, 7;! 4

6.3
Equacdes Bindmias
As equaches binbmias tém a seguinte forma geral ax™ + b = 0com

a,b € R constantes com a # 0 e x € C. Dada a equagéo
b
ax"+b=0 :>xn=—;
como o médulo de um complexo na forma polar € um ndmero positivo, devemos

. . . b
considerar os sinais de -

6.3.1
Caso RN
a

Para esse caso teremos

b b
XM= ——= —a(cos 2km + isen 2km) = x" = —aCiS(ZkT[) =
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n|l b 2k
X = ’—Ecis(Tn); ke{012,..,n—-1}

Como uma equagéo do grau n admite n solugdes, basta tomar os valores de k
em {0,1,2,...,n —1}.

Exemplo: Considere a equagdo mx> —e = 0
Usando a férmula:

I (an)—s\/? : <2kn)- k € {0,1,2,3,4
X = Jos(— )= Jzes\= ) {0,1,2,3,4}

substituindo os valores de k, temos

) ) )

1 )

e%cis(O) e%cis (2?”) escis (?n)
5 T ;

eseis () eveis ()| _
1 1
s ms

1 1
5 s

x € {0.971468, + 0.300200 + 0.923921i,+0.300200 — 0.923921i,
—0.785934 + 0.571015i,—0.785934 — 0.571015i }

Truncamento na 62 casa decimal.

-05 4

-154

-2.5 1

Figura 6.1.a.: Gréfico da fungéo f(x) = nx° —e.
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06

04

Figura 6.1.b.: Pentagono regular inscrito formado no Plano Argand-Gauss pelas raizes

complexas da fungéo f(x) = mx® —e.

6.3.2
b
Caso —-=0
a
Esse caso sé admite a solugéo trivial x = 0, uma vez que

n

b
X =—E=O=>x='{/6=0, vn eN

6.3.3
Caso by
a

b b .
Para esse caso temos que —-< 0= -> 0, e ainda

b b b ) b
x" = —o=c (-1 = a(cos(n + 2km) + isen (m + 2krt)) = aas(n + 2km) =

(b T+ 2km
P
a n

Exemplo : Seja a equagdo mx° + e = 0

Aplicando a férmula encontrada acima, temos

nlb w4+ 2kn sfe | (m+ 2kn
X, = |—=cis (—) = [—cis (—), k €{0,1,2,4}
a n s 5

Substituindo os valores de k, obtemos:
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)

I m 1. /3r oy 1. T
o (8) his(8) chsey s () et ()| _
1 ’ 1 1 1
5 s s s
x € {0.785934 + 0.571015i,—0.300200 + 0.923921i,—0.971468,
—0.300200 — 0.923921i,+0.785934 — 0.571015i}

Truncamento na 62 casa decimal.

T
~]’l 0 1

Figura 6.2.b.: Pentagono regular inscrito formado no Plano Argand-Gauss pelas raizes

complexas da fungao f(x) = mx° +e.

Observacao: Caso a ou b nao sejam reais, podemos proceder da mesma
. b . . , .
maneira, transformando -—paraa forma polar e extraindo a raiz n-ésima.

Exemplo: Seja a equagéo 2x” +1—+3i =0

Transformando para a forma polar, temos
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1 3. 2m _ 2m
x7=—§+71=1. cos<?+2kn)+15en (?+2kn) =

extraindo a raiz sétima,
1 (271 4 2k7r) b <2n N an) . (271 4 2k7r) '
X = .| COS 1 7 Lsen 1 7 = ClS 1 7 5

k € {0,1,2,3,4,5,6}

Substituindo os valores de k, temos:

c _(271) _(871) _(271) _(2071) _(2671) _(3271) _(3871)
x {czs 1 ,Cls 1 ,Cls 3 ,Cis 1 ,Cls 1 ,Cls 1 ,CLS 21 }

x € {0.955572 + 0.294755i, 0.365341 + 0.930873i,—0.5 + 0.866025i,
—0.988830 + 0.149042i,—0.733051 — 0.680172i,0.074730 — 0.997203i,
0.826238 — 0.563320i}

Truncamento na 62 casa decimal.

Z

Z3

213

_Qn'

o =0.2992 rad 2,

T

Figura 6.3.: Plano Argand-Gauss com as raizes da fungéo f(x) = 2x” + 1 —+/3i, que séo
(21,25, 23,24, 25, 26, 27;), acompanhada das raizes sétimas da unidade que séo

(zg, 29, 210, 211, Z12, Z13, Z14)- PErCEDEMOS qUE as raizes da fungéo f(x) representam uma
- 2 ~ < , Jo] .
rotacao de f rad, em relacao as raizes sétimas da unidade.

Exemplo: Usaremos esse exemplo para mostrar a relagdo entre as equagdes
reciprocas e as binémias, calculando as raizes da quinticas da unidade. Isto é,

2km
x°—1=0=x=cis <?) k € {0,1,2,3,4}

Mas essas solugbes sao exprimiveis por radicais, ja que
X=1=x-DE*+x3+x2+x+1)=0=>x=1 ou
xt*+x34+x2+x+1=0
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que € uma equacéo reciproca. Entéo, dividindo essa equagéo por x2, temos

, 11 , 1 1
X +x+1+—+—2=<x +—2)+(x+—)+1=0
X X X X
Fazendo a substituicdo y = x + % temos
Y?>=-2)+(MN+1=0=>y2+y—-1=0
resolvendo em y, teremos:

—1++5 1
—=x+_
2 X

resolvendo em x, teremos

y:

{—1+\/§+,\/10+2\/§ —1+v5  J10+2V5 )
er 4 Ty T g VI
l—1—\/§+_\/10—2\/§ —1-+/5 _\/10—2\/§J
l —1
4 4 4 4

78

Analisando os quadrantes dos numeros complexos e comparando os valores dos

Senos e cCosSsSenos em x;, = cis (ZkT") k €{0,1,2,3,4}, teremos:
( xo =cis(0) =1
C2my —1++V5 10+ 2V5
X1 = CIS (—) = +1
5 4 4
. (Amy —1-+5 J10-2V5
<x2—c15<?)— 1 +1 4
. <6n>_—1—\/§ V10 -2v5
X3 = CIS )= 2 l 7
C/8my —1++V5 J10+2V5
Xa =15 (?) T4 T g

Segue abaixo o pentagono regular contendo as raizes como vértices no plano

complexo.

Figura 6.4.: Plano Argand-Gauss com as raizes complexas da fungao f(x) = x> — 1, que

sdo as raizes quinticas da unidade.
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Exemplo: Determine o cosseno de 18°.
Note que,

(180 — (18 ° ) _ ( T )
cos ) = cos 70 ) = cos(3o
Do exemplo anterior, sabemos que
C2my =145 10+ 2V5 2my 10+ 2v5
cls (—) = +1 = sen (—) =
5 4 4 5 4
E ainda, da trigonometria, sabemos que se a + = 90°, entdo sen(a) = cos(f).

Assim,

2m
cos(18°) = sen(72°) = sen (?) =

10 + 2V/5
4

Portanto, a combinacdo dos métodos das equagdes reciprocas e das
equagbes binémias, nos possibilita encontrar as raizes n-ésimas da unidade

através de radicais e operagdes elementares.

Exemplo: Tomaremos um exemplo em que n € par. Seja a equacao:
x12-1=0=(Cx-1DM+x0%+x°++x24+x+1)=0

Vemos que o segundo fator € um polinémio reciproco, que podemos fatorar por

agrupamento de 2 em 2 e de 3 em 3. Assim,
x12-1=0=2@x-1DEx+DE*2+DEE+x*+1)=0

Mas, podemos ter outra abordagem encontrando uma das raizes primitivas e, a

partir dela, todas as outras. De fato,

2km
x12—-1=0=x, =cis (E)' ke€{0,12,..,11}

vamos calcular o valor de x; e depois, € s6 eleva-lo a k.

X1 =Ci5<2—n)=CiS(z)=cos(z)+isen(z)=§+i.l=\/§+i

12 6 6 6 2 2 2
Portanto,
k
2km V3+i
xk=x{<=cis(12)=< > >;ke{0,1,2,...,11}
Isto &,
( (V341403 143 341 )
xe! ) 2 ) 2 JlJ 2 ’ ’ !

2
1—\/§—i —1-ivV3 1-i/3 V3—i
l ) 2 ] 2 ) lJ 2 ) 2 J


DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 1512231/CA


PUC-Rio- CertificacaoDigital N° 1512231/CA

80

6.4
Polin6mios de Tchebychev

Utilizaremos os Polinémios de Tchebychev para demonstrar, de forma
mais pratica, as ldentidades Trigonométricas de arcos multiplos por recorréncia.
Tais identidades foram essenciais para as demonstragdes das formulas
trigonométricas dos polindmios do 2° e 3° graus. Chamamos de Polinbmios de
Tchebychev de 12 ordem aos polindmios da forma:

") = (x+Vx2—1)" ; (x—VxZ—1)"

Proposicao: Se T,(x) é um polinbmio de Tchebychev, entdo temos que
T,,(cos 8) = cos(nh).

,Vn e N

Demonstracao:
(x +Vx2 — 1)n + (x —VxZ — 1)n
Tn(x) = ) =
T (cos 6) (c059 +Vcos?260 — l)n + (cos 0 —Vcos?60 — 1)n
(cos ) =

2
Colocando o i em evidéncia nas raizes,

(cos 0 +ivV1 — cos? G)n + (cos 0 —iv1 — cos? G)n
2
Usando a relagéo fundamental (1 — cos? 8 = sen?8) temos,

T,(cos @) =

(cos 0+ im)n + (cos 0 — im)n R
2
(cos B +i|senB|)™ + (cos 0 — i|sen8|)"
2
Fazendo a analise dos médulos vem,

(cos@ +isenB)" + (cos 6 —isenB)"

T,(cos @) =

T, (cos @) =

se sen9 >0

_ 2
Tn(cos ) = (cosB —isenB)™ + (cos O + isenO)" >
> se senf <0
cos@ +isen@)" + (cos —isenf)"
T, (cos @) = ( ) 5 ( )

Usando as propriedades dos niumeros complexos em sua forma polar teremos:
cos(n@) + i sen(nf) + cos(nf) — i sen(noh)

T, (cos @) = 5

= cos(n0)

Portanto,
T,.(cos 8) = cos(nb)
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Pela Teoria das Relagcbes de Recorréncia que pode ser encontrada em [6],
podemos demonstrar a seguinte proposi¢ao:
Proposicdo: Dada uma equacgédo caracteristica 12 — (a + )1 + (af) = 0 cujas
solugdes sdo a e B, entdo a sequéncia definida por x,, = c;a™ + ¢, comn € N

€ solugao da recorréncia x,, 4, — (@ + B)xp4+1 + (@B)x, =0, Vcy,¢; € C.

Demonstracao:
De fato, substituindo
Xp = Cra™ + ¢, BT
na expressao
Xniz — (@ + B)xpi1 + (@B)xy
obtemos:
(c1a™? + ™) — (@ + B)(cra™ ! + ™) + (af)(cra™ + ¢, ™)

Agrupando convenientemente,

cia™(a® — (a + Pa+ (@) + c;M(B* — (a + BB + (ap))
= c,a™(0) + ¢,™(0) =0,Vcy,c, €C.
[
Assim, a sequéncia x, = c;a™ + ¢, 8™ com n € N, obedece a lei de recorréncia
Xn42 = (@ + B)xp41 — (@B)x,. Portanto, voltando a T, (x) e comparando com

Xn, = c;a™ + ¢, ™ obtemos:

n
(x —/x% - 1) =ca+c,p"

T,(x) = %(x +/x? — 1)n +

Onde,

1
=6 =7, a=x++x?—lef=x—+x?>—-1.

Logo, concluimos que T, (x) obedece a seguinte relacdo de recorréncia:
Ti2(x) = (@ + B)Tn41(x) — (a@f)T(x)
E ainda,
{a+ﬁ=x+m+x—m=2x
af = (x+m)(x—m) =1
Portanto,
Thi2(x) = 2x.Tpy1(x) — T(x), VREN
Temos entdo:
(x+VaZ—1) +(x -V 1)’ 2
2 2

To(x) = =1
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(3c+\/x2—1)1+(x—\/x2—1)1 _2x
2 T2

T,(x) = 2x.Ty(x) — To(x) = 2x.x —1=2x2 -1

T3(x) = 2x.To(x) — Ty (x) = 2x(2x2 — 1) — x = 4x3 — 3x

Ty(x) = 2x.T3(x) — T, (x) = 2x(4x3 —3x) — (2x®> —1) = 8x* —8x% + 1

E assim sucessivamente...

Ti(x) = =X

Fazendo x = cos 6 e tendo em vista que T, (cos 8) = cos(nf), teremos:

cos(00) = Ty(cosB) =1

cos (16) = Ty(cos @) = cos 6

cos (20) = T,(cos 0) = 2 cos?6 — 1

cos (30) = T5(cos 8) = 4cos30 — 3 cos O

cos (40) = Ty(cos 8) = 8cos* —8cos?0 + 1
E assim sucessivamente...

Temos ainda, a propriedade de composicdo dos Polindmios de
Tchebychev: T,(T,u(x)) = T,m(x), a qual pode ser usada para acelerar o
processo. De fato, fazendo x = cos(8), teremos

Tm (x) = Tum(cos(0)) = cos(nm8) = T, (cos(m0B)) = T,,(T,,(cos(0)) =

= T (T (x))
Exemplo: T,(x) = 2x? — 1 = T,(x) = T, (x) = To(To(x)) =2(2x* - 1) -1 =

T,(x) = 8x* —8x?+1
Observe que:

(1) To(x) e T;(x) sé@o polindbmios.

(2) Tp42(x) € polinémio = T, 3(x) é polindbmio.

Pois, T,,41(x) e T,(x) sao polinémios, 1090 Ty;,(x) = 2x.Tp1q(x) — T, (x)
€ um polinbmio e T, 43(x) = 2x. T2 (x) — Tpyq1(x) também sera. Assim, de (1),
(2) e pelo Principio da Indugao Finita temos que temos que T,,(x), Vn € N, € um
polinbmio.

Podemos dizer que esses polinémios formam um caso especial no qual
podemos calcular as solugdes no intervalo [—1,1]. De fato,

(x+vaZ—1)" +(x - Va2 —1)"

, Yn€N
> n

Ta(x) =
e, se x = cos 0, entdo

T,.(cos 8) = cos(nb).
Logo,

T T
T, (cos 8) = cos(nf) = 0 = nb =E+kn = E(l +2k) >
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T2k + 1)
O = 2n ’

Mas, o grau de T,(x) € n. Logo teremos, no maximo, n raizes ou “nés” de

keZ

Tchebychev no intervalo [—1,1] fazendo k € {0,1,2, ...,n — 1}. Pois,
X, = cos 0, € [—-1,1]
Portanto,

T(2k + 1)

; ke{0,12,..,n—1
— ) { n—1)

X, = cos 0, = cos<

Segue na figura abaixo, as fun¢des Polinomiais T;,(x) onde n € {0,1,2,3,4,5}.

Figura 6.5.: Gréficos das fungdes Polinomiais T,,(x) onde n € {0,1,2,3,4,5}.
Exemplo: Adriaan van Roomen (1561-1615) propds a seguinte equacao do grau
45 como desafio publico que foi resolvido por Francois Viete (1540-1603)
usando, da trigonometria, senos de arcos multiplos. Segue abaixo, uma solucéao
usando o cosseno e desenvolvida por polindmios de Tchebychev.

Seja a equagao:
x*5 — 45x%3 + 945x*! — 12300x3% + 111150x37 — 740259x3° + 3764565x33
—14945040x3 + 46955700x2% — 117679100x27 + 236030652x2°
—378658800x23 + 483841800x2! — 488494125x19 + 384942375x7
—232676280x5 + 105306075x1% — 34512075x*! + 7811375x°
—1138500x7 + 95634x° — 3795x3 + 45x = A

Sendo
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por exemplo, e comparando com T,5(x), temos que:
X
Ts (E) = (x* — 45x%3 + 945x41 — 12300x3% + 111150x37 — 740259x35 +

+3764565x33 — 14945040x31 + 46955700x2° — 117679100x%7 +
+236030652x2> — 378658800x23 + 483841800x2! — 488494125x° +
+384942375x'7 — 232676280x° + 105306075x"3 — 34512075x* +
+7811375x° — 1138500x7 + 95634x5 — 3795x° + 45x) /2

Substituindo x por 2 cos 6, temos
T, (x)—T (cosB) = s(459)—A—cos<13—ﬂ>=>
45 > = [y5(COS co . —2— 30
137 2km
—+_
1350 45
Como o polinbmio € do grau 45, fazendo k € {0,1,2, ...,44}, temos todas as

13w

solucdes. Assim,

137 2km
Xx = 2c0s 0, = 2cos (1350 +E); k €{0,1,2,..,44}
Portanto,
13w
Xo = 2cos (1350)’
) (7371)
¥1= 2C05\1350)
_5 (265371)
Xaa = £C05( 350
6.5

Condicoes iniciais

Dado que, se em um polinbmio, tivermos alguma relacdo entre os
coeficientes ou, em uma fung&o polinomial alguma lei que rege o comportamento
de suas raizes, teremos um grupo de polinémios especificos. Utilizando essas
informacdes ou condicbes pré-estabelecidas e as fungdes simétricas
elementares nas raizes, em alguns casos poderemos construir formulas ou

algoritmos para as solugdes dessa familia de polinémios.
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Exemplo 1: Calcular as raizes de uma fung¢ao polinomial do 3% grau sabendo
que elas estdao em progressao aritmética. Qual a condigcdo que os coeficientes
devem satisfazer para esse caso?
Considere a fungao cubica:
fx)=ax®+bx’>+cx+d
de raizes x4, x, € x5. Pelas relagdes de Girard, temos:
b

x1+x2+x3=——
a

C
X1Xp + X1X3 + XpX3 = —
a

d

X1X2X3 = — E

Como as raizes x4,x, € x3 estdo em P.A., podemos escrever que x; = x, — 7 €
X3 = X, +r, onde r é arazdo da progressao. (r = Aa,, = ap41 — Q)
Assim, substituindo os valores de x; e x3 na 12 relacdo, temos

b b

x1+x2+x3=(x2—r)+x2+(x2+r)=3x2=—a.'.x2=—£

na 22 relacao,
XXy + X1X3 + XoXg3 = X5(01 + x3) + x1%3 = x,(2%5) + (% — 1) (22 + 1) =

2 2
c b c b? —3ac
25 +x3—1r?=3x2—r’=->———=r2ar=4 |[——

a 3a? a 3a?

e, na 3?2 relagdo, encontramos a condicdo que deve ser satisfeita pelos
coeficientes da cubica,

. b\ (b? b?-3ac
X1%2%3 = (X = 1)x2(X2 +7) = x,(x5 —7%) = (‘%) 2 3a2 )"

2b3 — 9abc d s 5

Portanto, como os sinais de r s6 determinam se a P.A. é crescente ou

decrescente, o conjunto das raizes da cubica nado se altera. Logo,

re _i _£+ b? — 3ac
3a’ 3a” 3a?
e a condicao para que as raizes estejam em P.A. é:
2b3 —9abc + 27a*d = 0
Observacao 1: Dada uma fungao cubica f(x), podemos translada-la no eixo 0OY
em k unidades, de tal forma que a nova fungao satisfaga a condigdo acima.
De fato,

gX)=fx)+k=ax®>+bx’+cx+d+k
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deve ter as raizes em P.A., portanto, obedecer a seguinte lei

(2b3 — 9abc + 27a%d)

2b3 —9ab 27a%2(d+k)=0=>k=—
abc + 27a*(d + k) 7

Note que, se f(x) ja cumpre a condi¢ado, entdo k = 0.

Daremos um exemplo numérico com os respectivos graficos para melhor
ilustrar o caso. Considere a fungao,

f)=x3+2x2+2x—4
Substituindo os valores de a, b, ¢ e d, calculamos o valor de k,

(2.2 -9.1.22+27.12(—4)) 128
27.12 27
Logo, a nova funcao transladada verticalmente de k unidades tera as raizes em

k =

P.A. de forma que,

128 20
g(x)=f(x)+k=x3+2x2+2x—4+7=x3+2x2+2x+ﬁ
cujas raizes sao

22+\/€2\/€
3’ 3 3’ 3 3

Segue abaixo, os graficos de f(x) e sua transladada vertical g(x).

/ 21

i =

Figura 6.6.: Graficos das fungdes f(x) = x® +2x*> +2x —4 e g(x) = x>+ 2x? + 2x + %

Observacao 2: Uma raiz é sempre igual a média aritmética das raizes. Pois,

b =(_§)_x1+x2 + x3

2=73, 773 T 3
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Observacao 3: Podemos chegar na condigdo 2b3 — 9abc + 27a?d = 0, fazendo

fe)=f(-5)=0.

Exemplo 2: Calcular as raizes de uma fung¢ao polinomial do 3% grau sabendo
que elas estdo em progressdao geométrica. Qual a condicdo que os coeficientes
devem satisfazer para esse caso?
Considere a fungao cubica:

fx)=ax®+bx>+cx+d
de raizes x4, x, € x5. Pelas relagdes de Girard, temos:

b
x1+x2+X3=_a

C
X1Xp + X1X3 + XpX3 = —
a

d

X1X2X3 = ——
14243 a
Como as raizes x;,x, € x3 estdo em P.G., podemos escrever que x; =%2 e
X3 = x,q, onde q € a raz&o da progress&o. (q = fns1 gy 0)
n

Assim, substituindo os valores de x; e x3 na 12 relacdo, temos

Xy 1 b
X1+ x, +x3 = (;)+x2 + (x2q) =x2(5+1+q) =—
na 22 relacao, temos

Xy Xy 5 (1 c
X1Xp + X1 X3 + XoX3 = — Xy +—Xq + X3X,q = X5 (— +1+ q) =—-
q q q a
logo, da 12 e 22 relagbes, temos

b c c

1
Stltg=——=—— oy, =—
q 1 ax, ax? ? b

e, na 32 relagcdo, encontramos a condicdo que deve ser satisfeita pelos
coeficientes da cubica,

X2 3 d c\3 d /3 d
=— =x;=—==>(—-7) =—==|(37) —==0 ;ab+#0
X1X2X3 qxzxzq X2 a ( b) p (b) 2 a
Para encontrar a razdo, usaremos que
<1+1+ ) b
R(gtita)=-7 1 b2
1 Qs —414qg=—
X __¢ q ac
27 b

Como q # 0, temos

b2
ZH(1-— 1=0
q +< ac>q+
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resolvendo esta equacao, obtemos

_bz—ac_l_ b2 — ac\* .
1= 2ac T 2ac

Note que

bz—ac+ b2 — ac\? " b? —ac b2 — ac\’ ot
2ac 2ac 2ac 2ac N

Portanto, a escolha de g s6 determina se a P.G. é crescente ou decrescente,

mas o conjunto das raizes da cubica néo se altera. Logo,

c c c bz—ac+ b2 —ac\’ .
X b’ b 2ac ~ 2ac

e a condicao para que as raizes estejam em P.G. é:

(%)3—g=0;ab¢0

Observacao 1: Dada uma fungao cubica f(x), podemos translada-la no eixo 0OY
em k unidades, de tal forma que a nova fungao satisfaga a condigdo acima.
De fato,

gX)=fx)+k=ax>+bx’+cx+d+k

deve ter as raizes em P.G., portanto, obedecer a seguinte lei
6 - g awrosk=a()) -a
Note que, se f(x) ja cumpre a condi¢do, entdo k = 0.
Daremos um exemplo numérico com os respectivos graficos para melhor
ilustrar o caso. Considere a fungao,
f(x) =5x3—13x2+ 6x — 2
Substituindo os valores de a, b, ¢ e d, calculamos o valor de k,
k=5(i)3—(—2) _ 314
-13 2197
Logo, a nova funcao transladada verticalmente de k unidades tera as raizes em
P.G. de forma que,
3314 1080
g(x) = f(x) + k = 5x3 — 13x? +6x =2+ 0s = 5x3 — 13x? +6x — oo
cujas raizes sao

6 139+\/15721 139 +15721
13’130 130 '130 130

Segue abaixo, os graficos de f(x) e sua transladada vertical g(x).
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Figura 6.7.: Gréficos das fungdes f(x) = 5x3 — 13x? + 6x —2 e g(x) = 5x3 — 13x% + 6x — %.

Observacao 2: Uma raiz é sempre igual a média geométrica das raizes. Pois,

c sl d 3| d 3\/_
Xyp = ——=— |[—= —_—— = X1X2X3
2 a a a
c a

3
Observacao 3: Podemos chegar na condigao (E) ——=20; ab # 0, fazendo

a

fe)=f(=5)=o.

Exemplo 3: A ideia de utilizarmos progressdes aritméticas ou geométricas pode
ser estendida para varios graus e também podemos pensar em progressdes de
varias ordens. Nesse exemplo, queremos calcular as raizes de uma funcao
polinomial do 4° grau sabendo que elas estdo em progressao aritmética e as
condigdes para que isso ocorra. Considerando que x;, x5, X3 € x, estdo em P.A.,
nao temos um termos central, mas podemos escrever que

X1 =Uu—3Vv,X%=Uu—V,Xx3=u+v,x,=u+3v
estdo em P.A. de razdo 2v. Podemos desenvolver um sistema usando as
relagbes de Girard ou uma nova abordagem expandindo a fungdo na forma
fatorada. Assim,

f(x) = alx —x)(x — x4)(x — x3) (x — x3) =

fQ) = alx® = (g + 24)x + x1%4) (0% = (2 + X3)% + 22%3) =

f(x) = a(x? = 2ux + u? — 9w?)(x? — 2ux + u? — v?)
Desenvolvendo os produtos e ordenando as poténcias de x, temos

f(x) = ax* — 4aux® + (—10av? + 6au?®)x? + (20auv? — 4au)x + au* —

—10au?v? + 9av* = ax* + bx3 + cx?> +dx + e

comparando os coeficientes de x, temos que b = —4au, isto é,


DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 1512231/CA


PUC-Rio- CertificacaoDigital N° 1512231/CA

90

b

4a
Fazendo a substituicao e simplificando, temos:

3b?% — 80a?v? b3 — 80a?bv?

— 4 3 2
= ax* + bx3 + + +
f(x) =ax x %a x T6a? x
2304a*v* — 160a?b?v? + b* . s 5
T =ax*+bx°+cx“+dx+e
2_ 2.2
comparando os coeficientes de x, temos que ¢ = 22—2% isto &,
, _3b*—8ac
vi=—mo—
80a?

Fazendo a substituicao e simplificando, temos:
. 5 , . 4abc—b? 144a?c? — 8ab?c — 11b*
f(x) =ax* + bx> + cx* + 82 x + 16003

=ax*+bx3+cx®+dx+e

finalmente, comparando os coeficientes de x, podemos encontrar as condi¢oes:
4abc — b3

a2 = b3 —4abc +8a?d =0

d

3 144a%c? — 8ab?c — 11b*
€= 160043
Portanto, como o0s sinais de v sé determinam se a P.A. & crescente ou

= 1600a3e — 144a?c? + 8ab?c + 11b* =0

decrescente, o conjunto das raizes da quartica ndo se altera. Logo,

c b 4 3b2 — 8ac b 43 3b2% — 8ac
x 40~ | 8022 ' 4a- 80a?

e as condi¢cdes para que as raizes estejam em P.A. sao:

{b3 —4abc+8a%d =0
1600a3e — 144a%c? + 8ab%c+ 11b* =0

Observacao: Podemos chegar a primeira condi¢cao fazendo

! ! b —
Fa=r(-)=0
E, na segunda condigao fazendo
f oy = b+ 3b% — 8ac _ 0
futv) =71l -72 80az |

4abc-b3
8a?

e considerando o valor de d = da 12 condigao.
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Exemplo 4: Determinar as raizes de uma fungéo cubica sabendo que uma de
suas raizes é a média harménica das outras duas e encontrar a condigdo que
deve ser satisfeita para que isso ocorra.
Considere a fungao cubica:
fx)=ax®+bx?>+cx+d
de raizes x4, x, € x5. Pelas relagdes de Girard, temos:
b

x1+x2+x3=——
a

C
X1Xp + X1X3 + XpX3 = —
a

d

X1X2X3 = — E

Como uma raiz € média harmdnica das outras duas, tomando x, como a média,

podemos escrever que:

1 2X1%3
Xy = =
1.1 X1+ X3
(xl + X3)
2

usando a 22 relacao de Girard, temos que
C
xle + x1X3 + x2x3 = x2 (x1 + X3) + x1x3 = a

2x1x

substituindo o valor de x, = 2 obtemos
3

X1+x

c c
2X1X3 + X1X3 = 3X1X3 = — & X{X3 = —
1X3 T X1X3 1 p 3a

Através da 32 relacao de Girard, substituindo o valor de x; x5 = % , temos que

(C) d 3d %0
XXXz =Xy (—)=——wx, = ——,c¢
X2X3 = X2 (3, 5 X2 p
2x1%3
como x, = , temos
Xq+X3
c
N 2%, X3 N 27 2c?
X+ x3 = Sx tx3=—r=———
11t X3 Xz 1+ X3 =34 9ad

Cc
Analisando os denominadores, temos que a.c.d # 0. E finalmente, podemos
compor uma fungéo quadratica conhecendo a soma e o produto de suas raizes.
Pois,

2c?

X1+x3=—-— 2c? c 2c? c

9ad R Y22 o

c EVA < 9ad>z+(3a)_z + 2 z+ =0
x1x3=—3a

Resolvendo a equacao temos,
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_S+ S2 b c? N ct c c? +\/c4—27acd2
Y35 4 7 T T9qd T [81222 32 9ad—  |9ad|

Como a raiz quadrada tem dois sinais possiveis como também o modulo,
podemos retira-lo sem perder nenhuma solugao. Assim,
—c? +Vc* — 27acd?
9ad
E, usando a 12 relagédo de Girard, teremos a condigao procurada no problema.

X1,3 =

x1+x2+X3=_—:>
a

<—c2 + m> 3d —c? —c* = 27acd? b
(=) +

=——=
9ad c 9ad a

2c?  3d b
——————=——22¢3—-9bcd +27ad?* =0
9ad ¢ a
Portanto,

c 3d —c?+Vc* —27acd?
X c’ 9ad

}; acd 0
e a condicao para que uma raiz seja média harménica das outras duas sera:
2¢3 —9bcd + 27ad?* =0

qgue pode ser encontrada fazendo f (—%) =0.

De forma geral, podemos criar equac¢des que relacionam as raizes das
funcdes polinomiais e, a partir dessas condigdes iniciais, tentar estabelecer as
férmulas. Como existem infinitas possibilidades para as relagcdes entre raizes ou
os coeficientes da fungdo, também existem infinitas férmulas. Esses exemplos

qgue foram apresentados sao apenas algumas dessas ideias possiveis.

6.6
Funcoes compostas

A ideia proposta nesse tépico € a de usar as fungdes das quais ja sabemos
calcular as raizes e a composicao de fungdes para gerar casos particulares. Por
exemplo: se f(x) é uma funcdo quadratica, entdo f(f(x)) é uma funcéo do 4°
grau, f(f(f(x))) é do 8° grau, e assim sucessivamente. Ou ainda, com funcdes
diferentes f(g(x)). Assim, poderemos resolver um grupo de fungdes polinomiais

especificas cujo grau € um niumero composto.

Exemplo 1: Considere uma funcao do 4° grau e de coeficientes reais, tal que:
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4q — 2
c(x)=x4+px3+qx2+Wx+s
Se definirmos f(x) e g(x) de forma que
64s — 16¢g* + 8p?q — p* 4q — p?
f(x) =x%+ q64 Pi"P g(x)=x2+§x+ q8p

Teremos que

c(x) = f(g()
como sabemos resolver cada funcao separadamente, também podemos resolver
a composta. Logo,

64s — 16q° + 8p*q —p* 0o

c(x)=f(g(x)=0=gx)*+

64
“64s + 1692 — 8p2q + p*
g0 = +Y 9’ —8p*q+p* _
8
x2+gx+4q—p2=+\/—64s+16q2—8p2q+p4
2 8 - 8

resolvendo em x, teremos

(—pi\/2\/—64s+16q2—8p2q+p4—8q+3p2 )
4 )

X €

-pt \/—2\/—645 + 1692 — 8p2q + p* — 8q + 3p?

\ 3

Exemplo 2: Toda biquadrada é uma fungao composta por definicao. De fato,
c) =x*+px?+q= D> +px?) +q = f(g())
onde,

f)=x*+px+q e gx) =x?

assim,
—pEVp?—4q
c(x)=f(g(x)=0=g(x)*>+p.g(x) +q=0=gx) = > =
o _TPENPP-4q J—pi\/pz—‘lq
xe = >x=%
2 2
Portanto,
|( —p+Vp*-4q |-p+ p2—4q\|
A
X €
ij—p—\/pz—‘lq _J—p—\/pz—‘lqjl
2 ’ 2
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Exemplo 3: De forma geral, considere a func¢ado c(x), tal que:
c(x) = x* +px" +q =" +p(") +q = f(g(x))
onde,
f)=x*+px+q e gx)=x"
assim,
c(x) = f(g()) =0= g(x)* +p.glx) +q=0=

PEVP -4q . —PEVP—4q
2 2

glx) =
passando para a forma polar, teremos
{_ + [n2 — 4
P 2p 1_ Po (cis(HO + an))
X" = = X% = pj (cis(Hj + 2kn));

-y — 2_4
l P 2p 1_ pl(cis(Hl + an))

je{01} e k€{0,1,23,..,n—1}

Portanto, calculando as raizes n-ésimas, temos:

v ="pi|cis|———)); je{01} e k€{0,1,23,..,n—1
x]’k p1< l < n )) J) { } { }

Onde, conforme discutimos na sec¢ao de equacdes binbmias, temos

—p+ (1. Jp?—4q

)

J

2
se —p+(—1);. P~ 44 >0=06;=0,
se —p+(—1);. p2_4q<0=>9j=7r
e
se P (—1)12.\/W.i ¢ R= 6; = arctan <(_1)j'\_/:q?>

Exemplo 4: Resolver a equagdo x° — 5x3 + 5x + p = 0, para algum p real.

Defina:

1
c(x)=x>—5x3+5x+p e x=f(y)=y+;; y+0

94

Pela teoria apresentada na se¢ao de equagdes reciprocas, podemos notar que:

1 1
c(x)=C(f(y))=6(y+;)=y5+);+p

Queremos resolver c¢(x) = 0, logo
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1
c(x)=0:~y5+ﬁ+p=0=>y1°+py5+1=0:(y5)2+py5+1=0
Recaindo assim, no caso do exemplo anterior. Logo,

o PP
2

Vi = i/p_j<cis <T>> ; j€{0,1} e k € {0,1,2,3,4}

Portanto,

1
Xk =fO)=yjxt+ e j€{0,1} e k € {0,1,2,3,4}
j,

mas, note que

1 0; + 2km 1
Xjk = Vix +——=3p; cis< d > +
yj,k 5 5

=
pj|cls (T)

Xjr = +/PjClS to=cs|———F—|=
J

5 pi 5

1 0; + 2km 1 0; + 2km
Xjx =\ 3P+ )cos(l >+i<5‘/p-— )sen<1—>
: < e : L Ve >

Tomando p = 1, por exemplo, teremos

s —ptypP—4 —1+3i |—1i\/§i| .
2

R=

Y 2 ¢ 2

—1+v3i  —1—/3i
2 € 2

respectivamente, temos

Como

pertencem ao 2° e 3° quadrantes do plano Argand-Gauss

V3
(—1)]-g 2 4m
—1 + 17> 60 = ? e 91 = ?

2

_(1+1> 0; + 2km +_(1 1) 0; + 2k _ 0; + 2km
Xjk = 7)cos z i 1) sen z = 2cos z

9]- = arctan

) (27‘[ 4 2k7r)
Xor = 2c0S|—+—
’ 15 5 /.
_, (471 . 2k7r> ; k €{0,1,2,3,4}
Xy = 2c0s 1= z

Como ja esperavamos, por se tratar de uma quintica, as solugbes sao as
mesmas, a menos da ordem em que aparecem, caso se escolha x, ou xy .

Visto que, se em x, ; substituirmos k por (—1 — k’), teremos
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5 4n+2krr _, 2n 2k'm _, 2n+2k’rr
COS(E ?)_ e TR A ST

Assim, como o conjunto solugéo € o mesmo, podemos escrever:

12 2n> 5 4n> 5 (871) 5 (16n>
XE{— , COS(E , COS(E ,4C0OS 15 ,4C0OS 15 }

ou ainda,

2™
x €4—1,2cos = ; me {1,2,3,4}

Outra forma de resolver esse problema é usando a férmula da secao 6.2.1 de
equacodes reciprocas.

50 () = XSt (%) — Sug (1) Se(X) =2 € S1() =x =y +§

Temos que:

(x+m)"+(x—m)”$

1 1
Sp(x) = on Sn (y +;) =yt +—

y
Fazendo x = 2cos(t) e procedendo como nos Polindmios de Tchebychev, temos
S5,(2 cos(t)) = 2 cos(nt)
Em nosso problema,
c(x)=x°=-5x3+5x+p=Ss(x)+p=0=

c(2cos(t)) =Ss(2cos(t)) +p =2cos(5t) +p = 0= cos(5t) = —g

Calculando o valor de t, conforme a discussdo dos casos possiveis feita no
método trigonométrico do capitulo 4, temos:

_ p 1 p\  2km
5t = arccos (— 5) +2kn=>t= garccos (— 5) + = =
1 p\ 2km
Xx = 2cos (§ arccos (— E) + T)’ k €{0,1,2,3,4}

Percebemos uma relacao entre as equacgdes reciprocas, as bindbmias e o método
trigonométrico.

Tomando p = 1, por exemplo, teremos

=2 (1 ( 1)+2k”)—2 <2n+2kﬂ) k€ {01,234
Xy = 2cos (g arccos |~ g ) =2cos(g+—=) {0,1,2,3,4}

conforme encontrado anteriormente.

Tomando p = 2, por exemplo, as solugdes de x> — 5x3 + 5x + 2 = 0 sero:

1 2km m  2km
Xy = 2cos (§ arccos(—1) + T) = 2cos (E + T) ; k€{01,2,3,4}

Tomando p = 3, por exemplo, as solugdes de x° — 5x3 + 5x + 3 = 0 sero:

1 3\ 2km
Xx = 2cos (§ arccos (— E) + T), k € {0,1,2,3,4}
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Mas
3 3
arccos (— E) ¢ R = cos(a + bi) = cos(a) cos(bi) — sen(a)sen(bi) = — 3 =

cos(a) cosh(b) — sen(a) (i. senh(b)) = —;

Conforme fizemos no método trigonométrico (Capitulo 4), basta escolhera = e

b = arccosh (%) =In <§ + (%)2 — 1) In (3+‘/_) Dessa forma, temos que

+\/§>
=
2

2
xi. = 2cos (% <n +iln <3 +2\/§>> N 2§n>
[

3
arccos(— —a+bi=n+iln<

5 3+\/§ n(2k+1)
5

= 2cos ; k€{0,1,2,3,4}

Portanto,

/ n(2k + 1) 51345
X = 2| cos S— cosh| In

; k€{01,234)

, w2k + 1) 513 ++/5
—isen Er— senh| In >

Exemplo 5: Resolver a equacéo
x1% +12x19 4+ 54x8 + 112x° + 105x* + 36x2 +p = 0
para algum p real. Defina:
c(x) = x¥2 + 12x1° + 54x8 + 112x% + 105x* + 36x% + p
Fazendo x = 2icos(t), temos:
c(2icos(t)) = 4096 cos?(t) — 12288 cos'(t) + 13824 cos®(t) —
— 7168 cos®(t) + 1680 cos*(t) — 144 cos?(t) +p =
C(Zicos(t)) =2cos(12t)—2+p
Queremos c(x) = 0, logo

c(2icos(t)) =2cos(12t) —2+p=0=cos(12t) =1 —g

Procedendo de forma analoga ao exemplo anterior, podemos calcular o
argumento, ainda que este seja complexo. Assim,

_ p 1 p\ km

12t = arccos (1 - E) +2km=>t= Earccos (1 - E) + 3

Portanto,


DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 1512231/CA


PUC-Rio- CertificacaoDigital N° 1512231/CA

= 2i (1 (1 p)+k”)-ke 0,1,23,..,11
Xy = 2Zicos | arccos 3 <) {0,1,2,3,...,11}

Exemplo 6: Considere uma funcao do 6° grau e de coeficientes reais, tal que:
3, (32pr + 16q% — 24p?q + 5p*)

c(x) = x® +px5 + qx* +rx " x? +
4q — p?)(8r — 4pq + p3
+(q p°)( pq p)x+u
64
Se definirmos f(x) e g(x) de forma que
8r — 4pq + p3)?
f(x)=x2+u_( 2295q6 r*)
e
2 3
_.3,P 5 40D 8r —4pq +p
gx)=x +2x+ 5 x + 16

Teremos que

c(x) =f(g()

98

como sabemos resolver cada fungcao separadamente, resolvendo a composta,

temos,
(8r —4pq +p®)*

cx)=f(gx))=0=gx)?+u oTe 0=
8r — 4pq + p3)? — 256u
o) = 4 VB = 4pa +p%) .
16
2 3 3)2
3, P, 4q —p 8r—4pg+p =+\/(8r—4pq+p) —256u
X +2x + P X+ 16 T 16

resolvendo em x, cada uma das cubicas a seguir

( p 4q — p? 8T—4pq+p3+\/(8r—4pq+p3)2—256u_0

3, P 2
x +2x + P x+ 16 16
4q —p*  8r—4pq+p3 8r — 4pq + p3)? — 256u
lx3+gx2+ a=p’ pq+p® /(8r—4pq +p?) ~o
2 8 16 16

teremos as seis raizes de c(x).

Exemplo 7: Considere uma fungéo do 6° grau e de coeficientes reais, tal que:

18pq — 5p° , . 27ps —3p*q +p°

—27 X +sx° + 81

Se definirmos f(x) e g(x) de forma que

9s —3q* + p’q (3q — p*)(81s — 18¢° + 3p°q + p*)
9 xu- 729

c(x) = x® +px5 + qx* +

flo) =x+
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3q — p?

9

g(x) = x2 +§x +

Teremos que

c(x) =flg)=0=

9s —3q* +pq (3q — p*)(81s — 18¢* + 3p®q + p*) _

3
gx)° + 3 gx) +u 729

99

0

Resolvendo essa cubica em g(x) por algum método anteriormente apresentado

e substituindo os valores de g, (x) em

3g — 2
gk(x)=x2+§x+ 1a-P

Teremos os valores de x, ja que

ik €{1,2,3}

_—p* J—12q + 5p2 + 369, (%)
B 6

X

que sdo as seis raizes de c(x). Onde g, (x) representa as 3 raizes da cubica

acima. A seguir, daremos um exemplo numérico e o respectivo grafico para esse

caso com o objetivo de ilustrar a decomposicao em fungdes.

Seja a funcao:
6 5 x* 3 2, X
c(x) =x°+3x +7—4x —2x +§+1

Substituindo os valores de p = 3,q = %,s =—-2eu=1,temos

w197
[ =x" =t
e
5
gx) =x*+x——
6
Assim,

19 7 417
¢ = (9(0) =0 g)’ ~ 9@ +57=0= g e {-3.=.7]

substituindo os possiveis valores de g, (x), temos as solucoes:

(gl(x)=—i=>x2+x—5=—ﬁ:>x1=_1+i e x2=_1_i
| 3 6 3 2 2
{ 1 5 1 _—1++5 _—1-+5
Igz(x)—g::ox +x_€_€=>x3_T e X4 >

I 7 7 _ _
Lg3(x)—g=>x +x—g—g=~x5—1 e Xg=—2

Portanto o conjunto das raizes de

x* x
c(x)=x6+3x5+7—4x3—2x2+§+1
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—1+vV5 —1—-+5 —1+i —-1—i
2 2 2 2

X € {1, -2,

Segue abaixo os graficos das fungdes f(x), g(x) e c¢(x) do nosso exemplo.

\ ! I

\ =054

Figura 6.8.. Graficos das fungbes f(x)=x3— gx +%, gx)=x*+x —Z e

4
c(x) =x6+3x5+x7—4x3—2x2+§+ 1.
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Aproximacoes de funcoes e suas raizes

Se nenhum dos métodos apresentados anteriormente funcionarem para o
calculo das raizes ou quisermos uma aproximagao para as raizes que foram
encontradas, podemos utilizar varios métodos numéricos [10] de interpolagao ou
aproximacoes de funcgdes. Nesta obra, apresentaremos apenas alguns desses

métodos em carater elementar.

7.1
Método da Bissecao

Considerando uma funcdo f(x) continua no intervalo [a,b] e tal que
f(a).f(b) <0, isso implica em ter pelo menos uma raiz no intervalo [a,b].

Dividindo o intervalo [a,b] pelo ponto médio dos extremos “T”’, teremos dois

a+b a+b (a+b

. ~ b .
intervalos menores [a'T] e [T’b]' Se f T) = 0, entdo temos que % e

a+b
2

uma raiz de f(x). Se f( )qto, entdo a raiz pertence a algum dos

a+b a+b

subintervalos divididos. Isto €, ou f(a). f (22) < 0, ou f (T) f(b) <o0.

Descobrindo o intervalo que contém a raiz, podemos repetir 0 processo
indefinidamente até que a média aritmética dos extremos do intervalo
considerado seja uma aproximacao, tdo boa quanto se queira ter, da raiz.

Note que, se considerarmos os intervalos que contém a raiz em funcao do
numero de iteragcdes do processo: [aq, by], [ay, b, ], [as, bs], ..., [an, by], temos que

b—

, . +b .
0 < |r—x,| <= onde r é a raiz exata e x, = > Assim, podemos calcular

o erro cometido com a aproximacgao.

Exemplo: Determinar a raiz da fungao polinomial f(x) = x> — 3x — 1 no intervalo
[1,2]. Primeiramente, note que f(1) = -3 <0 e f(2) = 25 > 0, isso implica que
f(1).f(2) < 0 e que existe raiz em [1,2]. Entéo,

)@ @) --1-Foomrefi en-)

2 2 2 2 32 2
<1+3/2>_ (5)_ 1739 <0 E[S 3] _5
\—=2—)=7\a) = ~ 10240 "Slaz] €T

f (5/4 +3/ 2) _ (181> 6885 11 3] _ 11

2 =~ 32768 07T €52
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11/8+3/ 2 23\ 865783 11 23 23
( 2 )z (E)=1048576>0 re sﬁ]ex‘*zﬁ
11/8 + 23/16 45\ 9415933 11 45 45
( 2 )= (32) 33554432 0 " €[5 32] €% =3
58 o
= 2 =~ -3 = — = 1390625

o erro cometido é tal que,

b—a - 1
|T'—Xn|S2—n=>|T—x6|S 26 =a=0.015625
1 1
=7 € X6 =, X6 + o | = [1.375,1.40625]

Para compararmos, o valor da raiz com aproximagdo truncada na 10% casa
decimal é de r = 1.3887919844.

Figura 7.1.: Gréafico com o processo iterativo do método da bissecéo.

7.2
Método da Secante

Também chamado de método das cordas ou das partes proporcionais.
Considerando, como no caso anterior, a fun¢do f(x) continua no intervalo [a, b]
que contém uma raiz, isto é, tal que f(a).f(b) < 0, esse método consiste em
aproximar a fungédo em [a,b] por uma fungdo afim cujo grafico é uma reta
secante ao grafico de f(x) e que passa pelos pontos (a, f(a)) e (b, f(b)). A
equacao dessa reta pode ser escrita como:

rrab) = f@ + L O D g
Logo, a 12 aproximagao para a raiz de f(x) é araiz de r(x,a, b), isto €
fa )+f( ) - f( D (- @) = 0 > x,(a,b) = L) = bI(@

fb) - f(a)

Avaliando em qual dos intervalos ([a, x;] ou [x;, b]) estd a raiz r de f(x), ou seja,
se f(a)f(x1) <0 ou f(x;)f(b) <0, podemos aplicar novamente o processo da
reta secante nesse novo intervalo e encontrar a 22 aproximagao x,. A partir
desse momento, podemos usar as duas ultimas aproximagdes para definir o

novo intervalo e encontrar a reta secante que fornece a nova aproximagao ou
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testar o intervalo que contém a raiz a cada iteragdo fixando um dos extremos. De
forma recursiva e usando as ultimas aproximagdes encontradas, temos que:

o = x1f (x2) — xf (x1) Y = Xn—of (Xp—1) — xn—lf(xn—z). >3
T fl)—fl) T fOn-1) — fGn-z)

obtem-se uma sequéncia de raizes das retas secantes que se aproxima da raiz

de f(x).

Exemplo: Em nosso exemplo, queremos determinar a raiz da fungéo
f(x) = x5—3x—1, nointervalo [1,2]. Temos que f(1) = -3 <0e f(2) =25>0

Logo, r € [1,2] e

_1f(-2f(1) 31 31 31
x1(a,b) = TO-fa) 28 (ﬁ) <0=re€ [%,Z]

2B @£ ()

£(1.19294) < 0 = r € [1.19294, 2]
x3(x1,%5) = 1.56774, x4(x3,x3) = 1.32963, x5(x3,x,) = 1.37275

31 31
2 (31 ) = ﬁf(z} —Y (ﬁ) = 1.19294

Xg (x4, x5) = 1.39055, x,(xs5,x5) = 1.38874
Para compararmos, o valor da raiz com aproximagdo truncada na 10% casa

decimal é de r = 1.3887919844.

1
|
[
1
1
I
I
I
I
1
1X

-l

T
! 1.15

Figura 7.2.: Gréfico com o processo iterativo do método da secante.

7.3

Método de Taylor
Podemos escrever uma funcao analitica como uma séria infinita em torno

de um ponto t dado, de forma que:

> (k) _ Nk
Flx) = Z f (2(96 t)
k=0

=fO+f OG- ++

m) _ "
[ OO
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Quando t = 0, a série é chamada de Série de Maclaurin. Ao truncarmos a série
de Taylor teremos o0 que chamamos de Polindmio de Taylor de ordem n centrado

emt:

- (k) _ Ak - o
Py =Y L OEZD 4 - o LOEZD
k=0

Anteriormente, utilizamos o Polindmio de Taylor para desenvolver uma mudanca
de variaveis com a substituicdo x = y +t em uma fungao polinomial f,,(x) cujo
grau era igual ao do Polindmio. Quando o grau(f(x)) = grau(P(x)) entdo o erro

de aproximacgao de f(x) por P(x) é nulo. Assim,

c (k) —k K (F)vk
() =y + 1) = Py(x) = z f (12!(96 0" _ z f k!(t)y

k=0 k=0
Ao aproximarmos uma fungdo f(x), n+1 vezes derivavel em um intervalo

aberto que contém x e t, por um Polindmio de Taylor centrado em t de ordem n,

f(n+1) (¢)

D (x —t)™*?1; ¢ € [t,x] chamado de

existe um erro de aproximagao R, (x) =

Resto de Lagrange. Assim,

fOOE - N feEx -

) = ) + Ry () = ). . R

k=0
ondec € [t,x] e

. Ry(x) . FED(Ox -1t
lim————=1i =

= 0
x-t (x — )" xot (n+1)!

Dessa forma, podemos avaliar qual grau do polindbmio devemos adotar para
satisfazer a precisdo pedida. Ou se conhecermos o valor da fungdo para um
ponto t, calcularmos o erro de aproximagdo numa vizinhanga de t, pelo

Polinbmio de Taylor.

Exemplo: Vamos construir o polinbmio de Taylor do grau 3 da fungdo dos

exemplos anteriores f(x) = x> — 3x — 1, em torno do ponto ¢t = 1,5. Assim,

3 @ (3 (3"
Py(x) = Z f (zk)! (x-3)
k=0

3

T3 21 + 31

Simplificando e ordenando nas poténcias decrescentes de x, temos
45 135 4 1167 251

P3(x)=7x3— 5 x? T

pico=£(2)+r ()( 3)+f"(7)(x—7) (3 (x-2)

e, com o resto
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R()—fm(c)( 3)4—5 ( 3)4- e[ 3
3(x) = 0 X 5) = clx 5) c x,Z
Calculando a raiz de P;(x) no intervalo [1,2] com aproximacao truncada, temos

r = 1.3888642293

Com erro dado pelo resto de Lagrange:

err(x) = |[R3(x)| = |5¢ (x _;>4 cE€ [x,;]

isso implica que
4
<

3
err(ry) = |R3(1.3888642293)| = |5¢ (1.3888642293—5) <

3
< 0.0011441335628464; c € [1.3888642293,5]

o gréafico abaixo mostra a fungdo f(x) e a aproximacao cubica de Taylor no
ponto 1,5.

-1

Figura 7.3.: Grafico da fungdo f(x)=x>—3x—1 e da aproximagdo -cubica

45 135 1167 251
P3(X)=?X3—T 2 ?x—Tem torno de x = 1,5.

7.4
Método de Newton

Para efeito de convergéncia, considere uma fungéo f(x) continua no
intervalo [a,b] e tal que f(a).f(b) <0, com f'(x) e f"(x) continuas e que
preservam o sinal nesse intervalo. Isso implica em ter uma raiz no intervalo [a, b]
e que a fungao é estritamente crescente ou decrescente e que a concavidade

ndo muda. Pois, tanto o método e Newton quanto uma aproximacao polinomial
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pelo método de Taylor, dependem de um valor inicial t tal que f(t) = P(t) e a
escolha desse ponto pode influenciar na convergéncia da sequéncia para a raiz.

O Método de Newton, também chamado de método das tangentes,
consiste em aproximar a funcéo f(x) pela funcao afim que corresponde a reta
tangente num dado ponto inicial (xo, f(x,)) e calcular a raiz x; dessa fungéo afim
como a 12 aproximagao. Em seguida, calculamos a raiz da fungédo afim que € a
reta tangente a fungdo f(x) no ponto (xy,f(x;)) como uma 22 aproximagao.
Repetindo o processo, teremos uma sequéncia que converge a raiz de f(x) com
aproximacao tao boa quanto se queira.

O Método de Newton € uma aproximagao linear da funcdo num dado
ponto. Logo, podemos encontrar a reta tangente a funcao e que passa pelo
ponto (x,, f(x,)) pela formula de Taylor. Assim,

r(x) = f(xn) + £ () (x — x)
calculando a raiz da reta teremos o valor de x,,, 1

r(x)=0:xn+1=xn—]%

que é a férmula recursiva de aproximacao. Para estimar o erro de aproximacao

de x,, podemos usar:

|f ()l
— < .
I = Znl < g * € (@]
Ou ainda,
AU )
err(x) = |R,(x)| = 3 (x —x)3|; c € [x,x,],

pois a reta tangente de Newton é uma aproximacao linear de Taylor.

Exemplo: Determinar a raiz de f(x) =x°-3x—1, no intervalo [1,2] pelo
método de Newton com 6 casa decimais exatas. Se adotarmos o valor inicial

x; = 1,5, entdo teremos convergéncia com o método. De fato,

Vi _ oSG _ e JQ@5) _
f'(x) =5x* =3, xp41 = xp en) =x,=15 s = 1.4061624
£(1.4061624)

x3 = 1.4061624 — = 1.3892927, x, = 1.3887924,

f'(1.4061624)

xs = 1.3887919, x, = 1.3887919
Como a sequencia estabilizou-se na 72 casa decimal, entdo o valor até a 6° casa
€ de x = 1.388791.
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Segue abaixo, um grafico que exemplifica a evolugdo do método de
iteracdo por Newton, com valor inicial adotado de x; = 1,5 para a fungao
f(x)=x5-3x—1.

-
/1.4 1.5

Figura 7.4.: Grafico do método de Newton aplicado a fungdo f(x) = x> —3x — 1 com o

valor inicial de x = 1,5.

Exemplo: Nesse exemplo mostraremos como o valor inicial adotado faz toda a
diferenca na eficiéncia de convergéncia do método de Newton. Seja a fungao
flx)=x3-3x2+x-1
note que f(0) =—1 e f(3) =2, isto é, f(0).f(3) <0 e isso implica que existe
uma raiz entre 0 e 3. Tomando o valor inicial x; = 0, teremos:
f )
NN
Xp=3xh+x,—1  2x3=3x5+1 (%, — D?Qxp + 1)
3x2 — 6x, +1 3x2 —6x, +1 3x2 —6x, +1
_(0-1)?Q0+1)
2TT302-60+1
_A-1D?Q1+1)
BTT312-61+1

2>x,=1x=0, x5 =1, ...

fl(x)=3x2—6x+1, Xpy1 =X,

Xn+1 = Xn —

Logo, nao existe convergéncia para o valor inicial x; = 0 € nem para x; = 1, pois
a sequéncia de valores oscila alternadamente no conjunto {0,1}. Segue abaixo, 0
grafico que mostra a evolucao do processo de iteragdo no método de Newton
com a escolha do valor inicial para a raiz igual a 0 ou 1 para a funcao
fl)=x3—-3x2+x—1.
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0.5 4

Figura 7.5.: Grafico do método de Newton aplicado & fungdo f(x) = x3 —3x%2+x—1
com o valor inicial de x; = 0.
Se tomarmos a média aritmética dos extremos do intervalo [0,3] como

valor inicial, isto é, x; = 1,5, teremos a sequéncia de valores da tabela abaixo.

n Xn n Xn n Xn

1 1.5 11 |-1.5271747309 | 21| —1.0147759326.10~*
2 0.8 12 |-0.7645954714 | 22 0.9993914432

3 |-0.2518134715 | 13 | -0.2244524430 | 23 | —5.5528700237.107
4 | 0.2879685277 | 14| 0.3307834818 | 24 0.9999966682

5 |-1.6679050305 | 15 |-1.1335768942 | 25 | —1.6650791856.10711
6 |-0.8590660466 | 16 | -0.4948568423 | 26 =

7 |-0.2965873317 | 17 | 0.0048866477 |27 =0

8 | 0.2247243862 |18 | 1.0300559269 | 28 =1

9 |-4.4258304446 | 19 | -0.0013840648 | 29 =0

10 | -2.6778610148 | 20 | 0.9917526483 |30 =1

Segue abaixo, o grafico que mostra a evolugdo do processo de Newton
com a escolha do valor inicial igual a 1,5 para a fungdo f(x) = x® —3x? + x — 1.
Vemos que a sequéncia de valores se aproxima do valor que anula a derivada,
isto €, de um maximo local, que faz com que o0 nimero seguinte se distancie do
valor anterior na sequéncia. Revelando um problema do método: a funcdo afim
representada pela reta tangente no ponto em que a derivada se anula n&o
possui raiz, pois € paralela ao eixo OX. Portanto, para um melhor
aproveitamento do método, devemos considerar os intervalos [a,b] tais que

f(a).f(b) <0, com f'(x) e f"(x) continuas e que preservam o sinal nesse
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intervalo. Isto €, a fungdo é estritamente crescente ou decrescente e sem

mudanga de concavidade.

Figura 7.6.: Grafico do método de Newton aplicado & fungdo f(x) = x3 —3x2+x —1

com o valor inicial de x; = 1,5.

Calculando os valores que anulam a 12 e a 22 derivadas, teremos:
f)=x3-3x2+x—-1=>f'(x)=3x2—-6x+1=>f"(x) =6x—6

V3
f’(x)=3x2—6x+1=0:x=li?

= (0,18350 ou 1,81649
f'"x)y=6x—6=0=>x=1

com esses valores, podemos dividir o intervalo [0,3] nos subintervalos

[0, 0,1835], [0,1835, 1], [1, 1,81649] e [1,81649, 3]. Testando os extremos,

temos que £(1,81649).f(3) < 0. Ou melhor, f(2).f(3) < 0. Aplicando o0 método

da secante no intervalo [2,3] como 12 aproximagao e em seguida o método de

Newton, teremos:

X, (23) = 2f(3) -3f(2) _ 26 % = (xn — 1D?Qxy + 1)
e FE—f(2) 77 ML T3 6x, + 1
(x; = 1?*(2x; + 1)
X, = - = 2.79436, x3 = 2.76973, x4 = 2.76929 = x5
3xi —6x;+1

Portanto a raiz de f(x) =x3—-3x2+x—1 no intervalo [2,3] com 5 casas
decimais exatas é x = 2.76929 com erro de aproximacao dado por:
|f(xs)] _ |-1.74005. 1073
£ ) lmin 1
De fato, com uma aproximag¢@o melhor, vemos que o erro é
2,769292354238631 — 2,76929 = 2,3542386311525831. 107°

= 1.74005. 107>; x € [2,3]

|T'—X5| <
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Segue abaixo o grafico da fungdo f(x) =x3—3x2+x—1 e a evolugdo do

método de Newton com o valor inicial de x; = 2,6.

Figura 7.7.: Gréafico do método de Newton aplicado a fungdo f(x) =x*—3x?+x—1

com o valor inicial de x; = 2,6.

7.5
Funcao média em um intervalo

A ideia é apresentar uma aproximagcdo média num intervalo [a,b]
considerado. O polindmio de Taylor P (x,t) aproxima uma fungdo em torno de
um ponto (t, f(t)), de forma que f(t) = Px(t,t), onde k € a ordem do polinémio.
E se, no intervalo [a,b], tomarmos n valores de t, teremos n polinémios de
Taylor que aproximam a fung¢édo nesse intervalo. Chamaremos de fungdo média
de ordem k, a média aritmética das fungbes polinomiais Py (x, tj) tal que
tj € [a,b], Vj € {1,2,...,n}. E evidente que, quanto mais polinémios pegarmos no
intervalo, mais proxima do comportamento da fungao estard a média. Fazendo n
tender ao infinito, teremos uma média polinomial otimizada no intervalo [a, b]
considerado. Motivados pela nogcédo de Integral de uma fun¢do por soma de
Riemann, podemos calcular tal média infinita. De fato,

00 =1 ) = 5> ) ()
j=1 j=1
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(b—a)

Se no intervalo [a, b], tomarmos n subintervalos de comprimento igual a —

e
em cada um desses subintervalos At; tomarmos o ¢;, entdo a soma das areas

(P (x.t;).At;) dos infinitos retangulos (n — ) sera igual a area sob a curva e

dada por uma integral.

lim M(n, k) = —— 1i zn:P( t)(b_a)— Ly zn:P( t,)At
nbco (n')_(b—a)nl—mollkx'j n )T (b —ayntw LRI
Jj= Jj=

b
1
My (x) = m-f P (x, t)dt

€ a funcdo média dos polinémios de Taylor de ordem k no intervalo [a, b].

Exemplo: Calculando M, (x) teremos uma aproximacao linear. De fato,
b

b b )
h= | PGoode= [ (F© + £/ OG- 0)de = [ fode+ [ £ 00— ot

a

Usando integragao por partes, temos que

{u=x—t=>du=—dt H

b
dv = f/()dt = v = j £/ (®dt=f@©) 7 f udv = uy |2 N f velu

a

assim,

b b b
[ a0 =-0r@ 2~ [-r@d = c-of@ 2+ | fod

logo,

b b
I = ff(t)dt + (x—0)f () |Z+ff(t)dt =
a . a
h=2 [ f0d+ G- pre) - G- f @ =

b
h=2 [ F@de+ (F®) - F@)x + af (@ - bf )

Portanto,

f)—f(@)  2[ f(O)dt +af(a) — bf(b)
. x +

b
1
Ml(x)=mjp1(x»t)dt= a h—a

cuja raiz é dada por

_bf(b) ~af (@) ~2f, f(D)dt

*(a.b) @)~ @

; f(a) # f(b)
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Note que essa reta é paralela a reta do método da secante que passa pelos
pontos (a, f(a)) e (b, f(b)). Se chamarmos de r; a raiz da reta secante e r, a
raiz da reta média, todas no intervalo [a, b] com f(a) # f(b), temos que a média

aritmética entre r; e r;,, sera dada por:

af (b) = bf(@) , bf () —af (@) — 2 [} (Dt
s+ T

&)~ (@ F®) = 7@
2 2 >
I ((a +D(F®) - f@) = 2[f©Od) qyp [P prrar
2 2(f(b) - f(@)) o2 _f(b) —f(a)
Se existe uma raiz no intervalo [a, b], entdo podemos tomar x; = =——= como 12

aproximacao e em seguida aplicar o método de Newton. Quanto menor o
intervalo [a, b], mais préximo sera 52’" do valor encontrado pelo método de

Newton aplicado a um dos extremos do intervalo. De fato,

Ts+7%, . a+b im f f®)dt . F() —F(a)
boa 2  b-oa 2 b—>af(b) f(a) -4 bl—r]Zl f(b) — f(a) =
(F(b) F(a))

T+ 1 llm(F(b) F(a))
—a— =a-—
boa 2 llm(f(b) f(a)) (f(b) f(a))

b—»a

Nt F@_ f@
a2 f@ 0 @

Exemplo: Seja a fungdo f(x) = x° — 2x* + 3x3 — 2x? + x - 3, testando alguns

valores percebemos que f(1).f(2) < 0. Portanto existe raiz em [1,2].

X = ath_ f:f(x)dx _1*z flzf(x)dx = 1,3127450980
2 f-f@ 2 f@-fQO
Aplicando o método de Newton com o ponto inicial x;, temos:
x, =1,3611973087 = x; = 1,3580805761 = x, = 1,3580665383 =
xs = 1,3580665380 = x,

Truncado na 102 casa decimal.

Seguem abaixo os graficos de f(x) = x° — 2x*+ 3x3— 2x?+ x- 3,0da
reta secante que passa pelos pontos (1, /(1)) e (2,f(2)), o da reta média de
f(x) calculada no intervalo [1,2] e o0 da tangente ao grafico de f(x) no ponto cuja
abscissa é a média aritmética das raizes das fungdes afins representadas pela
secante e pela reta média.
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Figura 7.8.: Grafico da secante (esquerda), o da reta média (direita) e o da 12 tangente,
no intervalo [1,2].

De forma geral temos que

(k)
) (x —1t)
M, (x) = )fP(xt)dt—(b_af<= ol )dt=
n b n
£ (t)(x -0k 1
= 1
(b_@kzzoj (b—a)kzzo"
Usando integragao por partes, teremos
(u=ﬂ=>du=_(x_—t)k_1dt b b
k! (k — D! =>fudv=uv|2—fvdu
ldv = £POdt > v = J POMmde = FED@) 2 a
x(k)t — )k — Nk bx(k—l)t — t)k-1
ff ()(x == k!) f(k_l)(t)|2+ff (Ec)—(xl)! —a
logo,
Ak kG- Y 2
P k!t) £ p) |£’l theq = = Zf (t]?!(x 2 |Z + ff(t)dt
j=1 a
e

P R S B ol A SVl A I P
"(x)_(b—a)zk_(b—a)z Z il |a+ff(t)t
k=0 k=0 \j=1 a

Portanto,

i JOPOG =0,

b
n+1
Mn(x)=(b n—k+1)! |a+b—aff(t)dt
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2 fUD®E—0 b
N i .

Iy
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+ 7 foat

Mn(x) = Mn—l(x) + = n—l(x) +

b—-a b—a

Exemplo: Calcular M; (x) com a féormula encontrada.

1 b
1 FAPOE-* ) 2
Ml(x)—(b_a)kzzlk P |a+b_aff(t)dt=>
b
1 b 2 _
M) = s FOG = 0D+ = [ rode =

b
1
“h-a (f(b)(x—b)—f(a)(x—a) +2ff(t)dt> =

M;(x) =

FB)—f@  2f fO)dt + af(a) — bf (b)
b x +

—a b—a

Exemplo: Calcular M,(x) com a formula encontrada.

2 b
R W Ol T
MZ(x)_(b—a);k G-k |a+mff(t)dt:
1 OG-0 2 fOOE-0
M) == @ |a+(b—a) ! o

b
3
—_— t)dt
+—[ 1@
a
simplificando e ordenando as poténcias de x, teremos:

M,(x) =

2(b—a) b—a
b
b*f'(b) —a*f'(a) _bf(b)—af(a) , 3
+ 2(b—a) —2 b—a +b—ajf(t)dt

Exemplo: Calcular M5 (x).

3 b
1 fEOBOE-* ™, 4
M3(x)_(b—a)kz=1k @— ! |a+mff“)dt=
1 OO -03 2 fOOE-0%)
M) = = 3 |a+(b—a) ) o

b
3 fOWE-0Yp 4
AU BCY |a+b—aff(t)dt

a

')~ f@ , bf')—af'(a)- 2(f () — f(a))x N
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simplificando e ordenando as poténcias de x, teremos:

e -rr@) (e - @ =20 - @)

M =" —a 2(b— a) x4

(P17 ®) = @ (@ = 4(bf ') — af (@) + 6(f ) ~ (@)

2(b — a) -
b)) —d’f"(@)  bAf'(b) —a*f'(a) 3(bf(b) — af () N
6(b—a) b—a b—a
b
4
+mff(t)dt

Exemplo: Seja a fungdo f(x) = x> — 2x* + 3x3 — 2x% + x - 3. Considerando

as aproximagdes médias da funcao f(x) no intervalo [1,2], teremos:

M =17 769 M,(x) = 21x% — 53 +681
1(x) = 17x 30’ 2(x) = 21x x 50"
43 , 163
M;(x) =5x - 49x* + 64x — 5
1., 61, 71, 15
My(x) = S X g A oxt — 30+ Ms(x) = f(x)

Segue abaixo, os graficos das fungdes para efeito de comparacgéao.
. | I

1.5 1

0.5

o

05 4

15

-2.54

/
Figura 7.9.: Gréfico de f(x) = x° — 2x* + 3x3 — 2x% + x - 3 e das fungdes médias no

intervalo [1,2].
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Vemos que a aproximacao cubica ja nos fornece uma boa estimativa para
a raiz. Aplicando o método de Newton ou uma aproximacao cubica de Taylor
para esse valor inicial, por exemplo, teremos convergéncia.

Podemos ainda, para esse exemplo, calcular as raizes de M,(x). Uma
dessas raizes esta no intervalo [1,2] e serd uma boa aproximagao inicial para a
raiz real de f(x) no intervalo [1,2]. Entretanto, nem sempre podemos garantir
que um polinémio de grau par tenha raizes reais, como é o caso de M,(x), por
exemplo. Assim, para garantir que teremos pelo menos uma raiz real devemos
tomar uma aproximagéo polinomial de grau impar. Pois os limites infinitos de
uma funcdo polinomial de grau impar sdo de sinais contrarios, garantindo a
existéncia de pelo menos uma raiz real.

Observando a lei de formacao de M, (x), percebemos que o termo lider,

(n—-1) _ f(n-1)
isto é, o coeficiente de x™ sera ! (rlz')(b—fa) @ portanto para que M, (x) seja

de fato do grau n, é necessario e suficiente que f™V(b) = f™D(a).

Para efeito de convergéncia, o ideal € adotar um intervalo no qual f'(x) e
f"(x) preservam o sinal, isto €, um intervalo onde ndo ha maximos € minimos
relativos e a fungdo ndo muda a concavidade. Para isso, podemos dividir o
intervalo que contém a raiz em subintervalos nos quais os extremos sé@o as
raizes de f'(x) e f" (x).

7.6
Interpolacao de Lagrange

Podemos construir uma fungdo polinomial de grau n, conhecida como
Polindmio Interpolador de Lagrange, quando conhecemos n + 1 pontos distintos
(xx, f (xx)), Yk € {0,1,2, ...,n} do grafico de uma fung&o f (x). De fato,

(x —x0) (0 —x1) . (0 = X1 ) (X — Xpe1q) - (X — Xp)

Ln(x) = ]Z;)f(xk) (e — 2x0) (g = x0) v (o — X 1) (ke — Xpeg1) - (X — X5) =

C . (x—xj)
L,(x) = E f( )| |—
g k=0 xk j=0 (xk - xf)

j*k

Da forma como foi construida a fung¢ao L, (x), temos que
L,(xx) = f(xx), Vk€{0,1,2,...,n}

Exemplo: Determinar a fungdo quadratica que passa pelos pontos (1,30), (3,-20)
e (9,70).
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Ly(x) = Z f(xx) 1_[ = f(xo) (S: : iggo_—x;z) ’
_]:tk
e (x —x9)(x — x3) + () (x —x0) (x — x1)

(1 — x0) (1 — x2) (22 — x0) (%2 — x1)
Utilizando os dados do problema, temos

(x—=3)(x—-9) x—=1Dx-9) (x—1Dx-3)
a-»a-9 '®Pane-9 ' Po-De-3

Ly(x) = 5x% —45x + 70

L,(x)=f(1)

Podemos usar a interpolagéo para o calculo aproximado de raizes. Dada uma
funcao f(x) tal que f(a)f(b) < 0, entdo existe pelo menos uma raiz no intervalo
[a, b]. Considerando uma interpolacdo cubica e distribuindo os valores de xj

igualmente espagados no intervalo [a, b], teremos

2a+b a+2b
Xo=a< x; = < xy = < x3=D>b
assim,
(x —x)(x — x2) (x — x3)
Ls(x) = Z £ 6 ]_[ = ) St TR G
]:tk
(x — x0)(x — x3) (x — x3) (x — x0)(x — x1)(x — x3)
) (21 — x0) (1 — x2) (%1 — x3) T2 (x2 — x0) (2 — x1) (2 — x3) *
(x — x0)(x — x)(x — x3)
+f(xs) (x3 = x0) (x5 — x1) (x5 — x3)
substituindo os valores de xy, =a, x; = zaxb Xy = arzb, x3 = b e simplificando

3 3

teremos uma aproximagao cubica para a funcao f(x).

Exemplo: Seja a fungdo f(x) = x” —5x3+ 1. Temos que f(0).f(1) <0 logo
existe raiz em [0,1]. Dividindo o intervalo em trés partes iguais teremos cada

. 1-0 1 . 1 2 ~
parte medindo — = 3 Assim teremos x, =0, x; = 3 X2=3€ex3= 1. E entdo,

f(0) =1, f() Z:i f(g) = — 7 , f(1) = —3. Substituindo esses valores

em L3 (x) e simplificando, obtemos:
L) = 104 . 280 + 20 +1
300 = —gr ¥t gt o

cuja raiz no intervalo [0,1] € 0,583544. Em comparacdo a raiz de f(x) no

intervalo é 0,589592. Todas elas truncadas na 62 casa decimal.
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exatas.

feita no intervalo [0,1].

Figura 7.10.: Gréfico de f(x) =x7 —5x3+1
intervalo [0,1].

81
T
1
1
|
1
1
1
|
1
1
104 280
_*.3 2 +
81 81

104 3 280 p 20
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Note que a aproximacdo pela cubica ja possui duas casas decimais
Para efeito de comparacéo,

seguem os graficos das funcbes
f(x) =x7 —5x3 + 1 e da interpolagdo cubica L;(x) =

X tyx+1

27
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Consideracoes finais

De acordo com o objetivo do trabalho, foram apresentados varios métodos
de resolugédo de equagbes algébricas ou fungdes polinomiais. O conhecimento
de tais ferramentas é de fundamental importancia para a resolugdo de
problemas, tanto do ensino médio quanto do superior.

A teoria de Galois foi citada como justificativa para a impossibilidade da
construgao de férmulas gerais, baseadas em radicais, para as equagdes de grau
superior ao quarto. Tal teoria demanda extenso trabalho de conceituagédo e
definicbes. Assim como o estudo de Andlise Numérica. Ao leitor interessado,
sugerimos [9] e [10].

Nas solugbes de equagbes particulares e com condi¢gdes iniciais,
apresentamos exemplos que nos mostram a possibilidade de resolucdo de
alguns grupos especificos de polindmios. Entretanto, sempre existirdo grupos
gue nao podem ser resolvidos por fungdes elementares de seus coeficientes.

Buscamos apresentar, para cada assunto, algumas ideias independentes
que surgiram no decorrer do curso, nas pesquisas, demonstracoes e resolucoes.
Essas nao foram retiradas diretamente de livros, como as demonstracoes
classicas que foram apresentadas com os respectivos nomes dos autores, mas
desenvolvidas a partir das teorias aprendidas. E visam serem usadas em outros

problemas ou aprimoradas conforme a pesquisa.
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