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Resumo

Alves, Rodrigo Barreto; Griffiths, Simon; Gongalves Carvalho, Ana
Patricia; . Teorema Central do Limite Para Martingais. Rio
de Janeiro, 2017. 60p. Dissertagao de Mestrado — Departamento de
Matematica, Pontificia Universidade Catolica do Rio de Janeiro.

Esta dissertacao ¢ dedicada ao estudo das taxas de convergéncia no
Teorema Central do Limite para Martingais. Comegamos a primeira parte
da tese apresentando a Teoria de Martingais, introduzindo o conceito de es-
peranca condicional e suas propriedades. Desta forma poderemos descrever
o que é um Martingal, mostraremos alguns exemplos, e exporemos alguns
dos seus principais teoremas. Na segunda parte da tese vamos analisar o
Teorema Central do Limite para variaveis aleatérias, apresentando os con-
ceitos de fungado caracteristica e convergéncia em distribuicao, que serao
utilizados nas provas de diferentes versoes do Teorema Central do Limite.
Demonstraremos trés formas do Teorema Central do Limite, para variaveis
aleatorias independentes e identicamente distribuidas, a de Lindeberg-Feller
e para uma Poisson. Apds, apresentaremos o Teorema Central do Limite
para Martingais, demonstrando uma forma mais geral e depois enunciare-
mos uma forma mais especifica a qual focaremos o resto da tese. Por fim
iremos discutir as taxas de convergéncia no Teorema Central do Limite,
com foco nas taxas de convergéncia no Teorema Central do Limite para
Martingais. Em particular, exporemos o resultado de [4], o qual determina,
até uma constante multiplicativa, a dependéncia 6tima da taxa de um certo

parametro do martingal.

Palavras-chave

Martingais; Teorema Central do Limite;  Teorema Central do Limite

para Martingais; Taxa de Convergéncia
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Abstract

Alves, Rodrigo Barreto; Griffiths, Simon (Advisor); Gongalves Car-
valho, Ana Patricia (Co-Advisor). Martingale Central Limit
Theorem. Rio de Janeiro, 2017. 60p. Dissertacao de Mestrado —
Departamento de Matematica, Pontificia Universidade Catélica do
Rio de Janeiro.

This dissertation is devoted to the study of the rates of convergence in
the Martingale Central Limit Theorem. We begin the first part presenting
the Martingale Theory, introducing the concept of conditional expectation
and its properties. In this way we can describe what a martingale is, present
examples of martingales, and state some of the principal theorems and
results about them. In the second part we will analyze the Central Limit
Theorem for random variables, presenting the concepts of characteristic
function and the convergence in distribution, which will be used in the
proof of various versions of the Central Limit Theorem. We will demonstrate
three different forms of the Central Limit Theorem, for independent and
identically distributed random variables, Lindeberg-Feller and for a Poisson
distribution. After that we can introduce the Martingale Central Limit
Theorem, demonstrating a more general form and then stating a more
specific form on which we shall focus. Lastly, we will discuss rates of
convergence in the Central Limit Theorems, with a focus on the rates of
convergence in the Martingale Central Limit Theorem. In particular, we
state results of [4], which determine, up to a multiplicative constant, the

optimal dependence of the rate on a certain parameter of the martingale.

Keywords

Martingale; Central Limit Theorem; Martingale Central Limit

Theorem; Rates of Convergence
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All art is at once surface and symbol. Those
who go beneath the surface do so at their peril.

Oscar Wilde.
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1
Introducao

O Teorema Central do limite é um resultado de muito estudo quer na
matematica quer na estatistica. Este resultado é uma ferramenta extremamente
importante com aplicagoes em diversas areas que perpassa pela biologia,
financas, atuaria dentre outras. Com o Teorema Central do Limite é possivel
que a soma de variaveis aleatérias, dadas determinadas condigoes, variando
para a versdao do Teorema Central do Limite que serd usado, convirja em
distribuicao para uma distribuicao conhecida, como por exemplo a Gaussiana.

A Teoria de Martingais ¢ um assunto muito importante dentro do estudo
de processos estocasticos. Essa teoria pode ser pensada como um modelo de
jogo justo em que o conhecimento do passado nao interfere na média de futuros
ganhos, apenas o que interessa é o presente. A Teoria de Martingais possui
diversas aplicacoes dentro das financas, atuaria e outros.

O objetivo deste trabalho é analisar o Teorema Central do Limite para
Martingais, adentrando um caso especial, as suas taxas de convergéncia, e por
fim observando os seus limites. Para isso passaremos pela Teoria de Martingais,
suas propriedades e seus principais resultados e discutiremos o Teorema Central
do Limite para variaveis aleatérias.

No segundo capitulo abordaremos a Teoria de Martingais, comecando
pelo conceito de esperanca condicional e suas propriedades. Estas sao de ex-
trema importancia para a Teoria de Martingais, ja que a esperanca condicional
estd na definicdo de Martingais. Apds, descreveremos o que é de fato um mar-
tingal e mostraremos alguns exemplos. Também serdo explicitados as suas
propriedades e seus principais resultados.

No terceiro capitulo vamos apresentar duas versoes do Teorema Central
do Limite para variaveis aleatérias. Comecgaremos este capitulo definindo o
que é uma funcao caracteristica e mostrando suas propriedades. Passaremos
a abordar a convergéncia em distribuicao e juntaremos os dois assuntos
demonstrando a suas relagoes, que serao de extrema importancia para as
demonstracoes do Teorema Central do Limite para variaveis aleatérias e para
Martingais, tépico do préximo capitulo. Por fim, iremos demonstrar quatro
versoes do Teorema Central do Limite para varidveis aleatorias, apontar as

suas diferencas e comentar a condi¢ao de Lindeberg, uma das versoes sera o
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Capitulo 1. Introducdo 10

Teorema Central do Limite de Lindeberg.

No capitulo quatro discutiremos o Teorema Central do Limite para a
Teoria de Martingais. Como no Teorema Central do Limite para variaveis
aleatorias, o Teorema Central do Limite para Martingais possui diferentes
formas. Neste presente trabalho demonstraremos uma forma mais geral do
teorema, mas com a inten¢ao de abordarmos um determinado caso especifico.

No 1ltimo capitulo apresentaremos a taxa de convergéncia para o Teo-
rema Central do Limite com intuito de analisarmos o artigo [4]. Neste é tratada
a taxa de convergéncia para o Teorema Central do Limite para Martingais.
Uma das razoes de buscarmos, como mencionado anteriormente, uma versao
especifica do Teorema Central do Limite para Martingais é justamente para
abordarmos o artigo que tratara sobre o Teorema Central do Limite para Mar-
tingais restrito a classe de Martingais com incrementos limitados.

Veremos que neste artigo o autor consegue otimizar um dos termos
do limite da taxa de convergéncia para o Teorema Central do Limite para
Martingais com incrementos limitados e por fim demonstra que este termo

nao é possivel aprimora-lo.
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2
Teoria de Martingais

Um Martingal é uma sequéncia de variaveis aleatorias, isto ¢ um processo
estocdstico, no qual, em um determinado tempo em que a sequéncia foi
realizada até este tempo, a esperanca do proximo valor da sequéncia serd igual
ao valor presente observado, mesmo com todo o conhecimento de todos os
valores observados anteriormente.

Podemos pensar em um Martingal {S,,, F,,n > 1} sendo a quantia que
temos no tempo n em um jogo justo, ou seja, o valor esperado de ganho ou
perda sera igual a zero. Esta variavel aleatoria S, é na verdade a soma de
outras variaveis aleatérias, X1, X5, até X,,, nos respectivos tempos, de ganho
ou perda, o martingal serd o valor depois de n jogos justos. Isso explica o uso
de Martingais, por exemplo, em finangas

A importancia de Martingais estd também conectada com a decomposi-
¢ao de Doob, que diz que qualquer submartingal, ainda definiremos, pode ser
decomposto como uma tnica soma de um martingal e um processo previsivel
que comeca em zero, o qual é um processo estocastico H,, em que o valor da
variavel H,, é conhecido, com as informagoes no tempo n — 1, para todo n.

O que nos interessa é o valor esperado da quantia que teremos num tempo
n dado o conjunto de informagoes que possuimos anteriormente, isto significa
as informacoes passadas.

Desta forma, como veremos adiante, o valor esperado futuro de .5,, dada
as informacoes que possuimos até o presente momento, como estamos em um
jogo justo, serd igual a quantia que possuiamos neste mesmo momento.

Existem ainda o supermartingal, que podemos interpretar como um jogo
desfavoravel ao apostador e o submartingal, que seria um jogo favoravel ao
apostador.

Para darmos a defini¢cao formal de martingal sera necessario apresentar-

mos o conceito de esperanca condicional.

2.1
Esperanca Condicional

Suponha um espago de probabilidade dado por (2, Fy , P), uma o-dlgebra

F C Fy e uma variavel aleatéria X Fy-mensuravel com E(|X|) < oo, sendo
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esta esperanca com respeito a medida P.
Definimos a esperanga condicional, E(X|F), como a unica variivel

aleatoria Y qualquer que atenda aos requisitos abaixo:
(i) Y € F, ou seja, Y é F-mensurdvel;
(if) E(JY]) < o0;
(iii) VA € F, teremos [, XdP = [,YdP.

Podemos dizer que esta variavel aleatéria Y, que preenche as qualidades
supracitadas é uma versao da esperanga condicional de X dado F, E(X|F). A
prova de existéncia e unicidade pode ser vista em [6] pagina 222.

Podemos pensar em um experimento ja realizado e as tinicas informacoes
referentes ao ponto w € 2 estao disponiveis através de uma varidvel aleatoria
Z(w) que é F-mensuravel.

Desta forma a varidvel aleatéria Y (w) = E(X|F)(w) é o valor esperado
de X (w) dado este conjunto de informagoes.

Uma variavel aleatoria X que é F-mensuravel, terd como valor da sua
E(X|F) ela mesma, pois esta ¢ a sua melhor aproximagao

Quando F é igual a o-dlgebra trivial, F = {Q,0}, E(X|F) sera igual
a F(X). Isso ocorre pois, sabendo que estamos no espago de probabilidade
(QLF,P),

E[X|F] = /QXdP — E[X].

2.1.1
Propriedades da Esperanca Condicional

Veremos agora algumas das propriedades da esperanca condicional, estas
propriedades praticamente se mantém iguais as da esperanga ordinaria.

Quando escrevemos que uma variavel aleatoria X € LP, para p > 1,
significa que X ¢é p-integravel, isto é, E(|X?) < oco.

Proposicao 2.1. Sejam X e Y wvaridveis aleatérias, tal que X,Y € L',

(a) A esperanca condicional € linear, E(aX + Y|F) = aFE(X|F) +
E(Y|F),Va € R.

(b) Se X <Y entao E(X|F) < E(Y|F).
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(c) Se X, > 0 e X, T X (sendo que esta notagio significa uma con-
vergéncia mondtona pontual, isto é para cada w € Q) com E(X) < oo entao
E(X,|F) 1 E(X|F).

(d) Temos uma versao do Lemma de Fatou, se X,, > 0¥ n entdo:
E(liminf X, |F) < liminf F(X,|F)

(e) Uma versao do teorema da convergéncia dominada, se X, — X,
quase certamente, e existe Y € L' tal que |X| < Y V n entao,
E(X,|F) — E(X|F), quase certamente.

(f) Se X € F e E[|Y|], E(|XY]|) < 00 entdo, E(XY|F) = XE(Y|F).

(9) Se Fi C Fy entio E(E(X|F1)|F2) = E(E(X|F)|F) = E(X|F),

chamada de lei da torre.

(h) (Regra da independéncia) Se G € independente de o(o(X),F), entao
E[X|o(F,G)| = E[X|G], quase certamente. Em particular, se X € indepen-
dente de F entao E[X|F] = E[X], quase certamente.

Demonstra¢io. As demonstragoes dos itens (a), (b), (c) e (f) podem ser
encontradas em [6] paginas 193-195.
As demonstragoes dos itens (d), (e), (g) e (h) podem ser encontradas em
[10] pagina 89-90.
O]

2.2
Martingais

Nesta secao o objetivo serd definir o que é um martingal, submartingal
e supermartingal. Mostrar algumas de suas propriedades e seus principais
teoremas, os quais, mais a frente, usaremos para demonstrar o Teorema Central
do Limite para martingais.

Antes de abordarmos a teoria de martingais precisamos de duas defini¢oes
muito importantes, as filtragoes e uma sequéncia adaptada.

Dado um espaco de probabilidade (2, F, P), definimos uma o - élgebra
gerada por uma cole¢do C, o(C), de subconjuntos de €2, como sendo a menor
o - algebra de subconjuntos de 2 que contém a colecao C. Esta menor o -

algebra que contém a coleg¢ao de subconjuntos C é construida com a intersegao
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de todas as o - dlgebras que a incluam, ou seja, o(C) = NX¢, onde X¢ denota
a colegdo de todas as o - algebras de subconjuntos de €2 que incluam C.

Uma filtracdo de uma o - dlgebra F é uma sequéncia crescente de o -
algebras, isto é, F; C F, C ... C F.

Definimos Foo = 0(Up>1F) € Foo C F.

Dizemos que a sequéncia de variaveis aleatérias X, é adaptada a filtracao
Fn, se X, é F,-mensuravel para todo n.

Chamamos de filtracao natural a F,, = 0(X;, Xs, ..., X,,) para n € N.

Apébs definirmos o que é uma filtragdo e uma sequéncia adaptada pode-
mos agora tratar da teoria de martingais. Seja JF, uma filtracao e X,, uma

sequéncia de variaveis aleatorias com as caracteristicas abaixo,
(i) X, € £, para todo n;
(ii) X, é adaptado a F;
(iii) B(Xp41]Fn) = X, para todo n.

Dizemos que o processo X,, é um martingal com respeito a F,. Caso
substituamos, na tultima condi¢ao, o sinal de igual pelo de menor igual
ou pelo de maior igual, teremos um supermartingal ou um submartingal,
respectivamente.

Agora daremos alguns exemplos de martingais e suas aplicagoes. Em
cada caso definiremos o processo e verificaremos que este ¢ um martingal, pois

atendera as trés condigoes citadas acima.

Exemplo 2.2. Pensemos em uma sequéncia de varidveis aleatorias indepen-
dentes X1, Xo, ...,, tal que X; = 1 com probabilidade 1/2 ou X; = —1 com igual
probabilidade, isto para todo 1 € N.

Definimos S, = X1 + Xo + ... + X,,, como a soma destas varidveis
aleatorias no tempo n e F, = o(X1, X, ..., X)) para todo n > 1, ou seja,
Fn € uma filtragao natural. Para n =0 temos, Sp =0 e Fy = {0, Q}.

Verificaremos agora que S, é um martingal com respeito a F,, para isso

S, deve respeitar as trés condigoes postas acima.
(i) S, € LY, para todo n;

Comegamos com E(|S,]) = E(|X1+Xo+...+X,|) < E(|X1])+ E(| Xa|) +
..+ E(|X,|), como X; € L para todo i, ou seja, E(|X;|) < oo para todo i.
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Entdo teremos E(|S,|) < oo, logo S,, € L.
(ii) S, € adaptado a F,;
X, € adaptado a F,, para todo n, isto é, X,, é F,-mensurdvel para todo

Fagcamos f: R" — R, em que f(x1,29,...,T,) = x1 + To + ... + T, esta
funcao é continua entao é Borel mensurdvel.
Visto isso temos S, = f(X1,Xa,...,X,) € Fn-mensurdvel para todo n,

ou seja, S, € adaptado a F,.
(1ii) E(Spi1|Fn) = Sn, para todo n.

E(Sp+1|Fn) = E(Su|Fn) + E(Xpi1|Fn), teremos isto pela propriedade de
linearidade da esperanga condicional, Proposi¢io 2.1 (a).

Como S,, € F,-mensurdvel, sabemos que E(S,|F,) = S, e como X, €
independente de F,, teremos E(X,+1|Fn) = E(Xpi1)-

Entio E(Sp1|Fn) = Sn+ E(Xpy1) = Sy, pois E(X,11) =0.

Verificamos que a sequéncia de varidveis aleatorias S, atende as trés

condigoes, logo S, € um martingal.

Exemplo 2.3. Considere agora uma sequéncia de wvaridveis aleatorias,
independentes e ndo mnegativas X, E(X,) = 1 para todo n. Defina
M, = X, X,..X,, e F, a filtragio natural, para todo n > 1. Para n = 0,
tem-se My =1 e Fo = {0,Q}. Para podermos chamar M, de martingal com
respeito a F,, faremos como no exemplo 1, verificando se o processo M, se

enquadra nas trés condicoes.
(i) M,, € L', para todo n;

Sabemos que M, ¢é uma multiplicacao de varidveis aleatorias ndo ne-
gativas, desta forma M, €é uma varidvel ndo negativa, entio E[|M,|] =
El|X1X,.. X,|] = E[X1Xs...X,,]. Como as variqveis aleatorias Xy, Xo, ..., X,
sao independentes temos E[X1Xs..X,| = E[X1]F[Xs]...E[X,] = 1.

Logo E[|M,|] < oo, isto é, M,, € L', para todo n.

(i) M,, é adaptado a F,;

X, € adaptado a F,, para todo n, isto ¢, X,, € F,,-mensurdvel para todo

n. Facamos f : R" — R, em que f(z1,x9,...,2,) = T12T3...7,, esta fungio é


DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 1512248/CA


PUC-Rio- CertificagaoDigital N° 1512248/CA

Capitulo 2. Teoria de Martingais 16

continua entdo é Borel mensurdvel. Visto isso temos M, = f(X1, X, ..., X,)

é Fn-mensuravel para todo n, ou seja, M, €é adaptado a F,.
(iii) E(M,1|F,) = M, para todo n.

E(Mn+l|fn) = E(Xn+1Mn|‘Fn) = MnE(Xn+l|fn)7 teremos isso pela
Propriedade 2.1 (f). E(Xp1|Fn) = E(Xni1) = 1, temos isto porque X1
¢ independente de F,. Logo teremos E(M,1|F,) = M,.

Exemplo 2.4 (Urna de Polya). Considere uma urna que possui uma bola
branca e uma preta, a cada instante escolhemos uma delas uniformemente,
observamos sua cor, a devolvemos para a urna e entao adicionamos uma bola
da mesma cor daquela observada. Repetimos o processo. Depois de n instantes
teremos n + 2 bolas. Vamos, neste exemplo, analisar a proporcao de bolas pre-
tas em cada instante e esta propor¢io chamaremos de X,,. O nosso espaco de

probabilidade aqui é a urna e a filtragdo é a natural, ou seja, F,, = o(Xy,...X,).
(i)X, € L', para todo n;
Trivial, pois X,, € uma propor¢ao.
(1)) X, é adaptado a F,;
Trivial também, pois a filtracdio é natural.
(111) E[Xpi1|Fn] = Xn, para todo n.

Vamos denominar P, o niumero de bolas pretas na urna no instante n e

B, o nimero de bolas brancas no instante n, naturalmente B, = (n+2) — B,.

P,
n+2 "

Calcularemos o valor esperado do nimero de bolas pretas dentro da urna

O que nos interessa aqui € a propor¢ao X, =

no instante n + 1, dado as proporcoes de bolas pretas na urna nos tempos

anteriores. Temos que o valor de P, 1 poderd ser apenas dois,

(n+2)—Py,
n+2
P
n+2

P, com probabilidade igual a
Pn+1 =

P,+1 com probabilidade igual a
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Visto isso teremos,

P, (n+2)— P,
E[P, | F,)] =P, +1)—"_ yp T2 n
[Pra[ Pl =( +)n+2+ n+2

P.(n+2)— P>+ P?+ P,
n+2

P,(n+3)

n—+2

Desta forma teremos,

P
(X, 1| F.) =E (”* ]-“n)
(Kol = (P22t
|
_ 1 mep
n+3 (n+1|‘Fn)

1 (n+3)P, P,

:n+3 n -+ 2 n+2:

n-

Exemplo 2.5 (Processo de Galton - Watson). Um processo de Galton-Watson
¢ um processo estocdstico de ramificacao em que Z, é o tamanho da geragdo no
tempo n e X,,; o numero de criangas do individuo © na gera¢ao no tempo n. De
uma maneira mais formal seja X, ;, uma sequéncia ndo negativa de varidveis
aleatorias independentes e identicamente distribuidas e X,; € L', para todo

t,n > 1. Temos também a sequéncia Z,, na qualn >0, Zy =1 e:

X17n+1 + ...+ XZn,nJrl S€ Zn >0
se Z, =0

Zn+1 —

Neste caso vamos analisar a sequéncia (Y,)n>1 definida porY, = Z,/u",
onde 1 = E(X,,;) e faremos F,, = 0(X;,; :1>1,1 < j <n).

(i) Y, € L', para todo n;

Temos que a varidvel aleatoria Y, é nao negativa, pois pu > 0, entdo
temos que E(|Y,|) = E(Y,).

Sabemos que Z,, =0 ou Z,, = X1 + ... + Xz, 0, Dara o primeiro caso
teremos E(Y,) = 0.

Ja para o sequndo caso teremos,
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1 1
E(Y,) = EE(Zn) = EE(X17R+...+XZWW) - [E(X10) + o+ B(Xz, m

Como X, ; € L, para todo i,n > 1, entdo E(Y,) < oco. Logo Y, € L.
(i1) Y, € adaptado a F,;

Sabemos que Z,, € F,, para todo n, pelos mesmos motivos do Exemplo 1.
Como Y, = Z,/u", e u" é uma constante, entio Y, € F, para todo n,

isto €, Y, € adaptado a Fy;
(111) E(Y,41|Fn) = Ya, para todo n.

Temos que,

o0

(Zns1lFn) Z Zni1lz,—i|Fn),

pelas Propriedades 2.1 (a) e 2.1 (¢). Em Z, = k, fazemos Z,.1 =

Xipt1 + ... + Xgnt1, visto isso teremos,

o0

Z n+11Zn—k|‘F Z E((Xl,n+1 + ...+ Xk,n+1>1Zn=k“Fn)'
k=1

Pela Propriedade 2.1 (f) obteremos,

ST E(Xinp1+ o+ Xins1) 1zomiFo) = D 1z, b E( X g1+ o4 Xin1) | Fn).-
k=1 k=1

Como X 41 € independente de F,,, para todo i teremos por fim,

E(Zpia|Fn) = Y lz,—kkp = pZ,.

k=1

Dividindo ambos os lados da equagio por p"*', teremos,

n+1 o Zn o
[W H BlYulZ) = 2 =y,

Logo E[Y,1|F,] = Y,. Concluimos que Y, é um martingal.
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2.2.1
Descricao de Martingais como série de incrementos

No Exemplo 1, vimos que S,, ¢ um martingal. Temos também X, =
S, — Sn_1, para todo n > 1. Desta maneira podemos dar uma outra forma a
este martingal, escrevendo-o a partir dos seus incrementos, pois estes possuem

média zero, dada uma filtracao F,:

E(Xni1|F) = E(Snsr — SulF) = B(Sns1|Fn) — E(SulF) = Sy — S, = 0

Podemos generalizar esta ideia acima para qualquer martingal Y,
representando-o através de uma sequéncia de variaveis aleatérias Xy, Xo, ...,
tal que E(X,11|F,) = 0, para todo n, onde F,, é uma filtragao. Estas variaveis
aleatérias sdo os incrementos do martingal, isto é, X,, .1 =Y, .1 — Y.

Com isto definiremos a variancia condicional para Martingais e a varian-
cia quadratica normalizada, que serdo de extrema importancia mais a frente.

Podemos definir para qualquer Martingal Y,, e para as variaveis aleatérias
Xy, Xo, ..., tal que E(X,1|F,) = 0, para todo n, onde F,, é uma filtragao e
X, =Y, —Y, 1, denotando a diferenca de Martingais.

2.2.2
Alguns Resultados sobre Martingais

Daremos agora a definicao do tempo de parada, algumas propriedades e

o teorema de parada opcional.

Definigao 2.6. (Tempo de Parada) Dado o espago de probabilidade (), F, P),
uma filtraggo F1 € Fo C ... C F e uma varidvel aleatoria T, dizemos que
T € um tempo de parada com respeito a filtracgo F1 C Fo C ... C F se
{we Q:T(w) <n}eF, para todo n > 1.

O tempo de parada pode ser considerado um mecanismo no processo
estocastico que estamos analisando para decidirmos se este continua ou para
dado o presente e os eventos passados. Na maioria das vezes o tempo de parada

nos levara a decisao de pararmos em um tempo finito.

Teorema 2.7 (Teorema da Convergéncia para Martingais). Se X, é um
submartingal com sup E(X,) < oo, temos que X,, — X, quase certamente,

quando n — oo, sendo X uma varidvel aleatoria com E(|X|) < oco.

Demonstragio. A prova deste teorema pode ser encontrada em [6] pagina
202. O
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Definicao 2.8. Uma sequéncia de varidveis aleatorias X1, Xo, ... € uma filtra-

cao F,, a sequéncia é dita previsivel, se para todo n, X, € F,_1 - mensurdvel.

Esta definicdo acima é importante para a decomposicao de Doob.

Teorema 2.9. (Decomposi¢io de Doob) Qualquer submartingal X,,, n > 0,
pode ser decomposto de uma unica forma, X, = M, + A,, onde M, ¢é um

martingal e A, € uma sequéncia previsivel com Ag = 0.

Demonstragio. A prova deste teorema pode ser encontrada em [6] pagina
203. ]
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Teorema Central do Limite

Neste capitulo vamos apresentar o Teorema Central do Limite para
variaveis aleatérias. Apresentaremos e provaremos quatro de suas versoes, a
para variareis aleatérias independentes e identicamente distribuidas, a versao
de Lindeberg, a de Lindeberg-Feller e o Teorema do Limite Central para a
distribuicao de Poisson.

Para que possamos discutir mais profundamente o Teorema Central do
Limite para variaveis aleatorias e para Martingais, ponto do préximo capitulo,
e suas demonstragoes, abordaremos antes sobre os seguintes assuntos: fungoes
caracteristicas, suas propriedades e a convergéncia em distribuigao.

Um importante resultado que obteremos com as fungoes caracteristicas
e a convergéncia em distribuicao é que uma sequéncia de variaveis aleatérias
convergird em distribuicao para uma determinada distribuicao, se e somente
se, a sequéncia de fungOes caracteristicas convergir pontualmente para a
funcao caracteristica desta mesma determinada distribuicao. Este resultado
é importante para a prova do Teorema Central do Limite.

O Teorema Central do Limite basicamente, explicando de uma forma
informal, anuncia que a soma de variaveis aleatorias independentes, podendo ou
nao serem identicamente distribuidas, dependendo do caso, estas com médias e
variancias finitas, apds uma padronizacao, tendera a uma distribuicado normal
padrao. Quando dizemos tenderd, significa que havera uma convergéncia em
distribuicao.

Veremos primeiro o Teorema Central do Limite para variaveis aleatérias
independentes e identicamente distribuidas, apds exploraremos a versao de
Lindeberg. Uma diferenca entre estas versoes é que na primeira, para ocorrer a
convergéncia da soma das variaveis aleatorias, apos sofrer uma padronizacao,
para a funcao de distribuicao da normal padrao é necessario, como ja estd no
enunciado do teorema, que as variaveis sejam identicamente distribuidas. J4 na
versao de Lindeberg isto nao é necessario, como veremos mais adiante bastara
que a condicao de Lindeberg seja satisfeita para que ocorra a convergéncia
em distribuicdo da soma das variaveis aleatorias, apds ser padronizada, para a
funcao de distribuicdo da normal padrao.

Por fim demonstraremos a versao de Lindeberg-Feller e a convergéncia a
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Poisson. Na primeira versao veremos que se as variaveis aleatérias independen-
tes e com média zero atenderem as duas condigoes, o seu somatério convergira
em distribuicao para uma distribuicao normal. Ja na convergéncia a Poisson,
veremos que se a sequéncia de variaveis aleatorias independentes atenderem as
hipdteses, o seu somatorio convergird em distribuicao para uma distribuicao

de Poisson.

3.1
Funcdo Caracteristica

Comecaremos esta secao definindo as fungoes caracteristicas que serao
de extrema importancia para a convergéncia em distribuicao e através desta
ferramenta conseguiremos uma prova para o Teorema do Limite Central.

A funcao caracteristica, como sera visto nesta secao, definira para qual-
quer variavel aleatéria a sua distribuicao. Através dela podemos fazer diferentes
analises sobre as fungoes de densidade e as func¢oes de distribuicao de variaveis
aleatérias. Basicamente para qualquer variavel aleatoria teremos uma tnica
funcao caracteristica que a definird, por isso sua grande importancia.

Apresentaremos agora a defini¢ao formal das fungoes caracteristicas.

Definicao 3.1. Seja X uma varidvel aleatoria, definimos sua fungdo caracte-

ristica, como uma fungdo ¢ : R — C:

ox(t) = E(exp(itX)) = E(cos(tX)) + iE(sen(tX)),t € R (3.1)

Como vimos na propria definicio de funcao caracteristica, a variavel
aleatéria complexa exp(itX) possui esperanca finita para qualquer varidvel
aleatéria X, pois da formula de Euler temos que exp(iy) = cos(y)+isen(y),y €
R, e as fungbes sen(y) e cos(y) sao limitadas. Logo garantimos que a funcao
caracteristica estd bem definida.

Mostraremos agora algumas propriedades importantes da func¢ao carac-

teristica. Sejam X e Y varidveis aleatorias.

Teorema 3.2. Para todas as funcoes caracteristicas temos, sendo X e Y

varidveis aleatorias:
(a) Assume valor 1 no pontot =0, isto é px(0) = 1;

(b) ox(t) = ox(—t), onde px(t) € o complexo conjugado de px(t);

(c) Se X eY sao independentes entio temos que,
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oxty(t) = px(t).py(t),Vt € R;

(d) Se Y =aX +b, entao oy (t) = exp(ith)px(at);

(e) Temos que px também gera os momentos da sequinte maneira:

aatn@X(zs) —E(X™)n=1,2,..., se E(X") < oo

t=0
(f) lex ()| < 1,Vt € R.

Demonstragio. Para as propriedades (a), (b), (c), e (d) veja [8] paginas 225 e
229.
Para a propriedade (e) [9] veja pagina 280. O

A propriedade (c) pode ser generalizada para uma sequéncia de variaveis

aleatérias Xy, Xo, ..., X,, independentes fazendo inducao. Desta forma teremos:

n

Oxi4x, 1) =[] ox,(t),VE € R

i=1
Exemplo 3.3. Dada uma varidvel aleatoria X com distribuicdo normal padrao
temos que sua funcao caracteristica € dada por:

2

wx(t) =exp <_2> , VteR (3.2)
O calculo deste exemplo esta em [6] pagina 92.
Como ja vimos, por defini¢ao, a funcao de distribuicdo de uma variavel
aleatoria determina a funcdo caracteristica desta variavel aleatoria.
Apresentaremos agora a féormula da inversao, que nos dara a reciproca,
isto é, que a funcgao caracteristica de uma variavel aleatoria determina a fungao

de distribuicao desta.

Teorema 3.4. Seja X wma varidvel aleatoria qualquer, entdo sua fungdo
caracteristica px(t) determina a fungao de distribuicio de X, através da

sequinte formula de inversdo:

N _ 1 c iat __ ,—ibt
Fx(b) = Fx(a) = Jim o [ “———px(t)dt,

=00 277 J_¢ it

sendo F(w) = H{F(w)+ F(w™)}, para todo w € R, e os mimeros reais a, b, e

¢ tais que ¢ >0 ea < b.

Demonstra¢io. A demonstracao deste teorema pode ser vista em [9] pagina
282. ]
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Com a férmula da inversao podemos provar o Teorema da Unicidade que
nos garantird que variaveis aleatoérias possuindo a mesma fungao caracteristica

terao a mesma funcao de distribuicao.

Teorema 3.5. [Teorema Da Unicidade] Se as varidveis aleatorias X e Y
tém a mesma fungdo caracteristica, entdao elas possuem a mesma funcio de

distribuicdo.

Demonstracio. Sabemos que X e Y possuem a mesma func¢ao caracteristica,

e pela férmula de inversao, para qualquer a e b reais e a < b,

Fx<b) - Fx(a> = Fy(b) - Fy(a).
Para a — —oo0, temos que EFx(a) — 0 e Fy(a) — 0 e a igualdade acima
sera:

Fx(b) = Fy(b), VbeR.

Consideremos agora ¢ € R, tal que ¢ < b. Pela definicdo de F (.), temos,

Fx(c) < Fx(b) < Fx(b) e Fy(c) < Fy(b) < Fy(b).

A funcao de distribuicdo é continua a direita, tomamos o limite para

b | c. Visto isso obteremos,

lﬁn Fx<b> = FX(C) € lﬁn Fy(b) = Fy(C)

e isto implicard Fx(c) = Fy(c). Como o argumento vale para qualquer ¢ real,

podemos concluir que as fungoes de distribuicao de X e Y sao iguais. O]

3.2
Convergéncia em Distribuicao

Existem alguns modos de convergéncia de sequéncias de variaveis alea-
torias, vamos apresentar aqui a convergéncia em distribuicdo. Apesar de ser
o modo de convergéncia mais fraco é um dos mais utilizados e aplicados no

Teorema Central do Limite.

Definicao 3.6. Sejam X, X1, Xs, ... varidveis aleatorias com fungoes de distri-
buicao F, I\, Fs, ..., respectivamente. Dizemos que X,, converge em distribuicao
para X, quando n — oo, se para todo ponto de continuidade x de F', temos

F,(x) — F(z), quando n — oc.

. e A , D
A notagao que utilizaremos para esta convergéncia sera X,, = X.
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Como vimos no Teorema 3.5, h4 uma relacao biunivoca entre a fungao
de distribuicdo e a funcao caracteristica. Desta forma apresentaremos dois
teoremas que relacionarao o modo de convergéncia em distribuicdo com as

fungoes caracteristicas. De modo que conseguiremos provar que:

X B X < ox, (t) = px(t),Vt € R,

isto é, F, convergird fracamente para F' (Fx, 5L F ), isto é X,, convergira
em distribuigdo para X , se e somente se, px, (t) = px(t),Vt € R.
A convergéncia em distribuicdo de Fy, Fy, ... para F, isto é Fly, £ Fx,

significa também que estas fung¢oes acumuladas convergem fracamente para F.

Teorema 3.7. (Teorema de Helly-Bray) Sejam F, Fy, Fs, ... fungées de distri-

buicao. Se F,, converge fracamente para F, entao

[ f@r @) — [ f@)dr(),

isto sempre que n — oo e para toda fung¢do f continua e limitada (f : R — R).

Demonstragio. A demonstracao deste teorema esta em [8] pagina 235. O

Teorema 3.8. (Teorema da Continuidade de Levy) Sejam Fy, Fy, ... fungoes
de distribuicao cujas fungoes caracteristicas sao dadas por @1, pa, ... respecti-
vamente. Se p, converge pontualmente para um limite ¢ e se este é continuo

no ponto zero, entao
(i) existe F, funcao de distribuicao, tal que F,, — F fracamente e,

(ii) ¢ € a fungdo caracteristica de F.
Demonstragio. A demonstracao deste teorema estd em [8] pagina 237. O

Com estes dois teoremas conseguimos estabelecer uma relagao de equi-
valéncia entre a convergéncia em distribuicao e a convergéncia das respectivas
funcoes caracteristicas.

Sejam X1, Xo, ..., varidveis aleatorias, se ¢x, — ¢, para todo t € R, e
a funcao ¢ é continua no ponto zero, logo ela é uma funcao caracteristica de
uma variavel aleatéoria X, faremos entdao ¢ = px. Desta forma teremos que
X, B X.
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3.3
Teorema Central do Limite para Variaveis Aleatorias

O Teorema Central do Limite para variaveis aleatorias é extremamente
importante para a probabilidade e a estatistica. Através do Teorema Central do
Limite podemos provar diversos outros teoremas e geramos outras ferramentas.

O Teorema Central do Limite enuncia que a soma de uma sequéncia de
variaveis aleatorias independentes, se estas atenderem a certas condigoes, apés
uma conveniente padronizagao, convergird em distribuicdo para uma funcao

de distribuicao normal padrao, basicamente:

Sn - E(SN)

LS Z, quando n — oo,
Var(S,)

onde S, = X; + Xo + ... + X, e Z é uma variavel aleatéria com distribuicao
normal padrao.

Para provarmos o Teorema Central do Limite para variaveis aleatérias
independentes e identicamente distribuidas (i.i.d.) precisaremos do seguinte

resultado que sera anunciado em forma de Lema abaixo.

Lema 3.9. Sejam cq,co,..., e ¢ numeros complexos tais que lim, ,o ¢, = ¢

entdo lim, (1 + )" = €.
Demonstragcio. O que queremos provar podemos escrever da seguinte forma

ey
lim ——»—

n—o0 ec

=1.

Se a,, — 0, quando n — oo, entdo 2

De fato, por L.” Hopital,

+a2 — 1, quando n — co.

1+ lim, o1
lim = = =
z—0 7 lim,_,q €®

Como ¢, /n — 0, quando n — oo e a, — 0 quando n — oo, tomaremos

a, = ¢,/n. Visto isso teremos,

lim (1 + Cn) = lim (1+a,)" = lim ()" = lim (%)™ = lim e = ¢°.

n—oo n n—o0 n—o0 n—oo n—oo

]

Teorema 3.10. (Teorema do Central do Limite para varidveis aleatdrias
i.i.d.) Sejam Xy, X, ..., varidveis aleatdrias independentes e identicamente
distribuidas com média p e varidincia o>

X1+ Xo+ ...+ X, teremos,

, sendo o < oo. Entao para S, =
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Sn_nﬂ D
— = 7
o\/n

onde Z € uma varidvel aleatoria com distribuicdo normal padrao.

Demonstragcao. Podemos supor, sem perda de generalidade que p = 0, ou

poderiamos definir a varidavel aleatoria Y,, = X,, — u que possui média zero.
Como as varidveis aleatérias X1, Xo, ..., s@o identicamente distribuidas,

para facilitarmos a notagdo, faremos ¢y, = ¢ para todo . Aplicando do

Teorema 3.2 as propriedades (d) e (c), respectivamente, teremos:

o (i5) B o) - ()

Pela féormula de Taylor, em torno de zero, expandindo até o termo de

segunda ordem, obteremos:

o(5i) =o0+ Lmi0 a3 (1) wowo(E),

o) — .

T

a notacgao o(z), indica fungoes tais que lim,_,q

Utilizando o Teorema 3.2 as propriedades (a) e (f), teremos ¢(0) = 1,

©'(0) =ip=0e ¢" =i’u=—0? e, desta maneira,
2
t 2 2 2 o
wzﬂ—+o:ﬂ—1—().
o\vn 2n n 2n =
Temos que

2
JL%[l—Og)]—l

2n

Utilizando o Lemma 3.9 obteremos o seguinte resultado:

t {;2 0 % " 2
limp|——=|=1lm{1——|[1-— (2) =e2
n—0oo O'\/ﬁ n—0oo m %

Desta maneira pelo Teorema 3.8, podemos concluir que:

Sn

D
= 4.
ovn
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Concluimos assim a prova do Teorema Central do Limite para varidveis
aleatérias i.i.d., abaixo iremos enunciar o Teorema Central do Limite de
Lindeberg, o qual dara condi¢Oes mais gerais para a convergéncia a normal.

Com o Teorema Central do Limite de Lindeberg poderemos trabalhar
com variaveis aleatorias independentes com variancia finita, precisando que
pelo menos uma delas seja maior que zero. Se estas atenderem a condigao
chamada de condi¢ao de Lindeberg, entdao a sua soma padronizada convergira
para uma normal padrao.

Sejam X7, X, ..., variaveis aleatérias independentes, com funcgoes de
distribuigao F,,, respectivamente, tais que E(X,,) = i, e Var(X,) = o2, onde

02 < 00, e pelo menos um o2 > 0. A condi¢do de Lindeberg diz que:

1 & 9
Ve > 0, lim — T — dF.(z) = 0.
n—o00 S% 1; |2 pig | >e5m ( luk) k( )

Esta condicao de Lindeberg implica por [8] paginas 267 e 268, que:

2
s

max — 0 quando n — oo.

1<i<n 52

Isto quer dizer que a contribuicdo de uma variavel aleatoria X;, em

que 1 < 1 < n, para a variancia si ¢ arbitrariamente pequena para um n
suficientemente grande.

Antes de demonstrar o teorema apresentaremos um Lema que serd

utilizado na sua prova.

Lema 3.11. Sejam c, nimeros complexos tais que > ;4 Ch — ¢ quando
n — 00. Se maxj<g<n|Cni| = 0 quando n — 0o e Y3y |cni| < M < oo, onde
M € uma constante que nao depende de n, entao,

n

[T+ cun) = € quando n — oco.
k=1

Demonstragio. A demonstracao deste lema estd em [5] pagina 199. O

Teorema 3.12. (Teorema Central do Limite de Lindeberg) Sejam X, X, ...,
varidveis aleatorias independentes, com fungoes de distribuicao F,,, respectiva-
mente, tais que E(X,,) = p, e Var(X,) = 02, onde 02 < oo, e pelo menos um
02 >0. Sejam S, = X1+ ... + X,, e 5, = \/Var(Sn) = \/a% + ...+ 2. Entao

para que tenhamos:

Y
Sn

quando n — oo, dado que Z € uma varidvel aleatoria com distribuicao normal

padrdo, € suficiente que a condig¢do de Lindeberg,
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Ve > 0, lim —2 Z (z — pp)* dFy(z) = 0

" n—00 Sh k=1 ¥ |m— | >esn

esteja satisfeita.

Demonstragiao. Mostraremos que as fungoes caracteristicas das somas parciais
padronizadas convergem pontualmente para a fungao caracteristica da normal
padrao.

Para isso fixaremos um ¢ € R. Usaremos duas versoes da féormula de

Taylor:
t2x?
et =1+ itx + ozl(x)T, onde |ap(x)] <1, (3.3)
t? 2 t3 3
e =1+ itw — Tx + OZQ(.Z')%, onde |ag(x)| <1 (3.4)

A primeira férmula sera usada para |z| > € e a segunda para |z| < ¢,

desta forma podemos escrever ¢* da seguinte forma:

et =1 +itx — % + 7.(x), onde:

{1+ ay(x )}% se x| > €

re(x) =
‘ ozﬂx)% se |z| <e.

Teremos desta forma:

e (S 2)}) = e (£52)

Pela férmula de Taylor:

_ +2 _ 2 _
/{1+it (x Mk)_(l“ Mk) v (x M’“)}dFk(x)—
Sn 2 Sn S
:1+itE(X “’“) E(Xk “’“) +
t? —
L e (S (52 o
2 |z—pr|>esn

t3 x — i 3
() (5
6 |z—pp| <esn Sn Sn

Como E(X}) = px e Var(Xy) = o7, temos:

Xy, — t*o}
FE <exp {it (k 'uk) }) —1- % + ay, ks
Sp 252 ’

onde a,,  satisfaz,
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_ 2 3 _ 2
|lz—pg|>esn Sn 6 |z—pr|<esn Sn

: (o= e dBi () + D [ (0 e api)

_8721 lx—pr|>esn 68%

Desta forma teremos,

- eltf
> lanil < = Z (x — ) dFy () +
k=1 Sn =17 lv=hn|>esn
Pela condicao de Lindeberg a primeira parcela da soma vai para zero
quando n — oo. Entao para n suficientemente grande, temos
6Iifl3
Faremos uma sequéncia de €'s que convergirao para zero. Escolhemos

€= % para m € N, entao existe n,, tal que n > n,,,

Z |an k| S Y
= 3m

Desta forma ha uma sequéncia de inteiros positivos n; < ny < ng < ...

tal que,

3 ] < 1
a R
k=1 " 3w

para n, < n < nmy41, onde para estes valores de n, os restos a,j sao
baseados em € = 1/m. Por economia de notagao, a dependéncia em m nao
serd mais expressa, mas basta lembrar que os valores dos restos a, , que sao
determinados por €, dependem da posicao de n em relacao a n,,.

Teremos entao que,

Sabemos que:

Sn

w%%n(sn)(t) = kf[l E (exp {it (Xk_'uk) }) = ﬁ < — t22502k + an,k> (3.6)

Agora provaremos que o ultimo termo da equagao acima converge para a
funcao caracteristica de uma variavel aleatéria que possui distribui¢ao normal
padrao. Para isso utilizaremos o Lemma 3.11.

Utilizando a mesma notagao do Lemma 3.11 faremos,
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t20? 4 t2
Cnk = — N <=+ App € C=— —/.
’ 2 ’
2s2 2

Se Z é uma variavel aleatoria com distribuicao normal padrao, entao sua
2
fungao caracteristica serd pz(t) = e~z pelo Exemplo 3.3.
Aplicaremos o Lema 3.11, em nosso caso faremos ¢, = — [t?07/(252)] +
an ) € ¢ = —t*/2. Por (3.5), temos:
n t2 n s o t2
D lenel < 5+ 2 lankl "= 5 (3.7)
k=1 k=1
logo >3- |¢n.k| € uniformemente limitado, para aplicarmos o Lemma 3.11 resta

verificarmos a condi¢cdo do maximo:

2 2 2 2
Tk Ok
max [c, | < max —F + max |a,| < = max =X+ > |an
I<k<n® 7 I<ks<n 252 1<k<n 2 1<k<n 2

como j& visto em (3.5) o segundo termo tende para zero. A condigdo de

Lindeberg, como ja visto, implica em:

Desta forma a prova esta terminada.
O

Podemos dizer que se a condicao de Lindeberg for satisfeita, vale a
convergéncia em distribuicao para uma func¢ao de distribuicao normal padrao.

Demonstraremos agora o Teorema de Lindeberg-Feller, em que usaremos
a condicao de Lindeberg. Neste teorema teremos uma sequéncia de variaveis
aleatorias organizadas na forma de vetor triangular.

Pensemos para cada n € N, fagcamos X,,,,, para 1 < m < n varidveis
aleatorias independentes, desta forma faremos com que na linha de cada
sequéncias as variaveis aleatorias continuem independentes entre si. Podemos

visualizar o vetor triangular da seguinte forma,

X1
X1 X922 — independentes entre si

X371 X32X33 —  independentes entre si

e assim continuara as sequéncias até m = n.
Para a demonstracao do Teorema de Lindeberg-Feller, precisaremos de

dois Lemas que apresentaremos abaixo.
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Lema 3.13. Seja X uma varidvel aleatoria e n € N temos que,

i  E(itX)"] : ntl n
‘E(e ) _EOT < B [min (JeX["*, 2[¢X]")]
Demonstragio. A demonstracao pode ser vista em [6] pagina 116. O

Lema 3.14. Sejam z1, ..., z, € wy, ..., w, numeros complexos dentro do circulo

unitario e para n € N, teremos,

n
[T wn
1

m=

n

m=1

n
11 zn
m=1

Demonstragio. A demonstragao estd em [6] pagina 125. O

O Teorema de Lindeberg-Feller nos diz, como veremos abaixo, que uma
grande quantidade de observagoes independentes que possuem média zero,
quando somadas irdao convergir em distribuicao para uma distribuicao normal.

Antes de demonstrarmos o Teorema de Lindeberg-Feller, iremos intro-
duzir uma notagao. Quando temos E {]Xn,mf | Xm| > e}, isto significa que
o limite de integracao para o cédlculo do valor esperado de |Xn7m|2, sera de
(€, +00) e (—o0, —¢).

Teorema 3.15. (Teorema de Lindeberg-Feller) Para cada n, seja X, m, para

1 <m <mn, varidveis aleatdrias independentes e com E (X, ) = 0. Suponha,

(i) Y B(XZ,)—0>>0 n— oo

m=1
y L= 2. _
(ii) Ve > 0, J%WEE X5 [ Xnm| > €] =0.
Entao S, = Xp1+ ...+ Xon 2 o/, quando n — oo, onde a varidvel

aleatoria Z tem distribuicao normal padrao.

Demonstragio. Seja o, (t) = E(exp(itX,m) e o2

n,m

= E(X},,). Para provar-

mos o teorema basta mostrar que,

I nmlt) - exp(—2%/2).

Facamos 2z, ., = @nm(t) € wym = (1 — t20721’m/2). Pelo Lema 3.13 temos,

E(exp(itXnm) — Y Ll nm) ] [ X m)’]

a=0

<FE {min(|tXnm|b+1,2|tXnm|b} :
al ’ 7

Pelo Lema 3.13, b € N, entao faremos b = 2, visto isso teremos,
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E(exp(itX,m) — Z Bl Xnm) | [ Xnm)’]

a=0

al < B [min(|Xnf®, 20X,/

Sabemos que E(exp(it X, m)) = @nm(t), vamos agora analisar o segundo

termo do lado esquerdo da equacao anterior,

2 B(itX,,)" t?’E (X2,
Z—[(Z m)] =1+ it E(Xp ) — EE[Xin]
= a! ’ 2!

202
-1 _ 2n,m = Wy

Desta forma teremos,

2nm = Wom| < B [min([£X 20 X0 m[?)] -

Observando o lado direito da desigualdade anterior faremos,

E [min([tX |, 20t X0 |?)| < B [[tX0ml*; [ K] < €| +E (21X m[% [ Xom| > €] .

Podemos explicar esta desigualdade supondo primeiro que

min([t X, |3, 2/t Xnm|?) = [tX,.m|?. Visto isso teremos entéo,

[ — Wan| <E [min([£X 20 X0 m?)]
B [tX ol | Xl < €] + B 2/t X0m [ Xom| > ¢]  (38)
<t E || Xpml* | Xnm| < €] +20E || Xpml* [ Xom| > ]

Antes de continuar a demonstragao vamos analisar as suposigoes (i) e

(ii). Na suposigao (i) observemos, sabendo que | X, ,|? = X2

n,m?

S E(XZ,) =3 B[ Xuml [ Xaml > €| + 3 B [[Xnml* [ Xom| <é].
m=1 m=1 m=1
(3.9)
Fazendo n — oo, pela suposicao (ii), o primeiro termo do lado direto da
equagao (3.9) é igual a 0. Entao teremos,
. " 2 BRT " 2.
Jon 32 B ) = Jimm, 3 B [| Xl [ Xom| < ]

Entao pela suposicao (i),
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nli_}I{.lowglE X% [ Xom| < €] =0 >0. (3.10)

Voltemos a equagao (3.8). Somando m = 1 até n, deixando n — oo,

usando (i), (ii) e (3.10) teremos,

n
lim sup Z |Znm — Wam| < et3o?.

n—oo m=1

Como € > 0 é arbitrario, segue que a sequéncia acima converge para 0.

Nosso proximo passo serd, usando o Lema 3.14, mostrar que

f_[l Pnm(t) — ﬁ (1 — tQUZ,m/Q)‘ — 0.

m=1
Para isso vamos conferir a hipdotese do Lema 3.14. Pela Propriedade 3.2
(f) sabemos que |p,.,(t)] < 1 para todo n,m. Para os termos do segundo

produtério temos que,

oo <E+E (]Xn,m|2; | Xm| > 6)

e € é arbitrério entdo por (i) temos que sup,, o7 ,, — 0. Portanto se n é grande,
temos 1 > 1 — %07, /2 > —1, para todo m.
Para completar a prova usaremos o Lema 3.11. Mostramos agora que
sup,, o4 ,, — 0 e a suposicao (i) implica,
n
> —ton /2 = —t70% /2.
m=1
Desta forma [T}, _, (1 - t20'72L’m/2) — exp(t?0?/2). Completando assim a

prova O

3.3.1
Necessidade da condicao de Lindeberg

A segunda suposic¢ao do Teorema 3.15 ¢é a condicao de Lindeberg. No caso
deste teorema, como as variaveis aleatorias possuem média zero a integral da
condicao fica igual ao valor esperado da variavel aleatéria elevado ao quadrado.

Sem a condicao de Lindeberg veremos que é possivel uma convergéncia de
variaveis aleatorias em arrays independentes identicamente distribuidas cujo
limite ndo é uma distribuicdo normal.

Iremos agora demonstrar a convergéncia em distribuicao a uma Poisson,
esta convergéncia também é chamada como a "lei dos eventos raros'. Este

nome vem do fato que o limite da soma dos indicadores do evento possuem
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probabilidade pequena, por isso eventos raros, e esta soma convergird em
distribuicao para uma distribuicao de Poisson.
Para demonstrarmos a convergéncia em distribuicdo a uma Poisson

precisaremos do seguinte resultado,

Lema 3.16. Se b é um nimero complexo com |b| < 1 entao ’eb — (14 b)’ <
b,

Demonstragio. a demonstragao deste Lema estd em [6] pagina 125. [

Teorema 3.17. Para cada n, sejam X, onde 1 < m < n, varidveis
aleatorias independentes com P(Xpm =1) = Dam € P(Xpnm =0) =1 — ppm.
Suponha,

() S0y P — A € (0,00); ¢

(1) maxi<m<n Prnm — 0;

Entao S, = X1+ ...+ X 2 Z, onde Z tem distribuicao Poisson com

média \.

Demonstracio. onm(t) = E(exp(itXnm) = (1—pum) +Pume” = 14+ ppm(e’ —
1).
Calcularemos a fungdo caracteristica. Entdao pela propriedade 3.2 (c)

temos que a funcao caracteristica de S,, sera,

Elexp(itS,) ﬁ (1 + Pom(e” — 1)) :

m=1

Usaremos agora o Lema 3.14. Para isso temos que primeiro verificar as
suas condigoes. Fagcamos z,, = exp(ppm(e” — 1)) e w,, =1+ p(e™ — 1).

Deixe Y ser uma variavel aleatéria com distribuicao Poisson com média
p > 0. Temos entao que @y (t) = exp(p(e — 1)) é a sua fungdo caracteristica.

Para z,, temos que se p, ., = 0 entdo |z,| = 1, logo |z,| < 1. Agora caso
Pnm > 0, 2, serd uma fungao caracteristica de uma distribuicao Poisson com
média p, ,, entdo pelo Teorema 3.2 (f) |z,| < 1.

Como podemos ver w,, ¢ a funcdo caracteristica da variavel aleatoria
Xy.m, entdo pelo Teorema 3.2 (f) temos que |w,,| < 1. Desta maneira podemos

aplicar o Lema 3.14 e teremos assim,

exp (Zn: pmm(eit _ 1)) — ﬁ [1 +pn,m(6it — 1)}‘

m=1 m=1

< 3 [expam(e = 1) = [L+ pum(e® — ]| (311)
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Utilizaremos agora o Lema 3.16, que serd valido quando max,, p,, < 1/2

desde que |e? — 1| < 2. Teremos entdo,

Z_‘exppnm t—1)) - [1—|—pnm — ” i—

Temos que |e — 1] < 2, entdo,

i ‘exp Pnm(e” —1)) — {1 + Pm (€™ — 1)” <4 < max py m) Z Prm-

1<m<n
m=1

Pela suposigoes (i) e (ii) teremos que,

4<max pnm> anm—>0 n — 00.

1<m<
m=1

Por esta conclusao e pela suposicao (i) teremos que,

Elexp(itS,)] — exp ()\(eit - 1)) ;

Desta forma concluimos a prova, pois esta ¢ a fungao caracteristica de Z.
m

Podemos notar que neste teorema, em contraste com o de Lindeberg e
Lindeberg-Feller em que nenhum termo contribui muito para o somatorio, aqui
a contribuicdo, quando ocorre é positiva e assim contribuira para o valor do

somatorio.
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4
Teorema Central do Limite para Martingais

O Teorema Central do Limite para Martingais é uma generalizacao do
resultado para variaveis aleatorias s6 que agora no contexto de Martingais.

Neste capitulo veremos versoes do Teorema Central do Limite para
Martingais. Existem diferentes versoes do Teorema Central do Limite para
Martingais, aqui vamos provar um caso mais geral, para entrarmos em uma
versao mais especifica que nos interessara mais, pois é a abordada no artigo
que queremos discutir.

Podemos dizer, de uma maneira informal, que as versdes do Teorema
Central do Limite para Martingais expostas neste capitulo, anunciam que
dada uma série de condigoes, se estas forem satisfeitas, uma delas a condicao de
Lindeberg, teremos que o martingal apds uma certa padronizacgao, ird convergir

em distribui¢ao para uma funcao de distribuicao normal padrao.

4.1
Formas do Teorema Central do Limite para Martingais

Nesta se¢ao vamos demonstrar uma versao geral do Teorema Central do
Limite para Martingais, depois entraremos no caso mais especifico que nos
interessa mais para o presente trabalho.

Trabalharemos, em grande parte, com vetores de Martingais que sao
geralmente derivados de Martingais ordinérios, {S,,F,,1 < n < 400}, da
seguinte maneira, podemos definir k, = n, F,; = Fi e S,; = s, 1S;, onde

s,' ¢ o desvio padrdo de S,. Neste caso E(S2, ) =1, e é comum fazer esta

n
suposicao para arbitrarios vetores de Martingais. Desta forma teremos o vetor
de Martingais como {S,,;, Fni, 1 <@ <mn,n > 1}. Esta notagio ela é utilizanda
em [7].

Antes de comegarmos a discutir o Teorema Central do Limite para
Martingais, precisamos do resultado anunciado no Lema abaixo, neste Lema,

usaremos a convergéncia em probabilidade e em LP, que serd definida abaixo.

Definicao 4.1. Sejam Y, Y1,Ys, ... varidveis aleatorias definidas no mesmo
espago de probabilidade (2, F,P). Y, converge para Y em probabilidade se
para todo € > 0,
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P(lY,=Y|)>¢) —0 n— oc.
A notagio que usaremos serd Y, =Y.

A convergéncia em probabilidade significa que para valores grandes
de n, as variaveis Y,, e Y, com probabilidade muito alta, possuem valores

aproximadamente iguais.

Definicao 4.2. A sequéncia de varidveis aleatorias Y, converge em LP para
Y, sendo 0 <p<oo,seY,eLP,YeLlPe

lim E[|Y, — Y|*] = 0.
n—oo

Podemos pensar na convergéncia em LP, para p = 1, como sendo uma
convergéncia em media das variaveis, que serd o caso no Lema abaixo.
Uma ultima definicao importante para o Lema 4.4 é afirmarmos que uma

colecao de variaveis aleatorias ¢ uniformemente integravel.

Defini¢ao 4.3. Uma colecio de varidveis aleatorias (X;)er € uniformemente
integravel se dado € > 0, existe K € [0,00) tal que E[X;|1)x,>k] < € para todo
X;.

Lema 4.4. Seja n* uma constante positiva e X, ,, um array triangular de

varidaveis aleatorias onde 1 <m <mn en > 1. Suponha que:

max |X,.| 2 0. (4.1)

1<m<n
Yo Xt n— oo (4.2)

m=1
e para todo t real, sendo T,(t) = [Ij_; (1 +itX,;), quando n — oo,
temos:

T,.(t) =1 (converge em L") (4.3)
Entao teremos S,, = Xp1 + ... + Xy N Z, onde Z ¢é uma varidvel

aleatoria com a sequinte fungdao caracteristica pz(t) = exp(—%n2t2).

Demonstra¢io. Como em [3] temos que:

. 1
e = (1+iz)exp (—2962 + r(x)) , onde temos |r(z)| < |z|* para |z| <1,

(4.4)
Faremos I, = exp(itS,) e

1, =
W = exp (-5 32 X2t 3 r(0X)).
m=1 m=1
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Desta forma podemos fazer:

I, = exp(itS,) = exp(it Z H exp (it X, m)
m=1

m=1

Utilizando a férmula (4.4) para I, teremos:

n

H (14 itX,,m)exp ( 2/2X7211m + r(tXmm))

[f[ (14 z'tXn,m)l sz[l exp (—t2/2X2,, + r(tXn’m))]

1

(4.5)

n

H (1 +itX,, ) exp (—t2/2 z”: Z tXnm>

m=1
=T, W, + T, exp(—1t?/2) = T, exp(—n2t2/2>
=T, exp(—=n°t*/2) + T,(W,, — exp(—n°t*/2)).

Como ja vimos, uma variavel aleatéria X,, converge em distribuicao para
X, se e somente se, sua func¢ao caracteristica ¢y, (t) converge para a fungao
caracteristica de X, px(t), para todo t € R. Desta forma é suficiente provar

que:

E(I,) — exp(—n*t*/2). (4.6)

Como exp(—n?t?/2) ¢ limitado e com a condicao (4.3) teremos que:

E(Ty exp(=1*t*/2)) — E(exp(—n*t*/2)) (4.7)
Qualquer sequéncia de varidveis aleatérias, que converge em £, é unifor-
memente integravel, e a sequéncia Ty, (W,, —exp(—n?t?/2)) é uniformemente in-

tegravel. As condicoes (4.1) e (4.2) implicam que quando max<m,<p | Xpm| < 1,

n

> (Xonm)

m=1

<t Z X ml? < [t ( max \Xnm|> (Z Xg,m> N
m=1

m=1

quando n — oo.
Segue entdo que W, —exp(—n?t?/2) % 0, e pela integrabilidade uniforme

teremos,
E (T,(W, — exp(—t?/2))) = 0. (4.8)

Com as condigoes (4.7) e (4.8), teremos (4.6).
O]

Agora faremos que o vetor {X,,,} seja um vetor de diferengas de

Martingais.
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Teorema 4.5. Seja {S,i, Fni 1 < i < kyp,n > 1}, um vetor de Martingais
com média zero, quadrado integrdvel, isto é S, ; € L*, e com incrementos X, ;.

Seja n? uma constante real positiva. Suponha que:

max | X, =0, (4.9)
1<i<kn
i=1
E <max X,2”> ¢ limitada em n, (4.11)

e as o-dlgebras sao da forma, para 1 <i<k,, n>1,

Fni © Fotii (4.12)

Entao Sy, = Zfﬁl Xni =Y Z, onde a variavel aleatoria Z tem fungao
caracteristica @z (t) = exp(—n?t?/2), logo uma distribuicio Normal.

Demonstragio. Fagamos X/, ; = X J(XZ) X2, < 20°) e S}, = ¥, X, ..

Entao temos que {5}, ;, Fni} ¢ um vetor de Martingais. Uma vez que:

P(X, # Xni) < P(UZ, > 21%) =0 (4.13)
para i < k, e onde U, = ¥, X?, Temos também que
P(S) k, 7 Snk,) — 0, e entdo:

Elexp(itS,,;, ) — exp(itSyk, )| — 0.

Consequentemente Sy, k,, B Z se e somente se Sk B Z. Pela condicao
(4.13) as diferencas de martingal X ; satisfazem as condigdes (4.1) e (4.2) do
Lema 4.4, devemos averiguar a condigao (4.3).

Deixemos 1) = Hf;l(l +itX), ;) e

y min{i < k,|U2; > 2n°} se Uz, > 2

kn caso contrario.
Seja z,y € R, temos que |z +iy]> = 22 + y?. Entao E|T![?
_ 2
E {(nfgl (1+itx),|) ] = B[, (1 + 2X2).
Assim sendo:

kn
E|T > = (H (1+8X72)) )
7=1

Ja—1
(exp (t2 Z X7 )) (1 +t2X§7Jn)]

< lexp(2*)] (1+ E(X2 )
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é limitado uniformemente em n pela condigdo (4.11). Desta forma T, é
uniformemente integravel.
Fixamos um m > 1 e deixe A € F,,,, pela condi¢ao (4.12), temos

A € F,k, para todo n > m, tal que em n,

E(T'I(A) =E [ 1(4) ﬁu + itX;L’j)>

j=1
km kn
=FE(I(A) H(l + itX;L’j) H E(1+ itX;L7j)|.7:n7j_1)
km
=E [ I(A) [[(1 +itX], )
j=1
=P(A)+ R,
onde o termo R, consiste nos 2" —1 termos na forma, E(I(A)(it)" X}, ; X, . ... X

sendo 1 <r<k,el<j <jo<..<g <kp.

Uma vez que,

r—1
In—1 r—1
XX, | < (Z Xﬁj) <max Xﬁi) < (27°) <max Xﬁi) '
le 1 1
Dai temos que,
R, < (2 — 1)(2n*)?FE (max | X" .| ) .
| U ax | Xy, ;

Agora, para qualquer € > 0, como max; | X, ;| < e+ max; | X,;|1(| X, >

€), temos pela propriedade da esperanca:

B (max |Xm-|) < e+ E (max X T X i > 6)) .

Agora utilizando a desigualdade de Cauchy para limitar
E (max; | X[ 1(| Xni| > €)), em que p = ¢ = 2, teremos:
1/2
E <max |Xm|) <e+ [E (max X3”> P <max | X > 6)] :
entao,

E (max |Xm|) <e¢ quando n — oco.
T

Como € é tao pequeno quanto se queira, segue entao que E(max; | X, ;|) —

nvjr
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0 e R, — 0. Desta forma E [T} I(A)] — P(A).

Fagamos Foo = V{° Fnk, ser a o-adlgebra gerada pela U, F,. Para
qualquer B € F e algum € > 0, existe um m e um A € F,, ;.. tal que
P(A A B) < ¢, onde A denota a diferenca simétrica. Uma vez que T, é
uniformemente integravel e |E [T/1(B)] — E[T,1(A)]| < E||T}|I1(A A B)],
temos que sup,, |F[T/1(B)] — E[T}I(A)]|, pode ser arbitrariamente muito
pequeno, escolhendo um e suficientemente pequeno.

Temos de E [T I(A)] — P(A), que para qualquer B € F, E[T.I(B)] —
P(B). Isto implica que para qualquer variavel aleatéria X F,.- mensuravel,
obteremos E [T} X] — E(X). Finalmente, se A € F entdo,

BT 1(A)] = E[T,E(I(A)|Fx)] = E[E(I(A)|Fx)] = P(A).

Com isso provamos que a condigdo (4.3) do Lema 4.4 se aplica logo a

prova esta concluida. O

Corolario 4.6. Se as condigoes (4.9) e (4.11) forem substituidas pela condi¢ao
de Lindeberg:

S E(X2 (| X0 > €)|Fni—1) = 0, para todo € > 0, também a
condi¢io (4.10) for substituida por uma condi¢io andloga com a varidncia
condicional:

Vi = S E(X? | Fni-1) L2, e se a (4.12) se manter, entio a

conclusao do Teorema 4.5 permanece.

Para verificarmos o Corolario 4.6 do teorema acima, devemos analisar a
relagdo entre a esperanga condicional, V;; e o somatério S5y X2,.

Veremos que a variancia condicional com frequéncia pode ser aproximada
pelo somatorio Zf;l X2 .. Para isso precisamos da seguinte proposi¢ao anunci-
ada abaixo:

Proposigao 4.7. Seja {S,;, = Sk Xois Fuisn > 1,1 < i < k,} um
martingal com média zero. Suponha que as variancias condicionais, Vann =

S EIX? | Funi-1], sao justas, ou seja:

sup P(VnQ,kn >)\) =0 quando X\ — oo,

e a condicao de Lindeberg estd assequrada, entdo:

20

kn

2 2
Z Xnyi - Vnakn
=1

max
%
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Demonstragio. Demonstracao estd em [7] pagina 45. O

Com a condicao de Lindeberg assegurada e as variancias condicionais,

Vng’ x> justas, implicam, pela Proposicao 4.7, que

kn

2 2 P,
ZXTL,Z - VTL,'Z _> 0.
1=1

Para o Corolario 4.6 ser verdadeiro, basta demonstrar que as suas
condicgoes sao equivalentes as condi¢oes do Teorema 4.5.

Como a condicdo do Corolario 4.6 mesmo determina, Vn% IS
S B(X2|Fnis1) & n% onde n? é uma constante positiva, a sequéncia de
variancias condicionais serao justas. No Corolario 4.6 a condi¢ao de Lindeberg
esta assegurada logo poderemos aplicar a Proposicao 4.7.

Desta forma a condigao (4.10) do Teorema 4.5 é equivalente a Vn% kn B2,

As condigoes (4.9) e (4.11) do Teorema 4.5 sdo equivalentes a condigao
de Lindeberg. Logo o Corolario 4.6 se mantém.
Teorema 4.8. Suponha que todas as condigoes do Teorema 4.5 estdo assequ-

radas e que n* é uma constante real positiva. Entdo:
Sn,kn

D
kB N0, 1) (4.14)
(Z?" Xr%,j)

Corolario 4.9. Suponha que as condicoes do Corolario 4.8 estejam assequra-

das e que n* € uma constante real positiva. Entdo:

Sn
ke BON(0,1) (4.15)
Vn,kn

Demonstragio. (Prova do Teorema 4.8) Suponha Z uma varidvel aleatdria
com fungdo caracteristica ¢(t)z = exp(—37°t?)). Visto no Teorema 4.5 que

Shten Bz , para qualquer ¢ real teremos:

1
exp(itSyk,) — exp(— 5772152) :

Desta maneira temos que:

0 Sk, 5 N(0,1)
Da condicao (4.10) do Teorema 4.5 obteremos o seguinte resultado:

Sn,kn

D
(hoxz)? Y
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Como ja vimos na Proposicao 4.7,

n,kRn

kn
2 2 P
J

fazemos a prova do Corolario 4.9 da mesma maneira, apenas substituindo
S X2 por V2,

Com os teoremas e corolarios demonstrados acima podemos tratar do
Teorema Central do Limite para Martingais de uma forma mais especifica, da
mesma que o artigo [4], que exploraremos mais a frente, o fez. Exporemos a
notagao utilizada em [4].

Pensemos em X = (X7, ..., X,,) sendo uma sequéncia de variaveis aleato-
rias tais que, para todo i, X; € £? e X, satisfaz F(X;|F;_1) = 0, onde F; ¢ uma
filtracao natural. Desta maneira X é um martingal com séries de incrementos.

Usaremos a partir de agora as seguintes notagoes, todas indexadas em n:

n

R
E
I

s (X) X B(XP|Fin),

i=1
sendo esta tultima a variancia condicional normalizada.
Fixaremos agora a constante 1?2, que utilizamos nos teoremas e corolarios

acima, como sendo igual a 1. Como ja vimos na Proposicao 4.7,

kn

2 2 y4
ZXW. -V | =0,
j

desta forma, ao analisarmos a variancia condicional normalizada podemos

verificar que se:

V3(X,) 21 quando n — oo

e se a condicao de Lindeberg for satisfeita, entao teremos que
S(X,)/5(Xa) B N(0,1).

Para uma prova formal podemos verifica-la em [2] e [3].
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5
Taxas de Convergéncia no Teorema Central do Limite

Discutiremos neste capitulo as taxas de convergéncia do Terema Central
do Limite e por fim vamos fazer uma analise do artigo [4], o qual discute justa-
mente a taxa de convergéncia no Teorema Central do Limite para Martingais.

As taxas de convergéncia sao uma importante ferramenta para verificar-
mos com que velocidade a distribuicdo em questao esta se aproximando da
funcao de distribuicao normal padrao. Podemos pensar, de forma informal,
para termos uma intuigdo, onde F,, é uma filtracao natural, em um martingal
{Sn, Fn,n > 1}, com média zero, que é uma soma de incrementos X;’s, quao
grande terda de ser o n para que esta aproximagao ocorra. Estas taxas, como
veremos mais a frente, sao definidos como o supremo da distancia da distri-
buicdo em questao a funcao de distribuicdo normal padrao, sendo o supremo
dado em todos os pontos do dominio destas distribuigoes.

No artigo [4] é discutida a otimizagdo de um dos termos do limite da
taxa de convergéncia, focando no caso restrito de martingais com incrementos
limitados. Para demonstrar esta otimizagao do termo, no artigo é demonstrado
um novo limite para a taxa de convergéncia no Teorema Central do Limite
para martingais com incrementos limitados. Veremos que esta otimizagdo na
verdade gerard uma generalizacao deste termo.

A discussao em [4] comega na se¢ao 5.2. Para dar contexto, apresentare-
mos na secao 5.1 o resultado da taxa de convergéncia do Teorema Central do
Limite para o caso especifico de S, = >_I' ; X;, onde as variaveis aleatérias X,

sao independentes.

5.1
Taxa de Convergéncia do Teorema Central do Limite para variaveis
aleatorias

Nesta secao vamos discutir as taxas de convergéncia para o Teorema
Central do Limite para variaveis aleatorias. O que nos interessa agora, de forma
informal, é saber o quao rapidamente a distribuicao que estamos estudando se
aproxima da distribuicao normal padrao.

Para fazermos esta andlise vamos recorrer a uma versao do Teorema de

Berry-Esseen, neste iremos observar a distancia entre a distribuicao em questao
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e distribuicao normal.

Teorema 5.1. Seja X;, X, ... uma sequéncia de varidveis aleatorias indepen-
dentes e identicamente distribuidas com E[X;] = 0, E[X}?] = 0% e E|X}?| =
p < 00. Se F,(z) ¢ a funcio de distribuicio de (X1 + ...+ X,,)/on'/? e ®(x) ¢

a distribuicao normal padrdo, entao

|Fo(2) — @(x)| < 3n'%p/a”.

Demonstragdo. Demonstracao estd em [6] pagina 137. [

A inequacao do Teorema 5.1 é valida para todo x e n, desta forma

podemos pensa-la da seguinte maneira,

sup | F,(z) — ®(x)] < 3n'?p/o.

—oo<r<o0o
Visto isso podemos pensar informalmente que procuraremos o ponto nas
duas distribuigoes em que ocorra a maior distancia possivel e buscaremos os

seus melhores limites.

5.2
Taxas de Convergéncia no Teorema Central do Limite para Martingais

No artigo [4] veremos que o objetivo serda dada uma limitada taxa
de convergéncia no Teorema Central do Limite para Martingais poderemos
discutir a otimizacao de um dos termos deste limite e a sua generalizacao.

Relembrando que agora usaremos as seguintes notacoes, semelhantes a
[4].

VAX) = s7(X) ) E(XF|Fiea),

i=1
sendo esta ultima a variancia condicional normalizada e todas indexadas em
n.

Nesta secao vamos discutir os dois teoremas demonstrados no artigo
[4], para isso consideremos um martingal em que sua varidncia condicional

normalizada se aproxima de 1 e as condi¢oes de Lindeberg sao satisfeitas. Desta
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forma, como ja vimos anteriormente, havera a convergéncia em distribuicao
para uma fungao de distribui¢ao normal padrao.
Considerando as mnotagoes colocadas na secdo anterior, formalmente

teremos:

ViH(X,) 51 (5.1)
quando n — oo e com a condigao de Lindeberg satisfeita, a soma, S(X,,)/s(X,)

convergird para uma distribuicdo de normal padrao, isto é,

VteR, P[S(X,)/s(X,) <1 — ®(t)

, quando n — oo.
O nosso interesse esta na velocidade da convergéncia do Teorema Central
do Limite e nos seus limites, para isso iremos observar a maior distancia das

distribuigoes, isto é,

D(X) = sup [P [S(X)/s(X) < t] = &(1)]

teR

Podemos pensar que o limite da taxa de convergéncia no Teorema Central
do Limite pode ser escrita como soma de dois termos, A, 4+ B, para qualquer
p > 1, onde faremos A, = |[V* — 1|[p/GpH),

O foco do artigo ¢ discutir a otimizacao do termo A, para qualquer p > 1,
focando na classe restrita de Martingais com incrementos limitados. Para isso
serd necessario dar um novo limite para a taxa de convergéncia no Teorema
Central do Limite para Martingais com incrementos limitados.

Podemos substituir a convergéncia em probabilidade em (5.1) por con-
vergéncia em LP para algum p € [1,400], pois se converge em probabilidade
temos convergéncia em LP. Além disso fazer estimativas do termo [|V? — 1],
parece mais conveniente para aplicagoes em situagoes praticas.

Antes de apresentarmos o teorema que nos dara melhor limite de apro-

ximacao das distribui¢coes devemos introduzir uma notagao,

Xl = max ||X;l[,  (p € [l,+00])

1<i<n
e um teorema que é apresentado no artigo [4] e serd utilizado,

Teorema 5.2. [[1]] Seja v € (0,400). Existe uma constante C, > 0 tal que
para qualquer n > 2 e algum X = (X1,..., X,,), que satisfaca || X]||oc < 77 €

V2(X) =1 quase certamente, temos,

nlog(n)
D(x) < 0,
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O objetivo dos proximos teoremas sera buscar uma generalizagdo do
Corolario abaixo apresentado:
Corolério 5.3. [[1]] Seja v € (0,+00). Eziste uma constante C!, > 0 tal que
para qualquer n > 2 e algum X = (X1, ..., X,,) satisfazendo || X||s < 7, temos,

sty

o) (1200~ LY 120 - U12)]

No artigo [4], em referéncia a [1], ¢ dito que o termo limitado ||[V?*(X) —
1||}/ ? serd de fato o 6timo, mesmo para todas as classes de Martingais
com incrementos limitados consideradas no Corolario 5.3. Desta maneira o
Corolario 5.3 responde de forma satisfatéria a questao da otimizagao do termo
para p = 1.

Buscaremos agora uma generalizacao deste resultado para qualquer p €
[1,4+00).

Teorema 5.4. Sejap € [1,400) ey € (0,+00). Eziste uma constante C, , > 0
tal que para qualquer n > 2 e qualquer X que satisfaca || X || < 7,

D(X) < Gy, lw +(IV(X) -1+ s2p(x>)2p1+1] (5.2)

Demonstragio. Seja X' = (X7, ..., X},) Facamos,

k
= sup [k s S ELXCAFL < #(X)

i=1

Para ¢ < 7, definimos X! = X;. Deixamos r ser a parte inteira de,

$*(X) = ¥l BIX?|Fi]
,-YZ

Como || X]|oe < 7, entdao r < n. Condicionado em F, e para 1 < i <,
seja X! uma varidvel aleatoria independente tal que P[X,, = +7] = 1/2. Se

T 4 r < 2n, entdo teremos X, tal que,

P

1/2
d 1
rtpi = T <32(X) - E E(X?Fii1) — 7"72) ] =5

com o sinal determinando independéncia de todo resto. Finalmente. se 7+ +

1 < 2n, entdo teremos X/, ., = 0 para i > 2.
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Possivelmente alargando as o-algebras, podemos assumir que X/ é F;-
mensuravel para i < n, e definimos F; = o(F,, X] 1,...., X}, ,;) se i > n.

Teremos,

2n
S E(XPIFir) = E(X20|F) + E(X20|Frar) + oo+ B(X2, | Frar)

i=7+1
+ E(Xf-',-r+1|}_7+r) +..+ E(ngpr?n—l)-

Para a construcao desta igualdade podemos pensar em partes da parcela

da soma,
72 se TH+1<i<T+7r
E(XP|Fic1) =4 2(X) =X, B(X2|Fil)) —rm? se i=714+r+1
0 se ©>T7+7r+1.

O primeiro termo na expressao acima tem r termos, desta maneira

teremos,
2n -
>0 B(XPIF) =17 4 8(X) = 3 B(X|Fia) =17 40
i=T+1 =
2n p
> BOXPIF) = £(X) = X B(X}IF) (53)
i=7+1 i1

Podemos reescrever a expressao como,

5" E(XPIFy) = (X).

i=1
Consequentemente, s?(X’) = s*(X) e V*(X’) = 1 quase certamente.

Sendo assim a sequéncia X’ satisfaz aos requesitos do Teorema 5.2 e portanto,

, nlog(n)
D(X’) < 4C, (X (5.4)
Para qualquer = > 0, temos,
S(X) S(X) 1SX) - SXO)| _ . [SX) = SX) o
P =i < R <t PR s [PRG

No segundo termo da soma a direita podemos usar a desigualdade de

Markov, e
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|

21 . (5.5)

Agora seja f(y) a fungdo de densidade da normal padrao, teremos,

p[SCA=SXN, ) < L

‘ﬂm—ﬂx)
s(X)

s(X)

Dessa forma obteremos,

1
4P

S(X?)
s(X)

<t

P[

_p [ ‘S(X) ~ S(X)

s(X)

a(t+2)=00)+ [ fly)dy < @(0) + TS (5.6)

Isto ocorre porque f(y) < J%Vy.
Entao por (5.4) e (5.6), o primeiro termo do lado direito de (5.5) ¢ menor

do que,

nlog(n) nlog(n)

Ot + ) + 4C, < B(t) + —— +4C, (5.7)

s*(X) Vo 5*(X)
Iremos agora controlar o segundo termo de (5.5). Para isso note que,
2n
SX)=5(X0) = > (Xi— X)), (5.8)
i=7+1

onde colocamos X; = 0 para ¢ > n. Dado que 7 + 1 é um tempo de parada,
condicionado em 7, a sequéncia (X; — X),.,, formard uma sequéncia de
diferenca de martingais.

Antes de continuarmos com a demonstracdo vamos apresentar uma
proposicao que utilizaremos.
Proposicao 5.5. Se {S; = ;:1 X;, Fi,1 <i<n} éum martingal e p > 0,

entdo existe uma constante C' dependendo somente de p tal que,

E

> E(X3|E_1)>p/2

=1

E {m<ax |S,-|”} <C

+FE [m<aX|X,»|pu :

Demonstra¢io. Demonstragao pode ser encontrada em [7] pagina 28. O

N , .
Desta forma com a sequéncia (X; — Xj),.,, poderemos usar a Proposi-
¢ao 5.5, descartaremos a parcela da soma indexada por 7 4+ 1 que aparece em

(5.8), pois esta é uniformemente limitada, isto nos fornecers,
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1 2n 2p
B Y. (X —X))
C i=T+2
2n p
2 2
<E (Z E[(X; — X)) ]m_l]) LB | max X - X[7]. (5.9

=742

O méximo no lado direito da equaciao (5.9) é limitado por 2¢?P, pela

definicao de Xt.

2p P
1 2n 2n
BN Y (XG-X)| | <E ( > E[(Xi—Xé)z]lfu]) +27%. (5.10)
C =742 1=7+2

Quanto ao outro termo temos que X; e X/ sdo varidveis aleatérias

ortogonais, entao,

S E(X— XDHFa] = 3 EIXF+ S EIX2F. (5.11)

i=1+1 i=7+1 1=7+1
Vamos agora analisar separadamente as duas parcelas de (5.11). Como

ja vimos em (5.3), para o segundo termo temos,

S B(XEIF) = $(X) — 3 B(X2 i) (512
i=r+1 i=1

Para a primeira parcela de (5.11), teremos,

S BIXAF ] = S BIXAF | - N EXUFL), (5.13)

i=1+1 i=1 i=1

onde sabemos que,

2n n
Y E[X?|Fioi] =Y E[X?|Fi1], pois X;=0 para i>n.

=1 i=1

Desta forma podemos reescrever (5.13) da seguinte maneira

2n n T
Y. BIXP|IFia] =) EXP|Fin] = Y E[X?|Fini] (5.14)
i=7+1 i=1 i=1
Das notagoes que foram reapresentadas no comeco desta secao temos que,

ViX) = s *(X) Xn:E(Xf]}"i,l), logo,

i=1
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> EB(X|Fis) = 4 (X)VH(X). (5.15)
i=1
Substituindo em (5.14), temos

_Z E[X?|Fiy] = 2(X)VA(X) - iE[XEIEd (5.16)

Vamos agora voltar a (5.11), nesta equagao substituiremos suas parcelas

por (5.16) e (5.12), respectivamente, nos dando,

Z BI(X; — X)) |Fis] = SXVEX) + (X) - 2§;E[X3|ﬂ_11 (5.17)

Agora vamos observar o termo Y.I_; E[X?|F;_1] da equacdo (5.17). Se

T = n, entao, por (5.15), temos,

S EXCIF ] = 2X)VAX),

i=1
caso contrario, isto significard que Y71 E[X2|Fi 1] excederd s?(X).

Temos que os incrementos sao limitados logo,

i E[X?|Fia] > $*(X) —+2.

i=1

Desta forma podemos fazer,

i E[X2|Fi_y] > min (s2(X)V2(X), s(X) = 7).

=1

Consequentemente de (5.17), obteremos,

S Bl - XD Fd] < [SOOVAX) - 2(X)| 4295 (5.18)

i=7+1

De (5.18), pela propriedade da esperanga e como p € [1,400),

E < E[(|s*X)VAX) = s2(X)| + 292)"]

( fj E[(X; - X!)° |E-_1]>

i=7+1

(5.19)
Iremos agora iremos reorganizar a equagao (5.10), com o resultado obtido

em (5.19),
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2n 2p

(X - X))

1=T7+2

—FE (|s*XVAX) = 2(X)| +29%)"] + 29

(
<E[(|*X)(V3(X) = 1) +29)"] + 29>
<E[(s*(X)IVA(X) = 1|+ 292)"] + 29
<E[p(s*(X)|[VAX) = 1" + 229%)] + 29>
<ps(X)[|[VZ(X) = 1[5 + 2P7*p + 29
<ps?(X)[|[VA(X) = 1p +~7(2"p + 1).

)
(X)

~— ~—

(5.20)

Entao teremos,

2n 2p
Bl Y (-xp| | co(FeIve0-1zea®). 6o

1=7+2
Agora por (5.8) e (5.21), obtemos,
1 [|sX)=sx)[*|  ¢C ) 2P
— < — X) — 12 . .22
57 | PR SEN < S - g+ ). e

Agora vamos combinar as equagoes (5.22), (5.7) e (5.5), obteremos assim,

SX) _ | T nlog(n) = C (\amey _qyp . 27
Pls(X)St] @(t)<\/% +4C, (X + (HV (X) 1Hp+82p(X)>.

Otimizando isto sobre z > 0 teremos a correta estimativa. O limite

inferior é encontrado da mesma maneira. O

Agora justificaremos a otimizacao do termo |[VZ(X) — 1|[F/®) que

aparece no lado direito de (5.2).

Teorema 5.6. Seja p € [1,+00) e a € (1/2,1). Eziste uma sequéncia de

elementos X, tal que,

1 X lloo <2,

IVA(X) = 14D = O(nle=2),

limsupn'~/?D(X,,) > 0.

n—-+oo
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Se escrevemos a, ~ b, significa que existe C' > 0, tal que a,/C < b, <
Ca,, para todo n suficientemente grande.

A ideia no Teorema 5.6 é mostrar que ha sequéncia de elementos que estao
dentro das condi¢oes do Teorema 5.4 e que com esta nao é possivel encontrar
um termo mais forte que [[VZ(X,) — 1][t/@P*) ou seja, um termo que v
mais rapidamente para zero que este. Podemos ver isso como consequéncia do
Teorema 5.6, mesmo para um valor fixo de o € (1/2,1). Por exemplo, com

a = 3/4, temos o seguinte resultado,

Teorema 5.7 (Caso especial do Teorema 5.6). Seja p € [1,+00) e a = 3/4.
Eziste uma sequéncia de elementos X, tal que,
1 X lloo <2,
s(X,) ~ /n,
IVA(X,) = 1[5/ = O(n''*),

limsupn'/*D(X,,) > 0.

n—-+0o00

O Teorema 5.7 implica a existéncia de uma constante ¢ > 0 e uma
sequéncia X,, tal que,
Xl <2,
(X)) =/,
V(X)) = 1|/ < on'?,
D(X,) > en~ V8

para infinitos n, desta forma temos que,

D(X,) > Z[IVA(X,) — 1/,

Confirmando que o termo |[V2(X,,) — 1[[E/#P*1) ¢ o melhor possivel até
multiplicado por uma constante. Faremos agora a prova do Teorema 5.6, que

consequentemente prova o Teorema 5.7.

Demonstragio. Sejamp > 1lea € (1/2,1) fixos. Fagamos (X}, ;)1<i<n—ne serem
varidveis aleatérias independentes com P[X,,; = +1] = 1/2. A subsequéncia

(Xon,i)n—ne<i<n ¢ definida recursivamente. Deixe,

Ani =N —i+ K2,
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1/4

onde K, = n'/*. Assumindo que X, 1, ..., X, ;—1 foram definidos, escrevemos

Fni—1 para a o-algebra que eles geram, e fagamos,

i—1
Sn,i—l = Z Xn,j~
J=1

Antes de continuar a prova, definiremos d, como a massa de Dirac no

ponto x, ou seja,

0, se z¢A
1, se ze€A

Para qualquer 7 tal que n —n® < ¢ <n, construimos X, ; tal que

5_\/%4-5\/% se Spi-1 € [)\n,ivz)\n,i]a
P[Xn,z € '|fn,i71] = 5_\/1/_2 + 5\/1/_2 se Sn,i—l S [_2)\n,ia )\n,i]a

0_1+9; caso contrario.

Escreveremos X, = (X1, .oy Xnn) € X = (X1, ..., X i) para qualquer
1 < n. Seja

d(i) = sup D(X,,;).

n<i

Proposicao 5.8. Uniformemente sobre n,

[VA(Xp) = 1], = O D) (i o0) (5.23)

5(i) = 0@ V2 (i > ) (5.24)

A prova seguird da seguinte forma, primeiro limitaremos ||V*(X,, ;) — 1],
em termos de (6(j));<; no Lema 5.9. Este nos fornece uma desigaldade com
a sequéncia (0(7));en) através do Teorema 5.4, do qual deduziremos (5.24), e
entao (5.23).

Lema 5.9. Seja K; = manSi(S(j)j(i_a)/Q. Para qualquer n e v, as sequintes

inequagoes sao verdadeiras:

) 0 se 1<n—n
|E[X,]— 1] < (5.25)

20(1—1) n—n*<i<n,
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) , 0 se 21<n—n"
|5%(Xpi) —i] < (5.26)
CiBDREK, < Ci* n—n*<i<n,

0 se 1<n-—n?,

Cile=DAH20) (1 4 [)YP 4 C4B=3/2 K, caso contrdrio.
(5.27)

Demonstrag¢io. Na inequacao (5.25) é 6bvia para i < n — n®. Escrevamos,

1V (Xo) =1l <

]r—:z = [/\n,iu 2/\n,z] (§ ]r:,z = [—2)\71’7;, —/\mi]. (528)
Para n — n® < ¢ < n da definigao (5.2), temos que,
E[X?m] =P(Sni1 € [;i)E[Xz,ASn,i—l €l,;]+P(Sni1€ I;{,z‘)E[XZ,ﬂSn,i—l S [r—:—z]
+P(Spi1 & I, UL E[XG | Snio1 ¢ I, U L]
1 3
:EP(Sm,l el,;)+ §P(Sn,i,1 el )+ P(Snii el ;UL

1 3
:513(5”71-_1 € [7:,7,) -+ §P(Sn7i_1 € [7:_,2)

+(1 = P(Spi—1 € 1,;) = P(Spi1 € [Ii)

1 1
=1-— ip(sn,zel € [T:z) + 513(5%1*1 = IL)

(5.29)

A variavel aleatéria S, ;—1/5(X,,;—1) é aproximadamente Gaussiana, con-

trolado pelo erro d(i — 1). Mais precisamente,

|P(Sn,z‘—1 eI —/ dd| < 26(i — 1).

It /s(Xni1)

n,i

Temos que, pelo fato da simetria da distribuicdo Gaussiana,

/ P = .
Lh/s(Xpim1) I /s(Xnio)
De (5.29), obtemos,
[E[X7] =11 =1/2|P(Sni1 € I},) — P(Sni1 € 1)l (5.30)

Vamos analisar o lado direito da equagao (5.30),
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[P(Sni1 € I7,) = P(Sni1 € I7)| =|P(Sni1 € IF,) — / 4D

Ih/s(Xn,i-1)

I /8(Xni-1)

S |P<Sn7i—l S [:1) - /7L
’ I

dq>|
/s (Knin)

+ ‘P(Snﬂ'_l S Ir:,z) _/I dq)‘

i/ $(Xn,i-1)
<20(i—1)+25(: —1)

<46(i —1).

(5.31)

Desta forma com (5.30) e (5.31) obteremos (5.25).

Temos que, sabendo que para i < n — n®, obteremos |E[X? ] — 1] =0,

%

(%) =il = |32 (ELXE) - 1)
Sl = X fm, o1 6
Jj=1 n—n*<j<i

<2 ) (G-

n—n*<j<i

Desta maneira teremos que,

) » 0 se 1< n—n?
(X)) =i <
23 necj<i6(j—1) se n—n*<i<n,

Relembrando que « < 1, obtemos (5.26), notando que n —n® <i < n,

Y G -1)<n®(n—n")VP K,

n—n*<j<t

Em particular, segue que,

§%(Xi) = i(1+ o(1)). (5.33)
Em (5.27), ||[V*(X,.;) — 1], é claramente igual a 0 para i < n—n®. Vamos

agora assumir o contrario. Teremos entao
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Y EBIX7 | Fnja] — s*(Xans)

J=1

1V (Xo) = 1lp =s*(Xn0)

p

Lo 5 (X,) ~
<—— E E[X2 | Fni1] —1 —
_82(Xn,i) 7j=1 || [ n7]|F 7 1] ||P * 32(Xn,i

1 _ 1p |82 X)) — 1
<— P(S,; 1€ . UI". _
_232<Xn,i) nng;jgi ( ( ,i—1 n, n,z)) + 82<Xn7i)

(5.34)

Consideraremos separadamente os termos de (5.34). Primeiro da defini-
¢ao de ¢, teremos,

’ ’ I

/S(Xn,l',lulj;i)

n,i

A equagao (5.33) implica que, uniformemente sobre j > n — n®,

/,+ Ao = (2m) 2" (1 4 0(1)) < Cnl@ D2,

n,i/S(Xnai—IUI;;i) S( n,j—1

e entdo o primeiro termo de (5.34) é limitado por

Q Z (n(a—l)/2+26(j B 1)>1/P
t n—n*<j<t
C , 1/p
= (a=1)/2 ol _ poy(a=1)/2 g (5.35)
T nnaz<j<z' (n tt =) KZ)

< Ci(afl)(1+1/2p)(1 + Ki)l/p.

O segundo termo em (5.34) é controlado por (5.26), desta forma obtemos

a inequagao (5.27). O

Demonstracio da Proposicao 5.8. Aplicaremos o Teorema 5.4 e com as infor-
magoes do Lema 5.9, obteremos que D(X,,;) ¢ limitado da seguinte maneira,
lembrado que s(X,,) ~ /n e a constante multiplicativa ndo depende de n e

1 < n,
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D(X,,) <c |1oeld) | ((Oz(a”(”zé)u +K)r o+ G2 z'—p) “] ,

<C log(i) n (Cim—naﬁ)(l +K,)p + a2 K)ﬁ Hgl]
1

—3(1—a)p

log (i) 4 Ci(a71)/2(1 + Ki)l/(2p+l) + C’iWKZ-p/(QpH) _i_igz,fl] .

§1/2

(5.36)

O primeiro termo da soma dento dos colchetes pode ser descartado,

porque é dominado por i~?/?»*1) Note que para p > 1, temos,

3p(1—a)>1—a
dp+2 — 27
e como a > 1/2>1/(2p+ 1), também teremos,
D >1—a'
2p+1— 2

Multiplicando (5.36) por i*=®)/2 obteremos,

K; < C(1+ KVt 4 o/t

onde C' é uma constante que nao depende de i. Observando que o conjunto
{x>0:2 <O+ 2)Y/C+) 4 CpP/PP+DY § limitado, temos entdo que K; é
uma sequéncia limitada, entao (5.24) estd provado.

A relagao (5.23) entao segue de (5.24) e (5.27). O

Proposicao 5.10. Temos que

lim sup i1 =/25(i) > 0.

i——400

Demonstra¢io. A demonstragao desta proposicao esta em [4] pagina 642. [J

Finalizamos assim a prova. 0
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