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Resumo

Nascimento, Ericson Duarte do; Saldanha, Nicolau Cor¢éo (Orientador). O
Porismo de Poncelet. Rio de Janeiro, 2017. 48p. Dissertacéo de Mestrado
— Departamento de Matemética, Portificia Universdade Catdlica do Rio
de Janeiro.

A proposta deste trabalho é apresentar e demonstrar o Porismo de
Poncelet, tanto o caso base para tridngulos quanto o caso geral para um poligono
gualquer. Sendo o Porismo de Poncelet consderado um dos mais importantes
teoremas da Geometria Projetiva, serdo utilizados neste trabalho conceitos de
Geometria  Projetiva que muitas vezes ndo sdo familiares da maioria dos
professores de matemética da rede basica de ensino. O caso base para triangulos
juntamente com as cdnicas podem ser bem explorados no ensino médio com a
utilizacéo de software de geometria como Geogebra que foi ferramenta
fundamental na elaboracdo das figuras utilizadas nas demonstracOes apresentadas
nessa dissertacéo.

Palavras-chave

Porismo de Poncelet; Conicas, Geometria Plana; Geometria Projetiva.
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Abstract

Nascimento, Ericson Duarte do; Saldanha, Nicolau Cor¢éo (Advisor) . The
Poncelet’s Porism. Rio de Janeiro, 2017, 48p. Dissertacdo de Mestrado —
Departamento de Matemética, Pontificia Universdade Catdlica do Rio de
Janeiro.

The purpose of this work is to present and demonstrate the Poncelet’s
Porism, both the base case for triangles and the general case for any polygon.
Being the Poncelet’s Porism considered one of the most important theorems of
Projective Geometry, we will use concepts of Projective Geometry that are not
often familiar to most mathematics teachers in the basic teaching network. The
base case for triangles together with the conics can be well explored in high
school with the use of geometry software such as Geogebra that was a
fundamental tool in the elaboration of the figures used in the demonstrations
presented in this essay.

Keywords

Poncelet's Porism; Conics; Plane Geometry; Projective Geometry.
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1. Introducao

O Porismo de Poncelet, conhecido também por Teorema do Fechamento, é
um dos mais importantes teoremas da Geometria Projetiva.  Desenvolvido por
Jean Vitor Poncelet (1788-1867) a mais de dois séculos, no periodo em que esteve
prisoneiro na RUssia, 0 porismo € um grande estudo sobre poligonos que sgjam
INscritos € a0 mesmo tempo  circunscritos a conicas distintas. (Ver Figura 1.1)

Esse estudo foi publicado no livro Traité de propriétés projectives desfigures.

Figura 1.1 - Tridngulo inscrito e circunscrito

Entre as inimeras demonstracfes do Porismo de Poncelet existertes, neste
trabalho sera feito um estudo sobre o porismo baseado no artigo “4 Simple Proof
of Poncelet’s Theorem (on the occasion of its bicentennial)” publicado em 2014,
em comemoracdo ao bicentenario do estudo de Poncelet que resultou no porismo
em guestdo. A demonstracdo relne conceitos da Geometria Projetiva como o
principio da dualidade, os teoremes de Pascal, Brianchon e Carnot, e também
conceitos de Geometria plana como retas concorrentes, pontos colineares e

poligonos inscritos e circunscritos auma conica.

Para chegar a demonstracéo pretendida, sera redlizado no proximo capitulo
umn breve resumo histérico e uma revisdo de conceitos de geometria projetiva,
construndo uma base axiomdticaa NoO terceiro capitulo serd feita uma
demonstragdo para 0 caso base do porismo, quando O temos um triangulo

bicéntrico, ou sgja, inscrito e circunscrito a conicas digtintas, e no quarto capitulo
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sera demonstrado o caso gera, quando o poligono inscrito e circunscrito as

conicas tem uma quantidade arbitréria de veértices.

Alguns esclarecimentos preliminares  tornam-se  necessarios para  boa
fludez desse trabaho. Por exemplo, quando for citado que um poligono é
circunscrito a uma conica, pode ser que os prolongamentos dos lados sgam
tangentes a tal cOnica, N0 necessariamente o lado estar em contato com a conica.
Outro fato relevante é que um poligono representado no plano real projetivo pode

ter seus lados se cruzando, conforme Figura 1.2.

Figura 1.2 - Hexadgono ABCDEF circunscrito a &

Quando for dito que um poligono € inscrito e/ou circunscrito, as conicas
em guestdo podem ser circulos, €lipses, hipérboles, parabolas, ou qualquer
combinagdo entre elas. (Ver Figura 1.3)

Para facilitar a visudlizagcdo nas demonstracOes, e evitar porntos no infinito,
nesse trabalho somente as elipses foram utilizadas. Tudo o que for feito para as

elipses pode ser considerado para qualquer uma das outras conicas.
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Figura 1.3 - Quadrilatero ABCD circunscrito a H

Com o intuto de explorar o Porismo de Poncelet visando uma possivel
aplicacdo no ensino basico, a demonstracdo que sera feita utiliza um grande
ndmero de figuras feitas no Geogebra. A escolha do aplicativo em questdo deve-
e a0 fato de ser um software livre e de grande aceitacdo por parte dos

professores.

Simbologia

Neste trabalho serdo utilizadas as seguintes notacoes.

tgA — reta tangente, sendo A o ponto de tangéncia;

* — intersecdo. Por exermplo, | = AB-CD, representa o pornto | sendo a
intersecdo dos segmentos AB e CD;

N - perspectividade. Por exenplo, ABC/DEF, representa uma
perspectividade entre os conuntos de portos ABC e DEF.
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2 — Conceitos basicosde Geometria Projetiva.

Um breve histérico:

Os primeiros trabalhos mateméticos a respeito de perspectivas datam de
1435 pelo itdiano Leone Battista Alberti. JA os primeiros regstros de
projetividade aparecem por volta de 1604 com Kepler em seu livro Ofica
Astronbmica. Apolonio e Arquimedes haviam observado que as conicas e 0 par de

retas concorrentes podiam ser obtidos por secdo em um cone circular reto.

Kepler, ao fazer variar o plano de secdo do cone, percebe a transformagéo
do circuo em uma €lipse, que, a0 variar 0 plano novamente, temse a
transformacdo da elipse em pardbola para, em seguida, obter uma hipérbole,

conforme Figura 2.1.

Figura 2.1 - Sec¢des Conicas

Girard Desargues (1591 — 1661) foi o primeiro a utlizair esse método
descrito por Kepler. Desargues, para denmonstrar teoremas sobre conicas,
demonstrava  tais teoremas para um circulo, depois, por projecdo e Ssecdo,

trangportava para conica desgjada. Além desse método, foi Desargues que
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introduziu o conceito de Plano Projetivo Real, que esclarece a nogdo de pontos no
infinito.

Definicbes e teoremas

A patir desse momento serdo descritos uma Série de  definigdes,
observacOes e teoremas que servirdo de base para demonstrar no capitulo seguinte
os teoremas de Pascal, Carnot e Brianchon, que sdo as principais ferramentas
utilizadas nessa dissertacdo para demonstrar 0 Porismo de Poncelet.

Definicdo 2.1 — Tridngulo € um conjunto de trés pontos ndo colineares e
trés retas determinadas por estes pontos. Os pontos sdo chamados de veértices e as

restas sdo chamadas lados do tridngulo. (Ver Figura 2.2)

Figura 2.2 - Triangulo ABC

Definicdo 2.2 — Os trigangulos AABC e AA’B’C’ sdo perspectivos por um
ponto se as trés retas correspondentes aos vértices, AA’, BB’ ¢ CC’ sdo
concorrentes. Esses triangulos sGo perspectivos por uma reta se os trés pontos de
intersecdo correspondentes aos lados, AB-A’B’, AC-A’C’ ¢ BC-B’C’, sao

colineares. (Ver Figura 2.3)

Figura 2.3 - Triangulos ABC e AB'C' perspectivos
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Definicdo 2.3 - Quadrangulo completo é um conjunto de quatro pontos, a
cada trés ndo colineares, e as sais retas determinadas por esses quatro pontos. Os
pontos s8o chamedos de vértices e as retas sdo chamadas de lados do quadrangulo.
(Ver Figura 2.4)

Se A, B,C e D sdo 0s quatro pontos de um quadrangulo completo, entéo
AB e CD, AC e BD, e AD e BC sdo denominados pares de lados opostos. Os
pontos, nos quais, os pares de lados opostos se interceptam sdo chamedos de

pontos diagonais do quadrangulo.

D

B

Figura 2.4 - Quadrangulo completo

Defincdo 24 — O conjunto de retas incidentes sobre um ponto P é
chamado um feixe de retas com centro P, conforme Figura 2.5 (a), e o conjunto de
todos os pontos sobre a reta p € chamado feixe de pontos com eixo p, conforme
Figura 2.5 (b)

P

Figura 2.5 (a) - Feixe de retas Figura 2.5 (b) - Feixe de pontos
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Definicdo 2.5 — Uma aplicacdo bijetora entre dois feixes de pontos com
eixo em p € p’ ¢ chamada de perspectividade se cada reta que une o ponto X sobre
p com o ponto X’ sobre p’ é incidente sobre um ponto fixado O, chamado centro
de perspectividade. (Ver Figura 2.6)

Figura 2.6 - Perspectividade entre dois feixes de pontos

Definicdo 2.6 — Uma aplicacdo bijetora entre os elementos de dois feixes &
chamada uma projetividade se esta aplicacdo € o resuitado de uma composicéo de
um nimero finito de perspectividades. Quando uma projetividade existe entre dois
feixes, dizemos que estes feixes estéo relacionados projetivamente. Quando a
projetividade tem o mesmo feixe como dominio e contradominio, digamos F,

simplesmente dizemos que € uma projetividade sobre F. (Ver Figura 2.7)

Figura 2.7 - Projetividade entre os feixes de pontos
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Axiomas

Abaixo sera descrito um sistema axiomatico para geometria projetiva:

Axioma 1 - Quaisguer dois pontos distintos sdo incidentes com exatamente

uma reta.

Axioma 2

Quaisquer duas retas distintas séo incidentes com pelo menos

um ponto.

Axioma 3

Existem pelo menos quatro portos, que a cada trés ndo séo
colineares.

Axioma 4

Os trés portos diagonais do quadrangulo completo nunca sdo

colineares.

Axioma 5 - Se dois tridangulos s80 perspectivos por um porto, estes sdo

perspectivos por uma reta.

Axioma 6 - Se uma projetividade sobre um feixe mantém trés elementos
do feixe invariante, entdo esta mantém todo elemento do feixe invariante. Ou sgja,
uma projetividade sobre um feixe que mantém trés elementos invariantes é

necessariamente a aplicacdo identidade.

O Axioma 5 pode ser demonstrado no ambiente da geometria projetiva
para um espaco tridimensional, em nosSsO caso, geometria projetiva plana, ndo é

possivel dermonstré-lo.

Definicdo 2.6 - Dizemos que um plano é um plano projetivo se este

satisfaz os axiomas 1, 2, 3e4.

Teorema 2.1 (Teorema de Desargues — Dual do Axioma 5) — Se dois

tridngulos sBo perspectivos por uma reta, eles sGo perspectivos por um porto.

Demonstracgo. Suponha que AABC e AA’B’C’ sdo triangulos perspectivos
por uma reta, (Ver Figura 2.3). Consequentemente AB-A’B’ = P, BC -B’C’=Q, e

AC -A’C’ = R s30 colineares.
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Temos que mostrar que estes triangulos SG0 perspectivos por um ponto,

para tanto € preciso mostrar que AA’, BB’ e CC’ sdo concorrentes.

Consdere O = AA’ - BB’, entdo os tridnguos sdo perspectivos por O.
Com efeito, primeiramente veja que os trianguos ARAA’ e AQBB’ sdo
perspectivos pelo ponto P, ja que P esta em RQ (pois P,Q e R sdo colineares) e P

estaem AB eem A’B’ (pela definicdo deP=AB - A’B’).

Logo, segue do axioma 6 que os tridnguos ARAA’ e AQBB’ sdo
perspectivos por uma reta. Ousga, RA-QB=C, RA’ -QB’=C’, e AA’ -BB’=0
s80 colineares. Do fato de C, C’ e O serem colineares segue que O € incidente

sobre CC’. Portanto, AA’, BB’, e CC’ sdo concorrertes.

Principio da Dualidade

Os porntos e retas do plano projetivo tém o mesmo comportamento em
relacdo a incidéncia. Assm, qualquer propriedade envolvendo pontos, retas e
incidéncia permanecem validas ao trocarmos pontos por retas e retas por pontos.
A nova propriedade assm obtida é denominada "dual" da primeira. Desse modo,
para todo teorema da Geometria Projetiva temos outro reciproco, pelo Principio

da Dudlidade, trocando apalavra "ponto” pela palavra "retd’ e vice versa

Por exemplo, uma reta t e um ponto A sobre ela, sdo transformados no
ponto T sobre areta a. De modo geral, a dualidade segue o seguinte esquema:

“ponto” > troca-se por “reta”;
“estd sobre” < troca-se por “passa por’;
“reta por dois pontos” < troca-se por “intersecao de duas retas”;
“concorrentes” <> troca-se por “colineares”

“tangentes” <> trocarse por “pontos de contato”


DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 1512242/CA


PUC-RIo - Certificacdo Digital N° 1512242/CA

20

Teorema 2.2 - Dados dois feixes quaisquer sempre existe uma
projetividade entre estes. Além disso, esta projetividade € unicamente
determinada por trés pares de elementos correspondentes.

Demonstracso.
Caso 1 - Dois feixes de portos:

Sejam A, B e C eementos do feixe com eixo p e A’, B’, C’ seus elementos
correspondentes do feixe com eixo p’ (p # p’). Agora construimos a reta AA’ e
escolhemos um porto P # A sobre estareta.

Seja p’” # p’ uma reta qualquer passando por A’. Consdere B> = BP - p”’,
C” =CP - p”. Desta forma, ABC e A’B’C’’ sao perspectivos. Agora, defina Q =
B”B’- C’C’. Entdo, A’B’C” e A’B’C’ sao perspectivos, e, portanto, ABC e
A’B’C’ ¢ a composicdo das duas perspectividades. Logo, existe uma

projetividade. (Ver Figura 2.8)

Figura 2.8 - Teorema 2.2

Caso 2 - Dois feixes deretas; Basta considerar adudidade com o caso 1.

Caso 3 - Um feixe de pontos e um feixe de retas: Segue da combinacéo
dos casos arteriores.
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Definicdo 2.8- Uma conica de portos € o conjunto de pontos de intersecdo
de retas correspondentes de cada duas projetividades (mas ndo perspectividade),

as quais relacionam feixes de reta com centros distintos, conforme Figura 2.9.

Figura 2.9 - C6nica de pontos

Definicdo 2.9 — Uma reta é tangente a uma conica de pontos se possui
exatamente um ponto em comum com a conica de pontos. Esta reta € denotada

por tgP, sendo P o pornto em comum dareta com a conica.

Definicdo 2.10 - Um hexdgono é um conjunto de seis pontos distintos
chamados de veértices, digamos A, B, C, D, E e F e sais retas, AB, BC, CD, DE,
EF e FA, chamados lados do hexadgono. Ndo é exigido que cada trés pontos sgjam
ndo colineares. Os pares de vértices A e D, B e E, C e F sdo ditos pares de
vértices opostos. Da mesma forma os pares de lados AB e DE, BC e EF, CD e FA
sdo ditos pares de lados opostos. Os trés pontos de intersecéo de lados opostos sdo

denominados pontos diagonais. (Ver Figura 2.10)

Figura 2.10 - Hexagono ABCDEF
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Obsarvagdo 2.1 - Dado um conjunto de seis pontos distintos, estes ndo
determinam um Unico hexagono, uma vez que um hexagono € determinado pela

ordem na qual seus vértices sB0 nomeados. Assm, um conjunto de seis pontos

pode determinar f—zl = 60 hexégonos diferentes.

Teorema 2.3 — Os centros dos feixes de retas na projetividade que define

uma conica de pontos sdo porntos desta conica.

Demonstracdo. Sejam P e P’ os centros dos feixes de retas. Defina m = PP’

e considere m como uma reta no feixe com centro P, conforme Figura 2.11.

Figura 2.11 - Centros dos feixes de retas - Pontos de uma conica

Entdo existe uma reta correspondente a m, m’, no feixe de retas com
centro em P’. Note que m # n7 ja que a projetividade ndo é uma perspectividade.
Consequentemente, m - m’ = P’. Ou sgja, P° € um ponto da cbnica de pontos.
Analogamente, considerando desta vez m = PP’ como sendo uma reta no feixe de
retas de centro P’ e procurando a reta correspondente, n, a esta no feixe de retas de
centro P, temos que n - m = P e consequentemente P é um ponto da conica de
porntos.

Obsarvacdo 2.2 - Com o Teorema 2.3 temos que, dados cinco porntos
quaisquer A, B, C, D e E, (cada trés ndo colineares), € possivel determinar dois
feixes de retas e uma projetividade entre estes de forma que A, B, C, D e E sgam
pontos de uma conica de pontos determinada por tais feixes e projetividade.
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De fato. Escolhendo dois pontos, digamos, A e B, como centro dos feixes
e construindo as retas AC, AD, AE e BC, BD, BE, podemos verificar que desta
maneira, a projetividade entre (AC, AD, AE) e (BC, BD, BE) define uma conica
de pontos contendo os pontos A, B, C,D eE.

Teorema 2.4 - Se A, B, C, D sdo quatro pontos sobre uma conica de porntos
definda por uma projetividade entre feixes de retas de centros P e P’, entéo os
pontos diagonal do hexdgono PBP’ACD sdo colineares, e reciprocamente, se 0S
pontos diagonal do hexédgono PBP’ACD sdo colineares entédo A,B,C,D sdo pontos
de uma conica de pontos determinada por projetividade entre feixes de centros P e
P.

Demonstracéo.

(=) Sgam J, L, K os pontos diagonais, para o hexagono PBP’ACD dados
pelas intersecbes de retas a seguir.

PB-AC=1] BP’-CD=L P’A -DP =K

Considere agora os pontos AC - PD =M e AP’ - DC = N, conforme Figura
2.12

L

Figura 2.12 - Colinearidade de pontos diagonais

Neste contexto e pelo fato de que A, B, C e D sdo pontos de uma conica de
pontos obtemos a seguinte perspectividade: AJCM”PA, PB, PC, PD"P’A, P’B,
P°C, PPDNLCD, ou AJCMANLCD. Uma vez que C"C segue que edta
projetividade é uma perspectividade entre os feixes de portos AJCN e NLCD.
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Consequentemente, como AN - MD=JL - AN=MD - JL eAN - MD =P’A - PD
= K segue que o centro de perspectividade €K e ainda que J, L eK sdo colineares.

(&) Segue pelos mesmos argumentos de (=), mas no sentido  contrario.

Teorema 2.5 — Uma cbnica de pontos € unicamente determinada por cinco

pontos distintos, cadatrés ndo colineares.

Denonstracdo. Sgam A, B, C, D, E, cinco pontos, cada trés ndo
colineares. Entéo pela observagdo 2.2, existe uma coOnica de pontos determinada
pelos feixes de retas com centros A e C e pela projetividade (AC, AD, AE) com
(BC, BD, BE), aqual contém estes cinco pontos.

Seja F um sexto ponto qualquer sobre esta conica de pontos. Para mostrar
gue a conica é unicamente determinada, isto €, que 0 mesmo conjunto de porttos é
determinado quando outros pontos diferentes de A e C sdo usados como 0s
centros dos feixes, é suficiente mostrar que F pertence a conica de pontos definida

por feixes com centros em quaisquer outros dois pontos.

Para tanto, consdere o hexdgono ABCDEF. Pelo teorema 2.4, 0s pontos
diagonais AB - DE, BC - EF, CD -FA sdo colineares. Mas este hexagono € igual
a0 hexédgono BCDEFA e consequentemente pela reciproca do teorema 2.4, segue
que F € um ponto da cdnica de pontos determinada pelos feixes com centros B e
D. De modo andlogo, usando outros hexagonos com centros de projetividade A e
C como primeiro e terceiro vértices, podemos mostrar que F € um ponto da conica
de porntos determinada pelos feixes com centros em quaisquer outros dois porntos
A, C,D,BeE
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3 - O Porismo de Ponceletparatriangulos

Neste capitulo serd feita uma demonstragdo para o caso base do porismo
quando temos um tridngulo inscrito e circunscrito a conicas digtintas. Para chegar

aessa demonstracdo serdo utilizados os teoremes de Pascal, Brianchon e Carnot.
O Porismo de Poncelet pode ser descrito da seguinte maneira:

Sgam C; e C, duas cbnicas ndo degeneradas em qualquer posicao.
Suponha que a partir de um ponto Py qualquer de C; sgja tragcada uma poligonal
PoP1P2Ps...P,, onde P; € C1 e PoP1, P1P2, PoPs... sejamtangentesa C,, com Py = Py,.
Entdo qualquer porto Qo € Ci, com Qo # P é vértice de uma poligonal

QoQ1Q2Q3...Qn, Qo = Qn, cOM Qo, Q1, Q2, Q3, ..., Qn € C1 € QoQ1, Q1Q2, Q2Q%s...
tangentes a Cy, conforme Figura 3.1.

Figura 3.1 - Porismo de Ponceletparan =5

Em outras palavras, o Porismo de Poncelet nos diz que dadas duas conicas
C1 e Cy, que ndo se cruzam e supondo que exista um poligono de n lados inscrito

em C; e circunscrito a C,, entéo qualquer outro ponto da conica C; sera vértice de


DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 1512242/CA


PUC-RIo - Certificacdo Digital N° 1512242/CA

26

um poligono de n lados, também inscrito a C; e circunscrito a C,. Para o caso base

em questdo basta restringir n =3 no texto descrito acima.

Teorema de Menelaus

Se uma reta t qualquer intersecta as retas suportes dos trés lados AB, BC e
CA deum tridngulo ABC nos pontos M, N e P, respectivamente, entdo:

AM BN CP _
MB NC PA

Demonstracdo: Considere uma reta s, sendo g/t passando por B. Etareta s
intersecta o prolongamento do lado AC em um ponto Q. (Ver Figura 3.2)

A

Figura 3.2 - Teorema de Menelaus

As pardelas s e t dividem as transversis AQ e AB em segmentos

proporcionais.
Das transversais 4B e AQ resuta:

AM AP AM PQ

MB PQ MB AP
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Das transversais QP e BN resuita:

PC NC PC NB

—=— 2 —.—= (2)
PQ NB PQ NC
Multiplicando as duas igualdades (1) e (2), temos:
AM PQ PC NB AM PC NB 1
= =1m

=1 > — . =
MB AP PQ NC MB AP NC

Obsarvacdo 3.1 — O Teorema de Menelaus nos diz que dado um triangulo
ABC, os pontos M, N e P pertencentes as retas suportes dos lados AB, BC e CA,
respectivamente, sdo colineares, se e somente se € sdtisfeita a igualdade

AM BN CP _
MB 'NC " PA

Teorema de Pascal

Dados seis pontos A, B, C, D, E e F, esses pontos estédo sobre uma conica
Se e somente se os pontos de intersecdo J = AB.DE, K = BC.EF e L = CD.FA séo

colineares. (Ver Figura 3.3)

Figura 3.3 - Teorema de Pascal

Demonstracéo:
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(=) Consdere A, B, C, D, E e F sais pontos sobre uma conica. Esses seis
pontos formam o hexagono ABCDEF, cujos pontos diagonais s8o J = AB.DE,
K =BC.EF eL = CD.FA. Pelo Teorema 2.4, J, K eL sdo colineares.

(&) Consdere os pontos A, B, C, D, E e F de modo que J = AB.DE,
K = BC.EF e L = CD.FA. Novamente pelo Teorema 2.4, J, K e L sdo pontos
diagonais de um hexadgono ABCDEF, mas, pelo Teorema 2.5, temos que A, B, C,

D, E e F definem uma Unica cbnica de portos. m

Teorema de Brianchon

Utilizando o Principio da Dudlidade, o Teorema de Pascal tem como dual
0 Teorema de Brianchon com a seguinte configuracdo: um hexédgono ABCDEF
estd circunscrito a uma conica de pontos se e somente se as diagonais dos vértices

opostos sdo simultaneamente concorrentes em um Unico ponto. (Ver Figura 3.4)

Figura 3.4 - Teorema de Brianchon
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Teoremade Carnot

Dado um trigangulo ABC e os pontos A1, Az, B1, By, C1 e C, tal que A; e
A, pertencem ao lado BC; B; e B, pertencem ao lado AC e C; e C; pertencem ao
lado AB, conforme Figura 3.5, temos gue os pontos A1, Az, B1, By, C1 e C; s80

pontos de uma conica de porntos se e somente se

(AC1 ACZ> (BA1 BAZ) <CB1 CBZ)
"\CA, CA,/)

BC, BC, AB, AB,

Figura 3.5 - Teorema de Carnot

Demonstracéo:

(=) Considere um trianguo ABC e os pontos A1, Az, B, By, C1 e Cs
pertencentes a uma conica ¢ tal que A; e Az pertencem ao lado BC, B; e B
pertencem ao lado AC e C; e C; pertencem ao lado AB.

Segjam anda os pontos de intersecdo J = AxB1-AB, K = B,Ci'BC e
L = A;C,-AC. (Ver Figura 3.6).
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Figura 3.6 - Demonstracdo do Teorema de Carnot

Pelo Teorema de Pascal, temos que J K e L sdo colineares. Assim,

utilizando o Teorema de Menelaus temos que:

= =2 (D

Aplicando o Teorema de Menelaus trés vezes nes retas A1C,, B2Cy e AxB;

eno triangulo ABC temos:

AL CA, BC,

—.—.— =1 2)
LC A,B C,A

AB, CK BC,

— . =.—=1 3)
B,C KB C,A

AB, CA, B

_1_2_] =1 (4
B,C A,B JA

Multiplicando (2), (3) e (4) edividindo por (1), obtemos que:

<Ac1 ACZ)(BAl BAZ) <CB1 CBZ)
BC, BC,/\CA, CA,) \AB, AB,


DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 1512242/CA


PUC-RIo - Certificacdo Digital N° 1512242/CA

31

(<) A prova na direcdo contréria € semelhante. Considerando o triangulo ABC e
0s portos A1, Az, B, By, C1 e Cy, sendo A; e A, pontos do lado BC, B; € By
pontos do lado AC e C; e C, pontos do lado AB, pelo Teorema de Menelaus,
obtemos (2), (3) e (4). Com relacoes, (2), (3) e (4), podemos deduzir que

f—é.Z—I;.]B—iz 1. Assm, pelo inverso do Teorema de Mendlaus, J, K e L sdo

colineares. E pelo inverso do Teorema de Pascal, temos que os pontos A1, Az, Bi,

B,, C1 e C, estdo em uma mesma conica.

Obsarvacdo 3.2 — O Teorema de Carnot, descrito acima, pode ser
interpretado da seguinte forma:

“Considere os pontos Ai, Az, B, By, C; e C, Conddere ainda os pontos de
intersecdo | = A2B1'B,Co, I’ = A1B1-C1Cy. Os pontos A1, Az, Bi, Bz, C1 e Cz s80
pontos de uma conica se e somente se as retas II’, AiBj;, AC; Sd0

simultaneamente concorrente em um ponto K. (Ver Figura 3.7).

Figura 3.7 - Teorema de Carnot (verséo 2)

Teorema de Carnot Dual

Utilizando o Principio da dudlidade, podemos obter, a partir da
interpretacéo do Teorema de Carnot, descrita acima, 0 seguinte teorema:
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Considere as retas tgA1, tgAz, tgB1, tgBy, tgCi e tgCp, contendo 0s pontos
A1, Az, B, By, Ci e Cy, respectivamente. Essas seis retas sdo tangente a uma

conica ¢ se e somente se os pontos J, K e L sdo colineares, sendo:

| =1tgB1.tgCs I’ =tgB2.tgA1
P =1gB,.1gA, P’ =1gC1.19C,
J=1tgB1.tgA2 K=I1I".PP’ L =tgA1.tgCy

Ou sgja, 0 hexédgono formado pelas intersectes das seis retas tgAi, tgA.,
tgB1, tgBy, tgC; e tgC, esta circunscrito a uma conica se e somente se 0s pontos J,
K e L sdo colineares, conforme Figura 3.8.

t gCQ

tAQ

Figura 3.8 - Teorema de Carnot Dual
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Teorema 3.1

Se dois triangulos AABC e ADEF estdo inscritos em uma conica C; e 0s
dois tridngulos ndo tém vértice comum, entdo os seis lados dos dois tridngulos sdo

tangentes a uma conica C,.
Demonstracéo:

Consdere uma conica C; na qual estdo inscritos os tridngulos AABC e

ADEF, sem gue os triangulos possuam Vvértice comum.

Consdere, agora, 0o hexagono ABCDEF, formado pelos seis vértices dos
dois trigangulos AABC e ADEF, conforme na Figura 3.9 abaixo.

Temos que os pares de lados AB e DE, BC e EF, CD e FA sio pares de

lados opostos. Sendo assim, pelo Teorema de Pascal, os pontos J° = AB-DE,
K’ = CD-FA ¢ L’ = BC-EF sdo colineares.

Figura 3.9 - Teorema 3.1

Facamos agora, uma correspondéncia dos seis lados AB, BC, AC, DE, EF
e DF, dos dois triangulos, respectivamente, com as retas tgA,, tgA1, tgBo, tgBi,
tgC, e tgC,, daFigura 3.8. (Ver Figura 3.10).
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Figura 3.10 — Demonstracéo do Teorema 3.1

Pelo Teorema de Carnot Dual, os esses sais lados dos dois triangulos sdo
tangentes a uma conica se e somente se o0s pontos J, K e L sdo colineares, sendo
J = tgB1.tgAs, K = II.PP’ e L = tgA1.tgCy, onde | = tgB1.tgCy, I’ = tgB2.tgAs,
P=tgB2.Az e P’=19C;.tgC,2. Mas J, K e L sdo respectivamente J°, K’ e L’, que s@o
colineares, como Vvisto acima. Isto equivale dizer que A, B, C, D, E e F estéo sobre

uma conica. =

Teorema de Poncelet para triangulos

O Teorema 2.6 acima nos diz que se C; e C, sd0 duas cOnicas ndo
degeneradas e um triangulo AABC esta inscrito em C; e circunscrito a Cp, entéo
para qualquer ponto D em C; para 0 qual existam duas tangentes a C,, existe um

tridngulo ADEF que também é inscrito a C; e circunscrito a Co.

Demonstracéo:
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Sgam D, E e F pontos digtintos de C;, tais que DE e DF sgam tangentes a C,. Por
construcéo, temos que AB, BC, CA, DE e DF sdo tangentes a C,. Mas, pelo
Teorema 3.1, os seis lados dos dois trigngulos sdo tangentes a uma conica Cy’.
Como visto no segundo capitulo, uma conica € unicamente determinada por cinco
pontos (ou por cinco tangentes), o que implica C, = C,’. Logo, o trianguo ADEF

écircunscrito aC,. m
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4 - PorismodePoncelet - Caso Geral

Neste capitulo serd feita uma demonstragdo do caso geral do Porismo de
Poncelet.

Consderemos duas conicas C; e C; ndo degeneradas, em qualquer
pOsiCA0, que ndo se cruzem, e gue exista um poligono A1Az, AAs,...,A, iNscrito
em C;, de modo que seu “n” lados, A1A;, A2As,...,AnA1, s§am tangentes a C,.
Sendo n minimo  com esta propriedade.

Segja B1B,Bs...By um outro poligono inscrito em C;, com B; # A; e seus “n-
17 lados Bi1B, BBs, ..., Bn1Bn tangentes a C, temos que B,B; também serd
tangente aC,. (Ver Figura 4.1)

B,

Figura 4.1 - Porismo de Poncelet (Caso Geral)

Para iniciar a demonstracdo vamos enunciar um lema que serd utilizado na

prova do porismo descrito acima.

Lema 4.1
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Paa n> 4, os pontos de inersecdo J = (A1A2)(B1By),
K = (A2Bn-1)"(B2An-1) € L = (An-1An)'(Br-1.Bn) sBo digtintos e colineares. (Ver
Figura 4.2)

Figura4.2 -Lema 4.1

Demonstracdo: Dependendo da paridade de n temos uma das seguintes
ancoragers.

Sen for par, comk = g conforme Figura 4.3, temos:

Figura 4.3 - Lema 3.1 para n par
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Aplicando 0 Teorema de Carnot Dual nas retas AxAk+1, Ak-1Ak, Bk+1Bk+2,
BkBk+1, Bk-1Bk € Ak+1Ak+2, temos que os ponto J, K e L sdo colineares.

Sendo n impar, comk = "T“ conforme Figura 4.4, temos.

Figura 4.4 - Lema 4.1 para n impar

Aplicando 0 Teorema de Pascal no hexagono Ak-1AkAk+1Bk-1BkBk+1 temos

gue J, K eL sdo colineares. O que prova o lema paran = 4.
Paran > 5, o Lema 4.1 segue a partir de duas proposicoes.

Proposicéo 4.1 — Sgamp e g doisinterosdemodoque 2<p<g<nle

sejam definidos 0s seguintes pontos de intersecao:
I = (Ap-1Ap)-(Bp-1Bp) J= (ApAp+1)(BpBp+1)
L = (A¢1A9)(B¢1Bo) L* = (AdAq1) (BoBgr1)

K = (ApBo)(BpAg)

SeJ, K el sio distintos e colineares, entdo J°, K e L’ também sdo.
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Demonstragdo: Sejam J, K e L pontos distintos e colineares,
descritos acima. (Ver Figura 4.5)

Figura 4.5 - Proposicédo 4.1 - J, Ke L colineares

Condidere os pontos J’ ¢ L’ também descritos acima. (Ver Figura 4.6)

Figura 4.6 - Proposicdo 4.1 - Pontos J'e L'

39

como
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Na Figura 4.7 estdo representadas as retas a = BpAq, v = L e
€ = [(ApAp+1) * (AdAg+)][(BpBp-1) - (BoBg1)]-

Figura4.7—Retas a,y e ¢

Aplicando o Teorema de Brianchon nas retas A¢Agr1, ApAp+1, BpBp+i,
Bp-1Bp,BBg1 € Ag1Aq temos que as retas a, y e & sdo distintas e simultaneamente

concorrentes no ponto K. @

Na proxima figura estdo representadas as retas a e y, descritas acima, e
também areta f = Ay'Bq

Asretas a, [ e y se encontram por suposicao em K e sdo distintas. Por (1)
temos que a e y sdo digtintas, e por simetria § e y também sdo digtintas. Uma vez
gue uma reta encontra uma conica ndo degenerada em dois pontos distintos, temos
gue a e B também sdo digtintas. (Ver Figura 4.8) 2


DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 1512242/CA


PUC-RIo - Certificacdo Digital N° 1512242/CA

41

Figura4.8—-Retas a,Bey

A Figura 4.9 abaixo traz, além das retas e ¢ descritas anteriormente, uma

nova reta § = J’L.

Figura 4.9 — Retas B,ce 8
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Aplicando o Teorema de Brianchon nas retas Ap.1Ap, ApAp+1, AdAgi,

BoBg+1, Bq1Bq € Bp-1Bp, temos que asretas S, € e § sBo distintas e concorrentes.
3

Por (1) e (2) temos que a, £ e € se encontram em K, e por (3) obtemos que
a, f e d se encontram também em K, o que implica que J°, K e L’ sdo colineares e

distintos.

Se J’ = L, entdo as quatro retas Ap.1Ap, Bp-1Bp, AjAgr1 € BBg+1, que Sdo
todas tangentes a Cp, seriam concorrentes, mas, entéo guatro retas ndo
seriam digtintas, e uma vez que os pontos Ap.1, Ap, Ag, Ag1, Bp1, Bp, Bg € Bp+1
s80 digtintos, pois 2< p < g<nl, o que implica 1< p-1 < g+tl<n, isO
contradiz asuposicdo de C; ndo ser degenerada.

Por Argumento semelhante segue-se que tanto J’ como L’ sdo distintos de

Proposicéo 4.2 — Sejam J°, K e L’ como descritos na Proposigdo 4.1 e
defina um novo ponto K’= (Ap.1Bg+1) (Bp-1Agr1). Desse modo temos que J’, K’ e

L’ sdo distintos e colineares.

A Figura 4.10 abaixo traz as condigdes da Proposicdo 4.2 com 0S pontos
J’, K e L. Ja na Figura 4.11 temos a Situac8o que queremos chegar, que J’, K’ e

L’ sdo distintos e colineares.

Figura 4.10 - J',K e L' colineares
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Figura4.11 - J, K' e L' colineares

Demonstragdo: Por suposicdo, os pontos J’, K e L’ s3o distintos e
colineares. (Ver Figura 4.10). (@D}

Considere um ponto auxiliar | = (AgAp-1)(BqBp-1) ilustrado na Figura 4.12

abaixo.

Figura 4.12 - Pontos |, J'e K
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Aplicando o0 Teorema de Pascad no hexagono de vértices
Ap-1ApBBp-1BpAq 0s pontos J’, K e I sdo distintos e colineares. 2

Se considerarmos os pontos I, K’e L’ na Figura 4.13 abaixo e aplicarmos
agora 0 Teorema de Pascal no hexagono Ap.1A¢Aq+1Bp-1BgBq+1, temos que os
pontos I, K’ e L’ sdo distintos e colineares. (©)]

Figura 4.13 - Pontos |, K'e L'

Por (1) e (2) obtemos que os pontos J’, I ¢ L’ sdo colineares, ¢ por (3)
obtemos que K’ encontra-se na reta que passa por [ e L. Assim, J’, K’ ¢ L’ sdo

colineares.

Por (1) e (2) e uma versdo simétrica de (3) temos que os trés pontos J°, K’

e L’ sdo dois a dois distintos.

Por uma aplicacdo iterativa das proposicoes 4.1 e 4.2 obtemos que J, K’ e

L’ sdo distintos e colineares (ver Figura 4.14).
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Figura 4.14 - Pontos J, K e L colineares

Essas séo as informagbes que precisamos para demonstrar 0 caso gera do
Porismo de Poncelet introduzido no inicio do capitulo.

Queremos mostrar que sendo A1 A2As...A, um poligono que esta inscrito
em C; e circunscrito a C, e a linha poligonal B1B2Bs...B, tem seus “n-1” lados
tangentes a C, e By, By, Bs, ..., B, pertencem a Cy, BB, € também tangente a C..

Demonstracdo: Pelo Lema 4.1, temos que J, K e L sdo didintos e

colineares, onde:
J=(A1A2)(B1By),
K = (A2Bn-1)(B2An1) €
L = (An-1An)(Bn-1Bn).
Vamos introduzir mais dois pontos de intersecéo:
I = (An-1A1)"(Bn-1B1) € K’ = (AnB1)-(BhA1)

NaFigura 4.15 abaixo estdo representados os pontos I, J, K, K’ ¢ L.
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Figura 4.15 - Pontos |, J,K,K' e L

Vamos aplicar o Teorema de Pascal duas vezes, conforme a Figura 4.16 e
aFigura 4.17.

Figura 416 - Teorema de Pascal no hexagono Ai1A:B1B1B2An1

Aplicando o Teorema de Pasca no hexédgono A1A2Bn.1B1B2An1, temos
gue os pontos |, J e K sdo distintos e colineares. (Ver Figura 4.16) (@0}
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Figura 417 - Teorema de Pascal no hexagono As.1AB1Bn-1BrAs

Aplicando o Teorema de Pascal no hexagono An.1AnBi1Bnh.1BhA1, temos
que os pontos I, K’ e L sdo distintos e colineares. (Ver Figura 4.17) 2

Cono ja visto, 0 Lema 4.1 garante gque os pontos J, K e L sdo digtintos e
colineares. Por (1) temos que |, J, K e L sdo colineares, e finadmente por (2)

obtemos que os pontos J, K’ e L sdo colineares.

Por dtimo, aplicamos o0 Teorema de Carnot Dua nas seis retas
A1An, AniAn, Bi1Bz, BiBn, Bn.1Bn e AjA2. Como os portos J, K’ e L sdo
colineares, temos que as sais retas A1An, An-1An, B1B2, B1By, Bn1Bn € A1A; s8o
tangentes a uma cdnica C,’. Mas como uma conica é unicamente determinada por
5 pontos (ou tangentes), € A1An, An-1An, B1B2, Br.1Bn € A1A, Sdo tangentes a Co,
temos que C; e C,’ coincidem. Isto implica que BnB; é tangente a C,, como

queriamos demonstrar.
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