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Resumo

Wagner, Gustavo Brattstroem; Sampaio, Rubens; Lima, Roberta de

Queiroz. Analise Modal Operacional no Dominio do Tempo:

Um Estudo Critico dos Métodos de Identificagao. Rio de

Janeiro, 2017. 141p. Dissertacao de Mestrado — Departamento de

Engenharia Mecanica, Pontificia Universidade Catélica do Rio de

Janeiro.

Analise modal consiste na caracterizacao de um sistema através dos
seus parametros modais. Quando a principal excitacao é causada pelo am-
biente em que o sistema esta inserido, essa caracterizacao é definida como
andlise modal operacional (OMA). Nestes casos, os forcamentos nao sao con-
hecidos (mensuraveis) e apenas as respostas sao monitoradas. Por terem na-
tureza aleatoria, esses sinais precisam ser incorporados ao modelo numérico
através de processos estocasticos. O principal objetivo desta dissertacao
consiste em descrever as técnicas de identificagdo em OMA. Para isso, duas
vertentes foram criadas, uma tedrica e outra experimental. Na parte tedrica,
as hipoteses necessarias para a identificacdo de um sistema por OMA sao
apresentadas. Uma analise dos erros causados por sinais ruidosos também
é feita, permitindo que a sensibilidade dos métodos seja avaliada. Além
de contemplar os principais métodos de identificacao, dois novos métodos
sdo propostos. Ambos foram desenvolvidos a partir da Decomposi¢ao Or-
togonal Prépria (POD) e combinam uma eficiéncia computacional com a
possibilidade de quantificar as incertezas dos parametros. Na vertente ex-
perimental, o objetivo é ilustrar e validar a identificacdo de estruturas. Para
isso, trés diferentes bancadas foram criadas: um prédio de dois andares,
uma pa edlica e uma ponte suspensa. Apos a construcao, essas estruturas
foram devidamente instrumentadas por diferentes sensores. Um sistema de
aquisicao dados foi montado através de hardwares comerciais e analisados
através de uma interfase grafica desenvolvida especialmente para OMA pelo

Laboratério de Vibracoes.

Palavras-chave

Analise Modal Operacional; Identificacdo de Sistemas; Vibragoes

Aleatorias; Analise de Ruidos; Testes Experimentais;
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Abstract

Wagner, Gustavo Brattstroem; Sampaio, Rubens (Advisor); Lima,
Roberta de Queiroz (Co-Advisor). Operational modal analysis
in the time domain: a critical review of the identification
methods. Rio de Janeiro, 2017. 141p. Dissertacao de Mestrado
— Departamento de Engenharia Mecanica, Pontificia Universidade
Catolica do Rio de Janeiro.

Modal analysis consists in the characterization of a system through
its modal parameters. When the main excitation source is the system’s
environment, this characterization is defined as operational modal analysis
(OMA). On those cases, the forces are unknown (not measured) and only
the responses are monitored. Because of there random nature, those signals
are incorporated into the numerical model as stochastic processes. The
main goal of this dissertation is to describe the identification techniques in
OMA. Therefore, two different approaches were created: a theoretical one
and an experimental one. In the theoretical part, the required hypotheses
for system’s identification with OMA are presented. An analysis of the
errors caused by noisy signals are also performed, allowing the method’s
sensibility to be evaluated. Besides the standard identification methods,
two new ones are proposed. They both has been developed as extension
of the Proper Orthogonal Decomposition (POD) and combine an efficient
computational process with the possibility of quantify the parameters
uncertainties. In the experimental approach, the goal is to illustrate and
validate the identification of structures. Therefore, three different test
bench were created: a two floor building, a wind turbine blade and a
cable-stayed bridge. After their construction, those structures were proper
instrumented with different sensors. A data acquisition system were built
using commercial hardwares and analyzed through a graphic interface

specially made for OMA and developed in the vibration laboratory.

Keywords

Operational Modal Analysis; System Identification; Random Vibration;

Noise Analysis; Experimental Tests;
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1
Introducao

Para sistemas mecanicos, as relacoes entre os forcamentos aplicados e
as respectivas respostas sao definidas pelas leis de movimento. Quando um
determinado sistema é modelado de forma linear e invariante no tempo,
as relagdes entre essas duas grandezas sao definidas de forma tnica. Por
isso, sistemas desse tipo podem ser interpretado como filtros, onde sinais de
forca sao processados e transformados em sinais de resposta, como mostra
a Figura 1.1. A caracterizacao desses sistemas (filtros) pode ser realizada de
diferentes formas. Um exemplo é pelos métodos de elementos finitos, onde
estruturas continuas sao discretizadas e definidas através dos pardmetros
de inércia, amortecimento e rigidez. Quando as frequéncias naturais, fatores
de amortecimento e modos de vibracao sao utilizados, essa caracterizacao é

chamada de analise modal [1].

forcas ) respostas
—>»| sistema p——m—>

Figura 1.1: Interpretacao de um sistema como um filtro

1.1
Aplicacoes de analise modal

Para diversos componentes mecéanicos e estruturas, a andlise modal pode
ser aplicada em diferentes etapas: na concepc¢ao, na validacdo e durante
operacao. Em todas elas, a definicdo dos parametros modais é a principal
tarefa, ja que permite avaliar o bom funcionamento de um determinado
sistema. A preocupacao com os niveis de vibracao e a confiabilidade de um
componente estrutural tem se tornado cada vez mais importante nos dias de
hoje. Por isso, a analise modal nao tem sido apenas aplicada nas engenharias
aeroespacial e mecanica, mas também na engenharia civil, nos problemas
biomédicos, na acustica de instrumentos, em transporte e até mesmo em

plantas nucleares [2].
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1.1.1
Concepcao do sistema

Quando componentes estruturais sao projetados para atuar sob excita-
¢oes dinamicas, estudos sobre a sua eficiéncia, durabilidade e segurancga preci-
sam ser realizados. A analise modal, quando aplicada em modelos numéricos,
permite estimar as frequéncias naturais e os modos de uma estrutura antes
da sua construcao. Dessa forma, alguns fendmenos indesejados, como a resso-
nancia (caracterizado por um grande aumento nos niveis de vibragao), podem
ser evitados. Exemplos de estruturas em que isso acontece sao pontes, avioes,
rotores, etc. Em funcao das exigéncias imposta pelas normas, mercado e soci-
edade, a possibilidade de prever um bom funcionamento de um determinado
componentes, ainda em sua etapa de concepcao, resulta em um grande eco-
nomia de tempo e recursos. Um bom estudo de caso é a ponte Millennium
em Londres. Durante a sua inauguracao em julho de 2000, constatou-se que a
excitacao causada pelo andar da pessoas fazia com que a mesma entrasse em
ressonancia. Por isso, a ponte precisou ser fechada até que esse problema fosse

solucionado em 2002 com a adi¢do de amortecedores [3].

1.1.2
Validacao do sistema

Mesmo que um modelo numérico seja extremamente complexo e deta-
lhado, ele continua sendo em uma representagao matematica do sistema. Isso
significa que algumas hipdteses ainda sao realizadas e que podem divergir da
realidade. Alguns exemplos de hip6teses na area de dindmica de estruturas en-
volvem as propriedades dos materiais, condi¢oes de contorno, geometrias, etc.
Por isso, apds a construcao de uma determinada estrutura, é geralmente neces-
sario que os modelos numéricos sejam validados. Isso pode ser feito através da
comparacao entre os parametros modais obtidos numericamente e os identifica-
dos experimentalmente. Esse processo é chamado de teste modal e é a principal
aplicacao de andlise modal [4, 5|. Quando os pardmetros modais experimentais
e numéricos divergem entre si, algumas técnicas para a atualizacao dos mode-
los precisam ser aplicadas [6, 7]. Um exemplo desse procedimento ocorre na
industria aeroespacial através do Ground Vibration Test (GVT). Nele, dado
sao coletados durante os testes de vibragao no aviao e utilizados para validar
e atualizar seu modelo numérico. Essas informacoes sao importantes para ga-
rantir a estabilidade aeroelastica da estrutura e definir os parametros para o
Flutter Test [8].
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1.1.3
Monitoramento do sistema

Uma outra aplicacao da andlise modal consiste no monitoramento da
integridade estrutural (SHM) de um sistema [9, 10, 11, 12]. Neste caso, os pa-
rametros modais sdo quantificados periodicamente e comparados aos valores
padroes (referentes ao sistema em perfeitas condigoes). Quando a diferenga
entre eles é significativa, h4 um indicio de dano no sistema. Diferentes meca-
nismos sao capazes de modificar dos parametros modais, sendo os principais
deles: o aparecimento de trincas, a perda de torque nos parafusos, o excesso de
corrosao, as modificagoes nas condi¢oes de contorno, etc. Através da alteracao
na massa ou da diminui¢do na rigidez, todos os parametros modais sofrem
alteracao. A localizagdo onde o dano pode entdo ser definida pelos métodos
de deteccao que utilizam os parametros modais como fonte de informacao.
Exemplos onde o SHM tem sido aplicado nos tltimos anos sdo as estruturas
civis como pontes, passarelas e antigas construgoes [13, 14, 15, 16]. A grande
preocupacao nestes casos estao relacionados ao envelhecimento das estrutu-
ras, fazendo com que elas estejam proximo ao fim da vida 1til determinada
em projeto. Para que esse tempo seja prolongado, uma avaliagdo continua da

integridade estrutural tem sido realizada [17, 18].

1.2
Analise modal operacional

A anélise modal operacional (OMA), tema desta dissertacdo, consiste na
identificacdo de um sistema forcado pelo ambiente ou que estd em condigoes
operacionais. Essa técnica é indicada para as situagoes onde o forcamento
desconhecido (nao mensuravel), causado pelo ambiente, é significativo e nao
pode ser eliminado (prazido para condigoes de laboratério). Esse tipo de
excitacao possui uma natureza aleatéria e precisa ser incorporado ao modelo
do sistema na forma de processos estocasticos [19]

Para realizar a identificagdo de um sistema por OMA, algumas hipdteses
sdo necessarias. A principal delas supoe que o forcamento aplicado é um
processo estocédstico cuja magnitude do espectro é diferente de zero para
toda a banda de frequéncia analisada. Dessa forma, pode-se garantir que
todos os modos existentes nessa banda serao excitados e consequentemente
identificados. No desenvolvimento da teoria de OMA, uma hipdtese ainda mais
particular é geralmente feita: a do forcamento ser um ruido branco. A aplicacao
dessa hipdtese é interessante pois permite um simplificacdo consideravel na
solucao de alguma equagoes. Mesmo que esse tipo de forcamento nao possa

ser obtido na pratica, ele continua sendo aplicavel. Isso porque um filtro
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pode ser sempre utilizado na transformacao de um ruido branco em um outro
"colorido" (mais compativel com a realizada). A Figura 1.2 ilustra essa ideia.
Quando a identificacdo do sistema ¢é realizada utilizando essa hipdtese, tanto
os parametros relacionados ao filtro de forcamento quando os relacionados ao
sistema fisico sao obtidos. A distin¢ao entre eles s6 pode ser realizada pelo
analista ao avaliar os respectivos resultados. Por exemplo, quando o fator de
amortecimento é extremamente alto ou negativo, supoe-se que o respectivo
parametro (polo) é vinculado ao filtro de forgamento, ja que os valores tipicos
para o amortecimento em estruturas variam entre 0.5 e 3%. Uma outra forma
de classificar os parametros é através do formato dos modos identificados. Caso
o modo tenha um formato realista (coerente com uma previsdo numérica ou
tedrica), os pardmetros sao relacionados ao sistema fisico. Coso o contrério,

sao relacionados ao filtro de forcamento.

sistema identificado por OMA

ruido forgamento "
branco filtro de desconhecido | sistema resposta
> - >
forcamento ? fisico

Figura 1.2: Hipo6tese sobre o forcamento em OMA

Ao ser comparada com a andlise modal experimental (EMA) [20], onde
a identificacdo é feita através do sinais de forca e resposta, a analise modal
operacional contém vantagens e desvantagens. As principais vantagens estao
relacionadas a identificacdo de estruturas que nao podem ser trazidas para
laboratorios, como por exemplo, prédios, pontes, turbinas edlicas, satélites em
orbita, etc. A aplicacdo de EMA nessas estruturas seriam altamente custosa
e demorada, além de nao garantir bons resultados devido a excitacao do
ambiente nao considerada. J4 as desvantagens estao relacionadas a precisao
dos resultados. Por nao poder garantir as caracteristicas da excitacao, os
resultados podem muitas vezes nao serem ideais. Além disso, os métodos de
identificacao sao muitas vezes mais sofisticados e de dificil compreensao, ja que
envolvem conceitos estatisticos nos modelos e no tratamento dos forcamentos
desconhecidos [21].

1.3
Estrutura da dissertacao

Para que a identificagdo de sistemas utilizando OMA seja bem feita, uma
base tedrica precisa ser primeiro apresentada. No capitulo 2, a caracterizagao
de sistemas lineares excitados por forcas deterministicas ¢é feita. Para isso, as

funcoes de resposta ao impulso e as fungoes de resposta em frequéncia sao
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definidas. Ambas sdo importantes porque possibilitam relacionar os sinais de
forca com os de resposta, além de poderem ser decompostas em relacdo ao
parametros modais.

No capitulo 3, estuda-se sistemas lineares excitados por forcas aleatérias.
Neste caso, é preciso que as relagoes entre algumas estatisticas (correlagoes e
densidades espectrais) das forcas e das respostas do sistema sejam definidas.
Além disso, algumas hipoteses necessarias em OMA sobre o sistema e o
forcamento sdo apresentadas. Através dessas hipdteses é mostrado que as
funcoes de correlagao e de densidade espectral de poténcia das respostas de
um sistema podem ser decompostas em relagao aos parametros modais.

No capitulo 4 sao apresentados alguns modelos do sistema que passa-
ram por um processo de discretizacao em relagao ao tempo. Esses modelos sao
importantes do ponto de vista experimental, j4 que permitem utilizar direta-
mente os sinais coletados durante os testes (digitais). Além disso, mostra-se
como os parametros modais podem ser extraidos desses modelos.

Quando a analise modal operacional é realizada no dominio do tempo,
as principais funcoes utilizadas para extrair informagoes sobre o sistema sao
as fungoes de correlacdo. Por isso, o capitulo 5 apresenta uma analise nao
encontrada na literatura sobre a distorcao dessas func¢oes quando estimada por
sinais ruidosos. Isso permite entender como alguns métodos de identificagao sao
mais sensiveis em relacao ao ruido que outros.

O capitulo 6 apresenta alguns dos métodos de identificacdo no dominio
do tempo mais populares em OMA. Ao fim de cada método, um exemplo
experimental da identificacao de uma estrutura ¢ mostrado. Esses exemplos
servem para validar a implementacao dos métodos e mostrar um procedimento
para a andlise dos resultados.

O capitulo 7 contém a principal contribuicao desta dissertacao. Duas
novas implementacoes sao propostas para dois diferentes métodos. Os métodos
foram desenvolvidos a partir da Decomposigao Ortogonal Préopria (POD) e por
ainda estarem em desenvolvimento apresentam algumas limitagoes. As duas
novas implementacoes permitem uma melhora no desempenho dos métodos
em relacdo a sensibilidade do ruido e em relagao a quantidade de modos
identificados. Exemplos numéricos foram utilizados para ilustrar os métodos e
as novas implementacoes.

O oitavo e ultimo capitulo desta dissertagao trata das principais conclu-
soes feitas neste trabalho e discute possiveis trabalhos futuros.

Esta dissertacao contém também dois anexos. O primeiro apresenta
os equipamentos utilizados durante os testes experimentais, assim como um

manual para a utilizagao da interface grafica desenvolvida no Laboratério de
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Vibragoes para a aquisi¢do de dados em OMA. O segundo anexo apresenta a

capa os artigos produzidos durante esse mestrado.

1.4
Notacao utilizada

Durante esta dissertacao, procurou-se ao maximo manter uma notagao
coerente em relacao a dimensao dos parametros e fungoes. Quando escalares,
utilizou-se letras minusculas. Para vetores, utilizou-se letras minusculas em
negrito. Ja para as matrizes, utilizou-se letras maitsculas e em negrito.

Para as fungoes, quando definidas fora do dominio do tempo (Laplace ou
da frequéncia), utilizou-se o acento til no topo das letras. Quando fung¢ées ou

parametros foram estimados, o acento circunflexo foi utilizado.
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2
Analise modal classica

No estudo da dinamica, o principal objetivo consiste em descrever, ao
longo do tempo, as respostas de um certo sistema em fun¢do dos forcamentos
aplicados e condigoes iniciais. J& em analise modal, o objetivo passa a ser
caracterizar esse sistema através dos seus parametros modais, isto é, através das
suas frequéncias naturais, fatores de amortecimento e os modos de vibracao.
Pelo fato destes pardametros serem ditos globais (dependerem do sistema como
um todo), esse tipo de analise permite uma defini¢do mais simples do sistema,
ja que necessita menos parametros para caracteriza-lo. Por exemplo, quando os
sistemas sao modelados pelo método de elementos finitos, em geral, um grande
numero de pardmetros de massa e rigidez sao necessarios. Assim, a identificacao
experimental destes parametros seria um tarefa dificil e trabalhosa. Ja4 em
andlise modal, apenas poucos parametros sao necessarios para caracterizar esse
mesmo sistema com precisao equivalente. Por isso, a identificagao experimental
de um sistema é realizada na maioria dos casos em fun¢do dos parametros
modais.

Uma forma de interpretar um sistema consiste em analiséd-lo como um
filtro, onde os sinais de entrada (forgamentos) sao processados e transformados
em sinais de saida (deslocamentos, velocidades e aceleragdes). As relagoes entre
esses sinais sao estabelecidas através das chamadas funcées de resposta
ao impulso (IRF) e das fungdes de resposta em frequéncia (FRF).
Diferentemente do deslocamento, velocidade ou aceleragao do sistema ao longo
do tempo, essas func¢oes sao independentes do forcamento e por isso sdo
utilizadas na caracterizacdo o sistema. A teoria por tras da andlise modal
consiste em decompor as IRF e as FRF em relacao aos parametros modais.
Dessa forma, esses parametros podem ser identificados experimentalmente
através de métodos de ajustes de curvas nos dados coletados.

Este capitulo é dividido em duas partes. Na primeira, a analise modal
de um sistema de um grau de liberdade (SDoF) é discutida. Este tipo de
sistema, apesar de simples, é extremamente importante do ponto de vista
tedrico. Seus conceitos podem ser facilmente compreendidos e seus respectivos
resultados sao estendidos e utilizados em analise de sistemas mais complexos.

Na segunda etapa, sistemas com multiplos graus de liberdade (MDoF') passam
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a ser analisados. Este tipo de sistema, apesar de mais complexo, pode ser
desacoplado e transformado em diversos sistemas SDOF, cujas solugoes sao
simples e diretas. Neste capitulo, o objetivo ¢ definir as suas respectivas
IRF e FRF em funcao dos parametros modais. Trés tipos de modelos para
o amortecimento dos sistemas sdo tratados: sem amortecimento (sistemas
conservativos), com amortecimento viscoso proporcional e com amortecimento
viscoso generalizado. Outros mecanismos de dissipagdo, com por exemplo o

amortecimento estrutural, podem ser encontrados em [2] e [22].

2.1
Analise Modal de um sistema SDoF

Nesta secao sera feita a andlise modal de um sistema SDoF tanto no
dominio do tempo quanto no dominio da frequéncia. A relagao existente entre
elas também serd apresentada. Um sistema SDoF (single degree of freedom)
¢ todo sistema cuja dinamica pode ser bem representada com apenas uma
coordenada. Quando o sistema é linear e composto por um parametro de massa

m, rigidez k e amortecimento ¢, sua dindmica é dada por
mi(t) + ci(t) + ka(t) = u(t). (2-1)

A funcdo ¢(t) representa o deslocamento da massa e u(t) o forgamento nela
aplicado. Nesta dissertacao s serao tratado sistemas lineares invariantes no

tempo, ou seja, sistemas com coeficientes constantes.

2.1.1
Dominio do tempo

No dominio do tempo, a funcao de resposta ao impulso unitario (IRF)
desempenha um papel fundamental na caracterizacao de um sistema. Uma
excitacao do tipo impulso consiste na aplicacdo de um forcamento de forma
instantanea e pontual. Como visto a seguir, esse tipo de forgamento resulta
em oscilagoes livres do sistema que podem ser escritas em fun¢ao dos para-
metros modais. A partir da IRF é possivel obter a resposta do sistema para
qualquer forcamento. Isso porque um forcamento generalizado pode ser sempre
interpretado como uma sequéncia de impulsos.

Ao supor que os sistemas sao lineares, a hipétese de superposicao das
respostas pode ser aplicada [23]. Essa hipdtese afirma que, se ¢;(t) é a resposta
do sistema com forcamento u; (t) e g2(t) é a resposta do sistema com forcamento
us(t), entdo q(t) = qi(t) + q2(t) é a resposta do sistema para um forgamento
u(t) = ui(t) + ue(t). O somatério das respostas de cada impulso pode ser

realizada através do operador de convolucao, definido mais a frente.
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2.1.1.1
Resposta ao impulso unitario

Uma das formas de se representar a funcao impulso unitario é dado pela

equacao
. A t< |8 JHoo, t=0
d(t) = limasso Al = ) (2-2)
0, t> \{\ 0, t#0

Isso significa que a fun¢do impulso unitario é nula em qualquer instante de
tempo exceto em ¢t = 0, onde a fung¢ao passa a ser infinito. O impulso é dito
unitario quando sua integral em todo o dominio do tempo ¢ igual a um, isto
é, +o0
|ttt =1. (2-3)
Ao adotar a lei de conservacao azomovimento para um sistema massa-moda-
amortecedor em um instante de tempo imediatamente antes do impulso,
t = 07, e outro imediatamente apés, t = 0%, obtém-se a seguinte relacao
ot
/ CS(t)dt = 1= md(0") — mg(0"). (2-4)
Supondo que o sisten?a esteja inicialmente em repouso, tem-se que ¢(07) =
0. Zerando este termo na Eq. (2-4), conclui-se que o impacto causa uma
descontinuidade na velocidade, uma vez que em ¢t = 0 a velocidade passa
a ser . 1
q(07) = e (2-5)
Dessa forma, a resposta ao impulso unitario sera equivalente a resposta do
sistema livre (solu¢ao homogenia da Eq.(2-1)) com condigoes iniciais ¢(0) = 0

e ¢(0) = 1/m. A dindmica do sistema ¢ entdo equivalente a

md(t) + cq(t) + kq(t) =0
q(0) =0

cond. iniciais = . (2-6)
Q(0) = 5

Essa equacao pode ser reescrita em funcao dos parametros modais do sistema

ao dividir tudo por m, resultando em

G(t) + 2Cwag(t) + wiq(t) = 0, (2-7)

onde, ( = 5—— ¢ o fator de amortecimento e w, = \/% a frequéncia natural
do sistema conservativo associado. Para a solucao da Eq. (2-6) ou Eq. (2-7),

propoe-se uma func¢ao exponencial na forma
q(t) = M. (2-8)

Calculando a 1% e a 22 derivada da solucdo proposta e substituindo os

respectivos resultado na equagao da dindmica Eq. (2-7), obtém-se:
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()\2 + 2w A + wiw) M =0, (2-9)

Considerando que e* # 0, o polindmio caracteristico do sistema, escrito em

funcao dos parametros modais, é obtido:

M 4 2Cwn A 4 wiw = 0. (2-10)
As solugoes A desse polindmio sao chamadas de polos do sistema, e, para um
sistema sub-amortecido (¢ < 1), formam o par de complexos conjugados

A= —(wn + iwd (2 11)

A= —(w, — twy
onde o termo wy = wyy/1 — (? é chamado de frequéncia natural amortecida
do sistema. Substituindo a Eq. (2-11) na Eq. (2-9) obtém-se a solugao livre do

sistema na forma
q(t) = AeM + BeN'! = et (A cos wyt + Bsinwgt) (2-12)

onde A e B sao as constantes a serem definidas pelas condig¢des iniciais.

A resposta ao impulso unitario, definida como h, é obtida impondo as
condigoes iniciais ¢(0) = 0 e ¢(0) = 1/m em (2-12), resultando em A = 0 e
B = m%u [24]. Assim, a resposta ao impulso unitario de um sistema SDoF com
amortecimento viscoso é dado pela equagao

g~ Cwnt

h(t) = i t. 2-13
(1) e sin wy ( )

Uma importante caracteristica dessa fungao ¢é o fato dela ser definida utilizando
apenas os parametros modais. Por isso, ela pode ser aplicada para caracterizar

e identificar o sistema.

2.1.1.2
Resposta a um forcamento generalizado

A resposta ao impulso unitario pode ser usada para o calculo da resposta
do sistema a qualquer forcamento. Para isso, idealiza-se o forcamento como
uma superposicao de impulsos, transladados no tempo e com diferentes mag-
nitudes. Essa idealizacao ¢ mostrada na Figura 2.1. Devido a linearidade do
sistema, a resposta serd dada pela superposicao das respostas aos impulsos.
Dessa forma, calcula-se a resposta a cada um dos impulsos individualmente e
em seguida os resultados sao somados. Esse processo ¢ realizado pelo operador
de convolugao mostrado a seguir.

O célculo da resposta do sistema para o impulso em um instante de

tempo t; é aproximadamente
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u(t)

U(ts) _

At

rrreT t

t2, ta
t1 13 ts
Figura 2.1: Representacao de um forcamento como uma sequéncia de impulsos

qi(t) = [u(t;) At h(t —t;). (2-14)

O termo u(t;)At representa a magnitude do impulso, visto que o mesmo nao
¢ mais necessariamente unitario. Essa magnitude é aproximada como a area
dos retangulos formados na Figura 2.1. O termo h(t — t;) é a fungdo definida
na Eq. (2-2), no entanto transladado no tempo para o instante ¢;.

Utilizando o principio da superposicao, a solucao do forcamento genera-
lizado é definido como a soma das respostas de cada um dos impulsos. Assim,
a resposta final do sistema apés j intervalos de tempo é dado por

; .
q(t) =>_q(t) =Y u(t;)h(t — t;) At. (2-15)
i=1 i=1
Pela definicao de impulso, o intervalo de tempo At tende a zero. O somatorio

na Eq. (2-15) se torna entdo uma integral, e resulta em

a0)= | WOt — 0)d6 = u(t) % h(t), (2-16)

Na equagao acima, supde-se que o for¢camento seja nulo para t < 0. A Eq.
(2-16) é a definicao de convolucao entre o sinal do forgamento e a resposta
ao impulso unitério de um sistema causal' (h(t) = 0 para t < 0). Através
dessa equacao, pode-se observar como o sistema comporta-se como um filtro,
processando um sinal de forcamento (entrada) em um de deslocamento (saida).

Essa interpretacao é esquematizada pela Figura 2.2.

! Em um sistema causal, os forcamentos futuros niao influenciam o estado presente
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u(t) sistema q()

“h(D)

Figura 2.2: Interpretacao do sistema como um filtro no dominio do tempo.

2.1.2
Dominio da frequéncia

No dominio da frequéncia, deseja-se avaliar o comportamento do sistema
quando excitado por forcamentos harmoénicos. Neste estudo existem duas
caracteristicas a serem avaliadas: a magnitude das oscilagoes e fase entre os
sinais de forcamento e resposta do sistema. Essas informacoes sao obtidas pela
chamada fungao de resposta em frequéncia (FRF). Através dela é possivel

visualizar com mais facilidade as principais caracteristicas modais do sistema.

2.1.2.1
Funcao de resposta em frequéncia

Seja u(t) um forgamento harménico na forma wu(t) = @(w)e™?, onde
t(w) é uma fungdo real que representa a amplitude desse forgamento em
relacdo a frequéncia de forcamento w. Supondo que a resposta do sistema
também seja harmoénica e com a mesma frequéncia de forcamento, tem-se que
q(t) = g(w)e™t. A funcao G(w) é complexa e define a amplitude do movimento
e a respectiva fase entre o forgamento e a resposta [2]. Substituindo u(t) e ¢(¢)

(apés realizar as devidas derivadas) na Eq. (2-1) obtém-se como resultado

(—mw2 + cwi + k) G(w)e™ = a(w)e™". (2-17)

kgin
O termo kg, é chamado de rigidez dindmica do sistema e pode ser reescrito

também em fungao dos pardmetros modais (frequéncia natural e fator de

ki =k [1 - <:;)2 +2iC C:;)]

= k(1—r*+2iCr), (2-18)

amortecimento)

onde r = “-. Ao reescrever a Eq. (2-17) como a razao entre as amplitudes de

n

deslocamento e de forcamento, obtém-se

h(w) = =-—. (2-19)
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Existem diferentes formas de representar a funcio h(w). Dentre elas, as mais

populares sao

1 1 1
_ _ (2-20)

h(w) = k — mw? + icw k(l_r2+2zc'r) m(lw—)\) (ZUJ—A*)

As constantes A e A* na ultima igualdade sdo os mesmos polos do sistema de-
finidos pela Eq. (2-11). A funcéo h(w) é chamada de fungdo de resposta em
frequéncia (FRF) do deslocamento de um sistema SDoF com amortecimento
viscoso. Percebe-se que a funcao h(w) na Eq. (2-20) é complexa e definida ape-
nas pelos pardmetros do sistema, isto é, independente do forcamento. Para o
caso particular em que o amortecimento é nulo, h(w) se transforma em uma
fungao real. A ultima igualdade na Eq. (2-20) pode ainda ser reescrita de forma

fatorada, também chamada de forma residual, conforme a equacao

~ R R*
h = 2-21
() iw—/\+iw—>\*7 ( )
onde 1
R = ) 2-22
2mwgt ( )

A constante R é chamada de coeficiente residual®.

A FRF definida pela Eq. (2-20) permite avaliar as principais caracteris-
ticas do sistema sob forcamentos harmonicos: magnitude das oscilagoes e fase
entre o deslocamento e o forcamento. Utilizando as propriedades dos niimeros

complexos, a magnitude e fase de B(w) podem ser obtidos através das equagoes

- k 1

h W)l = = _

‘ ( )‘ \/(k‘ . mwg)g + 22 \/(1 . ,',,2)2 + QCT)Q (2 23)
Zh(w) = tan™! [l{:—_crjcu?] = tan’ L—ECTZ : (2-24)

Seguindo o mesmo procedimento realizado para o deslocamento, a FRF
do sistema em relacao a sua velocidade e aceleracao pode ser facilmente obtida.
Para isso, basta perceber que a velocidade é expressa por ¢(t) = iwg(w)e™’. Re-
alizando a mesma operagao para a acelera¢ao (segunda derivada), as seguintes
FRF sao obtidas:

w w

Velocidade = hy(w) = i T icw kb =2+ 2icr) (2-25)

(2 2
d - d . (2:26)

Aceleragao = ha(w) = kE—mw?+icw k(1 —r242i(r)

Ao utilizar as FRFs, pode-se utlizar mais uma vez a analogia de um filtro
para os sistemas, como mostra a figura 2.3. Através da Eq. (2-19), o sinal

da resposta do sistema no dominio da frequéncia pode ser obtido através do

I Apesar de definido por uma letra maitiscula, esse termo é um escalar
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produto entre o sinal de entrada no dominio da frequéncia e a FRF
d(w) = h(w)i(w) (2-27)

Diferentemente da relagao obtida no dominio do tempo, onde o operador
de convolugao é necessario, no dominio da frequéncia utiliza-se apenas uma
multiplicagao. Por isso, do ponto de vista computacional, o dominio da

frequéncia é mais atraente.

() sistema g(w)
h()

Figura 2.3: Interpretacao do sistema como um filtro no dominio da frequéncia.

2.1.2.2
Propriedades e representacdes graficas da FRF

As FRFs definidas pelas Eqgs. (2-19/2-24/2-25) podem ser representadas
graficamente de diferentes formas, onde cada uma delas evidencia de forma
mais clara certa caracteristica. A seguir, as representa¢oes mais comuns das

FRFs sao mostradas, assim como suas respectivas propriedades.

Grafico Bode

O conjunto dos graficos da magnitude e o da fase é chamado de grafico

Bode. Esta representacao é a mais comum em analise modal, uma vez que ela
ilustra de forma clara as caracteristicas dos parametros modais.

Na Figura 2.4, o grafico Bode de um sistema SDoF é mostrado de forma
adimensional. Diferentes valores para o amortecimento sdao utilizados para
mostrar a influéncia desses pardmetros na resposta do sistema. Na magnitude,
percebe-se a existéncia de um pico nas proximidades de r = 1. Esse fenémeno é
chamado de ressonancia, e ocorre quando a frequéncia de forcamento tem valor
proximo ao da frequéncia natural do sistema. A ressonancia é caracterizada
pelo grande aumento da amplitude na resposta e uma mudanca de fase.
Percebe-se pelos gréaficos que, na ressonancia, a fase entre a resposta e o
forgamento é de 7m/2 rad. Para o sistema sem amortecimento, a mudanga
de fase ocorre de forma abrupta indo de 0 a =, além da sua magnitude
tender a infinito. J4 quando o amortecimento ¢é alto, o ponto maximo da
curva fica ligeiramente deslocado para a esquerda da frequéncia natural. O
amortecimento da estrutura pode ser qualitativamente analisado através da
relagao entre a espessura e a altura dos picos. Percebe-se que quanto menor

for o amortecimento, mais esbelto é o pico.
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Figura 2.4: Grafico Bode de um sistema SDoF

Graficos real x imaginario

Ao separar a parte real da parte imaginaria da FRF do deslocamento, obtém-se

= k—w?m 1—r?
il {h(w)} T h—w®m)? 1+ (we)? (1= 12 + (201)° (2-28)
S [hw)] = —we L (2-20)

(k —w?m)? + (we)? (1 —7r2)%+ (2¢r)?
Através da Eq. (2-28), percebe-se que, para a parte real da FRF ser zero, a
frequéncia de forcamento w precisa ser igual a w,. Essa caracteristica é entao
util na identificacao das frequéncias naturais. Os graficos das partes reais e
imaginarias da FRF sdao mostradas,novamente de forma adimensionais e com

diferentes fatores de amortecimento, através da Figura 2.5.

Parte real
T

Parte imaginaria
T

— =001

(=01

—=025 ]

(=005

Re(H

Im(H)

=0.01
=005 |
(=01
=025
=05

L
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I
25

L
0.5

I
25

Figura 2.5: Representacao grafica da parte real e imaginaria da FRF

Grafico Nyquist

O grafico de Nyquist consiste em plotar a parte imaginaria da FRF em func¢ao

da parte real. No caso de um sistema SDoF' linear com amortecimento viscoso,
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percebe-se que os graficos de Nyquist sao aproximadamente um circulo. No
entanto, pode-se mostrar que apenas a FRF da velocidade é de fato um. Ao
explicitar suas partes real e imaginéria, tém-se

~ CL)QC

R [hy(w)] = (BT o (2-30)

. w(k — mw?)
S| h = )
> [ ”(w)} (k — mw?)? + (wc)?
Através das Egs. (2-30/2-31), pode-se verificar a relagao

(?R [hw)] - 21)2 + (S [huw)])’ = (210)2 (2-32)

c

(2-31)

A Eq. (2-32) representa um circulo centrado em (2%, O) e com raio igual a 2%,

como mostra a figura 2.6.

Grafico Nyquist
——

S e
[}
=
]
o

Figura 2.6: Grafico de Nyquist

2.1.3
Relacao entre IRF e FRF

Nas se¢oes anteriores, mostrou-se que as fungodes de resposta ao impulso
unitario e a de resposta em frequéncia caracterizam o sistema em funcao de seus
parametros modais. Através da transformada de Fourier, é possivel mostrar que
ambas contém as mesmas informagoes sobre o sistema e estdo apenas escritas
em dominios diferentes. A seguir, mostra-se que, ao transformar a funcao de
resposta ao impulso para o dominio da frequéncia, a funcao de resposta em

frequéncia é obtida. Para isso, realiza-se primeiro a transformada de Laplace,
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e em seguida substitui-se a variavel de Laplace s por iw. A tabela 2.1 lista os

principais pares da transformada de Laplace que serao utilizados.

Tabela 2.1: Propriedades da transformada de Laplace

Descrigao Dominio do tempo Dominio da Frequéncia
(t) Z(s)
Linearidade ax(t) +bf(t) az(s) +bf(s)
Translagdo na frequéncia ety (t) Z(s —a)
Transformada do seno x(t) = sin(at) i(s) = =tz
Convolugao [ a(r)f(t —7)dr i(s)f(s)

Com as propriedade de linearidade, translacao na frequéncia e da trans-
formada do seno, a funcdo de resposta ao impulso unitario definida em Eq.

(2-13) é transformada para

1 Wy

mwa (s + Cw,)” + w3

1
= _ 2-33
m {(s + Cwn)? + w(ﬂ (2-83)

h(s) =

Substituindo a varidvel de Laplace s por iw, obtém-se a transformada de

Fourier
~ 1
hw) = —— —
m [(zw + Cwn)” + wd}
B 1
T om[~w? 4 2Cwwni + Cw? + w2 (1 — ¢?))]
1

= . 2-34
m [—w? + 2¢wwpi + w2] (2-34)

Dividindo o numerado e denominador por k, a equagao acima pode ser

simplificada para

1/k
m/k[—w? + 2(wwyi + w?]
1/k
1/w2 [—w? 4 2Cwwyi + w?]
1/k

— . 2-35
—r24+2(ri+1 ( )

h(w)

Ao comparar as Eqgs. (2-20/2-35), percebe-se que ambas sao iguais. Dessa

forma, mostra-se a relagao existente entre as funcdes IRF e FRF.
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2.2
Analise Modal de um sistema MDoF

Na grande maioria dos casos, uma modelagem utilizando apenas um grau
de liberdade nao resulta em uma boa descricao do movimento de um sistema.
A modelagem utilizando apenas uma coordenada é em geral insuficiente e
nao é condiz com a realidade observada. Normalmente, quanto mais preciso
os resultados precisam ser, mais coordenadas sao necessarias no modelo do
sistema. O motivo consiste no fato de que todo sistema é na verdade continuo
e por isso necessitaria infinitos graus de liberdade para obter as solugoes exatas.
Os sistemas que demandam mais de uma coordenada na sua modelagem sao
chamados de multiplos graus de liberdade (MDoF) [25]. Esses modelos sao
mais complexos e sua analise modal é realizada como uma extensao da segao
anterior.

Para os sistemas MDoF, um novo parametro chamado de modo de
vibracao surge para relacionar as diferentes coordenadas utilizadas no modelo.
Os modos podem ser vetores reais ou complexos dependendo do tipo de
amortecimento do sistema. Eles sdo responsaveis por caracterizar as formas
espaciais nas quais o sistema vibra em uma dada frequéncia natural. Quando
o amortecimento é negligenciado ou escrito de forma proporcional a massa e
rigidez, os modos do sistema sao definidos por coeficientes reais e sao chamados
de modos normais. Para um sistema com amortecimento generalizado, onde a
modelagem proporcional ndo é mais possivel, os modos do sistema passam a ser
complexos. Isso resulta em uma defasagem entre as oscilagoes dos respectivos
graus de liberdade, isto é, a amplitude maxima de vibracao em diferentes
posicoes da estrutura nao ocorrem no mesmo tempo. Como visto a seguir, as
respostas de um sistema podem ser sempre escritas como uma combinagao
linear dos modos. Isso significa que eles formam uma base para a resposta do
sistema.

No inicio dessa sec¢ao serao apresentados o conceito de modos normais e
sua importante propriedade de ortogonalidade. Em seguida, as FRFs e as FRIs
sao obtidas para um sistema com amortecimento proporcional. O principal
objetivo de andlise modal é conseguir caracterizar o sistema a partir dos
parametros modais (frequéncias naturais, fatores de amortecimento e modos).
Por isso mostra-se como essas FRFs e FRIs podem ser decompostas em funcao
desses parametros.

Apos apresentada a formulagdo para sistemas com amortecimento pro-
porcional, serd feita uma andlise para sistemas com amortecimento viscoso
generalizado. Para isso, uma modelagem chamada de estado de espaco pre-

cisa ser introduzida. No final desse capitulo, serd mostrado que as FRFs e
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FRIs desse tipo de sistema também podem ser decompostas em funcao de seus

parametros modais.
2.2.1
Resposta livre de um sistema MDoF sem amortecimento

A dindmica de um sistema MDoS linear e sem amortecimento é dada por

um sistema de equacoes diferenciais ordinarias escrita no forma matricial
Ma(t) + Ka(t) = u(t), (2-36)

onde M e K € R™" sdo as matrizes de massa e rigidez, q(t) e u(t) € R"*! os
vetores de deslocamentos e forcamentos. A constante n representa o niimero

de graus de liberdade utilizado para modelar o sistema.

Modos e frequéncia naturais

Para a obtencao dos modos normais do sistema sem amortecimento e as
respectivas frequéncias naturais, utiliza-se a hipétese de que a resposta livre é
escrita como uma combinagdo linear dos modos. A resposta q(t) para a Eq.

2-36), com u(t) = 0, pode ser obtida pela expressao
( )7 ( ) » P P

onde 1 é um vetor de coeficiente reais. Ao substituir essa proposta de solucao

na Eq. (2-36), obtém-se o seguinte problema de autovalor:
(K —w? M)y = 0. (2-38)

A solugao da Eq. (2-38) resulta em n autovalores, w?, e n autovetores, 1, (r =
1,2,...,n). Isso ocorre porque K e M sdo matrizes simétrica semi-positiva
definida. As raizes quadrada dos autovalores, w,, representam as frequéncia
naturais do sistema e os autovetores 1, os modos. Supondo que as frequéncias
naturais sao distintas umas das outras, tém-se que os modos sdao ortogonais
em relagdo a matriz de massa e rigidez. Assim, esses modos constroem uma

base para o espaco resposta do sistema.

Ortogonalidade dos modos

A propriedade de ortogonalidade dos modos é dada em relagao as matrizes de
massa e rigidez. Ela pode ser demonstrada utilizando dois modos quaisquer
e as respectivas frequéncias naturais na Eq. (2-37). O resultado utilizando o

1-ésimo e o j-ésimo modo resultam em

(K —wiM)p, =0 (2-39)
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(K —wiM)tp,; = 0. (2-40)
Pré-multiplicando a Eq. (2-40) por 1] (onde 7 significa transposta), obtém-se

P, (K —wiM)ap; = 0. (2-41)
Calculando a transpostal da Eq. (2-39) e pés-multiplicando por ¥, obtém-se

P! (K —wiM)ap; = 0. (2-42)
Ao subtrair a Eq. (2-41) da Eq. (2-42), obtém-se

(w? — wf)?,/);[./\/l@bj = 0. (2-43)

J

Supondo que as frequéncias naturais sao distintas (w; # wj), a Eq. (2-43)

impoe que

P, Myp; =0, (2-44)
Isso significa os modos sao ortogonais em relagdo a matriz de massa. Substi-
tuindo a Eq. (2-44) na Eq. (2-41), obtém-se

P, Kep; =0, (2-45)

que mostra a ortogonalidade dos modos também em relagao a matriz de rigidez.
Criando-se uma matriz Q? cujos elementos da diagonal sdo as frequéncias

naturais e uma matriz ¥ cujas colunas sao os modos, tem-se

w 0 ... 0

) 0 wi ... 0
Q= LU=y g, o] (2:46)

0 0 ... 2

n

Utilizando as matrizes acima, pode-se estender a Eq. (2-38) para
(K — *M)¥ = 0. (2-47)

Pré-multiplicando a Eq. (2-47) por W7, é possivel diagonalizar as matrizes M
e KC. Isto é,

V(- QPM)T = 0

VKT - QW ME = 0 (2-48)
K M

onde, M,, e K,, sdo matrizes diagonais chamadas de massa modal e rigidez

modal, respectivamente. Seus elementos sao definidos como

1Lembrando que M e K sdo simétricas e por isso ML = M e KT = K. Através da
algebra linear, sabe-se que (AB)T = BT AT,


DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 1612640/CA


PUC-Rio- CertificagaoDigital N° 1612640/CA

Capitulo 2. Analise modal classica 33

M1 0 km,l 0
0 Mma ... O 0 Emay ... O
0 0 ... Mmn 0 0 ... kun

Através da Eq. (2-48) pode-se mostrar que as frequéncias naturais podem ser

obtidas através de
Q' =K, M (2-50)

Modos massa-normalizados

O conjunto dos modos ¥ calculado pelo do problema de autovalor (2-
38) nao é tunico, uma vez que seus miltiplos também sao autovetores do
problema. Uma representacao unica desses modos pode ser obtida através
de uma normalizacao em fun¢do da matriz de massa modal. Isso é realizado

através da equagao

N

©=vM,|” (2-51)
Substituindo os modos normalizados © na Eq. (2-47) e pré multiplicando toda

a equacao por OF tém-se como resultado

0'Ke - 220’ M6 = 0. (2-52)
I
Isto é,
0'MOe =1 (2-53)
e0TKe = Q? (2-54)

Essas equagoes terao um papel importante na secao 2.2.3, onde serd mostrado

como as FRFs de um sistema MDoF podem ser decompostas em funcao dos

parametros.
Exemplo 2.1
u () us(1) u5(t) ut)
q:(9) q-(9) q5(1) q4(?)
> - > >
k k k k k

m RNNH m NN m AN m

VT TI T I TITITITITIITI T I T T I T IS

Figura 2.7: Exemplo de um sistem MDoF.

Para exemplificar as frequéncias naturais, modos e as matrizes de massa
e rigidez modal, considere o sistema mostrado pela Figura 2.7. Adotando

k =1000 N/m e ml kg, obtém-se as sequintes matrizes de massa e rigidez
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1000 2000 —1000 0 0
0100 ~1000 2000 —1000 0O

M = R o .
0010 0 —1000 2000 —1000
0001 0 0 —1000 2000

Substituindo essas matrizes na Eq. (2-36) e resolvendo o problema de autovalor
da Eq. (2-38), obtém-se

w? = 381.967(rad/s)* w3 = 1381.97(rad/s)*

w; = 2618.03(rad/s)* w; = 3618.03(rad/s)?

0.37363 —0.36180 —0.44721 —0.82706

0.60455 —0.22361 0.27639 1.33821
Py = Py = Y = Y =

0.60455 0.22361 0.27639 —1.33821

0.37363 0.36180 —0.44721 0.82706

FEscrevendo esses autovalores e autovetores na forma matricial, como definido
em (2-46), tém-se

381.967 0 0 0
Q? — 0 1381.97 0 0
0 0 2618.03 0

0 0 0 3618.03

0.37363 —0.36180 —0.44721 —0.82706

0.60455 —0.22361 0.27639  1.33821

0.60455 0.22361  0.27639 —1.33821

0.37363 0.36180 —0.44721 0.82706
Ao pré-multiplicar e pés-multiplicar M e K por W1 e W, obtém-se as matrizes
modais M,, e K,,.

1.01017 0 0 0
0 0.36180 0 0
M,, = T M =
0 0 0.55279 0
0 0 0 0.94966
385.851 0 0 0
0 499.995 0 0
K, =97K¥ =
0 0 1447.22 0
0 0 0 3435.90

Os modos massa-normalizados podem ser obtidos através da Eq. (2-50),

resultando em
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0.37175 —0.60150 —0.60150 —0.37175
0.60150 —0.37175 0.37175  0.60150
0.60150 0.37175  0.37175 —0.60150
0.37175 0.60150 —0.60150 0.37175

©=U[M,]| 7=

(Fim do exemplo)

2.2.2
Resposta de um sistema MDoF com amortecimento proporcional

A dindmica de um sistema MDoF linear com amortecimento proporcional

é ser expressa pela equagao
M(t) +Cpq(t) + Kq(t) = u(t), (2-55)
onde a matriz de amortecimento C, € R"*" é definida como
C, = aM + K. (2-56)

Através dessa definicao fica evidente que os modos do sistema conservativo
associado também sdo ortogonais em relacao a essa matriz de amortecimento,

o que significa que C, também pode ser diagonalizada através da equagao

v, = o' MU+ UL

= aM,, + fK,, = C,,, (2-57)
onde,
Cm,1 0 ce 0
0 Cm2 .. 0
Con=| . o o] (2-58)
0 0 ... Cun

Utilizando os modos normais do sistema, uma mudanca de varidavel pode
ser criada, permitindo escrever as respostas do sistema em coordenadas modais.

Essa mudanca de variavel é definida pela equagao
q(t) = Pz(t). (2-59)

Substituindo essa mudanga de variavel na Eq. (2-55), e pré-multiplicando por

P obtém-se como resultado
M, z(t) + C,,z(t) + K,,z(t) = p(1), (2-60)

onde p(t) = ¥Tu(t). A Eq. (2-60) mostra que os modos normais podem ser
usados para desacoplar o sistema. Como todas as matrizes na Eq. (2-60) sao

diagonais, o problema passa a ser composto por n problemas de um grau de
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liberdade, como mostra a equacao abaixo

mm,lél (t) + Cm712'1 (t) + km7121 (t) = D1 (t)

22 (1) F enaall) + hna(®) = o) (2:61)

mm,nén (t) + Cm,nzn (t) + km,nzn (t) = Dn (t)

A solugao destas equagdes, para condigoes iniciais nulas, foi estudada na sec¢ao

2.1 e tem a forma
Zr<t> = hr(t> * pr(t)v (2_62>

onde h,(t) é a resposta ao impulso unitério, definida pela Eq. (2-12), utilizando
os 0s r-ésimos parametros modais (M, Cmyry Ky — W, Gy wa,). Uma vez
obtida todas as solugoes z,.(t), os resultados podem ser escritos nas coordenadas

originais q(t) através da relagdo dada na Eq. (2-54).

2.2.3
Decomposicao modal das FRFs e IRFs de um sistema MDoF com
amortecimento viscoso proporcional

O objetivo desta secao é definir e mostrar como as fungoes de resposta
em frequéncia (FRFs) e fungoes de resposta ao impulso (IRFs) podem ser
escritas em func¢ao dos parametros modais. Essa propriedade é muito utilizada
na analise modal experimental (EMA), onde as FRFs e/ou IRFs sdo obtidas
experimentalmente e entdo os parametros modais sao extraidos através de
ajustes de curvas.

Utilizando a mudanga de variavel apresentada na Eq. (2-59), a resposta
do sistema para um forcamento qualquer e condigoes iniciais nulas pode ser

escrita como uma combinagao linear dos modos, isto é

Q) = 3 2 (0) (2-63)

Substituindo as n respostas do sistema em coordenadas modais, como definido

na Eq. (2-62), a equagao acima se transforma em
q(t) =D, he(t) + p.(t). (2-64)
r=1

Para manipular a Eq. (2-64) de forma mais simples, utiliza-se a transformada
de Fourier, que transforma o operador de convolucdo em uma multiplicagao.

Assim, a Eq. (2-64) se transforma em
A(w) = Y P, he(W)pr(w) = D he(w)gpra(w). (2-65)
r=1 r=1

As funcgoes de resposta em frequéncia de cada modo, ﬁr(w), quando escritas na
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forma fatorada (como definido pelas Eq. (2-20) e Eq. (2-21)), s@o equivalentes

a ~ 1 1 1 1
h/T(CU) — ; B . . 9
200, My W — Ap =204 p My G0 — A

(2-66)

onde wgy, é a r-ésima frequéncia amortecida do sistema, m,, , ¢ a r-ésima massa
modal (r-ésimo elemento na diagonal da matriz de massa modal M,,) e A, é

o r-ésimo polo do sistema, definidos aqui novamente como
)\r = _Crwr + iwdr~ (2_67)

Substituindo a Eq. (2-66) na Eq. (2-65), obtém-se

q(w) = En: ( A””AT + A, ) a(w), (2-68)

= \iw — w — \;
onde T T
Ar — .1701”1!)7“ — 17/)r¢7“ ) (2‘69)
Zde,rmm,'r Qr

Através da Eq. (2-68), obtém-se o termo que relaciona o sinal de for-
¢amento com o sinal de resposta. Por estar tratando agora de um sistema
de multiplos graus de liberdade, essa relacao é dada através de uma matriz,

H(w) = il ( ATAT LA ) (2-70)

definida como

tw — A*
de forma que ~
q(w) = H(w)u(w). (2-71)

As componentes da matriz H(w), expressa na Eq. (2-70), sdo chamadas de
funcoes de resposta em frequéncias (FRFs) de um sistema MDoF' linear
com amortecimento viscoso proporcional. Percebe-se que estas fungoes sao
definidas somente em pelos pardmetros modais do sistema (independente do
forgamento). No formato em que as FRFs sdo apresentadas, uma importante
caracteristica dessas fungoes pode ser observada. Cada FRF (cada elemento
da matriz H(w)) é formada pela superposicio da contribuicdo de cada modos.
Quanto mais proximo a frequéncia w estiver de uma das frequéncias naturais
amortecidas, mais presente a parcela do respectivo modo estara na FRF.

Cada elemento da matriz H(w), definido a seguir por h;;(w), representa
uma funcdo que relaciona a amplitude de forcamento na posicdo j com a
amplitude da responta na posicao i. Isto é, a matriz I:I(w) pode ser escrita

na forma

@11(0)) %ng (QJ) N }:lln (w)
T 27
ﬁnl(w) ﬁng(w) A . (w)

Se apenas uma for¢a no ponto j for aplicada e somente a amplitude da resposta

no ponto i for observada, a Eq. (2-71) se transforma em
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Gi(w)
Uj(w)

Neste caso, a relacao entre as amplitudes tém a mesma definicdo da FRF para

Gi(w) = hij(w)it;(w) = hij(w) =

(2-73)

um sistema SDoF.

Como visto na segao 2.1, as fungoes de resposta ao impulso e as fungoes de
resposta em frequéncia estao relacionadas através da transformada de Fourier.
Como as FRFs ja foram obtidas na Eq. (2-70), basta que a transformada inversa
de Fourier seja aplicada para obter as IRFs. Realizando esta operacao na Eq.
(2-70), obtém-se n
H(t) = (A + Aze) . (2-74)
A matriz acima contém entaorials as funcoes de resposta ao impulso

unitario (IRFs). Essas fungoes relacionam os sinais de forgamento com os

sinais de resposta (no dominio do tempo) através da equagao
q(t) = H(t) xu(t) (2-75)

Através da Eq. (2-74), observar-se novamente que as fungoes de resposta
ao impulso também podem ser escritas apenas em funcao dos parametros

modais e que cada modo contribui com uma certa parcela na resposta final.

Exemplo 2.2

Considere o sistema do exemplo 2.1. Adiciona-se uma matriz de amor-
tecimento proporcional conforme a Eq. (2-56), considerando o = 0.2 e =
0.0005. Utilizando o resultado da Eq. (2-57), a matriz de amortecimento pode

ser diagonalizada pelos modos normais do sistema. Obtém-se entao

0.3950 0 0 0
c. - 0 0.2691 0 0
0 0 0.5658 0

0 0 0 1.1427

Como as matrizes M,,, C,, e K,, sao diagonais, a dinamica do sistema
passa a ser descrita por n equagoes desacopladas, definidas pela Eq. (2-61). As
frequéncias naturais e fatores de amortecimento podem ser calculadas através
de

. km,r . Cm,r
Wy = , G

r = )
Mo 2\/ km,rmmm

Os resultados para esse exemplo sao mostrados na tabela 2.2, onde a frequéncia
amortecida foi calculada através de wy, = wy\/1 — (2.

Utilizando esses parametros modais, as FRFs do sistema podem ser

r=1,...,n.

calculadas pela Eq. (2-70). A Figura 2.8 mostra o grdifico da fungdo Bn(w)

e a parcela de cada termo no somatdrio da Eq. (2-70), isto €, a parcela de
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Tabela 2.2: Parametros modais do sistema com amortecimento proporcional
12 modo 2?2 modo 3° modo 4° modo
wr(rad)  19.5440  37.1748 51.1667  60.1501
G (%) 1.00 1.20 1.47 1.67
wgr(rad) 19.5430 37.1721 51.1612  60.1417

contribuicdo de cada modo. Como previsto, na prozimidade de cada frequéncia
natural, existe um modo que se torna dominante. Sua magnitude aumenta
bastante em relacao as outras curvas nesta regiao, caracterizando o fenéomeno

de ressondncia. (Fim do exemplo)

Decomposi¢ao modal da fungéo h,

-30 T T T T T T T

——h

11
1° modo
— — —2°modo
—-—-—3°modo
4° modo

40 -

-50 -

-60

-70

-80

magnitude de hu(m)[dB]

-90 [~ e T

-100 1 1 1 1 1 1 1
0 10 20 30 40 50 60 70 80

frequéncia (rad)

Figura 2.8: Decomposicao modal da FRF de um sistema com amortecimento
viscoso proporcional.

2.2.4
Sistemas MDoF com amortecimento viscoso generalizado

Considere um sistema MDoF linear cuja dindmica ¢ dada por:
ME(t) + Cqa(t) + Kq(t) = u(t). (2-76)

Quando a matriz de amortecimento ndo pode ser modelada de forma propor-
cional a matriz de massa e rigidez, a dindmica do sistema nao pode ser desa-
coplada utilizando os modos normais. Isso acontece porque, o produto W7 C¥
nao resulta em uma matriz diagonal. A alternativa para obter-se a resposta da
Eq. (2-76) e decompor as FRFs e IFR em relagao aos pardmetros modais con-
siste em transformar a Eq. (2-76) em um formato de espago de estado descrito
a seguir [2, 26, 27].

Ao criar a nova varidvel de estado x(t) = [q(t)TQ(t)T]T, a Eq. (2-76)
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pode ser reescrita na forma

q(t) = Cx(t) (2-77)

onde,

A:[c M]’B:
M 0

A matriz I € R™*™ consiste na matriz identidade. Como pode ser observado, a

,C=1 0. (278

K 0 ()
0 —/\/l] 0= [

Eq. (2-77) consiste em uma equagao diferencial ordinaria de primeira ordem,
e ndo mais de segunda como na Eq. (2-76). No entanto, desvantagem estd na
dimensao das matrizes que compoem o modelo de espago de estado, que passa
a ser 2n X 2n.

A solucdo livre para o modelo de espago de estado pode ser obtida

considerando uma solugdo na forma
x(t) = ¢e. (2-79)

Substituindo essa solu¢do na Eq. (2-77), o seguinte problema de autovalor é

criado:
Mo +Bop =0 (2-80)

Como os autovetores deste problema tém dimensao 2n, ele contém informagoes
sobre o modos de vibracao do deslocamento e velocidade, simultaneamente.

Isso significa que esses autovetores sao escritos na forma

¢, = [;ZJ , r=1,...,2n (2-81)

As n primeiras linhas representam o modo do deslocamento enquanto as
ultimas n representam o modo de velocidade. Se considerarmos o caso onde
os amortecimentos modais sao subcriticos ((, < 1), pode-se mostrar que o
problema de autovalor definido na Eq. (2-80) ird resultar 2n autovalores e
autovetores complexos, escritos na forma de pares conjugados.

Ao substituir a Eq. (2-81) na Eq. (2-79), e o respectivo resultado na Eq.

(2-77), com f(t) = 0, observa-se a formagao da seguinte equagao
(MM + 70, +K) e, =0. (2-82)

Uma importante caracteristica dessa equacao é o fato dos modos serem
compostos de termos complexos e de que se a Eq. (2-82) for multiplicada
por 9!, as matrizes M, C e K ndo serdo diagonalizadas.

No entanto, pode-se mostrar que os autovetores ¢, sao ortogonais em

r
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relagdo as matrizes A e B. Segundo o mesmo desenvolvimento apresentado na
secao 2.2.1, essa ortogonalidade pode ser mostrada utilizando os autovetores

@; e ¢;. O resultado sao as duas equagoes

(MA +B)g; =0 (2-83)

(AA +B)eg,; = 0. (2-84)
Ao pré-multiplicar a Eq. (2-84) por ¢!, obtém-se
¢; (\A+B)p, =0. (2-85)
Calculando a transposta' da Eq. (2-83) e pés-multiplicando por ¢;, obtém-se
#; (NA +B)o,; = 0. (2-86)
Subtraindo a Eq. (2-85) da Eq. (2-86), tém-se como resultado a equagao
(N = X))@ Adp; = 0. (2-87)

Supondo que \; # A;, conclui-se que qb;TFAqu = 0. Utilizando esse resultado na
Eq. (2-85), conclui-se também que ¢?B¢j = 0.
Através dessa propriedade de ortogonalidade, os coeficientes modais do

r-ésimo modo associados as matrizes A e B podem ser definidos como

0 = ¢TAP, = NPT M, + %7 Cap,
b, = ¢ Bep, = YT Kp, — Npl Map,

Ao substituir o r-ésimo modo na Eq. (2-80), e pré-multiplicar toda a equagao

r=1,...,2n (2-88)

pelo mesmo modo transposto, o resultado encontrado é
MOLAG, + B, = \a, + b, = 0. (2-89)

Ao substituir na equacao acima as defini¢goes dos coeficientes modais a, e b,
apresentados na Eq. (2-88), percebe-se que a Eq. (2-89) é na verdade a equagao

caracteristica do r-ésimo modo , isto é

ANar+b. =0
0 (2-90)
NI Map, + AT Cop, + T Kap, = 0.

Utilizando todos os coeficientes modais a,. e b, na Eq. (2-90), os resultados
sdo os mesmos 2n autovalores (polos do sistema) obtidos pelo problema

de autovalor da Eq. (2-80). Esses autovalores também aparecem em pares

'Nota-se que como M, C e K sdo simétricas, AT = A e BT =B
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complexos conjugados, definidos a seguir como

Ar
Ar

= 0, £ 1wy, (2-91)

Ao fazer uma analogia com os polos definidos pela Eq. (2-67) para o sistema
com amortecimento viscoso proporcional, percebe-se que parametros modais

equivalentes podem ser calculados através desses autovalores:

war = ANE = \Jo2 + W3, (2-92)
oy
== (2-93)

A Eq. (2-91) pode entao ser reescrita como

A
A

= —(wy £ iWg,. (2-94)

Uma importante observacao deve ser feita em relacdo a frequéncia natural
equivalente definida na Eq. (2-92). Percebe-se que a ela é fun¢ao do amorte-
cimento do sistema, o que nao é coerente com a definicao previamente dada
para a frequéncia natural.

Assim, como feito para a resposta do sistema com amortecimento pro-
porcional, os estados x(t) do sistema também podem ser escritos como uma
combinacao linear dos autovetores ¢,. Isso é feito através da mudanca de va-

riavel

2n
x(t) = Bwlt) = 3 ¢, (1) (2-95)
r=1
onde ® = [(ﬁl b2 ... ¢2n] ¢ a base modal e w(t) é o vetor dos estados em

coordenadas modais. Substituindo essa mudanga de varidvel na Eq. (2-77),
e multiplicando o resultado por ®7, as equacdes de espaco de estado sdo
desacopladas e resultam em um conjunto de 2n equagoes diferenciais ordinarias

de primeira ordem

artn (t) + brwy(t) = ¢1Tf(t)

ang(t) —i-‘bng(t) = ¢gf(t) (2_96)

a2nw2n(t) + b2nw2n(t) = ¢gnf(t)

Cada uma dessas equagoes pode ser transformada para o dominio da

frequéncia através da transformada de Fourier, resultando em

(iway, + by) 0, (w) = ¢ F(w), r=1,...,2n. (2-97)
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Explicitando o termo @, (w) e utilizando a expressao A, = —b,/a, calculada a

partir da Eq. (2-90), a Eq. (2-97) se transforma em

o1 75, ]
() = oy ) (2:98)

Realizando agora a transformada de Fourier no dois lados da Eq. (2-95),

e substituindo as fungoes w,(w) obtidos pela Eq. (2-98), a seguinte relagao
entre os sinais de forca e estado é obtida

X(w) = Z ¢, (w) = Z Lﬂﬂw) (2-99)

o =1 ar (iw — Ar) '

Como tanto os autovalores (polos) A, quanto os autovetores (modos)

T

formam n pares de complexos conjugados, a Eq. (2-99) pode ser reescrita como

x(w) = zn: ( ¢ f; + 9, > f(w) = Hy(w)f(w). (2-100)

a, (iw—N)  ar(iw—\)

A Eq. (2-100) define a matriz H,(w) com a funcdo de resposta em

r=1

frequéncia do modelo de espago de estado do sistema, ja que ela relaciona
os sinais de forcamento com os estados do sistema. Como o objetivo é obter
a funcao de resposta em frequéncia apenas do deslocamento do sistema e nao
do estado, basta que n primeiras linhas e colunas da matriz ﬂx(w) sejam

extraidas. Isso pode ser visto reescrevendo a Eq. (2-100) como
a()] _ [Anw) o) [aw)] 210
q(w) Hoi(w) Hap(w)] | 0
~—— — S—

X(w) Ho(w) f(w)

A funcao de resposta em frequéncia de um sistema linear com multiplos graus

de liberdade e amortecimento viscoso generalizado ¢ dado entao pela equagao

~ - " A Az
Hw)=H = r r 2-102
@R =3 (A L) e
onde agora, T
A, = ¢a¢ (2-103)

Vale lembrar que os modos 1, sao obtidos pela Eq. (2-81) com as n primeiras
linhas do autovetor ¢,. Nas FRFs da Eq. (2-102), todos os modos, coeficientes
modais a, e polos sdo grandezas complexas. O mesmo nao ocorre quando o
sistema é modelado com amortecimento proporcional, onde apenas os polos
sao complexos. Supoe-se nesta dissertacao que os modos possuem baixa com-
plexidade, o que permite que os mesmos sejam aproximados e representados
graficamente pelas partes reais.

Para obter as fungoes de resposta ao impulso unitario, basta que a

transformada inversa de Fourier seja aplicada na Eq.(2-102), resultando em
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H(t) = (Ae™ + Aje) (2-104)
r=1
onde neste caso A, ¢ definida como na Eq.(2-103).

Para um sistema com amortecimento viscoso generalizado, foi novamente
possivel decompor as FRFs e IRFs em funcao dos pardmetros modais do
sistema, Eqgs. (2-102/2-104) respectivamente. Além disso, esta formulagao deixa
claro que as FRFs e IRFs também sao escritas como a superposicao das

contribuigoes de cada modo.

Exemplo 2.3

Considere novamente o sistema do Ezxemplo 2.2. No entanto, alguns
coeficientes da matriz de amortecimento proporcional sao alterados para que a
mesma perca a proporcionalidade. Faz-se C34 = Cy3 = 0, ou seja, a matriz de

amortecimento passa a ser

1.2 =05 0 0
-05 12 —-05 O
0 —-05 12 O
0 0 0 1.2

C:

Como matriz ndo € proporcional a matriz de massa e rigidez, ndo pode
ser diagonalizada pelos modos normais do sistema. Isto pode ser verificado pela

expressao

0.6146  0.2500 —0.1118 0

TICT 0.2500  1.1146 0 —0.1118
—0.1118 0 1.2854  0.2500
0 —0.1118 0.2500  1.7854

onde W foi calculada através da Eq. (2-46). A alternativa para achar a solugao
da dinamica do sistema € calcular as matrizes de espaco de estado A e B e
resolver o problema de autovalor definido pela Eq. (2-80). Os 8 autovalores

e autovetores calculados para este exemplo, escrito em pares de complexos
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conjugados, sao

A2 = 0.8927 £ 60.14144, N34 = 0.6427 £ 51.16417,
As,6 = 0.5573 £ 37.16967, A7 = 0.3073 £ 19.54224,

~0.0001 + 0.01014] [ 0.0007 £ 0.01917 |
0.0003 + 0.0163 —0.0007 + 0.0118;
—0.0006 + 0.0163 —0.0002 + 0.0118
| 0.0006 +0.0101 | 0.0004 +0.0191
P12 =1 06061 + 00038 | P4 T | _0.9758 + 0.0242¢
—0.9804 + 0.0019 0.6028 + 0.0261
0.9798 + 0.0202 0.6035 + 0.0012
~0.6053 + 0.0256i | —0.9763 + 0.0088i
[—0.0010 £ 0.0263i] [—0.0016 & 0.0302i]
—0.0008 + 0.0162 —0.0028 + 0.0488;
0.0003 + 0.0163 —0.0031 + 0.0488;
0.0007 + 0.0263 —0.0021 =+ 0.0302
¢5,6 = o ¢7,8 = .
0.9774 + 0.0226i 0.5902 + 0.0229
0.6039 + 0.0221 0.9549 + 0.0396
—0.6043 + 0.0039 0.9547 + 0.0453
—0.9777 4 0.0114q 0.5899 + 0.0322i

Ao realizar o produto ®TA®, os coeficiente modais a, podem ser calculados
conforme definido pela Eq. (2-88). Os resultados sao

a2 = —0.0049 £ 0.0881%, as4 = —0.0064 £ 0.10274,
ase = —0.0095 £ 0.1418¢, ayg = —0.0313 £ 0.25644.

A partir dos polos N\, é possivel entdo calcular os parametros modais
do sistema pelas Eqs. (2-92/2-93). Os resultados sio mostrados na tabela 2.3.
Percebe-se que eles sao muitos proximos aos jda obtidos no Exemplo 2.2, mesmo

que metodologia utilizada tenha sido totalmente diferente.

Tabela 2.3: Parametros modais do sistema com amortecimento viscoso gene-
ralizado

1° modo 2° modo 3° modo 4° modo

Wnr(rad)  19.5446  37.1737  51.1682  60.1480
(%) 1.57 1.50 1.26 1.48

wgr(rad) 19.5422  37.1696 51.1641  60.1414

As fungoes de resposta em frequéncia podem ser calculadas a partir da
Eq. (2-102). A figura 2.9 mostra o grifico da fungao hi(w) e a parcela de
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cada termo do somatdrio da Eq. (2-102), isto é, a parcela de contribuicao
de cada modo. Assim no caso de amortecimento proporcional, proximo a
cada frequéncia natural existe um modo que se torna dominante. Isto é,
sua magnitude aumenta consideravelmente, caracterizando o fenomeno de

ressondncia. (Fim do exemplo)

Decomposi¢do modal da funcéo hll

-30 T T T T T T T

magnitude de hu(m)[dB]

-100 1 1 1 1 1 1 1
0 10 20 30 40 50 60 70 80

frequéncia (rad)

Figura 2.9: Decomposicao modal da FRF de um sistema com amortecimento
viscoso generalizado.
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Sinais aleatorios

O principal objetivo deste capitulo é mostrar como a andlise modal
pode ser aplicada em sistemas submetidos a forgamentos aleatérios (condigoes
operacionais). Quando um sistema nao se encontra em um laboratério, diversas
forcas do ambiente podem excita-lo. Exemplos desses tipos de forcamento sao
o vento, ondas, trafico de automéveis, vibracoes de equipamentos ao redor,
etc. Quando contribuicao dessas forcas sao relevantes na resposta do sistema,
elas nao podem ser negligenciadas. Por isso, elas necessitam ser contabilizadas
na dindmica do sistema. Muitas vezes essas forcas do ambiente sdo as tnicas
formas possiveis de excitacao, como por exemplo em grandes estruturas civis.

Os sinais de entrada (forgamento) e saida (resposta) sdo modelados
neste caso por processos estocasticos. Na primeira parte desse capitulo serao
apresentadas as defini¢oes de duas estatisticas desses processos, as fungoes de
correlacao (dominio do tempo) e densidade espectral de poténcia (dominio da
frequéncia)[28].

Em seguida, busca-se estabelecer a relacao existente entre as estatisticas
dos sinais de entrada e as estatisticas dos sinais de saida [30, 29], como mostra
a Figura 3.1. No caso deterministico do capitulo anterior, essa relagao era
dada pelas funcoes de resposta ao impulso e funcao de resposta em frequéncia.
Para o caso estocastico, esta relagao é dada por fungoes que representam a
energia do sistema, seja ela escrita no dominio do tempo quanto no dominio

da frequéncia.

estatisticas das estatisticas das

sistema

forgas aleatérias respostas aleatorias

Figura 3.1: Relacdo entre as estatisticas das forgas e respostas do sistema.

Usualmente, durante os testes modais de sistemas em condi¢oes operaci-
onais, apenas os sinais de saida (resposta do sistema) podem ser medidos. Por
isso, a terceira secao deste capitulo visa decompor as fungoes de correlacgao e
densidade espectral de poténcia (PSD) dos sinais de resposta em relagao aos
parametros modais. Isso no entanto s6 é possivel perante uma das seguintes

hipoteses: o sinal de forcamento poder ser modelado como um ruido branco
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ou as respostas do sistema em coordenadas modais nao serem correlaciona-
das. Para essas duas hipoteses, a identificacdo do sistema passa a ser realizada
através de um ajuste de curvas das fungoes de correlagao e PSDs.

Durante o desenvolvimento deste capitulo, utiliza-se também a hipotese
dos sinais serem sempre considerados como processos fracamente estacionarios.
Isso significa que as médias e varidncias do processo sdo constantes, isto ¢,

independente do instante de tempo.

3.1
Funcao de correlacao e densidade espectral de poténcia

Seja p(t) e s(t), t € R, dois processos estocasticos compostos por vetores
aleatérios de dimensoes R™ e R™ respectivamente. As funcoes de correlacao
entres esses dois processos (correlacdo cruzada), em instantes de tempo t; e ta,

sao definidas como sendo

Ry (t1,12) = E [p(t1)s(t2)"], (3-1)

onde R,s(t1,t2) é a matriz de correlagao dos processos e tem dimensao np x ns.
Cada elemento da matriz corresponde a correlacao entre uma componente de
p(t) em t = t; com outra de s(t) em t = ty. Para o caso particular dos
processos serem estaciondrios, a correlacao deixa de ser uma funcdo dos dois
instantes de tempo e passa a ser funcao apenas da diferenca entre eles, isto é,
R,;s(t1,t2) = Rys(t2 — t1). Definindo a variavel 7 = t5 — t;, a correlacdo entre

dois processos estacionarios é dado pela equacgao
R,.(7) = E [p(t)s” (t +7)] . (3-2)

Para cada valor de 7, R,s(7) corresponde a uma matriz de dimensao npxns. Na
prética, o cdlculo das correlagoes pela Eq. (3-2) é impossivel de ser realizado ja
que os processos s6 podem ser avaliados em um intervalo de tempo finito. Para
sinais ergodicos, é possivel entao definir um estimador para as correlagoes,
utilizando apenas um intervalo 7" de observacoes. Em um sinal ergodico, as
estatisticas das varidveis aleatdrias em cada instante sao iguais (visto que um
processo ergddico é estacionério) e podem ser calculadas através de uma longa
realizagdo ao longo do tempo. O tamanho do intervalo de tempo utilizado
pelo estimador deve ser grande o suficiente para que as fung¢oes de correlagao
tenham atingido uma convergéncia em seus valores. Esse estimador ¢ definido
como sendo R 1 T
Ry(r) = 7 [ p(H)sT(t+ 7). (3-3)
Uma importante vantagem desse estimador é o fato dele poder ser escrito

através do operador de convolucao. Para isso, é preciso transformar a variavel
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de integracao para 8 =t + 7, resultando em

Ryulr) = 7 [ p(-0-7)s"(~0)db (3-4)

Utilizando a premissa de estacionalidade dos processos e supondo que seus
valores também sao conhecidos fora do intervalo ¢ € [0; T, pode-se transladar

os limites de integracao em um valor de 7'+ 7, resultando em

R,.(r) = ; / ' p(—0 — 1)sT(—0)db. (3-5)

Pode-se mostrar que a integral acima é uma convolucao quando 7" — oo. A

Eq. (3-5) pode entdo ser reescrita como

R,(7) = p(—t) x s (t). (3-6)
Para processos estacionarios, a funcao densidade espectral de poténcia
Gs(w) ¢ definida como sendo a transformada de Fourier da funcao de corre-
lacao [31], ou seja
1 yoe .
Gpo(w) = — / R,,(7)e " dr. (3-7)
21 J o0
A correlagdo pode ser definida como a transformada de Fourier inversa da
densidade espectral de poténcia,
Ryu(7) = [ Gpulw)e™mdu (3-8)
O par de Eqgs. (3-7/3-8) forma a relagdo chamada de Wiener-Khinchine.
Observe que tanto as fungoes de correlacao quando as PSD contém a mesma
quantidade de informacoes sobre o sinal. A tnica diferenca entre elas é o
dominio em sao definidas.
Vale ressaltar que, caso o estimador para as fungoes de correlacao definido
pela Eq. (3-6) seja transformado para o dominio da frequéncia, o resultado sera
um estimador para a densidade espectral de poténcia. Assim, a PSD pode ser

estimada através de

A

Gys(w) = P*(w)S" (w) (3-9)

3.2
Relacao entre forcamento e resposta do sistema

Neste capitulo serd apresentado a relacao entre as estatisticas dos sinais
de entrada e saida para sistemas lineares com multiplos graus de liberdade.
O caso de um grau de liberdade passa a ser entdo um caso particular. Alguns
dos resultados apresentados no capitulo anterior serao utilizados ao longo das
proximas secoes.

Nas se¢oes 2.2.3 e 2.2.4, a resposta no tempo para um sistema qualquer
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pode ser escrita como um somatorio das convolugoes entre as respectivas
respostas ao impulso e o forcamento. Isso foi mostrado na Eq.(2-75) e é repetido

aqui por conveniéncia

q(t) = H(t) x u(t). (3-10)

Ao calcular a transposta dessa equacgao, obtém-se como resultado
q’ (t) =u”(t) « H'(2). (3-11)

Utilizando a hipétese de que o forgamento u(t) é agora um processo estocastico
fracamente estacionario, a resposta do sistema q(f) também passa a ser um
processo do mesmo tipo. A autocorrelacdo da resposta do sistema pode ser

calculada através da Eq. (3-2), resultando em

Ry, (1) = E [a()a” (t +7)] . (3-12)

Substituindo q” (¢) como definido na Eq. (3-11), obtém-se

Ry(t) = E|q(t){u’(t+7)«H (1)}]
= E [q(t) {/OO u(t+7— a)HT(a)daH

- / E [q(t)u” (¢ + 7 — )| H' (a)da (3-13)

Como o termo E {q(t)uT(t +7— a)} é a correlagdo cruzada entre a resposta e
o forcamento, ou seja, R, (7 — @), a Eq. (3-13) pode ser simplificada para

Ry(t) = [ Ru(r —a)H (a)da = Ryu(r) « H' (1) (3-14)

Utilizando a expressao da resposta do sistema definido na Eq. (3-10), o termo

da correlacao cruzada R,,(7) pode ser escrito como

R, () = E[q(tu’(t+7)]
_E H/‘” H(a)u(t — a)da} ul(t + T)]

—0o0

= /O:O H(a)E [u(t —a)u’ (t + 7‘)} dov

- / H(a)Ruu(7 + a)da (3-15)

Propondo uma mudanga na varidvel de integragao na forma 5 = —a, a Eq. (3-
15) se torna

Ryu(r) = [ H(=8)Ruu(r = 8)d5 = H(~7) * Ru(7) (3-16)

Substituindo o resultado da Eq. (3-16) na Eq. (3-14), a seguinte relagao entre

as correlagoes do forcamento e resposta (sinais de entrada e saida) é obtida
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Ry, (1) = H(—7) * Ry (1) * HY (7). (3-17)

Ao transformar essa relagao para o dominio da frequéncia através da transfor-

mada de Fourier, obtém-se a relacdo entre as PSD
Gig(w) = H* () G (W) H(w) (3-18)

O par de equagoes (3-17/3-18) constitui um resultado cldssico em vibra-
coes aleatorias. Essas equacoes relacionam as estatisticas dos sinais de entrada
com os de saida do sistema, tanto no dominio do tempo quanto no dominio da

frequéncia.

3.3
Decomposicao modal

Em analise modal operacional, apenas as respostas do sistema a um
forcamento aleatério sao conhecidas. As forcas que atuam no sistema sao
modeladas como processos estocasticos e devem atender algumas restricoes,
porém nao precisam ser medidas. Como s6 a resposta do sistema ¢ conhecida, as
fungoes de resposta ao impulso unitario e as fungoes de resposta em frequéncia
nao podem ser calculadas experimentalmente. A identificacdo do sistema sé
é entao possivel caso alguma funcdo gerada pelas respostas do sistema possa
ser decomposta em relagdo aos parametros modais. Perante algumas hipoteses,
as fungoes de correlagdo e de densidade espectrais de poténcia podem sofrer
esse tipo de decomposicao. Para isso, as hipdteses do sistema ser forgado por
um ruido branco ou das coordenadas modais serem nao correlacionadas sao
necessarias. A decomposicao utilizando cada uma dessas hipoteses é mostrada

nas proximas segoes.

3.3.1
Hipotese de forcamento por ruido branco

Antes de realizar as decomposi¢des modais mencionadas acima, é preciso
apresentar a definicio de ruido branco. Um ruido branco é um processo
estocdstico ergddico tal que sua densidade espectral é uma fungao constante
em todo dominio da frequéncia. Sendo o forcamento u(t) um vetor composto

de n ruidos brancos, sua matriz de PSD é
Guu(w) = Go, —00 < w < 09, (3-19)

onde G é uma matriz constante e com dimensao n x n. Caso os ruidos brancos
no vetor u(t) nao forem correlacionados entre si, a matriz Gy se torna diagonal.

Ao substituir a PSD do ruido branco na Eq. (3-8), obtém-se as fungoes de
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correlacdo na forma

Ruu<7_) = [m Ggeiwrdw
= 27Gyi(T), (3-20)

onde §(t) é a funcao delta de Dirac.

Pelo do teorema de Parseval [32], ndo é possivel obter uma realizacao de
um ruido branco propriamente dito. Isso porque a varidncia do sinal (integral
da PSD em todo o dominio) tenderia a infinito, levando o processo a ter energia
infinita. Uma forma de contornar esse problema é aproximar um ruido branco
por um processo estocastico com PSD constante em uma banda de frequéncia
e zero fora dela. Experimentalmente, tem-se como frequéncia limite da banda
a frequéncia de Nyquist, que corresponde a metade da frequéncia de aquisi¢ao
utilizada.

Suponha que u;(t) seja uma componente do vetor u(t). Define-se sua PSD
como sendo constantes e igual a G.,o' no intervalo de frequéncia (—f, < f < f.),
onde f. é a frequéncia de corte do espectro, e zero fora desse intervalo. O

teorema de Parseval mostra entao que a variancia deste processo é
02 =2G .y f.. (3-21)

Observe que a constante da densidade espectral é relacionado tanto com
variancia do sinal tanto com frequéncia de corte. Ela pode ser escrita como

0.2

G = 57 (3-22)

A correlacgao deste sinal pode ser aproximada por uma funcao delta quando a

frequéncia de corte é relativamente alta, resultando em

0
Ryu(T) = 2m 2fc5(T) (3-23)

Quando utilizado todos os componentes do vetor u(t), as Eqs. (3-22/3-23) se

transformam em

Cu <
Cusir)  Guulw) = {20 PRl = (3-24)

Ry (1) =7—=0
fe 0, para |w| > f.

onde a matriz C, é a matriz de covariancia dos ruidos brancos. Duas impor-
tantes caracteristicas podem ser observadas na Eq. (3-24). A primeira é que
as fungoes de correlacao em R, (7) sdo correlacionadas apenas em 7 = 0. A
segunda é que as PSDs em G,, tém um valor constante em uma banda de

frequéncia. Essas duas caracteristicas serao utilizadas na decomposi¢ao modal

!'Embora definido por uma letra maitiscula, esse termo é um escalar.
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apos o exemplo.

Exemplo 3.1

Seja u(t) um ruido branco com média zero e variincia igual a 100. Este
processo corresponde ao vetoru(t) quandon = 1. Uma longa realizagio do sinal
foi feita com uma frequéncia de aquisicio de 1kHz por 100 sequndo, gerando
um total de 10° amostras. A frequéncia de corte para a estimativa da PSD € a
frequéncia de Nyquist, que corresponde a 500 Hz. A estimativa para a funcao de
correlagcio e densidade espectral do processo foi realizada através do método de
Welch, que segmenta a longa realizacao em pequenos blocos. Mais informacoes
sobre o método é encontrado em [26]. Os resultados sio mostrados na Figura
3.2. O grdfico no topo, mostra uma parte da longa realizagao de u(t). O grdfico
no canto inferior direito mostra a estimativa da PSD, e como espemdo ¢ uma
Jungao aprorimadamente constante e com amplitude igual a 53 L dentro da banda
de frequéncia (—500H z,500H z). Jd grafico do canto mfemor esquerdo mostra
a estimativa da funcdo de correlagdo, e como esperado, tem o formato de um
impulso unitdrio. Como estamos tratando de sinais discretos, a amplitude do
pico ndo € infinito e sim 100, que corresponde a variancia do sinal. (Fim do
exemplo)

30 a) Reahzagao de u(t)

i w’ il WA Wi

= IN)
o

-30
0 0. . . .4 . 0.6 0.7 0.8 0.9 1
tempo (s)
b) Estimativa da fungao de correlagao c) Estimativa da densidad pectral
150 T T T T T 0.2 T T T T
100 015
\

50t 01t Ww‘ﬁM‘1W‘WWWMNWAWNWMH'WN

0 0.05
-50 0

-0.3 -0.2 -0.1 0 0.1 0.2 0.3 -600 -400 -200 0 200 400 600

7(s) frequéncia (Hz)

Figura 3.2: a) Realizagao do sinal u(t). b) Estimativa da fungdo de correlagao.
c¢) Estimativa da densidade espectral de poténcia.

Uma vez tendo definido o ruido branco e suas principais caracteristicas, é

possivel agora estudar a resposta do sistema quando submetido a esse tipo de
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forcamento. O objetivo é descrever as fungoes de correlagao e densidade espec-
tral em relacao aos parametros modais, realizando entao uma decomposicao
modal. [33][34][35][36]

Sabendo que as FRFs definidas no capitulo anterior tém a propriedade
de H*(w) = H(—w), a equagao fundamental definida pela Eq. (3-18) pode ser
reescrita como

Gy (w) = H(—w)Gyuu(w)H(w). (3-25)
No capitulo anterior, as FRFs dos sistema foram definidas para duas mode-
lagens distintas: uma para o sistema com amortecimento proporcional, Eq.
(2-70), e outra para o sistema com amortecimento viscoso generalizado, Eq.
(2-102). Ambas equagoes tém mesma estrutura, o que torna indiferente o tipo
de modelo que sera utilizado a seguir. Substituindo uma dessas duas defini¢ées

na Eq. (3-25), obtém-se como resultado

Gylw) =

2 ArGuuAs ATGuuA:
N ZZ ((—z’w —A) (iw = A) T (—iw = A) (iw — A7)
ATGoA, A*Go A
* (—iw — A%) (lw — As)  (—iw — X¥) (iw — A*)) (3-26)

Para cada termo na Eq. (3-26), pode-se utilizar o método de Heaviside para

calcular suas respectivas fragoes parciais. Os resultados para cada um dos

termos sao
A’/‘GuuAs . ArGuuA ( )
(—iw — A) (iw — Ag) =M — As \—iw — A, zw - /\s
A‘TG'LLUA: . A'TG'IL'LLA'*
(—iw — ) (iw — A5 =X — A\ —iw — A, ZOJ - )\*
ArG A ArGuu A
o uus™s — o uY 2
(—iw — %) (iw — As) =X — A (—zw — )\* iw — )\S> (3-27)
ArG, AL  AGLAG
(—iw — A2) (iw — A5 =X = A\ —iw — )\* iw — )\*
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Substituindo essas fragoes parciais na Eq. (3-26), obtém-se

L A GuA;  AGLAL 1
G — T uu S T uu S
ag(w) ;;((_)\T_)\S-f—_)\T_)\Z>_Zw_>\r+

L (AGuwA, | AGLAT) 1
5 CR W VR ¢
AGuA,  A'GLA)) 1
( I W W Ca ) pr W G
AGuAL  AGuA
5 WD T vy v R T

. +
—iw — \F

Uma matriz B, pode entao ser definida como a soma ponderada das matrizes

residuais,

n A, A¥ B
BT_Z<_)\ _As+_AT_X§>, r=1,...,n. (3-29)

s=1 T
Substituindo essas matrizes na Eq. (3-28), pode-se reescrever as PSDs decom-

posta em relacao aos parametros modais, isto é,

n <ATGWBT A*G.B: B,G.A, BIG,A"
+ + +

Gy(w) = Z .

r=1

) (3-30)

—iw — A —lw — AF W — Ay tw — A*

A Eq. (3-30) pode ser ainda reescrita na forma residual. Para isso, é
necessario que vetores 7, seja definido. Esses vetores sao chamados de vetores

de participagao modal e sao definidos como

v =BG =1 (3-31)

T
Como o nome ja diz, esses vetores sdo responsaveis por quantificar a contribui-
¢ado que cada modo nas respostas do sistema. Como pode ser verificado na Eq.
(3-31), esses vetores de contribuigao sao fungao das PSDs dos for¢amento, que

sao constantes no caso do ruido branco. Lembrando que as matrizes A, sao
S

ar

iguais a os quatro termos da Eq. (3-30) podem ser reescritos utilizando

o vetor de participagao modal, resultando em
n T * H T .1 H
qu — Z( 1707‘77“ + 17/]7‘77" + ’Yr'l/"r 4 77"1»[)7“ )7
r=1

—iw — A —w — A W — A tw — AX

(3-32)

onde O corresponde ao transposto do complexo conjugado.

Pelas Eqs. (3-30/3-32), pode-se observar que, dos quatro termos presentes
no somatério, dois sdo dominantes préximo das frequéncia naturais positivas
e dois proximo das frequéncia naturais negativas. O segundo termo dessas
equacgoes ¢ dominantes proximo das frequéncia naturais positivas, visto que
o denominador —iw — A é igual a —iw + iwg, + (,Wpy, € por isso se torna

pequeno quando w — wy,.. O terceiro termo também é dominante proximo
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das frequéncia naturais positivas, ja que o denominador iw — A, é igual a
tw — Wy, + (wy,r € também se torna pequeno quando w — wy,. O primeiro e
quarto termo sao dominantes préoximo das frequéncia naturais negativas. Isso
pode ser explicado de forma semelhante ao que foi feito para aos outros dois
termos.

Utilizando a relacdo de Wiener-Khinchine definida pelas Eqgs. (3-7/3-
8), as funcoes de correlacdo podem ser definidas através da transformada de
Fourier. No entanto, como mostrado em [27], é necessario que as funcoes de
correlacao sejam divididas em duas expressoes distintas, sendo uma para 7 < 0

e outra para 7 > 0. Assim, a relagao de Wiener-Khinchine se transforma em
]' 0 —iWwT 1 o —iWwT
Gy = - / Ry, (T)e ™dr + - / Ry, (r)e ®7dr  (3-33)
T J—oco m™Jo

Utilizando a expressdao da densidade espectral definida pela Eq. (3-32) e a
transformada de Fourier acima, pode-se mostrar que as func¢oes de correlacao

sao iguais a

Ryg- =2 Z ('4’/)’;6_/\” + w:'yfe_)‘ﬁ) , para 7 <0 (3-34)
r=1
Rygy =213 (v, ™ + i/ e¥™) | para T > 0. (3-35)
r=1

O par de equagdes (3-34/3-35) é o principal resultado deste capitulo por-
que demonstra o formato de decaimento exponencial das fun¢oes de correlagao.
Além disso, elas mostram a decomposi¢ao modal necesséaria para os métodos de
identificacdo. Ao comparar essas fungoes com as de responsa ao impulso (Eq.
(2-74/2-104)), percebe-se que ambas tém mesma estrutura. Logo, os métodos
de identificacdo de parametros utilizados na analise modal experimental po-
dem ser aplicados diretamente na analise modal operacional. Para isso, basta
substituir as fungoes de resposta ao impulso pelas fung¢des de correlacao. Além
disso, as Eqs. (3-34/3-35) mostram a importante propriedade de simetria das
fungoes de correlacio, isto é, R(—7) = R?(7). Percebe-se também o fato de

que o valor méaximo das correlagoes ocorre quando 7 = 0.

Exemplo 3.2

Para exemplificar a decomposicio modal da PSD da resposta de um sistema
excitado por ruidos brancos, utiliza-se a sequir o sistema do Exemplo 2.2.
Considere que cada grau de liberdade é exitado por ruidos brancos ndo-
correlacionados entre si, com distribuicao Gaussiana, média zero e desvio
padrdo igual a 100N . Assim, a matriz de covariincia desse forcamento passa

a ser
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C,o = 100% x

o O =

00
10
01

o O O

0001

Sendo a frequéncia de amostragem utilizada para gerar as realizagoes dos ruidos
brancos igual a fs = 50Hz, a PSD do forcamento é calculada conforme a Fq.

(3-24), onde a frequéncia de Nyquist foi adotada como a frequéncia de corte
(fe =25Hz). Assim, o resultado obtido é

400 0 0 0

0 0 0 400

Utilizando as frequéncias naturais e os fatores de amortecimentos listados
na Tabela 2.2 e os modos normais obtidos no Exemplo 2.1, os polos A\, e
as matrizes residuais A, podem ser calculadas através das Fqs. (2-67/2-69),
respectivamente. Uma vez que todos esses termos tenham sido calculados, as
matrizes B, podem ser calculadas pela Eq. (3-29). Finalmente, as PSDs do
sistema podem ser calculadas através dos parametros modais utilizando a Eq.
(3-30).

A Figura 3.3 mostra o resultado obtido para a PDS do primeiro grau
de liberdade (primeira linha e coluna da matriz Gy(w)). Na mesma figura, a
contribuicio de cada modo também é mostrada. Assim como para as FRFs,
as PSDs também apresentam um modo dominante prorimo as respectivas

frequéncias naturais.

Decomposicédo modal da fungéo G qg.11

0 T

(m3)[dB]

qq,11

magnitude de G

-120 1 1 1 1 1 1 1
0 10 20 30 40 50 60 70 80

frequéncia (rad)

Figura 3.3: Exemplo da decomposi¢do modal de uma PDS do sistema excitado
por ruido branco.

Para validar o resultado obtido pela decomposi¢cao modal, a mesma PSD


DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 1612640/CA


PUC-Rio- CertificagaoDigital N° 1612640/CA

Capitulo 3. Sinais aleatérios 58

pode ser estimada diretamente do sinal de resposta do sistema. Para isso, uma
longa realizacao de u(t) foi feita utilizando Ny = 2'® amostras. A partir desse
forcamento, o sinal da resposta (t) pode ser obtido através de uma simulagao.
Segmentando essa longa resposta do sistema em pequenos blocos, a matriz de
densidade espectral Gy, pode ser estimada utilizando o método de Welch. O
resultado € mostrado pela curva vermelha na Figura 3.4. Percebe-se que nesta

figura ambas as fungoes sao iguais, validando assim a decomposicio modal

apresentada pelas Eqs. (3-30/3-32). (Fim do exemplo)

Validacéo da decomposi¢ao modas da PSD

0 j)gm T T
“‘* % Decomposi¢&o modal
?‘i‘ Simulada

@ 20 1l i -
kel x X X
= % X X x
B X % ¥ X X
< % F 5

d a0p % S F% i

= X

53
o

)
°

o 60— —
°
El 3
e

=)

©

£ 80 *

100 | | | | | | |
0 10 20 30 40 50 60 70 80

frequéncia (rad)

Figura 3.4: Comparacao entre a PDS da resposta do sistema calculada pelos
parametros modais do sistema com a PSD calculada diretamente pelos sinais
de resposta.

3.3.2
Hipoétese de coordenadas modais nao correlacionadas

Quando a hipdtese do sistema ser forcado por um ruido branco nao é
valida, existe uma segunda forma de decompor as fungoes de correlagao e as
PSDs em relacao aos parametros modais. No entanto, essa alternativa exige
uma outra hipotese, a das respostas do sistema serem nao correlacionadas
quando escritas em coordenadas modais. Como mostrado a seguir, isso é
aproximadamente verdade para sistemas que apresentam baixo amortecimento
ou modos bem separados (frequéncias naturais relativamente distantes uma
da outra). Isso pode ser verificado através das matrizes de correlagdo e de
PSD escritas em coordenadas modais, pois elas se aproximam de matrizes
diagonais. Para simplificar a explicacao, a hipdtese do sistema ser modelado
com amortecimento proporcional é utilizada.

Na segao 2.2.2, mostrou-se através das Eqs. (2-59/2-60/2-61) que os mo-
dos normais do sistema permitem o desacoplamento das equacoes diferenciais.

Reescrevendo a Eq. (2-62) para todos os modos e de forma matricial, obtém-se
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a equagao
z(t) = [h,(8)] = p(t). (3-36)
A matriz [h.(t)] acima corresponde a uma matriz diagonal cujos elementos
sao as respostas ao impulso unitario escritas com os respectivos parametros
modais. Isto é, cada elemento da diagonal é uma funcao escrita na forma
e~ Crwrt

ho(t) = = sinwg,t, —1,....n 3-37
(t) . sin wy, r n ( )

Transformado a Eq. (3-36) para o dominio da frequéncia, tém-se como resul-
tado a equagao ~

2(w) = [h(w)] Pw). (3-38)
Cada componente do vetor de coordenadas modais z(w) pode entao ser escrito,
utilizando a Eq. (2-19), como

. = . B Pr(w)
Flw) = he(W)prw) = o e = (3-39)

Novamente, o parametro A\ corresponde ao r—ésimo polo do sistema e m,., a
r—ésima massa modal.

Ao utilizar o estimador da densidade espectral definido pela Eq. (3-9), a
PSD da resposta do sistema em coordenadas modais pode ser obtida através
da equacao

G..(w) = z°(w)z" (w). (3-40)

Para o elemento da linha i e coluna j da matriz G,,(w), sua respectiva
densidade espectral é obtida a partir do produto Zf(w)Z;(w), onde Z;(w) e
Z;(w) s@o definidos pela Eq. (3-39). Quando o sistema analisado tem baixo
amortecimento, cada uma das fungdes Z,(w) é relevante apenas em uma estreita
faixa de frequéncia, proxima a sua respectiva frequéncia natural. Quando os
modos sdo bem separados, os valores dessas frequéncias sao distantes, fazendo
com que Zj(w)Zj(w) ~ 0 para i # j. Isso significa que, quando o sistema
apresenta baixo amortecimento ou tem modos bem separados, a matriz com
as densidades espectrais de poténcia é aproximadamente diagonal. Através da
relagao de Wiener-Khinchine, pode-se concluir entao que a matriz de correlacao
também é aproximadamente diagonal.

Essa conclusao permite a decomposi¢ao das funcgoes de correlacao em
relacdo a aos pardmetros modais. A resposta do sistema em coordenadas
modais pode ser reescrita nas coordenadas originais através da Eq. (2-59),

repetida aqui por conveniéncia,
q(t) = ¥z(t). (3-41)

Utilizando a expressao acima, pode-se calcular a matriz de correlacao da
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respostas Ry, como sendo

Ry(r) = Elat)a’(t+7)]
= VE {z(t)zT(t + T)} g
= YR, (7)¥’. (3-42)

Utilizando a hipdtese de que as coordenadas modais nao sao correlacionadas,

a matriz R, é dita diagonal. Assim, pode-se reescrever a Eq. (3-42) na forma

R’qq (T) = Z lpr’(szzz,r (T), (3—43)
r=1

onde as fungoes R, () correspondem aos n termos da diagonal de R, (7). A
equagao (3-43) esta escrita como uma decomposi¢ao modal, visto que cada
termo na somatéria é expresso pelos parametros de um respectivo modo.
Transformando a Eq. (3-43) para o dominio da frequéncia, a matriz de PSD

também pode ser escrita de forma decomposta. O resultado é a equacao

Gyqg(w) = i Y, ) Gz (7). (3-44)

Exemplo 3.3

Este exemplo tem como objetivo ilustrar a decomposicao modal pela hipotese de
coordenadas modais nao correlacionadas. Para isso, serao utilizados o mesmo
sistema e forcamento do Fxemplo 3.2 serd movamente utilizado. Obtendo
a resposta do deslocamento q(t) através de uwma simulagio apds a longa
realizacao do for¢camento u(t), essa mesma resposta pode ser transformada para
coordenadas modais através da Eq. (3-41) e pelos modos normais do sistema
obtidos no Exemplo 2.1. Uma vez que z(t) tenha sido obtido, a matriz Ggq(w)
pode ser estimada ao dividir o longo sinal em pequenos blocos e aplicar o
método de Welch [26]. Como discutido acima, essa matriz é aprozimadamente
diagonal. A decomposi¢io modal das PSDs podem entao ser feita pela Eq. (3-
44). Para o sistema e forcamento deste exemplo, o resultado para a PSD do
primeiro grau de liberdade é mostrado na Figura 3.5. Percebe-se que as curvas
sao muito semelhantes as da Figura 3.2, logo as mesmas conclusao sao feitas.

(Fim do exemplo)
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Decomposicdo modal da funcéo G q
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Figura 3.5: Exemplo da decomposi¢ao modal de uma PDS utilizando a hipétese
de coordenadas modais nao correlacionadas
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4
Modelagens para a identificacao de um sistema

Modelar um sistema consiste em descrever seus respectivos fenémenos e
respostas através de equacgoes matematicas. Na engenharia, deseja-se que estes
modelos sejam o mais simples possivel, mas que ainda assim consigam descrever
com certa precisdo o comportamento analisado. A procura pela simplicidade
do modelo esta relacionada com o desejo de desenvolver um processo de analise
eficiente, sem que os erros nos resultados ultrapassem certa tolerancia. Cabe
ao analista responsavel determinar o quao complexo e refinado o modelo deve
ser.

A escolha de uma modelagem apropriada consiste na correta definicao
da familia de modelos, e consequentemente na teoria associada a ela. Em
analise modal, o processo de identificacdo é a principal etapa e tem seus
respectivos métodos desenvolvidos em funcao do modelo do sistema. Por isso,
uma boa compreensao dos modelos é essencial para o pleno entendimento
desses métodos. Este capitulo inicia com a descricao das modelagens utilizadas
pelos métodos de identificagdo mais populares e que serdo apresentados nos
capitulos 6 e 7.

Na andlise modal operacional, é preciso que os modelos apresentem
processos estocasticos para contemplar a aleatoriedade do sistema. Assim, os
forgamentos do ambiente (desconhecidos e ndo mensuraveis) e os ruidos dos
sensores podem passar a ser incorporados no modelo. Nao sao descartados nos
modelos os forcamentos deterministicos, uma vez que eles podem ser usados em
conjunto com os forcamentos estocésticos para obter melhores resultados. Esse
processo ¢ conhecido na literatura como OMAX ( Operational Modal Analysis
with eXogenous inputs). Além disso, analogias entre os sistemas deterministicos
e estocasticos podem ser realizadas. Essa comparacao facilita a compreensao
dos métodos de identificacao, ja que muitos foram estendidos da analise modal
experimental (EMA).

O primeiro modelo analisado neste capitulo é o de espaco de estado e tem
sua origem na teoria de controle. A modelagem apresentada neste capitulo
se difere um pouco da ji introduzida pela Eq. (2-77). Ela é utilizada em
métodos de identificagdo de pardmetros como o ERA (FEigensystem Realization

Algorithm) e o de subespago estocéstico. O segundo modelo analisado serd o
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ARMA (Auto-Regression Moving Average).

4.1
Modelo de espaco de estado

Uma estrutura é sempre continua e nao linear. No entanto, muitas
vezes, os modelos matematicos utilizados para descrever o comportamento
dessas estruturas contém simplificacdes tais como a discretizacao espacial e
a linearizagdo do sistema. Um exemplo é método de elementos finitos, que
aproxima um sistema continuo por outro similar com ntmero finito de graus
de liberdade (coordenadas). O modelo de um sistema linear unidirecional
discretizado no espago ¢é representado, na maioria dos casos, por um sistema

de equagoes diferenciais ordinéarias de segunda ordem na forma
Ma(t) +Ca(t) + Ka(t) = Bu(t), (4-1)

onde M, C e K € R™™" sao novamente as matrizes de inércia, amortecimento
e rigidez, respectivamente, e n é o nimero de graus de liberdade do sistema
linear. O vetor q(t) € R™ representa os deslocamentos dos respectivos graus de
liberdade, e B € R™*™ ¢ a matriz de influéncia que determina a posi¢ao onde
os forgamentos u(t) € R™*! estdo sendo aplicados. A constante n; representa
o numero dos forcamentos atuantes no modelo discretizado.

A equagao (4-1) consiste em um sistema de equagoes diferenciais de
segunda ordem e pode ser transformado em um de primeira ordem de diversas
formas, sendo uma delas a ja apresentada pela Eq. (2-77). Nas préximas se¢oes
desse capitulo, o sistema de primeira ordem serd apresentado primeiro no
dominio do tempo de forma continua e depois de forma discretizada. Sua versao
no dominio da frequéncia também serd apresentada para que a chamada funcao

de transferéncia possa ser parametrizada e os parametros modais extraidos.

4.1.1
Modelo continuo

Utilizando a Eq. (4-1), um sistema pode ser modelado na forma de estado

de espaco através de,
x(t) = Ax(t) + Bou(t), (4-2)

onde,

X = 4 ) A= ) ! ) B. =
q MUK —MC

O vetor x(t) € R™ é novamente chamado de vetor de estado, onde m = 2n

0
M™B

¢ a ordem do sistema de espaco de estado e é geralmente um importante
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parametro a ser observado durante a identificacdo de pardmetros. A matriz
A, € R™™ ¢ chamada de matriz dindmica do sistema e contém informagoes
sobre os parametros modais (frequéncia natural, fator de amortecimento e
modos) através de seus autovalores e autovetores. A matriz B, é a matriz de
entrada que representa a influéncia do for¢amento deterministico nos estados
do sistema. O subscrito [, na Eq. (4-2) significa que o sistema ¢é continuo no
tempo.

Quando realizada algumas observagoes no sistema, sensores sao sempre
utilizados para medir suas grandezas fisicas como aceleragao, deslocamento,
deformacao, etc. As observagoes podem ser definidas, na maioria dos casos, em
funcao das varidveis de deslocamento, velocidade e aceleracdao. Dessa forma,

pode-se montar a equacao

Y(t) = Paq(t) + qu<t) + qu(t)a (4_3>

onde y(t) € R™*! ¢ o vetor de observagoes e n, ¢ o niimero de observagoes
(saidas ou respostas) medidas pelos sensores. As matrizes P,, P, e P, € R"*"
sao as matrizes de influéncia para a aceleracao, velocidade e deslocamento. Ao

explicitar §(¢) na Eq. (4-1) e substituir o resultado na Eq. (4-3), obtém-se
y(t) = PaM ™ [Bu(t) — Cq(t) — Ka(t)] + Poa(t) + Paa(t), (4-4)

onde percebe-se que as observagoes sao expressas apenas em func¢ao dos estados
x(t) (deslocamento e velocidade) e das entradas u(t). Dessa forma, pode-se

reescrever a Eq. (4-4) de forma semelhante a Eq. (4-2) como sendo
y(t) = Cx(t) + Du(t), (4-5)
onde,
c=[P;-PM'K P,-PMC|, D=PM'B

O par composto pelas Eq. (4-2) e Eq. (4-5) representa a modelagem de
espacgo de estado no tempo continuo. Mesmo que coerente com a natureza
dos fendmenos fisicos do sistema, essa modelagem continua nao sendo suficiente
na pratica, ja que durante a aquisicao e processamento do sinal existe sempre
uma etapa de digitalizacao dos dados. Por este motivo, sera apresentado a
seguir uma versao discretizada no tempo para modelo de estado de espago
conforme mostrado em [37]. Para isso, é necessario que a hipdtese de ordem
zero entre amostras consecutivas seja imposta. Essa hipotese permite grande
simplificacdo e consiste na ideia de que os valores de uma determinada variavel
se mantém constante entre as amostras consecutivas. Quando o intervalo de

tempo entre essas amostras é relativamente pequeno, os erros inseridos por
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essa hipotese sao despreziveis.

4.1.2
Modelo discreto

Conhecendo as condigoes iniciais do sistema x(fp) em um instante t = t,
e o forgamento u(t), a solucao geral para a equagao diferencial ordindria (4-2)
pode ser expressa, para t > ty, como sendo a soma da solu¢ao homogénea com
uma particular, resultando em
x(t) = eAet=0x (1) + tt eA=IB u(7)dr. (4-6)
0
Através dessa funcgdo, pode-se expressar a evolucdo do estado do sistema
em funcado das condic¢Oes iniciais e forcamento. Ao supor que os estados
e forcamentos podem ser avaliados em intervalos de tempo At igualmente
espagados, pode-se reescrever (4-6) na sua forma discreta. Substituindo ¢ =
(k+1)At e tg = kAt em (4-6), obtém-se
(k+1)At
x [(k + 1)At] = eAAx(kAt) + N eAlFHDATIB y(T)dr. (4-7)
Supondo a hip6tese de ordem zero para u(7) e de que B, é constante, a equagao
(4-7) pode ser reescrita utilizando uma mudanga de variavel 7/ = (k+1)At—r,

resultando em

x [(k+1)At] = eASx(kAL) + [ /O - eAcT’dT’Bc] u(kAt).  (4-8)

Ao definir
A — eAcAt
At )
B — / AT 1B, (4-9)
0
x(k+1) = x[(k+1)A¢]

u(k) = u(kAt),

a equagao (4-8) pode ser reescrita em uma forma compacta através de
x(k+1) = Ax(k) + Bu(k); k=0,1,2,.... (4-10)

Utilizando as mesmas hipéteses de discretizagao feitas acima, a equacao (4-5)

também pode ser reescrita na forma
y(k) = Cx(k) + Du(k). (4-11)

As equagdes (4-10) e (4-11) representam a modelagem de espago de estado

no tempo discreto. Através dela, é possivel relacionar diretamente os
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sinais discretos da entrada com os de saida obtidos durante experimentos ou
simulagoes. As relagoes entre as matrizes da modelagem continua e discreta,
definidas pela Eq. (4-9), sdo importantes durante o processo de identificagao,
ja que os métodos identificam o sistema discreto e o que se deseja sao os
parametros do sistema continuo.

As modelagens apresentadas até entdao nao contemplam as possiveis
excitagoes aleatérias e incertezas dos sensores, fendmenos comuns em anélise
modal. Por este motivo, modifica-se 0 modelo de estado de espaco discreto
adicionando dois vetores, w(k) € R™ e v(k) € R"™. As componentes desses
vetores consistem em processos estocasticos classificados como ruidos brancos

nao correlacionados e de média zero. Assim, as Eqgs. (4-10/4-11) se tornam

x(k+1) = Ax(k) + Bu(k) + w(k) (4-12)

y(k) = Cx(k) + Du(k) + v(k). (4-13)
O vetor w(k) representa os possiveis forcamentos aleatérios do ambiente
(vento, ondas, movimentos sismicos, excitagoes de base, etc), enquanto o vetor
v(k) representa apenas os ruidos dos sensores. As matrizes de covariancia entre

esses processos sao definidos como

“’(p)] wio)” v<g>T}) -

v(p)

Q S

4-14
o p (4-14)

pPg»

onde E(0) significa valor esperado e d,, o operador delta de Kronecker.
Como apenas sistemas lineares invariantes no tempo sao tratados nesta
dissertagao, pode-se dividir os estados x(k) e as observagoes do sistema y (k)

em relagao as suas contribui¢oes deterministicas e estocasticas,
x(k) =x'(k) +x*(k) e y(k)=y'(k) +y°(k).

As Eqgs. (4-12/4-13) podem entao ser decompostas em dois subsistemas, sendo

um deles deterministico

x4k +1) = Ax%(k) + Bu(k) (4-15)

yi(k) = Cx(k) + Du(k), (4-16)

e outro estocastico, k1) = Ax'(h) + w(k) (4.17)
y’(k) = Cx*(k) + v(k). (4-18)

A comparacgao feita a seguir entre esses dois subsistemas facilitara a

compreensao de como os métodos de identificacao dos sistemas deterministicos
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(desenvolvidos para andlise modal experimental) podem ser estendidos aos
métodos de identificagao dos sistemas estocasticos (andlise modal operacional).
No dominio do tempo, os métodos de identificacdo de sistemas deterministicos
utilizam as funcoes de resposta ao impulso unitario, enquanto para os sistemas
estocdsticos as fungoes de correlagdo dos sinais de saida sao utilizadas. A
justificativa para a utilizacdo dessas fungoes é a possibilidade de decompo-
las em relacao aos parametros modais, como mostrado nos capitulos 2 e 3.
A seguir, ambas as funcoes sdo representadas de forma similar, através dos
chamados parametros de Markov. [37][38][39].

4.1.3
Parametros de Markov - Sistemas deterministicos

Para o sistema deterministico, é possivel relacionar os sinais de entrada
e salda através das fungoes de resposta ao pulso unitario. Quando estritas no
modelo de estado de espago, essas fungoes podem ser expressas como uma
sequéncia ponderada dos sinais de entrada, onde os pesos sao os chamados
parametros de Markov.

A resposta de um sistema com condigoes iniciais nulas pode ser obtida
através das Eq. (4-15/4-16), resultando em

x4(0) =0
y*(0) = Du(0)
x%(1) = Bu(0)
y?(1) = CBu(0) + Du(1)
x%(2) = ABu(0) + Bu(1)
y?(2) = CABu(0) + CBu(1) + D(2)
x4 (k) = ij A" 'Bu(k — i) (4-19)
yi(k) = ij CA" 'Bu(k — i) + Du(k) (4-20)

i=1

Se para cada entrada for realizado um pulso inicial de forma independentes,
isso é, u;(0) = 1(: = 1,2,...,n;) e uy(k) = 0(k = 1,2,...), a resposta da Eq.

(4-20) pode ser escrita como
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y'(k) =>_Y(iu(k —i), (4-21)
onde
Y(0)=D, Y(1)=CB, Y(2)=CAB,..., Y(i)=CA"'B (4-22)

sao matrizes constantes chamadas de parametros de Markov. Essas matrizes
representam a resposta ao pulso unitario do sistema, e por isso devem ser

anicas.

4.1.4
Parametros de Markov - Sistemas estocasticos

Em relagao ao sistema estocastico, sera mostrado a seguir que as matrizes
de correlagao dos sinais de saida possuem a mesma estrutura e informacgao
que os parametros de Markov definidos anteriormente. Para tal demonstracao,
algumas defini¢bes precisam ser feitas.

Supoe-se primeiramente que as componentes do vetor de estado estocas-

tico, x*(k), sao processos estacionarios e com média zero, resultando em

Ex(k)] = 0
RS

xT)

(4-23)

—
w
S~—
| I
>

onde a matriz de correlagdo dos estados R, é constante (independente do
tempo). Além disso, supoe-se também que os vetores w(k) e v(k) nao sao
correlacionados aos estados x°(k) em um mesmo instante de tempo. Isso é

representado pela equacao

E [x*(k)v" (k)] = 0.
Utilizando essas duas hipoteses, algumas matrizes de correlagdo sao
definidas como feito em [38]. Inicia-se com a matriz de correlagao dos vetores

de estado em um mesmo instante, dada pela equagao de Lyapunov
R;, = E[x*(k+1)[x" (k+1)]]
= E[[Ax(k) + w(k)] . [Ax" (k) + w(k)]"]
= AE[x'(b)x" (k)| A" + B |w" (k)w(k)]
= AR AT +Q (4-24)

As matrizes de correlacao entre os vetores de estado no instante £ 4+ 1 com os
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vetores de salda no instante k& sao definidos como sendo

[I>

G E [x*(k+ 1)y (k)]
= E[[Ax*(k+ 1)+ w(k)]. [Cx*(k) + v(k)]]
= AE[x*(k)x* (k)] C" + E [w(k)v" (k)]

= AR: C"+S (4-25)

J& as matrizes de correlacao entre os vetores de saida sao definidos como
s A s sT
R;,(7) 2 B [y (k + m)y™ (k)]

onde 7 ¢ um nimero inteiro que representa a defasagem discreta entre os sinais

no calculo da correlagdo. Para 7, = 0, tém-se

R;,(0) = E[y'(k)y" (k)]
= E[[Cx*(k) +v(k)]. [Cx"(k) + v(k)]" |
= CE[x'(k)x* (k)| C" + E [v(k)v" (k)]
= CR;,C" +R. (4-26)

Ja para 1, > 0, utilizando a Eq. (4-25), obtém-se

R’ (1) = CA™'G. (4-27)

Ao comparar a Eq. (4-22) com a Eq. (4-28), percebe-se que ambas
possuem a mesma estrutura. Além disso ambas contém as mesmas informagoes
modais ja que estes parametros estao contidos em A como serd mostrado mais
adiante. Este fato demonstra que, para os métodos de identificacao de sistemas
no dominio do tempo que utilizam a modelagem de espaco de estado, pode-se
substituir as fungoes de resposta ao impulso pelas func¢oes de correlagdo dos
sinais de saida quando realizado uma analise modal operacional. Essa mesma
conclusao foi obtida através das decomposi¢oes modais feitas nos capitulos 2 e
3. A Tabela 4.1 apresenta uma comparacao mais direta entre os dois modelos

de estado de espaco.

4.1.5
Dominio da frequéncia

Para extrair os parametros modais a partir da modelagem de espago
de estado, a transformada-z das Eqgs. (4-17/4-18) sdo necessarias. O objetivo
é obter uma expressao para a funcao de transferéncia e em seguida calcular

os polos do sistema. Ao realizar a transformada em ambos os lados das Egs.
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Tabela 4.1: Comparacao entre sistemas deterministicos e estocasticos

Sistema deterministico | Sistema estocasticos
A,C,BeD A C, GeAy
Y(0)=D R;,(0)=CR;,C" + R
Y(0)=CA"'B R, () = CA™'G

(4-17/4-18), obtém-se
2%(z) = Ax(2) + w(z) (4-28)

y(2) = Cx(z) + v(2) (4-29)
Explicitando %(z) na Eq. (4-29) e substituindo o resultado na Eq. (4-30),

obtém-se

y(z) = CI—A)"'w(z)+v(2)
= H(2)W(2) + v(2), (4-30)

onde I é a matriz identidade e H(z) a funcao de transferéncia. Pela regra de
Cramer, observa-se que

dj(:I - A
_ itz )

H(z) = det(zI — A)’

(4-31)
onde det(0) representa o determinante e adj(J) a matriz adjunta. O denomi-
nador da funcdo de transferéncia é entao definido por det(zI — A), que ao ser
igualado a zero corresponde ao polindmio caracteristico de A. Dessa forma, os
polos da funcao de transferéncia sao obtido realizando o calculo dos autovalores
de A.

Ao definir \; e ¢; como os autovalores e autovetores de A, os parametros

modais do sistema podem ser extraidos através de

_ log(\i) |l ~ —Re(u)
223 At fi Gi |’ul|

2’
onde p; sdo os polos do sistema no modelo continuo, f; as frequéncias naturais,

, i =Coy i=1,...,n (4-32)

(; os fatores de amortecimento e v; os modos. Devido ao modelo de estado de
espaco, os m autovalores aparecem em pares de complexos conjugados. Como
m = 2n, apenas n (nimeros de graus de liberdade) pardmetros modais podem

ser obtidos.
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4.2
Modelo ARMA

Um outro tipo de modelagem muito utilizada tanto em processamento
de sinais quanto em andlise modal é chamada de ARMA [14][27][31]. Essa
modelagem consiste em descrever a resposta de um sistema a partir das

equagoes de diferencas

y(k) = Z Ay(k—r)+ Z B,u(k —r), (4-33)

r=0

onde u(k) e y(k) sao os sinais discretos da entrada e de resposta, respectiva-
mente. As matrizes A, € R"*" correspondem a parte AR (autoregressive) do
modelo, uma vez que a resposta em um determinado instante é modelado como
uma regressao das respostas em instantes anteriores. Estas matrizes contém as
informagoes modais do sistema e sao usadas como fonte para a identificacao
dos pardmetros. J& as matrizes B, € R™*" correspondem a parte MA (mo-
ving average) do modelo e representam a parte estatistica e do forcamento que
atua no sistema. Os parametros N e M neste caso correspondem ao numero
de matrizes necessarias para a boa representacao do sistema.

Ao realizar a transformada-z da Eq. (4-33), obtém-se como resultado

v(z) = Z:l A2y (z) + ;}BTZ_Tﬁ(Z), (4-34)

onde na equagao acima, a propriedade de translagado no tempo da
transformada—z foi utilizada. Rearrumando a equagdo como uma razao
entre as transformadas dos sinais de resposta com as dos sinais de entrada,
tem-se a funcao de transferéncia do sistema na forma

S _ y(2) _ Zfio B,"
H(z) = u(z) 11— 27{\7:1 Az

(4-35)

Através da Eq. (4-36), nota-se que apenas as matrizes A, compoem o deno-
minador e consequentemente somente elas interferem nos valores dos polos do
sistema.

A extragao dos pardmetros modais no modelo ARMA pode ser demons-
trada através da resposta livre do sistema. Omitindo todos os sinais de entrada

(forgamento), a Eq. (4-33) se reduz a
y(k) —Ayy(k—1)+---+Ayy(k— N) =0. (4-36)

Agrupando as ultimas N respostas do sistema em um tnico vetor, obtém-se
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y(k—N+1)

ya(k) = : . (4-37)

Conhecido y(k), a resposta do sistema no passo seguinte, y(k + 1), pode ser
obtida através de uma matriz Ay, chamada de matriz de acompanhamento,

cuja forma ¢é dada por

0 I
Ag=| : D] (4-38)
0 0 0 ... I
Ay Anoi Anoo ... A4

I neste caso é a matriz identidade com dimensoes iguais as das matrizes A,.
Utilizando essa matriz de acompanhamento, pode-se transformar o vetor de
resposta y, de um instante k para o proximo instante k4 1. Isso é feito através

da equacao
ya(k +1) = Agya(k). (4-39)

A relacao encontrada na Eq. (4-40) ¢é utilizada a seguir para mostrar como
os parametros modais podem ser extraidos através de autovalores e autovetores
da matriz A,. Para isso, a hipétese de que a resposta de um sistema pode ser
escrita como uma superposicao de modos é utilizada. Se apenas o i—ésimo

modo for excitado, tem-se a resposta do sistema definida como

y(k) = A7, (4-40)

onde v, é 0 i—ésimo modo do sistema e \; = e#*! o polo do sistema discreto
associado ao i—ésimo polo continuo y;. Substituindo a Eq. (4-41) na Eq. (4-38)
obtém-se _N41

(N

yai(k) = [l =gl (4-41)

(T
Y,
Ao substituir o resultado acima na Eq. (4-40), o seguinte problema de autovalor

é obtido:
Mﬂbi,d = Ad¢i,d (4‘42)

A equacao (4-43) relaciona os pardmetros modais do sistema com os autovalores
e autovetores da matriz de acompanhamento A,. O formato do i-ésimo modo

¢ obtidos como as tltimas n, linhas do autovetor %, ;.
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Influéncia do ruido nas funcdes de correlacao

Os métodos de identificagdo no dominio do tempo, como por exemplo o
método de subespaco estocastico, ERA, ARMA e de decomposi¢oes ortogonais,
utilizam as fungoes de correlagao como fonte de informagdao. Durante os
experimentos, os sinais observados possuem sempre uma certa quantidade
ruidos devido aos sensores e a eletronica envolvida. Neste capitulo realiza-
se um estudo sobre a influéncia que esses ruidos exercem nas estimativas das
fungoes de correlagdes. Dependendo do tipo resposta medida (deslocamento,
velocidade ou aceleragao), mostra-se que o ruido do sensor deforma as fungoes
de correlagao de diferente formas. Isso ocorre pela necessidade de passar os
sinais por filtros de integracao ou derivacao.

Esse capitulo inicia definindo a modelagem para este tipo de ruido. Em
seguida mostra-se como esse ruido deforma as fungoes de correlagao, tenha
o sinal passado ou nao por filtros de integracao ou derivagao. Durante esta
analise, uma importante propriedade das derivadas das fungoes de correlagoes é
apresentada. Devido a inevitavel digitalizacao dos sinais durante a aquisicao de
dados em um experimento, o estudo é realizado com sinais discretos no tempo.
Nesta dissertacao, as integragoes e derivacOes sao realizadas por diferentes
filtros, cujas demonstracoes estao fora do escopo deste trabalho e podem ser
encontradas em [26][27][40][41][42].

5.1
Influéncia dos ruidos nas funcoes de correlacao

Os deslocamentos dos graus de liberdade de um sistema sao novamente
representados aqui pelo vetor deslocamento q(k) € R™. Os possiveis ruidos dos
sensores encontrados nas observacoes do sistema sao representados pelo vetor

v(k) € R™, que ao ser somado a resposta do sistema, resulta em

y(k) = a(k) + v(k). (5-1)

O vetor y(k) € R™ representa o sinal discreto da resposta do sistema quando
observada por sensores de deslocamento. Por simplicidade supoem-se que todos
os graus de liberdade foram observados (n, = n). Quando os sensores utilizados

medem velocidade ou aceleracao, a Eq. (5-1) se transforma em
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y(k) = a(k) + v(k) (5-2)
ou
y(k) = d(k) + v(k). (5-3)
Observa-se pelas Eqgs. (5-2/5-3) que a modelagem do ruido no sinal é o mesmo,
independente do tipo de resposta medida. Este ruido é geralmente modelado
como um ruido branco, de média zero e nao-correlacionado com os sinais de
resposta do sistema. Uma importante caracteristica do ruido branco ¢ o fato de
ser um processo ergodico. Pela defini¢ao, as estatisticas das variaveis aleatérias
deste processo em cada instante de tempo sao ditas iguais as estatisticas de
uma realizacdo do mesmo processo ao longo do tempo.
Pelas propriedades de um ruido branco discutidas na sec¢ao 3.3.1, o calculo

da matrizes de correlagdo do vetor v(k) é dado por
va(Tk) =E [V<k)VT(k + Tk)} = Qv(5<7'k), (5_4>

onde Q, € R™" é a matriz de covariancia dos ruidos e §(7;) é a funcao impulso
unitario discreto. Quando os ruidos nao sao correlacionados entre si, a matriz
Q, se torna diagonal.

A modelagem de um ruido é independente do tipo de resposta medida,
como definido pelas Egs. (5-1/5-2/5-3). Quando os sinais sdo medidos por dife-
rentes tipos de sensores e convertidos para a mesma grandeza (deslocamento,
velocidade ou aceleragdo), as caracteristicas dos ruidos também sao modifi-
cadas e consequentemente suas func¢oes de correlagao. Isso ocorre devido ao
processo de integracao ou derivagdo e pode apresentar diferentes resultados
dependendo do filtro escolhido. Quando a correlagdo do deslocamento de um
sistema é calculada a partir de um sinal medido por sensores de deslocamento,
a distor¢ao causada pelo ruido serd diferente do caso onde o sinal é medido
por sensores de aceleracao e integrado duas vezes.

A seguir, serdo analisados trés casos onde as fungoes de correlagao da
velocidade de um sistema sao calculadas, conforme mostra a Figura 5.1. Para
o primeiro caso, o sinal da velocidade do sistema ¢é obtido diretamente através
de uma simulacao. Em seguida o ruido é adicionado ao sinal e a funcao de
correlacao é estimada. Ja no segundo caso, o sinal do deslocamento do sistema
¢ obtido através de uma simulacao. Em seguida o ruido ¢ adicionado para
s6 depois o sinal ser processado por um filtro de derivacao. Apds o sinal da
velocidade ter sido obtido, a funcao de correlacao ¢é estimada. No terceiro e
ultimo caso, a aceleragao do sistema é obtida através de uma simulacao e o
ruido é entao adicionado. O sinal resultante é processado por um filtro de
integracao para s6 depois a funcao de correlacao da velocidade ser estimada.

Os trés exemplos estudados ilustram como o ruido pode distorcer as fungoes
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de correlagao ap6s um processamento de integracao ou derivacao.

v(t)
filtro d
Segundo caso:  ¢(t) —(—> derivagao
v(t)
. . . estimador de
Primeiro caso:  §()—=P) correlagio
v(t)
. . filtro d
Terceiro caso: () —(—> inegrasio

Figura 5.1: Casos analisados

75

Para exemplificar os resultados obtidos, realiza-se simulacoes numéricas

para um sistema massa-mola-amortecedor de um grau de liberdade. A adicao

dos ruidos ¢ realizado apods as respectivas respostas terem sido ser obtidas.

O ruido é modelado como um ruido branco, de média zero e distribui¢ao de

probabilidade Gaussiana. Seu desvio padrao é proporcional ao desvio padrao

da resposta do sistema, variando entre 0% a 50% conforme mostra a Figura

5.2. Nessa secao, todas as funcgoes de correlagao sao estimadas utilizando o

método de Welch.
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Figura 5.2: Respostas do sistema com adicao de ruido

5.1.1

Correlacao da resposta do sistema com ruido

Imagina-se que a velocidade de um sistema seja adquirida diretamente

pelos sensores e que o ruido presente no sinal seja o ruido branco descrito

acima. O sinal resultante consiste na soma de um sinal estacionario, mais um
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processo ergbdico, como mostrado pela Eq. (4-2). A correlagao desse sinal é

calculada através da equacao

Ryy(n) = E[y(k)y k’+m)]
= E[lak) +vk) [a"(k + ) + v (k + 7)]]
= E|q(k ) (k+ Tk)} +E [él(k)VT(k + Tk)} +
+E [v()q" (k+ )] + E[v(kv (k+ )] . (55)

Utilizando a hipotese de que o os sinais do ruido e as respostas do sistema nao

serem correlacionados, a Eq. (5-5) se reduz a

Ryy(r) = E[ak)d” (k+m)| +E[v(k)v (k + 7))
= Ryg(m) + Roo(7k). (5-6)

As componentes E [él(k)vT(k + Tk)} e E [V(k)qT(k + Tk)} s6 se tornam zero
quando uma quantidade suficiente de dados é utilizada. Esse ntmero de
amostras é proporcional ao desvio padrao do ruido, isto é, quanto maior for
sua presenca, mais amostras devem ser utilizadas para estimar as correlagoes.

A Eq. (5-6) monstra que as correlagoes dos sinais observados (medidos)
correspondem a soma das correlagoes da velocidade com as correlagoes dos
ruidos. Assim, a distorcdo causado pelo ruido é a sua propria matriz de
correlagoes, que, através da Eq. (5-4), corresponde a um impulso unitério com
magnitude igual a sua matriz de covariancia. Isso significa que apenas em
T = 0 a correlagao é permanentemente distorcida, independente do nimero

de amostras utilizadas.

Exemplo 5.1

Para mostrar o resultado acima, simulou-se a resposta de um sistema massa-
mola-amortecedor com m = 10kg, ¢ = 25kg/s e k = 40kN/m e forcamento
tgual a uma realizacao de um ruido branco com média zero, desvio padrao de
100N e distribuicao de probabilidade Gaussiana. Apos o cdlculo da velocidade
do sistema, sua correlagdo sem ruido foi estimada e € mostrada pela Figura
5.3a. Uma vez conhecido o sinal de velocidade, calculou-se o seu desvio padrao
e em sequida gerou-se uma realizacao de um ruido branco com desvio padrao
igual a 30% do desvio padrao da velocidade. A fungio de correlagio deste ruido
foi estimada e € mostrado pela Figura 5.3b. Percebe-se que, como esperado,
a funcao tem a forma de um impulso unitdrio e com magnitude igual a 9%
do wvalor maximo da correlacao da velocidade. Isso ocorre, porque mo valor

mdzimo (1, = 0) o wvalor da correlagio € igual a variancia do sinal. Como o
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desvio padrdao do ruido é 30% do desvio padrdo da velocidade, a relagdo entre as
varidncias € de 9% (0.32). Quando o sinal do ruido é somado ao da velocidade,
tem-se um tipico sinal experimental. A correlacio deste sinal é mostrada na
Figura 5.3c e mostra ser ezatamente o resultado obtido pela Eq. (5-6). Percebe-
se entdao que, em um sinal experimental, a funcdo de correlacao é afetada pelo

ruido de forma permanente apenas em 1, = 0.

Correlagdo da velocidade

0.05 . . 4p10t Bl . 0.0 9
0.04 l 35 0.04 A
0.03F st | oosf | H ‘
O ‘ H ‘ 0.02F \ ‘ ‘ || ||
i | I H “ " TS | omf] N \l |\ H g
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Figura 5.3: Correlagoes dos sinais: a) da resposta do sistema sem ruido, b) do
ruido e ¢) da resposta do sistema com ruido

Para melhor demonstrar essa distorcao, gerou-se sinais de ruido com di-
ferentes valores para a porcentagem do seu desvio padrao. O resultado é mos-
trado na Figura 5.4. Percebe-se que a magnitude da distor¢io € proporcional

ao quadrado da porcentagem do desvio padrio (varidncia). (Fim do exemplo)

Correlagdo da velocidade

0.04 T T T T T T T
\ 10% de ruido
0.038 - fe 20% de ruido |
\ 30% de ruido
0.036 - 40% de ruido |
/ \ 50% de ruido
0.034 - \ — ST TUIDO =1

0.032

0.03

0.028

0.026

0.024
-0.01 -0.008 -0.006 -0.004 -0.002 o 0.002 0.004 0.006 0.008 0.01

T (8}

Figura 5.4: Distorcao causada pelo ruido nas fungoes de correlacao para
diferentes proporg¢oes de ruido
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5.1.2
Correlacao da derivada da resposta do sistema com ruido

A seguir, repete-se a andlise da se¢ao anterior, no entanto partindo agora
do sinal de deslocamento. Para obter a correlacao da velocidade, é preciso
entao que o sinal medido seja processado por um filtro de derivacao. Deseja-se
analisar como a derivacao afeta o ruido do sinal e consequentemente sua fungao
de correlagao.

Os sinais de deslocamento mais os de ruido sao definidos pela Eq. (5-1),

e repetido aqui por conveniéncia,
y(k) =x(k) + v(k). (5-7)
Sendo a derivagdo um operador linear, ao aplica-lo na Eq. (5-7) obtém-se
y(k) = %(k) + ¥ (k). (5-8)

Nota-se que a Eq. (5-8) se diferencia da Eq. (5-2) pelo fato do ruido também ter
passado pelo processo de derivacao, nao podendo mais ser classificado como um
ruido branco. No dominio da frequéncia, a operagao de derivacao corresponde
a multiplicar o respectivo espectro do sinal por iw, onde i = /—1 e w é o valor
da frequéncia. Dessa forma, o espectro do ruido branco nao é mais constante
apés a derivacao, e sim uma reta crescente. Por isso, pode-se afirmar que a
derivagao potencializa as frequéncias mais altas e suaviza as mais baixas.

A seguir utiliza-se uma simples aproximacgao para a derivada. Essa
aproximacao ajuda a compreender os efeitos causados pela derivacao. Esse

simples filtro possui a forma

5(k) = [s(k) —s(k = 1)] fs, (5-9)

onde s(k) é um processo estaciondrio genérico e fs a frequéncia de amostragem.
Para compreender os efeitos da derivacao neste tipo de processo, calcula-se
a seguir a média e varidncia da derivada do processo em funcao da média
e varidncia do processo original. Para isso, observa-se pela Eq. (5-9) que
a derivada é aproximada por uma soma de dois vetores aleatérias. Sendo
eles parte e um processos estacionario, suas estatisticas sao independente do
instante de tempo. Assim, os valores esperados das derivadas sao calculados

por

p; = Els(k)]
= [E[s(k)] - fE[s(k —1)]
= (fs—fip, =0, (5-10)
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Onde p, e p; sdo as médias do processo e de suas derivadas, respectivamente.
A Eq. (5-10) mostra que o valores esperados de $(k) sdo sempre zero, mesmo
que p, nao seja. A partir desse resultado, o calculo das variancias é feito através
de

o? = E[($(k) - py)’|
= fZE[(s(k) —s(k —1))]
= f2{E[s*(k)] - 2B [s(k)s(k — 1)] + E[s*(k — 1)] }
= 2flo} —2fE[s(k)s(k - 1)], (5-11)

onde o2 sao as variancias do processo diferenciado. Se o sinal analisado for
o ruido branco v(k), o termo E [s(k)s(k — 1)] se torna zero, ja que o ruido
branco s6 é correlacionado com ele mesmo no instante de tempo. As variancias

da derivada dos ruidos sdo entao definidas como
o’ =2f’a?. (5-12)

Isso significa que a relagao entre as variancias de um processo estacionario e
sua derivada é dado pelo fator 2f2. O célculo das correlagdes das velocidades

observadas, obtidas apés uma derivagao, é dado por

Ryy(m) = E[y(k)y" (k+ Tk)}

[[a(k) + v (k)] [@" (k + 7) + 37 (k + )]
hwmﬂk+nﬂ+Ehwwwk+mﬂ+

E [¥(k)4" (k + )| + B ¥ ()" (k + 7))

= E[a(k)d"(k+7)] + B [V (k)¥" (k + 7)]

— Ry(7) + Rus(7) (5-13)

I
g =5 =

+

Na quarta igualdade da eq.(18) utilizou-se novamente a hipétese de que (k)
e V(k) ndo serem correlacionados. No entanto, para que E {Q(k)\'fT(k: + Tk)} e
E {\'/(k)qT(k + Tk)} sejam iguais a zero, mais amostras devem ser usadas, uma
vez que as variancias de v(k) sdo maiores do que as variancias de v(k).

Uma importante propriedade das correlagoes de processos estacionarios
(como por exemplo a resposta de um sistema excitado por um ruido branco)
consiste nas relagbes entre suas derivadas. Em [43] e [44], mostra-se que
a correlacao de um processo estacionario e suas derivadas sao relacionados
através da equacao

pe

WRssﬁk) = R (1) = —Rass (i), (5-14)
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onde s(k) é novamente um processo estacionario qualquer. A relagdo acima é
importante em analise modal quando os dados adquiridos durante um certo
experimento precisam passar por processamentos de integracdo ou derivacao.
Esse é o caso, por exemplo, quando a aceleracao de um sistema é medida por
acelerometros e se deseja calcular as fungoes de correlagdo do deslocamento.
A matriz de correlacdo da derivada do ruido pode ser aproximada por
essa propriedade. Assim, a correlacao da derivada do ruido é obtida através de
dQI{UU(Tk) d25(7k)
T ir?

A derivacao do impulso unitario é conhecida, em processamento de sinais, como

Riy(mh) = = -G, (5-15)

a funcao duoblet. Se o simples filtro mostrado na Eq. (5-9) for expandido para

um de segunda ordem e aplicado a um impulso unitario, o resultado obtido é

d25(7k>
dT,?

Substituindo a Eq. (5-16) na Eq. (5-15) obtém-se como resultado

= [2[=0(m = 1/f5) + 20(mk) — (7 + 1/ f,)] (5-16)

—Quo(m)fZ =1

2 _
Ry = 40 1)
—Qu(m)f? =1

0 ,outros valores

Esse resultado mostra que apds um processo de derivagao o ruido distorce
a correlacao apenas nas amostras proximas de zero. Para este simples filtro,

mais dois instantes de tempo sao afetados pelo ruido, 7, = —1 e 7, = 1.

Exemplo 5.2

Para exemplificar este resultado, uma simulacao do mesmo sistema do exemplo
anterior foi realizada. No entanto, obteve-se dessa vez o deslocamento do
sistema. Em sequida, adicionou-se o ruido e o sinal resultante foi processado
por um filtro de derivagao. Uma vez obtido o respectivo sinal da velocidade,
estimou-se a fungdo de correlacao. Para o caso onde ndao hd ruido, a funcao
de correlagio € mostrado pela Figura 5.5a. Observa-se que esta fungdo € a
mesma obtida no exemplo anterior, ja que o mesmo sistema e forcamento foram
utilizados. Ja a correlacao do ruido, apos o processo de derivagdo, apresenta
uma forma diferente do exemplo anterior e pode ser vista pela Figura 5.5b.
Percebe-se que o resultado é coerente com a Eq. (5-17). Nota-se que a ordem
de grandeza desta funcao é muito maior quando comparado com a mostrada
pela Figura 5.5b. Isso ocorre pelo fator f2 na Eq. (5-17). Por fim, a correlagio

do sinal com ruido apds o processo de derivagcdo é mostrada na Figura 5.4c.
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Nota-se que essa correlacao é igual a soma da correlagio do sinal sem ruido
com a correlagio do ruido, como definido pela Eq. (5-13). A tnica parte

permanentemente deformada pelo ruido consiste na regidgo proxima de 1, = 0.

Correlagéo da velocidade
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Figura 5.5: Correlagoes do sinal apds um processo de derivagao: a) resposta do
sistema sem ruido, b) ruido e c¢)resposta do sistema com ruido

A derivada do sinal mostrados na Figura 5.5 foi realizada pelo simples
filtro apresentado na Eq. (5-9). No entanto, referéncias como [26][27][32]
propoem filtros mais complexos que resultam em menores erros. As correlagoes
do ruido apos a utilizacio destes filtros sao mostrados na Figura 5.6. Percebe-
se que a diferenca entre os resultados € pequena e que em todos eles os valores

relevantes estio somente prozimo a zero. (Fim do exemplo)

Filtro Maximum Flat Método de Remez Filtro FFT
03 0.8 1

06
0.15 04

02

BR—. — \
-0.05 2
02

015 04 086
-1 05 o 05 1 -1 0.5 0 05 1 -1 -0.5 0 05 |

#(s) #(s) (s)

Figura 5.6: Correlacoes do ruido apds um processo de derivacao com diferentes
filtros

5.1.3
Correlacao da integral da resposta do sistema com ruido

Seguindo o mesmo procedimento apresentado nas segoes anteriores, a
funcao de correlagao da velocidade é novamente calculada. No entanto, parte-

se desta vez do sinal de aceleragao do sistema. O ruido é entao adicionado a
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esse sinal e em seguida o processo de integracao é realizado. Sé entao a fungao
de correlagao é calculada. Seja ¥(k) o sinal resultante da soma da aceleragao
do sistema com um ruido, como mostrado pela Eq. (5-3) e repetida abaixo por

conveniéncia,

(k) = (k) + v(k). (5-18)

Ao realizar o processo de integracao deste sinal, obtém-se
y(k) = %x(k) + V(k), (5-19)

onde o sinal V(k) € R™ corresponde a integral do ruido branco, que, se
modelado com distribuicdo gaussiana, corresponde a um processo chamado
de Wiener (Brownian Motion). No entanto, como as integrais sdo aproximadas
nessa dissertacao por filtros, o sinal resultante nao pode ser classificado como
um processo de Wiener propriamente dito. Quando visto no dominio da
frequéncia, a integracdo consiste em dividir o espectro por iw. Isso significa
que, ao integrar, as frequéncia mais baixas sdo potencializadas enquanto as
mais altas sao atenuadas. Ao dividir o espectro por w, um problema numérico
surge ao se aproximar de DC (frequéncia zero). Para contornar este problema,
é comum, em processamento de sinais, utilizar filtros passa alta antes da
integracao. A frequéncia de corte deste filtro precisa ser baixa o suficiente
para nao interferir nos resultados.

As correlagdes dos sinais de velocidade definidas pela Eq. (5-19) sao

calculadas através de equacao

Ryy(m) = E :Y(/f) 7 (k + 7))
= E|[x(k)+ V(k) [xT(k; + 1) + VT (k + )|
E 'x(k) T(k+7)] + B [x(B) VT (k+7)] +
+E V()X (k+7 )] +E [V(E)VT (k + 7)]
B [%(k)%" (k + )| + B [V()V (k + 7)]
— Rus(m) + Ruv (). (5-20)

=,

Mais uma vez utilizou-se a hipdtese dos sinais x(k) e V(k) nao serem correla-

cionados.

Exemplo 5.3

Este exemplo utiliza o mesmo sistema e forcamento dos exemplos anteriores.
Para realizar a integracio dos sinais, quatro diferentes filtro foram adotados:
regra do trapézio, passa baiza de primeira ordem, IIR de oitava ordem e um
filtro FFT [26][27]. O resultado das correlagoes com o filtro da regra do trapézio

¢ mostradas na Figura 5.7. Através da Figura 5.7a, observa-se que a correlacao
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do sinal da velocidade sem ruido é a mesma obtida nas Figuras 5.3a e 5.5a.
FEsse fato valida o filtro como um operador de integracao. Ja a Figura 5.7b
ilustra a correlacao do ruido apds a integracao. Nota-se que nesta funcdao as
maiores magnitudes continuam prorimas a zero, no entanto em banda de Ty
maior. Ao olhar a escala deste grdfico, percebe-se que a ordem de grandeza é
bastante inferior quando comparada a correlagdo da velocidade. Isso significa
que, ao contrdrio da derivacao, o processo de integracao diminui a variancia
do ruido. Assim, a deformagdo causada pelo ruido é pequena e ndo pode se

observada pela Figura 5.7c.
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Figura 5.7: Correlagoes do sinal apés o processo de integragao: a)resposta do
sistema sem ruido, b) ruido e c¢)resposta do sistema com ruido

O filtro que representa a regra do trapézio nao é um filtro aconselhado
por nao ser muito preciso quando a frequéncia de aquisi¢io € baiza. Por isso,
os resultados das correlacoes do sinal de ruido wutilizando os outros filtros
citados acima sio mostrados na Figura 5.8. Percebe-se que os resultados sao
semelhantes, apenas com algumas variagoes de amplitude. Como explicado
anteriormente, todos os sinais passaram por um filtro passa alta antes do filtro
de integracao. A frequéncia de corte deste filtro foi escolhido como 1Hz, que
corresponde a um valor bem inferior que a frequéncia natural do sistema, que

¢ de 10Hz. (Fim do exemplo)

5.2
Conclusoes

Apo6s uma analise da distorcao que o ruido pode causar nas funcoes de

correlagdo de um sinal, algumas observagdes podem ser feitas.

— As distorgoes causadas pelo ruido sao as proprias fungoes de correlagao

dos ruidos.
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Filtro passa baixa Filtro IIR de oitava ordem Filtro FFT

%1074 %1074 x 10

10

Figura 5.8: Correlagoes do ruido apds um processo de integracao com diferentes
filtros

— As correlagoes do ruido possuem valores significativos apenas em regioes
proximas a zero, independente se o sinal passou por um processo de
integracao ou derivacao.

— Quando o sinal passa por um processo de derivacdo, a varidncia tende
a ser aumentada, fazendo com que a distorcao causada pelo ruido nas
correlagoes sejam mais relevantes. O processo inverso ocorre para no caso
da integracao. No entanto, para a integracao, a banda de 73 onde a funcao

de correlagao do ruido tem valores diferentes de zero é maior.

Para futuros trabalhos, é necessario que um estudo mais aprofundado
das propriedades e classificagoes dos sinais apds integragdes e derivagoes seja

feito.
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Métodos classicos de identificacao no dominio do tempo

Quando a andlise modal é aplicada experimentalmente, o principal
objetivo consiste em quantificar os parametros modais do sistema através de
testes de vibragoes. Nesta dissertacao, a identificacdo destes parametros serd
realizada através da analise modal operacional, onde apenas as respostas de um
sistema sdo utilizadas. Além disso, somente os métodos no dominio do tempo
serao discutidos. Para que eles possam ser compreendidos e corretamente
aplicados, todos os resultados obtidos nos capitulos anteriores precisam ser
utilizados.

No capitulo 2, mostrou-se que as IRFs e as FRFs definiam um sistema
e podiam ser escritas em funcao dos parametros modais. No dominio do
tempo, mostrou-se que as IRFs podiam ser expressas como um somatorio
de decaimentos exponenciais, onde cada termo era definido pelos parametros
de apenas um respectivo modo. No capitulo 3, analisou-se o comportamento
dos mesmos tipos de sistemas, no entanto quando submetidos a forcamentos
aleatorios. Utilizando algumas hipdteses para esse forcamento e para o sistema,
mostrou-se que as fungoes de correlagdo da resposta possuem um estrutura
semelhante as das IRFs. Isso significa que as correlagoes também podem ser
escritas como um somatoério de decaimentos exponenciais e que cada termo
também ¢ definido por um dos respectivos modos do sistema. O capitulo 4 foi
responsavel por introduzir os modelos de espago de estado e ARMA que serao
utilizados pelos métodos de identificacao deste capitulo. Ambos os modelos
foram definidos de forma discreta, visto que este é o tipo de sinal que se
obtém durante um experimentos. No capitulo 5, foi feito um estudo de como
possiveis ruidos podem distorcer as fungoes de correlacao. Esse estudo é levado
em consideragdo quando se analisa a sensibilidade de cada um dos método em
relacao aos ruidos.

Neste capitulo, trés diferentes métodos de identificagdo no dominio do
tempo serdo apresentados. Os métodos AR/PR (auto regressive / Poly Refe-
rence), ERA (Figensystem Realization Algorithm) e o de subespaco estocéstico
foram escolhidos por serem os mais aplicados atualmente. Para cada um de-
les, um estrutura real foi utilizada ilustrar o procedimento de identificagao do

ponto de vista experimental, assim como validar a implementacao dos algoriti-
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mos. Esses exemplos permitem também uma discussao de como os resultados

devem ser analisados.

6.1
Auto regressive / Poly Reference

Considerado um dos mais simples métodos de identificagdo, o AR/PR
¢ assim denominado pois utiliza uma modelagem AR (auto regressive) das
funcoes de correlagoes e identifica as respectivas matrizes utilizando uma
técnica PR (poly reference). Esse método utiliza os resultados obtidos na se¢ao
4.2, onde mostrou-se que a resposta livre de um sistema pode ser modelado
pela parte AR e que os respectivos pardmetros modais podem ser extraidos
utilizando uma matriz de acompanhamento (A, definida na Eq. (4-38)).

Como mostrado no capitulo 3, as fungoes de correlagdo possuem o mesmo
formato das respostas livres de um sistema. Por isso, o mesmo modelo AR pode
ser aplicado ambas fungoes com apenas pequenas modificacoes. Através da Eq.
(4-36), o modelo AR foi utilizado para descrever o decaimento exponencial
da resposta livre de um sistema. Esse modelo é repetido a seguir utilizando
N matrizes AR. Além disso, as modificagoes necessarias para utiliza-lo em
OMA também sao mostradas, isso é, um adaptacao para utilizar as fungoes de

correlacao.

yk)—Ayk—1)+---+Any(k—N)=0
4 (6-1)
Ryy(Tk) — AlRyy(Tk - 1) + -+ ANRyy(Tk — N) =0

Na equacgao acima, y(k) € R™ é o vetor das n, respostas medidas nos instantes
de tempo t; (tx = kAt). Ja as matrizes Ry, (7;) € R™*"™ representam matrizes
de correlagao dessas respostas, calculadas com uma defasagem de amostras 7

entre os sinais através da equagao
Ry, () = E [y(k)y" (k + 7)] (6-2)

A tnica mudanga feita na Eq. (6-1) foi a transformagao do vetor y(k) em
uma matriz Ry, (7). No entanto, as matrizes Ay, r =1,..., N do modelo AR
continuam tendo o mesmo formato. Por isso, o mesmo procedimento utilizado
para obter os parametros modais apresentado na secao 4.2 pode continuar
sendo usado a seguir.

Para que os parametros modais sejam identificados basta entao que todas
as matrizes do modelo AR sejam conhecidas. A técnica utilizada para essa

identificagdo é chamada de PR (poly reference) e serda apresentada a seguir.
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Para isso, é necessario que uma arrumacao matricial chamada de Hankel
sejam definidas. Uma matriz de Hankel é uma matriz de blocos na qual cada
elemento (vetor ou matriz) localizado diretamente a esquerda ou abaixo tenha
um acréscimo de tempo. Para o método AR/PR, duas matrizes de Hankel

precisam ser construidas a partir das matrizes de correlacoes. Sao elas

Ryy(l) Ryy@) Ryy(Ns _N)

R — Ryl:,(2) Ryy:(?)) - R,,(N, - N +1) o3
R,,(N) R,(N+1) ... R,, (N, — 1).

Rysapver = [Ryy(N+1) Ry (N+2) ... Ry (V) (6-4)

Os subscritos 1|N na Eq. (6-3) e N+1|N+1 na Eq. (6-4) indicam a defasagem
de amostras 7, da primeira e tltima correlacao utilizada na primeira coluna
das matrizes de Hankel. Isso significa que, na Eq. (6-3), N blocos de linhas
foram utilizados e que as respectivas correlagbes na primeira coluna foram
calculadas utilizando uma defasagem 7, variando de 1 a N. J& para a Eq. (6-
4), apenas um bloco de linhas foi utilizado. A correlagao utilizada na primeira
coluna tem a defasagem 75 igual a N 4+ 1. O ntimero de blocos de linhas na
Eq. (6-3) é igual a quantidade de matrizes AR utilizadas no modelo da Eq.
(6-1). Esse ntiimero precisa ser escolhida pelo analista e esta relacionada com
a quantidade de pardmetros modais necessarios para uma boa caracterizagao
do sistema, que a principio nao é conhecido.

Como mostrado pelas Eqs. (6-3,/6-4), as matrizes Rin ¢ Ryiin+1
contém Ny — N blocos de colunas. O valor de N, esta relacionado com
a quantidade de diferentes defasagens de tempo utilizadas para calcular as
matrizes de correlacdo. Normalmente, esse niimero precisa ser grande, fazendo
com que as matrizes de Hankel tenham um forma retangular acentuada.
Uma melhor andlise da influéncia desse parametro sera feita mais adiante.
As dimensoes finais das duas matrizes de Hankel sdo: Nn, x (Ns — N)n, para
a matriz Ry e no, X (Ny — N)n, para Ryi1|n+1-

Utilizando as matrizes de Hankel, o modelo AR mostrado na Eq. (6-1)

pode ser reescrito para Ny — NN valores de 7, utilizando a equacao
Ryiin+1 — ARyn = 0 & ARy v = Ry41|n+1, (6-5)
onde A é definida como sendo

A=Ay Ay ... A (6-6)
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Ao calcular a transposta da Eq. (6-5), um problema super determinado
é criado e pode ser resolvido através de métodos de minimos quadrados ou
decomposicao por valores singulares. A estimativa A para a matriz A pode

entao ser feita através da equacgao

RlT\NAT = RJ:CI+1|N+1
\
A=RypanaRy, (6-7)

onde RL y € a inversa generalizada da matriz R, y. Como as matrizes de
correlacao tém dimensao n, X n,, o problema sé é super determinado quando a
quantidade de blocos de linhas e colunas das matrizes de Hankel respeitam
a seguinte relacdo (N; — N) > N. No entanto, como existe sempre uma
certa quantidade de ruido nos sinais e erros no calculo das correlagoes, a
estimativa da matriz A s6 é bem feita quando o sistema é exageradamente
super determinado. Isso significa que as dimensodes das matrizes de Hankel

devem respeitar a condi¢ao
(Ns—N)> N. (6-8)

Uma fez estimado fl, a matriz de acompanhamento Ay do modelo AR

pode ser construida utilizando a Eq. (4-38), isto é

I 0 ... 0
0 I ... 0

Ay = (6-9)
0 0 0 ... I
Ay Ay Ano ... A

Percebe-se que o iltimo bloco de linhas nessa matriz corresponde a propria
matriz A. Os pardametros modais s@o entao obtidos através dos autovalores
e autovetores de A, (resultado mostrado na segao 4.2). Como a matriz de
acompanhamento tém dimensao n,N x n,N, o seguinte problema de autovalor
é criado
A, g = i, 4, 1=1,...,n,N (6-10)
Os parametros de frequéncia natural e fator de amortecimento sao obtidos da
mesma forma como mostrado pela Eq. (4-32), repetida abaixo
—Re(w)
="
| il

onde p; correspondem os polos do sistema associados ao modelo continuo, f;

o),

i = » Ji ; , t=1,...,n,N -11
a At 2m ! " (6-11)

as frequéncias naturais e (; os fatores de amortecimento. Os modos do sistema
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sao obtidos pela tltimas n, linhas do autovetor 1, ;. Como a Eq. (6-10) resulta
em n,N autovalores e autovetores, ¢ preciso que este nimero seja maior que a
quantidades de modos necessarios para caracterizar bem o sistema. Como esse
numero de modos nao é conhecido a principio, a identificagao deve ser realizada
diversas vezes para valores crescentes de IN. As respectivas frequéncias natural
obtidas nesse processo podem ser marcadas juntas em um mesmo grafico,
construindo assim um diagrama de estabilidade. Uma melhor descricao ¢ feita

a seguir utilizando os resultados do exemplo abaixo.

Exemplo 6.1

Para exemplificar este método de identificagio, uma estrutura que simula um
prédio de dois andares foi utilizada [45]. Uma foto e o desenho desta estrutura
¢ mostra a Figura 6.1. Dois sensores a laser foram utilizados para medir os
deslocamentos, em ambos os andares, e de forma unidirecional. Para excitar
o sistema, foi introduzido um wvento em sua diregdo. Na prdtica, esse tipo
de forca € comumente encontrado, como por exemplo no caso de grandes
prédios, pontes, antenas, etc. A forca gerada pela interacao fluido-estrutura é
considerada aleatoria e nao pode ser medida de forma precisa, e por isso apenas
a andalise modal operacional pode ser aplicada. Para aumentar a magnitude da
forca gerada pelo vento, uma folha plastica foi acrescentada a estrutura para
simular as paredes de um prédio.

sensores a
laser

vento

soprador

a) b)
Figura 6.1: Modelo de uma prédio de dois andares forcado pelo vento

No planejamento de um experimento, a banda de frequéncia a ser ana-
lisada deve ser sempre escolhida primeiro. A definicao deste parametro é ge-
ralmente feita com base em um conhecimento prévio da estrutura, como por
exemplo por simulacoes numéricas. Para este modelo em questdo, a banda de
frequéncia escolhida foi de 0 a 15Hz. Em sequida, a frequéncia de aquisi¢do
foi definida com um valor de 150H z, para resultar em fator de oversampling

(frequéncia de aquisicao dividida pela mdzima frequéncia analisada) igual a 10.
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O numero de amostras necessdarias para a identificagdo depende da quan-
tidade de parametros modais do sistema (nimero de matrizes AR) e a relagao
sinal/ruido. Essa afirmagdo estd relacionada com a Eq. (6-8), visto que o ni-
mero de colunas na matrizes de Hankel esta relacionado com a quantidade de
amostras (nimeor de correlagoes que se pode estimar). Caso a identificagao
nao resulte em bons valores, o niumero de amostras deve ser novamente avali-
ado e provavelmente aumentado. Para este exemplo, 204.600 amostras foram
utilizadas. O calculo das matrizes de correlacoes foi feito para T, variando entre
0e 1024.

Utilizando o procedimento descrito messa se¢do, os parametros modais
da bancada foram identificados diversas vezes para diferentes numeros de
blocos de linhas N na matriz de Hankel Ry . Essa variagao ocorreu para
valores entre de 1 a 20, e é equivalente ao mesmo aumento da quantidade de
matrizes AR no modelo da Eq. (6-3). Para cada polo identificado (autovalor
da Eq. (0-10)), a respectiva frequéncia natural (calculada pela Eq. (6-11)) foi
marcada na Figura 6.2 em fungao do valor de N wutilizado (eixo vertical). Como
descrito anteriormente, essa figura é chamada e diagrama de estabilizacao.
Para esse exemplo, trés diferentes classificagcoes para os polos do sistema foram
utilizadas. Os polos estdveis sao aqueles cujas frequéncias naturais e fatores
de amortecimento tém valores iguais aos ja identificados utilizando menos
uma matriz AR (menos um bloco de linha na matriz de Hankel). Jd os polos
classificados como "frequéncia estdvel”, sdo aqueles onde apenas as frequéncias
naturais tém wvalores iguais ao do modelo anterior. Caso nem as respectivas
frequéncias naturais nem os fatores de amortecimento tenham valores iguais,
0s polos sao classificados como instdveis.

Como pode ser observado na Figura 6.2, 0s polos estaveis tendem a criar
uma linha vertical, o que indicam que esses polos estdo realmente relacionados
com a estrutura. Independente da quantidade de matrizes AR wutilizadas no
modelos, 0s parametros modais da estrutura devem ser sempre identificados.
Jd os polos instdveis ndo apresentam esse mesmo comportamento. Isso porque
eles estao vinculados a possiveis erros numéricos e aos ruido do sinal. Por
1$s0, para cada novo valor de N, polos com diferentes valores sdo obtidos. Ao
fundo da figura, os valores singulares das matrizes Gy, (densidades espectrais
de poténcia das respostas do sistema) siao plotados para cada valor de w.
Isso serve pra comparar a posicao dos picos nos espectros com as linhas
estaveis dos polos. Neste exemplo, os picos dos espectros e as linha estdveis
se coincidiram, o que indica uma boa identificacao dos parametros. Os valore
finais das frequéncias naturais e fatores de amortecimento para essa duas linha

estaveis sao mostradas na tabela 6.1
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Tabela 6.1: Pardmetros modais identificados pelo método AR/PR
Modo Frequéncia Natural [Hz] Fator de Amortecimento [%]

1° 3.381 0.93

2° 8.624 0.45

_ Diagrama de estabilizagao para qmétodo AR/PR
T ¢+ T

25

[ ]
:"..“01}
[ ]
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15—

10—

Numero de matrizes AR

CH HOHOGIPOPPPOEIPSISIOIOIOIOSIOSIOIOPIOPOS
L]

LR = R 2 R R X X X 2R
L ]

=  Frequéncia estavel

¢ Polo estavel
®  Polo instavel

frequéncia (Hz)

Figura 6.2: Diagrama de estabilizacao do modelo do prédio utilizando o método
de identificacaio AR/PR

Por altimo, o formato do modos associados aos polos das linha estdveis
sao mostrados pela Figura 6.3. Esses modos sao iquais ao de wum modelo de dois
graus de liberdade, e por isso sao considerados realistas. Assim, a identificacdo
de todos os parametros modais pelo método AR/PR foi considerada boa. (Fim

do exemplo)

1° Modo 2° Modo

12y 1 12t

101

Figura 6.3: Formato dos modos de vibragao do modelo do prédio identificados
pelo método AR/PR
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6.2
Eigensystem Realization Algorithm

O método de Eigensystem Realization Algorithm (ERA) foi desenvolvido
nos anos oitenta por J.N. Jang e R.S. Pappa [46, 47, 48] a partir da teoria de
controle. Para uma revisao completa do método, a referéncia [37] é indicada.

Originalmente, esse método foi desenvolvido para analise modal experi-
mental (EMA) e por isso as fungoes de resposta ao impulso eram utilizadas.
Para a utilizacdo deste método em OMA, basta que essas fungoes sejam substi-
tuidas pelas de correlacao da resposta do sistema. O método inicia novamente
com a construcao de duas matrizes de Hankel. Neste caso, essas matrizes sao

definidas como

R,,(1) R, (2) ...  Ry(N,—N)
R — Ryu(2) Ryy(3) - Ryy(Ne=N4D| o)
Ryy'(N) Ryy(N +1) Ryy(Ns - 1).
R,,(2) R,,(3) ... Ry(N,-N+1)
Rosr = Ry (3 Ryy(4) Ry(Ne=N+2)| o
Ryy(N +1) Ryy(N +2) . Ryy{NS).

Desta vez, percebe-se que ambas as matrizes tém mesma dimensao Nn, X
(Ng — N)n,. A tinica diferenca consiste no valor de 75 da primeira correlagao
na primeira coluna, fazendo com que toda a matriz Ry esteja uma amostra
a frente de Rqin—1. Como mostrado na secao 4.1.4, as funcoes de correlacao
podem ser escritas em termos das matrizes de espago de estado através da Eq.
(4-27), repetida abaixo.

R,,(7:) = CA™'G. (6-14)
Utilizando essa expressao, as duas matrizes de Hankel podem ser reescritas na
forma
R1|N71 = FO, R2|N = FAO, (6—15)
onde,
o
CA
r=| CA’ |;  O=|G AG A’G ... AN"VIG|.  (6-16)
C‘A‘N—l
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A matriz I' é chamada de matriz de observabilidade do sistema, enquanto
a matriz O pode ser pensada como a matriz de controlabilidade revertida
do sistema estocastico. A principal ideia do ERA consiste em realizar a
decomposigao por valores singulares (SVD) da matriz Ryn_1 para depois
estimar as matrizes de observabilidade e controlabilidade. A SVD da matriz

R1| ~—1 pode entdo ser expressa por
Rin-1=USV’, (6-17)

onde U e V sao matrizes que contém os vetores singulares arrumados em
colunas e S uma matriz diagonal com os respectivos valores singulares. Como
a matriz A do modelo de espago de estado tem posto igual a 2n (duas vezes
a ordem do sistema), tanto a matriz de observabilidade quanto a matriz de
controlabilidade também terao posto 2n. Como Rqy_1 ¢ definida pela Eq. (6-
15) como o produto destas duas matrizes, ela também terd posto igual a 2n
e consequentemente esta mesma quantidade de valores singulares nao nulos.
Na pratica, esse valor pode ser um pouco maior por conta dos ruidos nos
sinais de resposta do sistema. A definicdo de quantos valores singulares estao
realmente relacionados ao sistema e quantos estao relacionados aos ruidos pode
ser feita através de um diagrama de estabilizacao semelhante ao apresentado
no Exemplo 6.1. A Eq. (6-17) pode entdo ser reescrita de forma compacta

através de
Riyn-1=U,S, VL, (6-18)

onde U, e V,, sdo as matrizes contendo as n primeiras colunas de U e V,
respectivamente. A matriz S,, é uma matriz diagonal contendo apenas os n
primeiros valores singulares da matriz S.

Utilizando a Eq. (6-15) e a expressao para a matriz Ry y—; definida na
Eq.(6-18), pode-se estimas as matrizes de observabilidade e controlabilidade

através das equacgoes

I =U,SY? (6-19)
O =S2vT, (6-20)

Utilizando as estimativas acima e a matriz de Hankel Ryn definida na Eq.
(6-15), a matriz A do modelo de espago de estado pode ser estimada através

da equacao

A=1"Ryy 0" (6-21)
onde f‘T e (?)T sdo as inversas generalizadas das matrizes T' ¢ 0, respectiva-
mente. Uma vez estimada a matriz A e seus respectivos autovalores e auto-

vetores, os parametros modais do sistema podem ser calculados através da
Eq.(4-32).
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Como dito anteriormente, os sinais de um experimento contém sempre
uma parcela de ruido, o que pode dificultar na escolha de quantos valores
singulares precisam ser utilizados nas Egs. (6-19/6-20). Por isso, ¢ indicado
que a identificacao seja realizada diversas vezes para um numero crescentes de
valores singulares. Os respectivos resultados devem entao ser marcados em um
grafico em funcao da possivel ordem do sistema (ntimero de valores singulares),
construindo assim um diagrama de estabilizacao semelhante ao apresentado na

secao anterior.

Exemplo 6.2

Para exemplificar o método ERA, a identificacdo dos parametros de um modelo
de ponte suspensa foi feita. A estrutura testada é mostrada pela Figura 6.4.
Neste exemplo, a banda de frequéncia analisada foi definida entre 0 — 100H z.
A frequéncia de aquisicdo foi escolhida como 1kHz para manter o fator de
oversampling igual a 10. Para excitar a bancada, utilizou-se movamente o
vento, que desta vez foi gerado por um ventilador de parede. Para medir
as respectivas aceleracao, oito acelerometros triaziais foram utilizados. Esses
sensores foram posicionados ao longo eixo longitudinal da ponte de forma
igualmente espagados, como mostra a Figura 6.4. Dessa forma, apenas modos
de flexdo vertical e horizontal podem ser observados. Os modos de tor¢ao nao

foram analisados neste exemplo. Durante os testes, somente dois eiros dos

acelerometros foram utilizadas, totalizando assim 16 canais de medicao.

Figura 6.4: Bancada de uma ponte suspensa utilizada para ilustrar a identifi-
cagao pelo método ERA

Durante o teste, foram medidas 204.800 amostras. O cdlculo das corre-

lagoes foi realizado para valores de 1, variando entre 1 e 1025. Para o método
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FERA, as matrizes de Hankel foram construidas com N igual a 10. Logo, o ni-
mero mdzimo de blocos de colunas que se pode usar foi 1014 (1025 — N —1).
Como cada matriz de correlagio tem dimensdo 16 X 16 (duas diregoes em cada
um dos oito acelerémetros), as dimensoes reais das matrizes Rin e Rons1
sao 160 x 16224. Por isso, ao realizar a SVD da matriz Ryn (Eq. (6-17)), a
quantidade mdzrima de valores singulares que se pode obter é 160. Caso esse
numero nao seja suficiente para construir um bom diagrama de estabilizagdo,
um numero maior para N deve ser escolhido.

Ao truncar a decomposi¢io por wvalores singulares com n (ordem do
modelo de estado de espago) na Eq. (6-18) variando entre 1 e 160, o diagrama
de estabilizagio mostrado pela Figura 6.5 é obtido. Neste diagrama, inimeras
linhas de polos estdveis foram criadas. Para ter certeza que essas linhas estao

relacionadas ao sistema, é preciso observar o formato dos respectivos modos.

160 Diagrama de estabilizagao para o método ERA
T T T T T T T

140 | i

120 |- N

100 ,

Ordem do sistema (n)
[e2]
o
T
!

5 8
k
S
| |

N
o
L)
-
‘.
s
L
 ——
.

l' o = Frequéncia estavel
®  Polo instavel
o I I I 1 I I | I 1
0 10 20 30 40 50 60 70 80 90 100 110
frequéncia (Hz)

° .
j ¢ Polo estavel

Figura 6.5: Diagrama de estabilizacao da bancada da ponte utilizando o método
de identificacao ERA

Para as onze linha estdveis no diagrama, os respectivos modos sao
mostradas na Figura 6.6. Como pode ser visto, o unico modo que ndo foi bem
identificado é o referente a frequéncia natural de valor 40.5Hz. Um dos motivos
para essa identificacao ter sido ruim é o fato de haver dois modos proximos um
do outro (39.25 e 40.5Hz). Isso dificulta bastante o processo de identificacao,
pois inviabiliza a hipdtese de coordenadas modais nao correlacionadas feita no
capitulo 3. A identificacao so seria entdo possivel caso o forcamento fosse mais
semelhante a um ruido branco.

Para todos os outro modos, foi possivel identificar claramente os primei-
ros oito modos de flexdo verticais, e dois modos de flexdo horizontais (primeiro
e possivelmente o quinto). Nota-se que alguns modos de flexao horizontal estao

faltando. A principal explicacao para isso € o fato do vento ndo ter consequido
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excitar esses modos, uma vez que nao hd picos nos espectros da Figura 6.5

para €sses modos.

f=5.3586Hz f=0.8441Hz f=17.6436Hz

o 20 o 20 o 20

f=20.2496Hz f=26.814Hz f=39.2505Hz

o 20

f=40.552Hz = 66.0689Hz

f=83.747THz =90.7801Hz

Figura 6.6: Formato dos modos de vibracao da bancada da ponte identificados
pelo método ERA

Os wvalores das frequéncias naturais e dos fatores de amortecimento iden-
tificados sao mostrados na Tabela 6.2, assim como as respectivas classificacoes
dos modos. Os wvalores encontrados para os fatores de amortecimento sao li-
geiramente altos para o que se costuma obter em andlise modal de estruturas.
Por isso, alguns outros métodos de identificacdo deveriam ser utilizados para
garantir que esses valores estejam corretos. Percebe-se que os modos de flexdo
horizontal possuem um valor mais alto para o amortecimento quando compa-
rados com os de flexdao vertical, o que pode indicar um erro na identificacdo.

(Fim do exemplo)
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Tabela 6.2: Parametros modais identificados pelo método ERA

Modo Frequéncia Fator de Classificacao
Natural [Hz] Amortecimento [%)] do modo
1° 5.358 2.91 1° flex. vertical
29 9.844 2.07 2° flex. vertical
3° 17.644 2.82 3° flex. vertical
4° 20.250 4.17 1° flex. horizontal
5° 26.814 2.90 4° flex. vertical
6° 39.251 3.56 52 flex. vertical
7° 40.552 9.74 Indefinido
8¢ 51.635 7.88 6° flex. vertical
9° 66.069 3.26 7° flex. vertical
10° 83.747 3.26 82 flex.vertical
11° 90.780 11.49 42 ou 5° flex. horizontal
6.3

Subespaco estocastico

Entre todos os métodos de identificacdo no dominio do tempo, o método
de subespago estocéstico (SSI) é sem divida o mais utilizado em andlise modal
operacional. No entanto, este método é também o mais complexo e de certa
forma o mais abstrato. Na literatura, existem diversos algoritimos que realizam
a identificacao por subespacgo estocastico. Nessa dissertacao apenas os dois
mais populares serao apresentados: o covariance-driven e o data-driven. Um
estudo completo sobre esses algoritimos é encontrada em [38]. Atualmente, as
pesquisas sobre SSI tém focado na quantificagdo de incertezas dos parametros
modais identificados [49, 50].

Todos os algoritimos de SSI utilizam o modelo de espaco de estado

definido pelas Egs. (4-17/4-18), e repetidos a seguir por conveniéncia

x(k+1) = Ax(k) +

y(k) = Cx(k) + v(k). (6-22)
Para uma compreensdao mais facil do método, o modelo apresentado acima
precisa ser estendido para um novo formato. Para isso, as variaveis do modelo
precisam ser rearrumadas em matrizes de Hankel. Uma escolha apropriada
para as dimensoes dessas matrizes é fundamental para o bom desempenho do
método e serao discutidos mais a frente. A seguir, oito matrizes de Hankel sao

definidas utilizando as quatro varidveis do modelo (x(k), y(k), w(k), v(k)):
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y(0 y(1)
1 y(1 y(2)
yp ﬁqu—l - .
yig—1) y(q)
y(q) y(g+1
V, = Jlﬁqul _ y(q + ) vylg + 2
y(2¢ —1) y(2q)
w(0) w(l)
1 w(1) w(2)
Wy = WWO\Q—l
w(g—1) w(q)
w(q) w(g+1
W, \/%quq_l _ W(q;+ 1) W(q;+ 2
w(2q —1) w(2q)
v(0) v(1)
v(l v(2
sz\/lﬁvmql— (1) {)
vig=1) v(q)
v(q) v(g+1
Y, \/%quq_l _ | Vi + 1) V(qs+ 2
v(2g —1) v(2q)
X, = = = [x(0)  x()

1

Xy = ﬁquq - {X(Q) x(¢+1)

98
y(N —1)
Y(:N ) (6.23)
y(g+ N —2)
ylg+N—1)
y(q:+ ) (6.24)
y(2¢ + N — 2)
w(N —1)
W(:N) (6-25)
w(g+ N —2)
w(g+ N —1)
w(qg+ N)
w(2q —l-.N —2)
(6-26)
v(N —1)
V<:N) (6-27)
v(ig+ N —2)
vig+ N —1)
v(g + N) (6.28)
v(2¢ + N —2)
x(N —1)] (6-29)
x(¢+ N —1)] (6-30)

Pode-se notar que cada uma das varidveis formam duas matrize, uma

chamada de passado (com subscrito [J,) e outra chamada de futuro (com

subscrito Oy). Para as matrizes Y,, V¢, W,, Wy, V, e Vy, o que diferencia
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a nogao de passado e futuro é o instante de tempo ¢ (lembrando que cada
elemento destas matrizes sao vetores). Utilizando essas oito matrizes de Hankel,

o modelo de espaco de estado apresentado pela Eq. (6-22) pode ser reescrito

na forma
Xy = A1X, + AW,
Y, = T'X, +HW,+V, (6-31)
onde,
C o o ;
CA 0
I'=|CA”>|; H=| CA C 0 ... 0 (6-32)
_CAq’l_ _CAq’2 CA?3 CAT* .. 0]
A=A A2 0 A T

Na equagao (6-32), a matriz I' é mais uma vez a matriz de observabilidade. Nos
métodos de subespaco estocastico, o principal objetivo consiste em estimar I’
para que depois as matrizes A e C possam ser extraidas. Para mostrar como
isso pode ser feito utilizando apenas o sinal de resposta y(k), os algoritimos de
cavariance-driven e data-driven serdao apresentados a seguir divididos em trés
etapas [50, 51]. A diferenca entre esses dois algoritimos ocorre apenas durante

a segunda etapa.

— Primeira etapa: Montagem das matrizes ), e Vs

Como em OMA as respostas do sistema sao as tunicas informagoes
coletadas durante os experimentos, o método de subespaco estocastico
inicia com a construcao das matrizes de Hankel ), e Vy. Para isso, é
necessario que o analista escolha corretamente a quantidade de blocos
de linhas ¢ e o nimero de colunas N. Um procedimento para a escolha

desses parametros sera discutido mais a frente.

— Segunda etapa: calculo da matriz H

Essa etapa consiste em calcular uma matriz especifica, aqui chamada de
‘H, que contém uma importante propriedade de fatoragao. Os algoritimos
de covariance-driven e data-driven se diferenciam apenas na forma com
que essa matriz é calculada. A principal ideia é construir a matriz
H € R1"exam de forma que

H =TZ, (6-33)
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onde Z ¢ uma matriz constante que dependera do algoritimo escolhido.
Através dessa fatoracdo, a matriz de observabilidade pode ser estimada

como sendo uma base para do espago coluna de H.

O algoritimo de covariance-driven calcula a matriz H através da equagao

Heow = yfyg (6—34)
Uma importante obervacao é o fato do produto entre as matrizes de
Hankel resultar em estimativas para as matrizes de correlacao arrumadas

em uma matriz de bloco Toeplitz [38, 50], isto é

Ry, (q) Ry(¢—1) ... Ry(l)
yfypT _ Ryy(q: +1) Ryzif(q> : Ryz{(z) (6-35)
Ryy(2¢—1) Ry(2¢—2) ... Rylg)

Utilizando a extensao do modelo de espago de estado definida pela Eq.

(6-31), a defini¢ao de H,,, pode ser reescrita na forma
Heow = (TXp +HW; + V) V). (6-36)

Supondo que as respostas do sistema nao sejam correlacionadas com os

futuros forcamentos e com os ruidos dos sensores, pode-se impor que
WiVE =V YI = 0. Assim, a Eq. (6-36) se resume a

Hcov = ]-_‘Xfyg = FZCO’U (6_37)

Ja no algoritimo data-driven, o cadlculo de H é feito através de projecoes
ortogonais do espaco linha da matriz Yy no espago coluna da matriz },.

Isso pode ser realizado através da equacgao
. )
Haar = Projy, (Vy) = Vi1 (B,0) V) (6-38)

Utilizando a Eq. (6-34), pode-se reescrever essa projecao como sendo

Hisr = Hew (VY1) 9,

= cmov (ypyg)T yp
= TZgu (6-39)

Dessa forma, mostra-se que Hg,; também possui a fatoragao exigida.
Terceira etapa: identificacao dos parametros modais

Independente do algoritimo escolhido, Overschee e De Moor [38] provam

que H e T’ possuem o mesmo espago coluna. Supondo que o sistema
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seja completamente observavel, é esperado que a matriz I' tenha posto
completo e seja igual a n, ordem do modelo de espago de estado. Por
isso, apos uma decomposicao por valores singulares de H, apenas n
valores singulares nao-zeros deveriam ser obtidos. Como em um caso
experimental os sinais tém sempre ruido, essa quantidade de valores
singulares pode ser maior. Como visto nas duas se¢des anteriores, a
melhor forma de escolher a verdadeira ordem do sistema é através dos

diagramas de estabilizagao.

Supondo que H tenha sido obtida corretamente, sua decomposi¢ao por

valores singulares pode ser escrita na forma reduzida através da equagao

S, of |[VvT
H=[U Uy [01 0} [V;T] A% (6-40)

Uma estimativa para a matriz de observabilidade pode entao ser obtida

por A
I=U,s)/? (6-41)

Utilizando a definicdo da matriz I' na Eq. (6-32), a matriz de saida
C pode ser identificada de forma imediata como sendo as primeiras
n, (quantidade de repostas medidas) linhas de I'. A matriz A pode
ser estimada utilizando um método de minimos quadrados. Definindo
T e I como sendo a matriz I' sem as primeiras e ultimas n, linhas,

respectivamente, tém-se

CA C
; = : (6-42)
CAT 2

L=\ :
CA!

A matriz A pode entao ser estimada através da equacao
A =T'T. (6-43)

Uma vez obtida as matrizes C e A, os pardmetros modais do sistema

podem ser identificados utilizando a Eq. (4-32).

Durante a primeira etapa do método, as matrizes ), e Yy precisam ser
corretamente construidas. Uma escolha apropriada para as dimensoes dessas
matrizes é essencial para o bom funcionamento do método. A seguir, um
procedimento de como selecionar a quantidade de blocos de linhas ¢ e a
quantidade de colunas N é apresentado.

Durante a segunda etapa, foi mostrado como a matriz H é obtida e que
sua respectiva dimensao é gn, X gn,. Por isso, quando realizado sua SVD na
Eq. (6-40), a quantidade maxima de valores singulares que se pode obter é

qn.. Para que todos os modos do sistema sejam obtidos, é necessario que ¢
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seja pelo menos maior que n/n,. No entanto, como em um caso real a ordem n
nao é conhecida, é recomendado que ¢ seja grande o suficiente até que valores
singulares préximos a zero sejam obtidos. Isso indica que todos os modos do
sistema ja forma obtidos e que aumentar ainda mais a quantidade de polos
nao traz novas informacgoes. Esse procedimento é ilustrado pelo diagrama de
estabilizacao.

Para determinar se o nimero de colunas utilizadas no método foi satisfa-
torio, a decomposicao por valores singulares de ‘H deve ser realizada diversas
vezes. Durante a segunda etapa, mostrou-se que H foi obtida através de produ-
tos entre as matrizes yp e yf. Esses produtos resultam em estimativas para as
matrizes de correlagdo utilizando N amostras. Os valores reais dessas correla-
¢oes s6 sao obtidas quando N — oo, o que significa que N precisa ser grande o
suficiente até que essas matrizes de correlagdo, e consequentemente os valores
singulares de H, convirjam para o valor correto. Um procedimento para definir
se N é suficientemente grande consiste em calcular os valores singulares de H
repetidamente com valores crescentes de N até que eles se estabilizem. Esse
procedimento ¢ ilustrado pela Figura 6.9. Neste caso, N = 5 x 10* é suficiente

para estabilizar os valores singulares.

Exemplo 6.3

Nesta secao, utilizou-se uma pequena pd de turbina edlica para exemplificar o
método de identificacio por subespaco estocdstico. Neste exemplo, apenas o al-
goritimo de covariance-driven serd ilustrado. A estrutura testada foi engastada
em um dos lados e mantida livre do outro, como mostra a Figura 6.7. A fonte

de excitacao escolhida foi novamente o vento gerado pelo soprador apresentado

no FExemplo 6.1.

"I"

Wind blower
7

Figura 6.7: Pa edlica utilizada para ilustrar o método de identificacdo por
subespaco estocastico
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As resposta do sistema foram medidas por seis micro acelerdmetros pie-
zoelétricos em dezenove diferentes posicoes. Como somente seis acelerometros
estavam disponiveis, quatro diferentes testes foram realizados individualmente
como mostrado pela Figura 6.8. Um sensor de referéncia, marcado na figura
por uma estrela, foi mantido na mesma posicao durante todos os quatro teste
para poder definir todos os modos com a mesma escala. A localizagio deste
acelerometro foi definida considerando as possiveis amplitudes de todos 0s mo-
dos, inclusive os de torcao. Uma importante caracteristica desta localizagdo é

o fato dela nao poder ser um ponto nodal em nenhum dos modos da estrutura.

- ref. sensor
Q - Istset
A - 2ndset

O -3rdset
- 4th set

Figura 6.8: Posicionamento dos acelerdmetros durante os quatro teste

Neste exemplo, a frequéncia de interesse foi definida como sendo entre
0—>500H z. Para obter um fator 10 de oversampling, a frequéncia de aquisi¢ao
foi entao escolhida com sendo igual a 5kHz. Em cada um dos teste, 409.600
amostras de cada um dos sensores foram coletadas. Definiu-se a quantidade
de blocos de linha q para as matrizes de Hankel igual a 30. Como n, = 6, a
mdazrima ordem que se pode identificar para o sistema foi 180. Em relagdo ao
numero de colunas, utilizou-se todas as amostras disponiveis, fazendo com que
N = 409.541. Esse valor é suficiente ao analisar o diagrama de estabilizagdo

dos wvalores singulares de H.

Convergéncia dos valores singulares de H
T T T T

-
(&)}
T
1

Valores singulares de H

0 L L L L L
0 0.5 1 1.5 2 25 3

Numero de colunas (N) x10°

Figura 6.9: Grafico de convergéncia dos valores singulares de H utilizando
diferentes nimeros de colunas em Y, e Vs
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Um diagrama de estabilizagdo para os parametros modais foi construido
para cada um dos testes realizados na estrutura, variando os valores de n
(ordem da identificacio) entre 1 e 180. Os resultados para cada um dos
testes sao mostrados na Figura 6.10. Percebe-se que em todos os diagramas,
aproximadamente seis linhas estaveis foram criadas. Em particular, a primeira
linha nao poderia ser considerada estdvel, pois existe muitos polos instdveis em
sua composicao. Mesmo assim, supoe-se que estes polos estao sim vinculados a
um dos modos do sistema, uma vez que as respectivas frequéncias naturais estao
alinhadas a um dos picos dos espectros. O principal motivo para a identificacao
deste modo nao ter sido bem feita é o fato dos acelerometros nao funcionarem
bem em frequéncias abairo de 20H z.

Os respectivos valores encontrados para as frequéncias naturais e fatores
de amortecimento dos quatro testes sao mostrados pelas tabelas 6.3-6. Os valo-
res paras as frequéncias naturais foram prorimas em todos os testes enquanto
os de amortecimento nao. O fator de amortecimento de uma estrutura é sem-
pre um parametro mais dificil de ser estimado. Para este caso em particular,
o motivo encontrado para a diferenca entre os valores consiste nos diferentes

posicionamentos dos cabos dos acelerometros em cada um dos testes.

Tabela 6.3: Parametros modais identificados pelo método SSI - Teste 1

Modo Frequéncia Fator de Classificacao

Natural [Hz] Amortecimento [%)] do modo

1 18.95 0.88 12 flex. horizontal

2° 63.87 1.04 2° flex. horizontal

3° 146.47 1.57 3¢ flex. horizontal

4° 250.30 1.51 4° flex. horizontal

5° 290.45 0.89 1° torgao

6° 376.82 2.01 5¢ flex. horizontal

Tabela 6.4: Parametros modais identificados pelo método SSI - Teste 2

Modo Frequéncia Fator de Classificagao

Natural [Hz] Amortecimento [%)] do modo

1° 18.94 1.07 1° flex. horizontal

2° 63.87 0.93 2° flex. horizontal

3° 145.68 2.23 3° flex. horizontal

4° 248.32 1.18 4° flex. horizontal

5° 283.46 1.01 19 torcao

6° 375.70 1.58 5 flex. horizontal

Os respectivos modos associados a essas frequéncias naturais sio mos-
trados pela Figura 6.11. Percebe-se que, assim como nos diagramas de esta-

bilizagdo, o primeiro modo nao € bem identificado. Mesmo assim, conseque-se
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. Diagrama de estabilizagdo para o método SSI - Teste 1
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Figura 6.10: Diagramas de estabilizacdo para os quatro testes feitos na pa
edlica utilizando o método de identificacdo por subespago estocastico
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Tabela 6.5: Parametros modais identificados pelo método SSI - Teste 3

Modo Frequéncia Fator de Classificacao

Natural [Hz] Amortecimento [%)] do modo

1° 19.06 1.17 12 flex. horizontal

2° 64.55 0.84 2° flex. horizontal

3° 144.92 2.70 3¢ flex. horizontal

4° 250.40 1.80 4° flex. horizontal

5° 191.98 0.75 1° torgao

6° 377.77 1.26 5¢ flex. horizontal

Tabela 6.6: Parametros modais identificados pelo método SSI - Teste 4

Modo Frequéncia Fator de Classificacao

Natural [Hz] Amortecimento [%)] do modo

1 19.08 1.26 12 flex. horizontal

2° 65.35 1.02 2° flex. horizontal

3° 146.92 1.35 3° flex. horizontal

4° 250.72 1.30 4° flex. horizontal

5° 294.91 0.99 1° torgao

6° 378.52 1.04 5¢ flex. horizontal

defini-lo como sendo o primeiro modo de flexao horizontal da pd. Todos o0s

outros modos foram bem identificados. No total, identificou-se os cinco primei-

ros modos de flexdo horizontal e o primeiro modo de tor¢ao da pd. (Fim do

exemplo)
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1™ bending mode — f = 19.01Hz 2™ bending mode — f = 64.35Hz

80
100 -1 100 -

15! torsional mode - f = 290.2Hz 5" bending mode — f = 377.2Hz

Figura 6.11: Formato dos modos de vibracao da pa edlica identificados pelo
método de subespago estocastico
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Novos métodos de identificacao no dominio do tempo

Diferentemente do capitulo anterior, os proximos dois métodos foram
desenvolvidos e aprimorados nesta dissertacao. Por serem inéditos na lite-
ratura, esse capitulo representa a principal contribuicao do ponto de vista
de inovagao. Em andalise modal operacional, os métodos de decomposicao
ortogonal constituem uma nova familia de técnicas de identificagdo. Todos
eles foram desenvolvidos como extensdes da Decomposicao Ortogonal Propria
(POD)[52, 53, 54, 55] para melhorar seu desempenho em anéalise modal .

As inovagoes apresentadas a seguir aparecem na forma com que os
métodos sao implementados. Elas consistem na adi¢ao de um filtro passa banda
deslizante e na utilizagao de correlagoes com diferentes defasagens de tempo nos
métodos de Smooth Orthogonal Decomposition (SOD) e State-Variable Modal
Decomposition (SVMD). Através do filtro deslizante, elimina-se a relacao entre
a quantidade de modos identificados com o nimero de observagoes feita no
sistema. Dessa forma pode-se identificar mais modos que o niimero de sensores
utilizados durante os testes. Ja a utilizacdo de correlacbes com diferentes
defasagens de tempo permite uma melhora da sensibilidade dos métodos em
relacao aso ruidos. Além disso, essa implementacao permite que as incertezas
dos parametros modais sejam quantificadas.

Embora as duas contribuigoes sejam aplicaveis nos dois métodos (SOD e
SVMD), escolheu-se por apresenta-las de forma separadamente, isto é, apenas
uma em cada um dos método. Por isso, o filtro deslizante s6 sera apresentado
junto ao método SOD, enquanto a utilizacao de correlagoes com diferentes
defasagens de tempo s6 sera apresentada no método SVMD. Para ilustrar os

procedimentos de identificacao, simulagoes numéricas sao utilizadas.

7.1
Smooth orthogonal decomposition

O método de Smooth Orthogonal Decomposition, também conhecido
como Smooth Karhunen-Loéve Decomposition [56], ¢ um método que adiciona
uma restricdo de suavidade na Decomposi¢ao Ortogonal Prépria. Dessa forma,
o SOD permite que, além dos modos normais, as frequéncias naturais de

um sistema conservativo sejam identificadas [57, 58, 59, 60, 61, 62]. Ao ser
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comparado com os trés métodos do capitulo anterior, o SOD é muito mais
simples do ponto de vista computacional.

Neste método, a base para a decomposi¢ao é definida como sendo aquela
que, ao ser usada na projecao de um campo escalar (deslocamento, velocidade
e aceleragao), obtém como resultado um outro campo com méxima variancia
e 0 mais suave possivel em relacdo ao tempo. Esse método foi introduzido em
analise modal por Chelidze e Zhou [63] em 2006 para o caso de vibragao livre
e por Farroq e Feeny [64] em 2008 para o caso de forgamento aleatério. Bellizzi
e Sampaio [65] transformaram o SOD em uma ferramenta para anélise modal
de sistemas nao lineares.

Seja y(t) € R™ o vetor de observagoes das respostas do sistema forgado
por um sinal aleatério. Supoe-se que y(t) seja um processo estacionario com
média zero. A ideia do SOD é encontrar vetores ~; € R", ¢ = 1,...,n,,
que criam uma base para a proje¢ao ortogonal do campo gerado por y(t), cujo
resultado tenha a maxima variancia e que seja o mais suave possivel em relagao
ao tempo.

Seja v;(t) a projecao ortogonal de y(t) em relagdo ao vetor -; definida
por

vi(t) = proj, y(t) = W’yi, i=1,...,n,, (7-1)
onde ((J,0) é o produto interno e HETH ¢ a norma euclidiana de um vetor.
Supondo por simplicidade que todos os vetores 7y, s@o ortonormais, a norma
de v;(t) passa a ser o produto interno (y(t),7y,). A méaxima varidncia desta

norma ¢é entao definida pela equacao

max,, {E [[vi(0)|°]} = max, {BE[{v,y(#).(y(t),7:)]}
= max, {7/E[y()y" ()] v} (7-2)

Na equagdo acima, utilizou-se a suposicdo de média zero para y(t) e a
propriedade comutativa do produto interno.

De acordo com a definicao do SOD, o campo resultante ads a projecao
também precisa ser o mais suave possivel em relacao a t. Para alcangar esse
requisito, a varidncia da norma da derivada de v;(t) precisa ser minimizada,

resultando na equacao

ming, {E [[V:(0)I°]} = ming, {B (., 5()-(5(1) 7)1}
= min,, {/E [y()3"(1)] 7} (7-3)

Os problemas de maximizacao e de minimacao acima podem ser trans-

formados em apenas um problema de maximizacao ao definir a funcao a(+y,)
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na forma

o {O‘(”) “E[WOIP VB0 (0],

Utilizando a definigdo das matrizes de correlagao apresentada pela Eq. (3-2),

E[|[vi(t)|?] } | {%TE Yy ()] %} )

esse problema de maximizacao pode ser reescrito na forma
TR, (0)~;
ma., {W} | (7.5)
¥i Ry(0)7;
onde R, (0) e Ry;(0) sdo as matrizes de correlagdo das respostas e das sua
derivadas, respectivamente, sem defasagem de tempo entre os sinais (7 = 0).

A solugdo para esse problema de é obtida encontrando o seu ponto de

estacionalidade, que é dado pela equagao
2 [’Y?Ryy(o)’)’i} Ry, (0)y; — 2 {V?Ryym)’)’i] Ry;(0)7v;
VI Ry (0)yi]”

Com algumas manipulagoes algébricas, a Eq. (7-6) se transforma no problema

Va(y;) =0= (7-6)

de autovalor
Ryy(o)"h = )\ZRyy<0)’71, 9 = 1, ey Ny (7—7)

Supondo que Ry, (0) e Ry;(0) sejam matrizes simétricas e positiva-definida,
o problema acima gera n, diferentes autovalores e autovetores. Para calcular
as frequéncias naturais e modos do sistema, é preciso que os problemas de
autovalor definidos pelas equagoes (2-37) e (7-7) sejam relacionados. Para isso,
utiliza-se novamente a suposicao de estacionalidade dos sinais e a respectiva
propriedade para as fungoes de correlagao, definida pela Eq. (5-14).
Substituindo a matriz Ry, (0) por =Ry, (0), a Eq. (7-7) se transforma em

R,,(0)y;, = —NRyy(0)y,, i=1,...,n,. (7-8)
Utilizando o modelo de um sistema MDoF conservativo definido pela Eq.
(2-35), onde o vetor do deslocamento real q(t) é substituido pelo observado
y(t), e supondo que a matriz de massa M seja inversivel, pode-se expressar a

aceleracao do sistema como sendo
§(t) = —MKy(t) + M tu(t) (7-9)

Aplicando a expressao acima na definicio de Ry, (0), a equagdo (7-8) se
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transforma em

Ry, (0)y; = —ARy,(0)y;
= —\E[y()y" ()]~
= “AE[{-MTKy(t) + M u(t) }y"(1)] 7,
= AMTKE [y()y” ()] v — MM TE [u(t)y” (1) 5,-(7-10)

Como o vetor de forga é composto por ruidos brancos, ele nao é correla-
cionado com y(t) em um mesmo instante de tempo. O termo E {u(t)yT(t)} se

torna entao zero, simplificando a Eq. (7-10) para
R,,(0)y; = AM KR, (0)y;, i=1,...,n,. (7-11)

Ao comparar a Eq. (7-11) com a Eq. (2-37), percebe-se que os problemas de
autovalor sao semelhantes. Os autovalores e autovetores destes dois problemas
sao entao relacionados pela equacao
w; = —+
Y L oi=1,....n,. (7-12)
;= Ry, (0)v;

A relagdo acima mostra como a frequéncia natural e o modo do sistema

podem ser estimados a partir do método de SOD. Ao ser comparado com os
outros métodos de identificagao, o SOD é mais simples de ser implementado.
Basta que as correlagoes Ry, (0) e Ry, (0) sejam calculadas, para que o problema
de autovalor da Eq. (7-7) seja construido e resolvido, possibilitando assim a
identificagao dos pardmetros modais pela relagao da Eq. (7-12).

No entanto, duas grandes desvantagens do SOD podem ser observadas
pela Eq. (7-7). A primeira consiste no fato de que ambas as correlagoes
serem calculadas com 7 = 0 (sem defasagem entre os sinais). Como visto no
capitulo 5, as correlagao para este valor de 7 sdo as mais afetadas pelos ruidos.
Conclui-se entao que o método SOD tem mais sensibilidade a ruido que os
demais. Além disso, a segunda desvantagem consiste no fato de que apenas
n, autovalores e autovetores podem ser calculados. Assim, a quantidade de
parametros modais que se pode identificar estd atrelado ao niimero de sensores
utilizados. Essa segunda desvantagem é superada ao realizar a identificacao
do sistema repetidamente com as respostas filtradas por diferentes bandas de
frequéncia, garantindo assim que existam menos modos no sinal que o niimero
de respostas n, em todas as etapas de identificagao.

Esse processo pode ser realizado utilizando um filtro passa banda que
desliza pelo espectro. O movimento é feito de forma discreta com um incre-

mento de frequéncia Af, como mostrado pela Figura 7.1. E preciso que a
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Figura 7.1: Tlustracao do filtro passa banda que desliza sobre o espectro durante
a identificacdo por SOD

espessura da banda by também seja definida de forma que dentro dela nunca
haja mais modos do que o nimero de respostas observadas (garantindo assim
que todos os modos sejam identificados). A identificacao é entdo realizada para
cada uma das posi¢oes do filtro. Um digrama de estabilizacao pode ser cons-
truido marcando as frequéncias naturais estimadas em func¢ao da posicao do
filtro. Diferentemente dos diagramas anteriores, a quantidade de frequéncias
naturais estimadas se mantém a mesma. O parametros que se altera, neste
caso, é a posicao do filtro, que é definida pela frequéncia central da banda.
Um exemplo da implementacao desse filtro e do diagrama de estabilizacao ¢é

mostrado a seguir no Exemplo 7.1.

Exemplo 7.1

Para ilustrar o processo de identificacdo apresentado acima, um exemplo
numérico de uma viga engastada € utilizado. A geometria da estrutura e as
respectivas propriedades do material sao apresentadas na Figura 7.2. Uma
forca aleatoria concentrada na ponta da viga foi escolhida para excitar o
sistema. O sinal desta forca consiste em um ruido branco com média zero,
desvio padrao de 100N e com distribuicao Gaussiana.

Para simular a resposta desse sistema, uma discretizacao utilizando o
método de elementos finitos (FEM) foi realizada. A malha criada contém
10 elementos de Fuller-Bernoulli igualmente espacados como mostrado na
Figura 7.2. Em cada um dos elementos apenas dois nds foram utilizados.
Como o método SOD foi desenvolvido para sistemas conservativos, nenhum
fator de dissipagdo foi introduzido no modelo. Para se aproximar de um
caso experimental, onde apenas 5 acelerometros seriam utilizados, somente as
respostas verticais dos nos 2,4,6,8 e 10 foram armazenados para a identificacdao.
As respectivas respostas foram simuladas com uma frequéncia de amostragem
tqual a 5kH z.
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Modulo de elasticidade = 210 GPa
Densidade = 7850 kg/m?

Figura 7.2: Geometria e propriedades do modelo numérico de uma viga
engatada utilizada para ilustrar a identificacao por SOD

O filtro passa banda que desliza pelo espectro foi projetado com a largura
da banda by igual a 500Hz. O incremento de frequéncia Af escolhido para
mover o filtro tem valor igual a 2Hz. A posicao inicial e final do filtro foram
definidas pela frequéncia central da banda, com wvalores iguais a —250Hz e
1800H z.

O diagrama de estabilizacio resultante para este exemplo é mostrado na
Figura 7.3. Para cada posicao do filtro, foi aplicado o método SOD que iden-
tificou cinco frequéncia naturais e modos (mesma quantidade de "sensores'na
estrutura). Cada uma das frequéncias naturais estimadas foi marcada no dia-
grama em fungdo da frequéncia central do filtro na posi¢io em que se encon-
trava e foi classificada como estdvel ou instdvel. Uma frequéncia natural estdvel
¢ aquela que possui um valor igual a de uma das frequéncia naturais estimadas
pelo filtro na posicao anterior. Como mostrado na Figura 6.14, linhas estdaveis
sao construidas préxrimas as frequéncias naturais do sistema (linhas pontilhadas
vermelhas). Isso ocorre porque, independente do valor da frequéncia central, se

um modo do sistema estiver dentro da banda do filtro ele deve ser identificada.

Ao selecionar as frequéncias naturais estaveis mais prorimas da linha
pontilhada (que representa a frequéncia central do filtro) como resultados finais
para os parametros do sistema, a Tabela 7.1 com os respectivos valores pode ser
construida. Nesta mesma tabela também é mostrado os valores das frequéncias
naturais calculadas analiticamente, pelo método dos elemento finitos e pelo
método SOD sem o filtro deslizante. Nota-se que o modelo de elementos
finitos resultou em frequéncias naturais proximas as analiticas, validando

asstm a discretizacao utilizada nas simulacoes. Percebe-se também que, além
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Diagrama de estabilizagao
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Figura 7.3: Diagrama de estabilidade obtida utilizando o filtro passa banda e
o método de identificacao SOD

de melhorar a identificagcdo, a utilizacao do filtro passa banda permitiu a
determinagdo de todas as frequéncias naturais, e ndo $6 as cinco primeiras.
Os respectivo modos identificados pelo método SOD com o filtro deslizante
sado mostrados na Figura 7.4. Percebe-se que todos os oito modos foram

perfeitamente identificados. (Fim do exemplo)

Tabela 7.1: Frequéncias naturais da viga identificadas pelo método SOD

wn | Analitica FEM SOD SOD
com filtro

1° 8.355 8.355 8.475 8.342

2° 52.361 52.363 54.780 52.335

3¢ 146.613 146.650  154.475 146.556
4° 287.299 287.575  307.973 287.540
59 474.931 476.127  500.543 476.537
6° 709.462 713.292 - 713.283
7° 990.902  1000.783 - 1000.290
82 | 1319.248  1340.774 - 1340.731

7.2
State-Variable Modal Decomposition

Assim como o Smooth Orthogonal Decomposition, o método State-
Variable Modal Decomposition (SVMD) consiste em uma extensao da Decom-
posicdo Ortogonal Propria. Ele foi desenvolvido para permitir que, além das
frequéncias naturais e modos, o amortecimento da estrutura também fosse
identificado. Desenvolvido por Feeny e Farooq [66], o SVMD é semelhante ao
SOD s6 que com algumas modificacoes para ajustar o método ao modelo de
espaco de estado.

Como proposto em [66], o SVMD permite apenas a identificacdo de

sistemas oscilando livremente e por isso nao pode ser aplicado em OMA.
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Analitco O FEM X  SOD com filtro

. 1° modo ] 2° modo
0571 04
0 - - - -1 : : : :
0 0.2 04 0.6 0.8 1 0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
. 3’ modo ] 4’ modo
04 0¢
-1 : : : : -1 : : : :
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
. 5° modo ] 6" modo
0¢ 04
-1 : : : : -1 : : : :
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
| 7° modo ] 8’ modo
04 04
-1 : : : : -1 : : : :
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 0 0.2 0.4 0.6 0.8 1

Figura 7.4: Formato do modos de vibragao identificados pelo método SOD

Um nova implementacao deste método foi proposto por Wagner et al. [67]
para resolver essa limitacao, permitindo que a identificagao também seja feita
para sistemas sob forcamento aleatério. Além disso, essa nova implementacao
permite que as incertezas dos parametros modais também sejam quantificadas.

O problema de autovalor que sera utilizado no SVMD é semelhante ao
do SOD definido pela Eq. (6-50), no entanto utilizando correlagdes dos estados

do sistema. O resultado é a equacao
Riz(mi)v; = iR ()Y, 7% >0, i=1,...,2n,, (7-13)

onde x = [y (t) y7(¢)]”. A primeira diferencga entre essa equagio e a Eq. (7-7)
consiste no fato da matriz de correlagdo R, (7x) sé utilizar a derivada em um
dos seus sinais. Isso ocorre porque o modelo de espaco de estado tem a ordem
reduzida quando comparada a equagoes da dindmica do sistema (utilizada no
SOD). A segunda observagao consiste no fato das matrizes de correla¢do nao
serem mais calculadas para 7, = 0, e sim para qualquer valor positivo. Isso
permite que os parametros modais sejam identificados diversas vezes, uma para
cada valor de 7. Assim, um histograma dos resultados podem ser construidos
e as incertezas quantificadas. Além disso, pelo fato das correlagbes nao serem
mais calculadas para 7, = 0, a sensibilidade do método em relagdo aos ruidos
¢ melhorada.

Para mostrar como o problema de autovalor proposto pela Eq. (7-13)
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pode ser usado para identificar os pardmetros modais, uma relacdo com o
problema de autovalor da Eq. (2-80) precisa ser estabelecida. Explicitando o

termo da derivada do estado na Eq. (2-77), obtém-se como resultado a equagao

%(t) = —A"'Bx(t) + AH(t). (7-14)
Utilizando essa expressao e a definicao das matrizes de correlagao, o problema

de autovalor da Eq. (7-13) pode ser reescrito na forma

%)Y: = iRee(T0)7;

—A'BR,,(7:)y; = (7-15)

1

Na tltima linha da Eq. (7-15) utilizou-se a hipdtese do sistema ser causal, o que
significa que os futuros for¢camentos nao sao correlacionados com o presente
estado (deslocamento e velocidade). Por isso o termo E {f (t+ Tk)XT(t)} é zero
para 7 > 0. Ao comparar a Eq. (7-15) com a Eq. (2-80), uma relagao entre os

autovalores e autovetores pode ser estabelecida na forma

)‘i =

Para que os parametros modais sejam identificados, basta entao que o

i=1,...,2n, (7-16)

problema de autovalor da Eq. (7-13) seja resolvido para qualquer valor positivo
de 7, e os polos e ¢, estabelecidos pela relagdo da Eq. (7-17). O valor dos

parametros modais sao obtido entao pelas equacoes

Wi = JNAL g:—éi(j&), P, =[1 0@, i=1,...2, (7-17)

Embora esse método identifique 2n, parametros modais, apenas n, valores sao
distintos ja que o problema de autovalor da Eq. (7-13) resulta em autovalores
e autovetores complexos conjugados. Teoricamente, os pardmetros modais
poderiam ser identificados diversas vezes para qualquer valor positivo de
Tx. No entanto, como as fungoes de correlagao tém sua magnitude decaindo
exponencialmente, existe um valor limite para 7, antes que a identificacao
comece a ser prejudicada por ruidos (quando as correlagoes se aproximam de
zero). Isso serd melhor discutido no exemplo a seguir.

Para quantificar as incertezas dos parametros, basta que histogramas

com resultados obtidos por todos os 7, sejam construidos.
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Exemplo 7.2

2 u(t) Uy(t) us(t) Ug(t) us(t)
/]

7 ya(t) ya(t) ys(t) ya(t) ys(t)
7 g g g P g
; k k k k k

HWH m AN m R o RN 2 P e
L — —— —L —C—]

VAL TITIIII I I I I I I I I I I T TV I I IV I T I I I I TI T I I I I IV

Figura 7.5: Sistema discreto de cinco graus de liberdade utilizado para ilustrar
a identificagdo por SVMD

Neste exemplo, utiliza-se o modelo discreto apresentado pela Figura 7.5, onde
m = 0.1kg e k = 1000N/m. A dissipac¢io do sistema foi definida pelo fator de
amortecimento modal, cujos valores foram escolhidos como sendo (; = 1.5%.
Os forcamentos u;(t) foram definidos como ruidos brancos ndao-correlacionados
de distribuicao Gaussiana e com desvio padrao igual a 100N . Para simular as
respostas do sistema, utilizou-se uma frequéncia de amostragem igual a 3kH z.
Um total de 409.600 amostras foram geradas, resultando em 136,5 sequndos
de simulagao. Para cada uma das resposta, adicionou-se um ruido branco com
desvio padrdo igual a 10% do desvio padrio das respectivas respostas. Isso
foi realizado para simular um possivel ruido causado pelo sensor durante as
medicoes.

Em sequida, apds as derivagoes necessdarias, os vetores x(k) e x(k) foram
montados. As matrizes Ry, (7x) € Rz (1) foram entao calculadas para valores
de 1, entre 1 e 4096. Uma das funcoes de correlacdo € mostrada pela Figura
7.6. Como previsto, percebe-se que essa funcao tem o formato de decaimento
exponencial. Através desse grifico, pode-se determinar a quantidade de T, que
serd utilizado no método. A escolha desse parametro deve ser feita escolhendo
a maior quantidade possivel de 1, sem que a fungdo de correlagio jd tenha
se aprorimado de zero. Para wvalore altos de 1, a correlacao tém wvalores
proximos de zero e por isso qualquer ruido passa a influenciar bastante no
seu resultado. Neste exemplo, escolheu-se identificar os parametros modais
utilizando os primeiros 1500 valores de T,. Assim, a identificacdo pode ser feita
1500 vezes utilizando apenas uma simulacao. Como resultado, um histograma
das frequéncias naturais e fatores de amortecimento podem ser construidos
como mostrado na Figura 7.7. Além dos histogramas, um envelope dos modos
também foi construido para ilustrar a incerteza desse parametro.

Percebe-se que, caso o valor médio do histograma seja escolhido como
valor final dos parametros, uma boa identificacio foi realizada. Nota-se que,

a medida que a ordem do modos aumentam, maiores sao 0s desvios padroes
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.
Figura 7.6: Exemplo de uma das fung¢bes de correlacao obtidas na matriz

Rx:v (Tk’)

dos histogramas. Isso significa que mais incerto é o wvalor dos parametros

identificados. (Fim do exemplo)
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Conclusoes

O principal objetivo desta dissertacao foi definir o que é analise modal
operacional (OMA) e como essa técnica pode ser aplicada experimentalmente.
Neste documento, OMA foi definida como sendo o processo de identificagao dos
parametros modais de um sistema quando excitado pelo ambiente, onde so-
mente as suas respostas sao conhecidas. Para os forcamentos, supos-se que eles
eram aleatérios e que tinham energia distribuida por todo espectro analisado.
Dessa forma, garante-se que todos os modos sao excitados e consequentemente
identificados.

Na primeira etapa desta dissertacao, realizou-se um estudo sobre como
sistemas lineares podem ser caracterizados em funcao dos seus parametros
modais. No capitulo 2, mostrou-se que sinais de for¢a podem ser processados
e transformados em sinais de resposta. Isso pode ser realizado através de duas
fungoes: a de resposta ao impulso unitario (dominio do tempo) e a de resposta
em frequéncia (dominio da frequéncia). Ambas fungoes sdo importantes porque
podem ser escritas em funcao dos parametros modais do sistema.

Utilizando esses resultados, um estudo semelhante foi realizado no ca-
pitulo 3 para sistemas excitados por forcas aleatorias. Quando modelado por
processos estacionarios, as estatisticas do forcamento puderam ser relacionadas
com as estatisticas dos deslocamentos através dos parametros do sistema. Uti-
lizando as hipdteses de forcamento por ruido branco ou de coordenadas modais
nao correlacionadas, mostrou-se que as fungoes de correlagao e de densidade
espectral de poténcia poderiam ser utilizadas como fonte de informagao para
os métodos identificacao. Isso porque ambas as fungoes puderam ser decom-
postas em relagdo ao parametros modais. Como o foco desta dissertacao foi o
estudo dos métodos de identificacdo no dominio do tempo, as fungoes de cor-
relagdo foram analisadas com mais detalhes. Ainda no capitulo 3 mostrou-se
que essas fungoes podiam ser escritas como um somatorio de oscilagdes cujas
magnitudes decaiam exponencialmente.

J& no capitulo 4, utilizou-se modelagens discretas para representar um
sistema. Ao adotar o modelo de espago de estado discreto no tempo, as fungoes
de correlacao puderam ser escritas de forma semelhante as fungoes de resposta

ao impulso (através de pardmetros de Markov). O modelo ARMA também foi


DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 1612640/CA


PUC-Rio- CertificagaoDigital N° 1612640/CA

Capitulo 8. Conclusées 121

apresentado representar um sistema. Para ambos os casos, mostrou-se como
os parametros modais poderiam ser extraidos desses modelos.

A primeira importante contribuicao desta dissertagao foi a realizacao de
um estudo sobre a deformacao causada pelos ruidos de medicdo nas fungoes
de correlagao. No capitulo 5, analisou-se essa deformacio em trés diferentes
casos: quando a correlagao foi estimada diretamente do sinal ruidoso, quando
a correlacao foi estimada apdés uma derivacdo e quando a correlagao foi
estimada apds uma integracao. Para o segundo e terceiro caso, utilizou-se
deferentes filtros para processar os sinais. Em todos os casos constatou-se que
a deformagao causada pelo ruido era igual a sua propria funcao de correlagao.
Além disso, concluiu-se que quando 7, = 0, as fungoes de correlagao sao mais
afetada pelo ruido. Esse resultado foi utilizado para melhor entender porque
os métodos SOD e SVMD eram mais sensiveis ao ruido.

Utilizando os resultados dos capitulos 2, 3 e 4, diferentes métodos de
identificagdo puderam ser apresentados. No capitulo 6 discutiu-se trés dos
métodos de identificacdo mais populares no dominio do tempo. Em todos eles,
matrizes de Hankel precisaram ser definidas e utilizadas. Diferentes estruturas
foram identificadas para validar a implementagao dos algoritimos em Matlab.
Além disso, os exemplos serviram para ilustrar os procedimentos experimentais
necessarios para uma correta identificagao. Diagramas de estabilizacao também
foram apresentados e utilizados no procedimento de analise dos resultados.
Para o método AR /PR, identificou-se o modelo de um prédio de dois andares.
Neste método, mostrou-se que a ordem do sistema identificado é dependente
do niimero de matrizes utilizadas no modelo ARMA. Ja para o método ERA, a
bancada de uma ponte suspensa foi utilizada para ilustrar a identificacao. Nesta
bancada um total de 11 modos foram identificados. Por conta de dois modos
pouco espagados, pode-se mostrar como a identificagao nesses casos pode se
torna dificil. Por tltimo, mostrou-se a identificagdo de uma pa edlica utilizando
o método SSI. Dois algoritimos de foram mostrados, mas apenas o covariance-
driven foi utilizado no exemplo. Com ele um total de 6 modos puderam ser
bem identificados. Esse exemplo permitiu ilustrar como a identificacdo com
multiplos testes pode ser feita. Além disso, pode-se mostrar como a escolha
dos sensores pode afetar os resultados, ja que o primeiro modo nao foi bem
identificado por estar fora da banda 1util de frequéncia dos acelerometros
selecionados.

A segunda importante contribuicdo desta dissertagao inclui a apresen-
tagdo de duas novas implementagoes de métodos de decomposigao ortogonais
no capitulo 7. Essas implementagoes sao inéditas na literatura e permitem so-

lucionar alguns dos problemas desses métodos. Em relagdo ao problema da
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quantidade de modos identificados, um filtro passa banda que desliza sobre
o espectro dos sinais das respostas foi proposto no método SOD. Com ele, a
quantidade de modos identificados nao fica mais atrelada ao niimero de sen-
sores utilizados. Além disso, um novo tipo de diagrama de estabilizagao pdde
ser construido e apresentado. Para solucionar o problema da sensibilidade em
relacdo aos ruidos, generalizou-se as matrizes de correlacao no método SVMD
com 7 = 0 para 7 com qualquer valor positivo. Dessa forma, correla¢oes me-
nos afetadas pelo ruido puderam ser utilizadas. Além disso a identificacdo dos
parametros pode ser feita diversas vezes utilizando apenas um tnico teste.
Assim, um histograma dos parametros modais identificados também pode ser
construido e as respectivas incertezas quantificadas.

Como contribuicao ao laboratorio de vibragoes, uma interface gréfica
também foi construida para realizar testes de andlise modal operacional.
Programado em Matlab, essa interface possibilitou o controle de placas de
aquisicoes comerciais e permite a visualizagao os resultados em tempo real. No
anexo A encontra-se o manual completo desta interface.

Para futuros trabalhos, outros métodos existentes na literatura podem
ser incorporados a este estudo. Exemplos sdo os métodos ARMA [14], Ibrahim
Time Domain [68], Decomposi¢ao no dominio da frequéncia [69] e o LSCF
[20]. Além disso, um importante aspecto em identificagdo de sistemas que
nao foi tratado nesta dissertacdo é a incerteza nos valores dos parametros.
Ao repetir um experimento em uma estrutura, os valores dos parametros
identificados dificilmente se repete. Os principais motivos para essa variagao
sao: quantidade finita de dados, ruidos nos sinais e erros nos modelos do sistema
e do forcamento. Uma boa forma de abordar a incerteza dos parametros é
interpreta-los como variaveis aleatorias, onde a incerteza é quantificada através
de suas distribuicoes de probabilidade. Isso pode ser realizado utilizando a

inferéncia Bayesiana [21].
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A
Sistema de aquisicao de dados

O objetivo deste apéndice é detalhar o sistema de aquisicdo de dados
desenvolvido e utilizado no Laboratério de Vibragdes para andlise modal
operacional. Sera apresentado a seguir tanto os equipamentos utilizados quanto
o software desenvolvido.

Em relacao aos equipamentos, os sensores e os respectivos condicionado-
res de sinal podem variar dependendo da estrutura testada. Parametros como
peso, rigidez e geometria influenciam bastante na selecao dos sensores. Além
disso, a banda de frequéncia analisada também pode restringir a utilizacao de
um determinado sensor. Por exemplo, acelerometros piezoelétricos costumam
nao funcionar bem para baixas frequéncias e por isso acelerbmetros piezo re-
sistivos sao mais indicados. Independente do sensor escolhido, a sequéncia em
que os equipamentos sao utilizados nao se altera. A Figura A.l ilustra um
tipico set utilizado em OMA. A tabela A.1 mostra os equipamentos utilizados
em cada uma das estruturas testadas nessa dissertacao. Para o teste no prédio

e na ponte, o condicionamento do sinal é feito pelo sensor.

sensores condicionador placa de analisador
aquisigao

¢

@)

Figura A.1: Diagrama de estabilidade obtida utilizando o filtro passa banda e
o método de identificacao SOD

Tabela A.1: Equipamentos utilizados em cada um dos testes

Estrutura Sensores Condicionador Placa de Analizador

aquisicao
Prédio LD1607-100 - NI USB-6229 PC/Matlab
Ponte MMAT7341LC - NI USB-6229 PC/Matlab

P4 edlica Micro 25B Endevco 2792B NI USB-6229 PC/Matlab

Uma importante contribuigao desta dissertagao foi utilizar o Matlab para

realizar a comunicagdo entre a placa de aquisi¢ao e o analisador (computador).
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Isso foi realizado através de uma interfase grafica desenvolvida no Laboratorio
de Vibracoes que permite um facil e intuitivo processo de aquisicdo. As

principais etapas sao listadas a seguir.

1. Definir a frequéncia de aquisicdo, o nimero de amostras por teste e o

numero de teste.

4] OMA_acquisition - X
Test Settings = = Display
Start Testor. Xim 0 1 Time history
Correation
Acquisiion frequency (Hz): | | 1000 S SIETE | ¥ lim 0 1 -
Samples per test 4096
1~
Number of tests: 20
09
Add sensor
08
~
07
06
05~
04
v 03
Edit Remove 02
04
0 I I I I I I I I I |
0 041 02 03 04 05 0§ 07 08 09 1

Figura A.2: Selecao dos pardmetros do teste no programa.

2. Definir os sensores que serao utilizados no teste. Para isso, é preciso
definir o tipo de sinal que serd amostrado (analdgico, analégico com
complementagao de ponte ou digital), a placa de aquisi¢io e a porta em
que o sensor esta conectado. Isso é realizado através da janela que se

abre ao clicar no botao "Add sensor".

Test Settings =
Start Testnr. # 4 Add Sensor - X Time history
Correlation
Save As St # . .
Acquistion frequency (Hz): | 1000 o ereermr Sensor information P

Samples per test 4088 Device:  |pevi ~
1

Type: |Analog hd

Number of tests: 20

o / Channel: |ai2 52

08
|2 - Dev/ail
0.7
Ok Cancel
06
05
04—
03
Edit Remove 02F
01
0 1 Il Il 1 Il Il 1 Il Il ]
o 01 02 03 04 05 06 07 08 09 1

Figura A.3: Adi¢do dos sensores utilizados no teste.
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3. Uma vez que todos os sensores estao listados, o teste pode ser inicializado

clicando em "Start".

4 OMA_acquisition

Test Settings

Save As

Testnr 4

Sensornr. |

Display

Time history
Correlation

PSD

Acquisttion frequency (Hz): 1000
Samples per test: 4096
1
Number of tests: 20
e
08
2 - Deviiail
3-Devifa2 07
4-Deviiald
S -Devliai4
6 - Devifais Lo
7 -Deviiais
05
04
v 03
Edt Remove 02
01
o Il
0 01

Figura A.4: Inicio da aquisicao dos dados.

03

05

06

08

09 1

4. Ao completar a quantidade de amostras de um teste (definido na etapa 1),

os resultados para cada sensor podem ser observados de diferente formas:

no tempo, na forma de fungoes de correlagoes e na forma de densidades

espectrais de poténcia. Nas func¢oes de correlacao e densidades espectrais,

os calculos sdo realizados utilizando os testes anteriores (fazendo médias)

enquanto no grafico das amostras no tempo apenas o atual teste é

utilizado.

(4 OMA_acquisition

Test Settings
Start
Acquisition frequency (Hz): | 1000 Save As
Samples per test: 4096

Testar. g

Sensormr. |2

Xim.

¥ fim.

Win. Max
0 4085

-0.0275110.030884

7

@) fime historg

Humber of tests: 20

Add sensor

0.02 |

Edit Remove

Figura A.5: Grafico das amostras obtidas

05

25

no tempo.
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(4 OMA_acquisition
Test Settings

Acquistion frequency (Hz): | 1000
Samples pertest | 4095

Humber of tests: 20

Edit Remove

133

Figura A.6:

4 OMA_acquisition
Test Settings

Acquisiion frequency (Hz): | 1000
Samples pertest | 4096
Humber of tests: 20

Add sensor

_Devifail
- Devifait
- Deviraz

-Devirai
- Deviraid
-Devifas
-Devifa

Edit Remove

Min Max =

Start Testnr. qg Xim | 2048 | 2047

Save As. Sensornr. |2 ~ ¥ lim. |-8.9568e-0.000117:
x‘1D'5 . . ~
L | |
i |'| H‘ ﬂ l
r Il || I 1 l\"\ ‘ﬂ b
[ | | | I ‘ |‘ 1 \‘ \‘ |ﬁ\ 10 E

m\‘\\ AL 1

i AL ‘H \‘\lu‘um‘mw.ﬂ.

. AL \ | \||\|‘.|‘|M[\,/'\M
’V\/V\f/“ ww““\‘\"|‘\\| ‘\'\ IV

\J,w H."\H‘ \ “H \‘I HI\\HHIJVM
2l ‘u [
| | I |
| ' H ‘I || H ‘| ‘ ‘ U ' |
7\ Il 1 1 U\"‘ Il Il Il \7
-2 1.5 -1 05 0 05 1 15 2
Funcao de correlacao das amostras coletadas.
- X

Display

/

W L.
V’J l\v‘ il ‘”Wdl'\;WM.n;v’“'-vf*c“f"‘\wmnwﬁww’”"wwmwwwwww

Min. Max
Start Testnr. g Xlim. 0 asg| () Time histary
() Correiation
Save As.. Sensornr. |2 ~ Yim. | -200 0
I
i
I

100

150

Figura A.7: Densidade espectral de poténcia das amostras coletadas.

5. Ao acabar todos os testes o botao "Save'é habilitado, permitindo que as

amostras e suas estatisticas sejam salvas em formato ".mat".
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Test Settings

Acquistion frequency (Hz): | 1000
Sampies pertest | 4069
Number of tests: 20

Add sensor

2- Devi/ail
3-Devila2
4 Devi/aid
5 - Devifaid
- Devi/ais
7-Deviiai

1-Devirail ~

Edit Remove

134

Disal
Sl 140 Save Warkspace Variables X
A |« PUC 5 Pesquisa » Software v &/ | Pesquisar Software r
Organizar v Nova pasta = @
0 ~  Nome Data de modificag... Tipo
# Acesso rapido
20F . 1 OMA test 1 MATLAB Dat;
=0 [ Area de Trabz # e = e
£) Pa_verticall-1 z MATLAE Data
40 * Downlosds 4 &) Pa_verticall-2 2 MATLAE Data
|5 Documentos &) pa_verticall-3 2 MATLAE Data
60— &= Imagens * 5 Pa_vertical2-1 P MATLAB Data
aero &) Pa_vertical2-2 z MATLAB Data
| r'\ Apendice
Pl }w &/ apendicea
W\ & Relstorio3
L N
=D l]’., L \ 23 Dronbox v < >
f LT W
140 4 Nome: | OM#_test o
a0 o
Tipo: | MAT-files (*.mat) v
160 -
N —— Concelr
-180 -
200 ; L
o 50 100 150

Figura A.8: Salvamento das amostras coletadas durante os testes.


DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 1612640/CA


B
Artigos produzidos

VO/0Y9ZTIT oN [enbiqoedesnniad -o14-oNd


DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 1612640/CA


Apéndice B. Artigos produzidos 136

PUC-Rio- CertificagaoDigital N° 1612640/CA

DINAME 2017 - Proceedings of the XVII International Symposium on Dynamic Problems of Mechanics
A. T. Fleury, D. A. Rade, P. R. G. Kurka (Editors), ABCM, Sao Sebastiao, SP, Brazil, March 5-10, 2017

DINAME 2017

Operational modal analysis under wind load using stochastic sub-
space identification

Gustavo B. Wagner', Damien Foiny', Rubens Sampaio', Roberta Lima!

I Pontificia Universidade Catélica do Rio de Janeiro - Rua Marqués de S&o Vicente, 225, Gavea - Rio de Janeiro, RJ
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Abstract: The extraction of modal parameters from a real structure represents an important step in modal analysis.
When only the output signal is available in an experiment, the system identification process is referred as operation
modal analysis (OMA). Applications of those cases are fond for structures where the ambient excitation (wind, traffic,
waves, nearby systems, etc.) can not be removed or is the only possible one. Since the input signals can not be measured,
some assumptions in their random nature are needed together with a stochastic modeling of the system. Among several
methods, the stochastic subspace identification (SSI) has shown to be a consistent one and, therefore, was chosen to
be used in this paper. Here, the modal analysis of a system under wind load is studied. The fluid-structure interaction
force is usually not easy to be represented and its whiteness (assumption made in most of OMA methods) can not be
easily conformed. Therefore, a two floor building model is used for an experimental validation, where different fluid-
structure interactions were created. The paper begins with a presentation of the discrete state space model followed
by the SSI theory. Two popular SSI algorithms are presented: covariance-driven and data-driven. A efficient way to
correctly select the modal parameters is discussed together with a procedure to analyze the results. To exemplify the
identification process, experimental results are shown and the identified parameters are listed. As conclusion, the wind
has shown to be a good excitation source for OMA once the system has been correctly identified.

Keywords: Operational modal analysis, System identification, Stochastic subspace methods, wind excitation, experi-
mental validation

INTRODUCTION

Operational Modal Analysis (OMA) consist in finding the dynamic characteristic of a structure through its modal
parameters using output-only signals. Differently from the classical approach of Experimental Modal Analysis (EMA),
where the input signal are also measured, OMA only uses the stochastic nature of the inputs, assumed to be random due
the ambient conditions. This fact allows system identification to be done under circumstances where EMA is limited,
which includes: large and heavy structures, where a controlled input is hard to apply and expensive, and identification of
systems under operational conditions, where interferences from the location can not be eliminated.

With its majors developments happening in the early 1990s, applications of OMA in the structural dynamic field is far
from reaching its total potential. Nowadays, OMA has been used as tool in two main areas. The first is in the model vali-
dation of large structures such as bridges, tall buildings, stadiums and oil rigs (Rainieri and Fabbrocino, 2014)(Rodrigues,
2004)(Brincker and Ventura, 2015). Those structures have in common the heavy weight and an acting ambient forces.
The excitation sources can be the wind, traffic, and waves which are difficult to model and measure. Therefore, OMA
methods for parameters estimations suits very well in those cases (Reynders et al., 2016) (Reynders et al.,2008a). Recent
articles have also focused on the variance estimation of the modal parameters. Mellinger et al. (2016), for example,
measured the uncertainties in the modal parameter of an aircraft during in-flight tests. OMA has also been developed in
the recent years for the field of structural health monitoring (SHM)(Liu, 2011)(Farrar and Worden, 2013)(Deraemacker
and Worden, 2010). SHM is done by a periodic modal identification, which evaluates a possible change in the modal
parameters. Cracks, corrosion, unfastened bolts, etc. usually reduces the system stiffness modifying natural frequencies
and mode shapes.

The purpose of this article is to demonstrate a complete procedure for system identification of a real structure under
wind load using stochastic subspace method. Becoming popular in the 2000s, stochastic subspace identification (SSI)
consists in a collection of techniques that can be formulated in a consistent framework, where properties of the system
can be estimated through a matrix subspaces. The two principal subspace algorithms found in the literature are the
covariance-driven and the data-driven, which consist in estimating the system controllability matrix using covariance
matrices or orthogonal projections of the output signals. For a clear understanding of such methods, the extension of the
state space model are done by arranging the data in Hankel matrices. The method performance heavily depends in the
Hankel matrices dimensions, and therefore are parameters that need to be carefully chosen.
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Dynamical Systems Identification with Smooth Decomposition
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Abstract: Smooth Decomposition (SD) is a multivariate data or statistical analysis method to find normal modes and
natural frequencies in an spatial data field. The projection used for this method is made such as it keeps the maximum
variance possible for the displacement vector and also as it keeps the smoothest motions along time. From this method
we can get the "energy" participation in the response of each normal mode during the simulation or the experimental
test which can be a relevant information to validate results concerning the identification process. This method of
identification can be used for linear and nonlinear systems and uses only output data given that the excitation satisfies
some properties normally met by a well chosen random excitation, as a white noise, for example. The objective of this
method is to identify systems from their displacement field under ambient excitation which, in many cases, can be hard
to compute or to describe. As the method is only based on the covariance matrices of the displacement field and the
corresponding velocity field, it is no needed further considerations and approximations. In this point the method is a
great tool for modal analysis and system identification. In this paper, the presentation of the method is firstly done which
will show us how we can interpret the results of SD for different systems and then the application of SD on simulated
multi-DoF damped and undamped systems is performed and discussed to understand how SD can be a great tool for
modal analysis. A discussion about the quality of the excitation is also performed.

Keywords: Smooth Decomposition (SD), System Identification, Operational Modal Analysis (OMA), Nonlinear Pa-
rameters Identification

INTRODUCTION

The Smooth Decomposition (SD) is a statistical analysis technique for finding structures in an ensemble of spatially
distributed data such that the vector displacement not only keeps the maximum possible variance but also the motion, as
the velocity field, is as smooth in time as possible. Closely related with the SD are the dual smooth modes used in the
framework of oblique projection to expand a random response of a system. The concept of dual mode with the associated
decomposition defines a tool that transforms the SD in an efficient modal analysis tool. This method of identification
can be used for linear and nonlinear systems and uses only output data as soon as the excitation satisfies some properties
normally met by a well chosen random excitation, as a white noise, for example.

The main properties of the SD are discussed and some optimality characteristics of the expansion are deduced. The
parameters of the SD (using the dual smooth modes and the smooth values) give access to a modal parameters of a
linear system in terms of mode shapes, resonance frequencies and modal energy participations. This part is a remarkable
improvement with respect to the standard modal analysis methods. This novel modal analysis of a linear system is
illustrated by examples.

One of the examples, to show the main features of the method, is a simple multi-DoF undamped system subject to
a random excitation that is identified from the output signal. Then, more complex examples of a multi-DoF system are
identified. A discussion concerning the difficulty to identify systems with high damping coefficient is made. We also
study a case which can be a first step before considering continuous systems with the partially observed case. Finally we
will discuss about the importance of the excitation quality for such a method.

It is interesting to say that this is a new method, not yet compared with the methods known in the literature as
Operational Modal Analysis (OMA). So far the only association between SD and OMA is the fact that both methods use
output signals for the identification and they require random excitation. However the theories are different. SD is a type of
Karhunen-Lo¢ve Decomposition, using correlations and projections in the modes whereas OMA uses the controllability
matrix and correlations of the measured signals that are not necessarily the state of the system.

DESCRIPTION OF THE SMOOTH DECOMPOSITION METHOD

First we will present the basis of this method and its main objective. There is already another well known method
called the "Karhunen-Loéve Decomposition (KLD)" or the "Proper Orthogonal Decomposition (POD)" used to analyze
random data. This method is not presented in this article. The main objective of KLD or POD consists in finding the base
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ABSTRACT

The smooth orthogonal decomposition (SOD) method has been studied in the last past years as an output-
only modal parameters identification technique for linear normal modes and natural frequencies extrac-
tion. Seen as a variant of the proper orthogonal decomposition (POD), the SOD method consists in the
identification of a projection base that not just maintain the maximum variance of a scalar field, but also
perform it in the smoothest possible way. In this paper a new implementation of the method is proposed
to overcame its noise sensitivity problem. This new implementation also allows the modal parameters
uncertainties to be quantified. With a numerical simulation and an experimental test, the method’s per-
formance is demonstrated and validated.

Keywords: smooth orthogonal decomposition, system identification, noise control

1. INTRODUCTION

In operational modal analysis (OMA), orthogonal decomposition methods are a recent family of identifi-
cation techniques based on a multivariate statistics method. They all have been developed as extension of
the proper orthogonal decomposition (POD) to overcome some of its limitations when applied to modal
analysis. For linear structures, POD requires a priori knowledge of the system’s inertial matrix to relate
the proper orthogonal modes (POMs) to the linear normal modes (LNMs), as presented in [1][2][3].
Another inherent limitation consists in the fact that the proper orthogonal values (POVs) contains only
informations about the energy of the POMs in the acquired data, and therefore are not uniquely related to
them. Those disadvantages were first overcome by the smooth orthogonal decomposition method (SOD)
in [4] and after by the state-variable modal decomposition method (SVMD) in [5][6].

The smooth orthogonal decomposition (SOD), also known as smooth Karhunen-Lo¢ve decomposition
[7], consists in the identification of a projection base that not just maintain the maximum variance of
a scalar field (in case of modal analysis, the structure displacement, velocity or acceleration), but also
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Abstract System identification is an important step when performing modal analysis. When
dealing with structures where only the response signal are measured, the identification tech-
nique is addressed in the literature as operational modal analysis (OMA). Applications
of those cases are found for structures where the ambient excitation (wind, traffic, waves,
nearby systems, etc.) can not be removed or is the only possible one. Since the input signals
can not be measured, some conditions in their random nature must be fulfilled together with
a stochastic modeling of the system. In this paper, the modal parameters of a small wind tur-
bine are extracted using the stochastic subspace identification (SSI) method which became
popular thanks to its consistency and robustness. Two of the most popular SSI algorithms,
covariance-driven and data-driven, are presented. The wind was chosen to be the random
excitation and it allowed the modal identification to be performed in this paper prescribed
frequency band. A procedure to analyze and validate the experimental results is also given.

Keywords Operational modal analysis - Stochastic subspace - Wind excitation - System
identification - Wind turbine blade

1 Introduction

Operational Modal Analysis (OMA) consist in finding the dynamic characteristics of a struc-
ture through its modal parameters using output-only signals. Differently from the classical
approach of Experimental Modal Analysis (EMA), where the input signals are also mea-
sured, OMA only uses the stochastic nature of the inputs, assumed to be random and excite
all the modes in the prescribing frequency band. This fact allows system identification to be
done under circumstances where EMA does not work properly, which includes: large and
heavy structures, where a controlled input is hard to get and expensive, and identification
of systems under operational conditions, where interferences from the ambient can not be
eliminated.
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Abstract In the last past years, the Smooth Orthogonal Decomposition (SOD) has been
studied as an output-only modal analysis technique. It consists in a multivariate statistics
method that has been formulated as an extension of the Proper Orthogonal Decomposition
by adding a constraint on the decomposition’s smoothness. The benefits of this extension
are: the possibility of a direct estimation of the system’s natural frequencies and the identifi-
cation of the normal modes without the necessity of a priory knowledge of the mass matrix.
The SOD’s projection basis is defined as the basis that maintains the maximum variance of
a scalar field and also performs it in the smoothest possible way in relation to time. With the
formulation developed by this definition, the amount of identified modes with this method
is restricted by the number of system’s measured responses. Another characteristic of this
method is the fact that the identification of the modal parameters is always performed in an
ascending order in relation to the natural frequencies. This means that the modes with higher
natural frequencies can only be identified after the lower ones. Therefore, the identification
of high frequency modes is only possible when the amount of measured responses exceeds
the number of lower frequency modes. This limitation is overcome in this paper by present-
ing a new way to implement the SOD with the addition of a sliding band pass filter. This
new process also allows a stabilization diagram to be constructed.

Keywords Smooth Orthogonal Decomposition - Operational Modal Analysis - System
Identification - Sliding Filter - Stabilization Diagram

1 Introduction

In operational modal analysis (OMA), orthogonal decomposition methods are a recent fam-
ily of identification techniques based on a multivariate statistics method. They all have been
developed as extensions of the Proper Orthogonal Decomposition (POD) to overcome some
of its limitations when applied to modal analysis [1—4]. The Smooth Orthogonal Decompo-
sition (SOD), also known as smooth Karhunen-Loeve Decomposition [5], is a method that
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Abstract

Smooth Decomposition (SD) is a multivariate data or statistical analysis method
to find normal modes, natural frequencies and energy partition in a spatial data
field. The projection used for this method is chosen to keep the maximum
variance possible for the generalized displacement vector and also to keep the
smoothest motions along time. This method gives the “energy” participation
of each normal mode in the response during the simulation or the experimental
test which is a crucial information for identification of non-linear systems. This
method of identification can be used for linear and nonlinear systems (since
we do have access to the energy partition) and uses only output data provide
the excitation satisfies some properties normally met by a well chosen random
excitation, as a white noise, for example. The objective of this method is to
identify systems from their generalized displacement field under ambient exci-
tation which, in many cases, can be hard to compute or to describe. As the
method is only based on the covariance matrices of the generalized displace-
ment field and the corresponding velocity field, no further considerations and
approximations are needed. Due to this feature, the method is a great tool for

modal analysis and system identification. In this paper, the presentation of the
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