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Resumo

Herrera de Figueiredo, Alice; Celes Filho, Waldemar. Campos
de direcionalidade na geragao e avaliacao de malhas de
quadrilateros. Rio de Janeiro, 2017. 59p. Dissertacao de Mestrado
— Departamento de Informatica, Pontificia Universidade Catélica do
Rio de Janeiro.

Um dos principais desafios para a geracao de malhas de quadrilateros
é garantir o alinhamento dos elementos em relacao as restrigoes do dominio.
Malhas nao alinhadas introduzem problemas numéricos em simulagoes que
usam essas malhas como subdivisao do dominio. No entanto, nao existe
uma métrica de alinhamento para a avaliacdo de qualidade de malhas
de quadrilateros. Um campo de direcionalidade representa a difusao das
orientagoes das restrigoes no interior do dominio. Kowalski et al. usam
um campo de direcionalidade para particionar o dominio em regides
quadrilaterais. Neste trabalho, reproduzimos o método de particionamento
proposto por Kowalski et al. com algumas alteragoes, visando reduzir o
numero final de parti¢goes. Em seguida, propomos uma métrica para avaliar
a qualidade de malhas de quadrilateros em relacao ao alinhamento com as

restri¢coes do dominio.

Palavras-chave

Particdo de Dominio; Malha;  Quadrilatero.


DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 1512330/CA


PUC-RIo- CertificagaoDigital N° 1512330/CA

Abstract

Herrera de Figueiredo, Alice; Celes Filho, Waldemar (Advisor). Di-
rectionality fields in generation and evaluation of quadri-
lateral meshes. Rio de Janeiro, 2017. 59p. Dissertacao de Mestrado
— Departamento de Informatica, Pontificia Universidade Catélica do
Rio de Janeiro.

One of the main challenges in quadrilateral mesh generation is to
ensure the alignment of the elements with respect to domain constraints.
Unaligned meshes insert numerical problems in simulations that use these
meshes as a domain discretization. However, there is no alignment metric
for evaluating the quality of quadrilateral meshes. A directionality field
represents the diffusion of the constraints orientation to the interior of the
domain. Kowalski et al. use a directionality field for domain partitioning into
quadrilateral regions. In this work, we reproduce their partitioning method
with some modifications, aiming to reduce the final number of partitions.
We also propose a metric to evaluate the quality of a quadrilateral mesh

with respect to the alignment with domain constraints.

Keywords

Domain Partitioning; Mesh; Quadrilateral.
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1
Introducao

A discretizagao de dominios em malhas é uma tarefa central nas simulagoes
numéricas em engenharia baseadas no método dos elementos finitos para a
solucao de sistemas de equacoes diferenciais parciais. Elementos quadrilaterais e
hexaedrais sao preferidos por terem melhores fungoes de interpolacao. Quando
comparados com tridngulos, elementos quadrilaterais tendem a ser mais estaveis
e precisar de menos refinamento (12). Além disso, a conversao de quadrildteros
em tridngulos é mais facil do que ao contrario.

Neste trabalho, focamos na geracao de malhas de quadrilateros utilizando
como base o trabalho de Kowalski et al. (9), que apresenta um método
para particionar o dominio em regides quadrilaterais utilizando o conceito
de direcionalidade. A partir de uma malha de tridngulos, o método gera um
campo de direcionalidade, através da resolucao de uma equacao diferencial
parcial. Em seguida, utiliza as informagoes do campo de direcionalidade para
achar os pontos de singularidade do campo e gerar separatrizes. As separatrizes
sao as linhas de fluxo que irdo particionar o dominio em regioes quadrilaterais.
Como essas regioes respeitam o campo de direcionalidade, qualquer método
de mapeamento direto gera uma boa malha de quadrilateros, como ilustra a

Figura 1.1.

N

Figura 1.1: Exemplo de decomposi¢ao do dominio em regides quadrilaterais e
geragao da malha de quadrilateros (9).

As principais contribui¢oes desta dissertagao sao:

— Revisitagao do trabalho de Kowalski et al. (9), que consistiu na implemen-
tacdo do método juntamente com modificagdes necessarias e apropriadas

para dominios com restrigoes.

— Proposta de nova métrica de qualidade que avalia o alinhamento de

malhas quadrilaterais.
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Esta dissertacao esta organizada da seguinte forma: no Capitulo 2 apre-
sentamos alguns trabalhos relacionados a geragao de malhas de quadrilateros,
com o foco em métodos que respeitam o alinhamento da malha em relagao
as restrigoes. Nesse capitulo, também damos uma visao geral das métricas de
qualidade existentes e concluimos que nao existe uma métrica para avaliagao
de qualidade de alinhamento. No Capitulo 3, explicamos com detalhes o tra-
balho de Kowalski et al. (9) e as modificagoes da nossa implementacao. No
Capitulo 4, propomos uma nova métrica de qualidade que avalia o alinhamento
de malhas quadrilaterais. No Capitulo 5, apresentamos as consideracoes finais,

as contribuicoes e alguns possiveis trabalhos futuros.


DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 1512330/CA


PUC-RIo- CertificagaoDigital N° 1512330/CA

2
Trabalhos relacionados

Nesta se¢ao, apresentamos brevemente alguns trabalhos relacionados a
geragao de malhas de quadrilateros e avaliagdo de qualidade de malhas de

quadrilateros.

2.1
Geracao de malhas de quadrilateros

A geracao de malhas de quadrilateros é um assunto que ja foi muito
estudado, porém ainda existem muitos desafios, como, por exemplo, a geracao
de malhas alinhadas com as restrigoes (da fronteira e internas) para dominios
complexos. O alinhamento de elementos de uma malha em relacao as restri¢oes
do dominio é muito importante tanto na area de modelagem (4), para respeitar
as formas, quanto na area numérica, para melhor capturar variagoes do fendmeno
fisico (18).

O algoritmo paving, introduzido por Blacker e Stephenson (3), enfileira
quadrildteros ao longo das restrigoes (externas e internas) e avanga com essa
fileira para o interior do dominio, tratando problemas de intersecao de elementos,
se houver. O método respeita o alinhamento em relacao a geometria e orientacao
das restrigoes. Existem varios trabalhos que exploraram o método paving, de
Blacker e Stephenson (3). White e Kinney (25) propéem um método em que a
geracao da malha é realizada elemento a elemento e nao linha a linha, como
no original. Recentemente, Park et al. (15) possibilitam a aplicagdo do método
paving em dominios que tém restrigoes nao-fechadas (open boundary).

Para tratar dominios com restrigdes complexas, Aratjo e Celes (1)
apresentam um método automatico para geragao de malhas de quadrilateros
chamado de geracao a posteriori, em que restricoes do dominio sao inseridas
iterativamente na malha. Para isso, o método parte de uma malha triangular
que é deformada localmente para satisfazer cada restricao inserida. Apés as
inserc¢oes, utilizam-se algumas heuristicas para transformar a malha triangular
em uma malha quadrilateral. Pochet et al. (16) propoem um método direto para
geracao de malhas de quadrilateros, recebendo como entrada um conjunto de
restricoes geométricas. Em seguida utilizam a estrutura quadtree para adaptar

e subdividir o dominio em torno das restrigoes. Esses dois métodos, no entanto,
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assumem um alinhamento da malha com as dire¢oes cartesianas.

Métodos de mapeamento direto garantem alinhamento, mas precisam que
o dominio seja particionado. Muitos trabalhos usam o eixo medial ou esqueleto
para subdividir o dominio (19). Entretanto, o eixo medial ndo é estavel: uma
mudanca pequena no dominio pode influenciar muito no esqueleto. Além disso,
as regioes geradas normalmente nao tém quatro lados, entao nao sao totalmente
adequadas para gerar malhas de quadrildteros estruturadas.

Ray et al. (17) apresentam o conceito de n-symmetry direction field, que
é um campo com dire¢des invariantes em %’r rotagoes. Para NV = 1, temos um
campo vetorial; N = 2 um campo de linha e N = 4 um campo de cruz (14).
Bommes et al. (5), Tarini et al. (20) e Kowalski et al. (9, 10, 11) utilizam esse
conceito de campo de cruz para particionar um dominio no plano ou no espago
em regioes adequadas para geragao de malhas de quadrilateros ou hexaedros.
A partir de uma malha de tridngulos ou tetraedros, eles geram um campo
de direcionalidade que preserva as informacoes das restricoes e do dominio.
Com as informacoes desse campo, é possivel gerar linhas que vao subdividir
o dominio em regioes que sao sempre quadrilaterais. Uma vez subdividido o
dominio, gera-se a malha de quadrilateros usando um método de mapeamento
direto, como o mapeamento transfinito bilinear. Neste trabalho, exploramos
essa ideia de parti¢cdo do dominio a partir do campo de direcionalidade, usando
como base os trabalhos de Kowalski et al. no plano (9) e no espago (11).

Miranda e Martha (8) apresentam um método para gerar malhas de
quadrilateros baseado em uma decomposicao hierarquica de dominio, em que
ao chegar no tultimo nivel é possivel gerar elementos quadrilaterais usando uma
estratégia de mapeamento convencional. Algoritmos de mapeamento direto
impdem a restricdo de que o nimero de subdivisoes de duas curvas de bordo
opostas devem ser iguais. O método proposto por Miranda e Martha elimina

essa restricao.

2.2
Métricas de qualidade de malhas de quadrilateros

Existem diferentes formas de avaliar a qualidade de uma malha de
quadrilateros. A mais intuitiva é avaliar a valéncia de cada vértice, ou seja,
o numero de arestas incidentes em cada vértice. Para que uma malha de
quadrilateros seja regular, a valéncia de todos os vértices deveria ser 4. Assim,
muitos trabalhos analisam o quanto as malhas geradas estao proximas de serem
regulares (1).

Uma outra métrica de qualidade é calcular o dngulo minimo formado

entre as arestas que definem cada quadrilatero. O que se espera avaliar é a
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quantidade de elementos que tém um angulo minimo mais perto de 90°, pois
isso significa que os elementos estdo mais perto de serem quadrados (1, 9).

A métrica de qualidade Jacobiana é utilizada em elementos finitos e é usada
para analisar o desvio de um dado elemento da malha em relagdo a um elemento
ideal. Os valores Jacobianos estdao no intervalo [—1, 1], onde 1 representa um
elemento ideal. Para analisar o valor Jacobiano de um elemento basta mapear
as coordenadas paramétricas do elemento ideal para as coordenadas globais
onde o elemento real é definido. O determinante do Jacobiano esta relacionado
com o quanto o elemento se deformou para ir das coordenadas paramétricas
para as coordenadas globais (9).

O trabalho de Pochet et al. (16) utiliza outra métrica de qualidade, que
avalia o fator de distorcao. Para cada elemento, calcula-se o desvio d; entre
90° e cada angulo ;. O fator de distor¢ao é f = /3, 02. O melhor fator de
distorcao é f = 0, pois um quadrilatero perfeito tem seus quatro angulos iguais
a 90°. Por outro lado, se um elemento é deformado, seus angulos terao d; = 90°,
entdo f = 7. Assim, f € [0,7] e um elemento terd boa qualidade se f = 7.

A Tabela 2.1, extraida de (2), lista diferentes métricas de qualidade para

elementos em malhas de quadrilateros.

Métrica Dimensao | Intervalo | Intervalo Aceitével
Razdo de Aspecto LY 1, oo 1, 4]
Inclinacio LY 0,1] 0,0.5]
Taper L° [0, <] [0,0.7]
Warpage LY 0, 1] 0.9,1.0]
Area L? [—00, 0] nenhum
Esticamento LY 0, 1] [0.25,1.0]
Angulo Minimo graus 0, 90] [45,90]
Angulo Maximo graus [90, 360] [90, 135]
Ntimero de Condigao LY 1, 00] 1,4]
Jacobiano L? [—00, 00 nenhum
Jacobiano Escalado LY [—1,1] (0.5, 1.0]
Cisalhamento LY [0, 1] 0.3, 1.0]
Formato LY 0,1] 0.3,1.0]
Tamanho Relativo LY 0,1] 0.3, 1.0]
Cisalhamento & Tamanho LY 0,1] [0.2,1.0]
Formato & Tamanho LY 0,1] 0.2,1.0]
Distorgao L? —1,1] 0.6, 1.0]

Tabela 2.1: Métricas de qualidade para malhas de quadrilateros (2).

Na tabela, vemos a dimensao, o intervalo de valores possiveis e o intervalo
de valores aceitaveis para que seja considerada uma malha com boa qualidade.

Cada métrica é descrita a seguir:


DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 1512330/CA


PUC-RIo- CertificagaoDigital N° 1512330/CA

Capitulo 2. Trabalhos relacionados 16

— Razao de Aspecto: Maior razao entre os tamanhos das arestas de um

quadrilatero.

— Inclinagao: Maior |cos A, em que A é o dngulo entre as arestas de um

quadrilatero.

— Taper: Maior razao entre os tamanhos das arestas opostas de um

quadrilatero.

— Warpage: Cosseno do menor angulo dihedral formado pelos planos em

diagonais que se interceptam.
— Area: Jacobiano.

— Esticamento: Raiz quadrada da razao entre a aresta de menor tamanho e

a diagonal de menor tamanho.
— Angulo Minimo: Menor angulo interno.
— Angulo Maximo: Maior angulo interno.
— Numero de Condig¢ao: Maior niimero de condicao da matriz Jacobiana.

— Jacobiano: Volume minimo do mapeamento entre os cantos e o centro do

quadrilatero.

— Jacobiano Escalado: Menor Jacobiano dividido pelo tamanho dos dois

vetores da aresta.
— Cisalhamento: 2/Ntmero de condi¢do da matriz Jacobiana antissimétrica.
— Formato: 2/Numero de condigdo da matriz Jacobiana com peso.

— Tamanho Relativo: min(J,1/J), onde J é determinante da matriz

Jacobiana com peso.

— Cisalhamento & Tamanho: Produto entre o cisalhamento e o tamanho

relativo.
— Formato & Tamanho: Produto entre o formato e o tamanho relativo.

— Distorgao: 4 min(|.J|)/area atual

Todas essas métricas sao locais, avaliando a qualidade dos elementos
localmente, sem avaliar a malha globalmente. Nenhuma dessas métricas avalia
o alinhamento da malha. Este trabalho propde uma nova métrica para avaliar
alinhamento da malha com as restricbes do dominio, que serd explicada no
Capitulo 4.
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Particao do dominio em regides quadrilaterais

A primeira etapa deste trabalho consistiu em revisitar o trabalho de
Kowalski et al. (9). Neste capitulo explicaremos com detalhes o método
original proposto em (9) e explicaremos as alteragdes que fizemos na nossa
implementagao. A seguir, discutiremos os resultados obtidos.

O artigo de Kowalski et al. (9) apresenta um algoritmo para particionar
um dominio €2 no plano em regides apropriadas para a geracao de malhas de
quadrilateros. A partir de uma triangulagao uniforme do dominio €2, o algoritmo

se divide nas seguintes etapas, ilustradas na Figura 3.1:

a,b: Geracao de um campo de direcionalidade de €2, resolvendo uma equagao

diferencial parcial para propagacao dos vetores de representacao.

c: Localizagao das singularidades do campo e das separatrizes que as

conectam, particionando {2 em regioes quadrilaterais.

d: Geracao de uma malha de quadrilateros por um mapeamento estruturado

em cada regiao quadrilateral.

P IR,
1 1] 2RSS S S
Nt M AT PRS2 S SIS BV
“ R N L P x*-\"\,‘\'++1++++++$_,_$*x
oA P 0 RS T4 YT e i AR
PR Sl \g + s, \,\; J:;‘;’o- XXX :*¢1+:+1"’:+**‘Z‘ KT,
- NN /,' F o AN TN XXX X AT T+ F AR AKX
SN S o
4 e D77 250 S SN VAR N KL R X R IR b F R XX e X x
/ 4 J >t L 2 1 \1 FF A AR +++++'H'+++ 4+ XX X X x
f P~ o s S A ; 1 DT T Sl s P 0 il ¥
f v NS ST = ! T e il e e 3¢
L WS ST T e A L kB A L e el
N = . RS SIS fana e UG RS ++ it R 3
e e s B S S SRS e o
SSSEESET T el
bt — b, ' -
oSS o R —r = 2 Ll e AR A Vo S s s Ak 2
(a) Vetores de representagao. (b) Campo de direcionalidade.

(c) Particdo em regides quadrilaterais. (d) Malha de quadriléteros.

Figura 3.1: As etapas do método de Kowalski et al. (9).
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3.1
Campo de direcionalidade

Kowaslki et al. (9) apresentam o conceito de direcionalidade (directio-
nality), que guia o seu trabalho. A criagdo de um campo de direcionalidade
tem como objetivo propagar as orientagoes das restrigoes para o interior do
dominio. As restri¢oes sao a fronteira do dominio e algumas arestas do interior
pré-definidas. A vantagem e uma das razoes de se usar a direcionalidade é que
ela é continua nos cantos retos (nem todos os campos vetoriais sao continuos;
por exemplo, o campo do vetor tangente) e, consequentemente, continua em
regides quadrilaterais. Vemos na Figura 3.2 um exemplo de um dominio com

as tangentes das restrigoes, podemos ver a descontinuidade no campo.

R
- -
- —

1
A
1
5
} 1
(b)

Figura 3.2: Campo do vetor tangente é descontinuo em segmentos perpendicu-
lares na fronteira do dominio.

Um vértice regular P no interior de uma malha quadrilateral tem valéncia 4
e as quatro arestas incidentes a P podem ser vistas como dois conjuntos de
arestas opostas. P ¢ a intersecdo dos dois conjuntos, que podem ser vistos como
uma discretizacao de uma curva. As tangentes dessas curvas em P podem ser
descritas como uma cruz.

Obtém-se um angulo # entre uma dessas tangentes e uma direcao fixa
(Kowaslki et al. (9) escolheram como direcao de referéncia a dire¢ao do eixo x).

Um novo vetor é construido usando #:
Uo = (cos 6, sin0) (3-1)

A partir do vetor v é possivel construir a direcionalidade. A direcionali-

dade correspondente ao angulo 6 € [0, 7) ¢ definida como:

. krm ) Er\\©
Cy =< U = | cos 0+? , sin 6+7 O0<k<3 (3-2)

Dado o angulo 6 referente a v, os angulos dos vetores seguintes v7, v, U3 sao

construidos da seguinte forma:
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Ori1 = (O + g) mod 2r onde 6y, =60, 0<k<2 (3-3)

Assim, a direcionalidade tem formato de uma cruz, pois os vetores consecutivos
sao ortogonais entre si ja que seus angulos diferem por 7. A Figura 3.3 ilustra a
direcionalidade na fronteira; vemos que a direcionalidade é continua nos cantos
retos.

****+++++++++*++
XX %
X

A

a1
% %, +
.Jr
+

« X
* X
* X
+ X
+ X
+ he
+ &

><X
X

+ +
i : ~+—++++
L e A e 2

(a) (b)

Figura 3.3: A direcionalidade é continua em segmentos perpendiculares na
fronteira do dominio. O vetor ¥y esta destacado em vermelho.

Como a direcionalidade é composta por quatro vetores, isso dificulta
o célculo de interpolagao. Para facilitar, Kowaslki et al. (9) criaram uma
representacao vetorial da direcionalidade, chamada de vetor de representagdio
(representation vector). O mapeamento entre o vetor de representacgio e a
direcionalidade é feito usando os angulos descritos acima. A férmula que

converte a direcionalidade Cy em seu vetor de representagao v, é:
U, = (cos(#,),sin(f,)) onde 6, = (46;) mod 27, 0<k <3 (3-4)

Isto é, 6, é o angulo que o vetor de representacao da direcionalidade faz com o
eixo de referéncia (eixo x, no caso). Isso significa que o 6 usado na Equagao 3-2
¢ 60 =2 (pois k =0).

Assim, quando um vetor de representacdo sofre uma rotacdo de 2,
s
5
representacao tem continuidade em segmentos perpendiculares na fronteira do

a sua direcionalidade sofre apenas uma rotacao de Z. Note que o vetor de
dominio, pois o vetor de representacao tem orientagao igual a 46, sendo 6 o
angulo entre os segmentos de reta e o eixo x. A Figura 3.4 ilustra os vetores de

representacao nas restrigoes e sua continuidade nos cantos retos.
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7
#
o

T |

=]
e R e S
(a) (b)

Figura 3.4: O vetor de representacao é continuo em segmentos perpendiculares
na fronteira do dominio.

v1vif3 Wvs 1 Yo e V0 7 Vov3
— v -— . —
' 1)62 V1><’2 VD%Q l vit V2
(a) (b) (c) (d) (e)

Figura 3.5: Exemplos de direcionalidade e seus vetores de representagao (9).

Na Figura 3.5 podemos ver exemplos de direcionalidades e vetores de
representagao. Vemos que os vetores de representagdo em (a) e em (e) sdo
iguais, embora tenham direcionalidades diferentes.

Kowalski et al. (9) usam o conceito de direcionalidade para propagar as
informacoes das restrigoes (fronteira) para todo o dominio. Kowalski et al. (9)
resolvem um problema de difusdo para realizar essa propagacao. Para isso, eles
resolvem uma equagao diferencial parcial a partir do método dos elementos
finitos, descrita pela Equagao 3-5, com o objetivo de minimizar J(u). A solugao
serd u(x), que é uma fungao vetorial. E importante ressaltar que essa equacao

impoe a restricao de que os vetores devem ser unitarios.

J(u) = [ |Vul?dx
uw(x) = up(z) Ve o (3-5)
lu(z)|=1 Vze

3.2
Singularidades

O préximo passo do método de Kowalski et al. (9) é analisar a topologia
do campo de direcionalidade, encontrar as singularidades do campo e calcular
as separatrizes que tém inicio nessas singularidades.

Uma singularidade ocorre onde o campo de direcionalidade ¢ indefinido e
seu vetor de representacao ¢ nulo. Uma singularidade pode estar dentro de um

triangulo ou sobre uma aresta. Dado um triangulo 7' com vértices Py, Py, Ps,
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seja v(P;) o vetor de representagdo em P; e 6; o dngulo entre v(P;) e o eixo x.
O indice de Poincaré (9, 23) é dado por

i Abio + Abaz + Absy
S 2

onde A¢;; = 0; — 0; — m. O tridngulo T' contém uma singularidade quando

(3-6)

ts = £1. Quando ¢s = 0, o tridngulo 7" nao contém uma singularidade.

Para verificar se a singularidade se encontra em uma aresta, o processo é
analogo, mas sao considerados os dois triangulos que compartilham essa aresta.
A Figura 3.6 ilustra esse caso e o indice de Poincaré é calculado pela equacao:

_ Abi3+ Abzy + Aboy + Aby
N 2r

(3-7)

S

<
w

<
o

Figura 3.6: Se a singularidade estd em uma aresta, sdo considerados os dois
triangulos que a contém.

3.3
Separatrizes

A etapa apos encontrar as singularidades é definir as separatrizes que
irao determinar as regides quadrilaterais. Separatrizes sao linhas de corrente
(streamlines) que tém inicio num ponto de singularidade. Uma linha de corrente
¢ uma curva cuja tangente em qualquer ponto da curva tem a mesma direcao
que o campo vetorial nesse ponto. No nosso caso, as linhas de corrente estao
relacionadas a direcionalidade. Assim, para qualquer linha de corrente e um
ponto dessa linha temos que a tangente nesse ponto terd a mesma direcao de
um dos vetores da direcionalidade nesse ponto.

Para iniciar a geracao de uma separatriz é necessario achar o ponto que
ela intercepta a aresta do tridngulo que contém a singularidade. Dados uma

aresta e de um triangulo 7" que contém uma singularidade S,, um ponto P
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em e e o vetor © = P — S,, temos que a separatriz intercepta e em P quando
um dos vetores v, da direcionalidade de P tiver a mesma direcdo e sentido do

que o vetor u; como ilustrado pela Figura 3.7.

Ve Ty

Figura 3.7: Intersecao das separatrizes de Sy com o tridangulo que ela per-
tence (9).

A partir dos dois vértices que compoe a aresta e e das suas respectivas
direcionalidades, é possivel obter seus vetores de representacao e, com eles,
realizar uma interpolacao linear para definir v, em P. Em seguida, pode-se
verificar se ¥, tem a mesma direcdo e sentido do que u. Se tiver, temos que
P ¢é o ponto que liga a singularidade Sy com a aresta e, formando o inicio da
separatriz. A partir de uma singularidade podem sair trés ou cinco separatrizes,
dependendo do valor do indice de Poincaré da singularidade. Se o indice for +1,
sairdo trés separatrizes; se o indice for —1 sairdo cinco separatrizes.

Uma vez obtido o inicio de cada separatriz, o proximo passo é gerar os
proximos segmentos que compde a separatriz. Esse processo é feito utilizando
um método de integracdo numérica. Kowalski et al. (9) usam o método de
Heun, que é uma variagao do método de Runge-Kutta de segunda ordem (7),

ilustrado na Figura 3.8.

(b)

Figura 3.8: Processo de integracao nos tridngulos para definir as separatrizes (9).
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A proposta do método é integrar pelos triangulos. Assim, cada passo da
integragdo tem inicio em um ponto de um tridngulo e fim em outro ponto desse
mesmo triangulo. Cada passo da integragao se inicia em um ponto X; que esta
localizado em uma aresta de um triangulo 7T'. Esse ponto tem uma direcao d:
de entrada e o objetivo é calcular a direcao CZ;H de saida de T' no ponto X;.;.

O vetor de representacao em X; é calculado por interpolagao linear dos
vetores de representacao nos vértices da aresta de 7' contendo X;. Uma vez
calculado o vetor de representacao, temos a direcionalidade C; em X;. E entdo
definido um campo vetorial Y = f(X) ao longo de T, que é o vetor de cada
direcionalidade ao longo de T" que tem menor angulo em relacao a direcao J;
denominado vy .

Sendo vy = f(X;), para achar o ponto X;; de saida, é necessario

. L /
encontrar um ponto intermediario X;_ ;:

Xip =X+ hf(X)) (3-8)

!

A partir de f(X; ;) e f(X;), é possivel encontrar a direcao de saida, J;H:

CZ;Jrl _ f(Xz) +2f(X;+1) (3_9)

Assim: .
Xl‘+1 - XZ + hdi+1 (3—10)

A Figura 3.8 ilustra esse processo, que € feito a cada iteracao gerando,
uma separatriz ao final. A integragao termina quando a linha de corrente atinge

outra singularidade ou ao chegar na fronteira.

Figura 3.9: Resultado da particao de um dominio em regides quadrilaterais.
Vemos suas as restricbes em vermelho e em azul as separatrizes ao final da
integracao.

3.3.1
Combinacao de separatrizes

Quando uma separatriz comeca em uma singularidade Sy e termina em
outra singularidade S7, sdo geradas duas separatrizes: uma de Sy até Sy e outra

de S até Sy. Devido a erros de precisao na integracao numérica, as separatrizes
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nao sao idénticas. Por isso, substituimos essas duas separatrizes por uma nova
separatriz que é a combinagao delas.

Como cada separatriz tem precisao maior o quanto mais perto estiver da
singularidade que a originou, Kowalski et al. (9) propéem uma combinagao
linear das duas separatrizes baseada na distancia que elas estao da singularidade
que as originou.

Dada uma parametrizagao v1(t),t € [0, 1] da separatriz de Sy para S e
uma parametrizagao y2(t),t € [0, 1] da separatriz de S; para Sy, a combinagao

delas serd a separatriz 7.(t) indo de Sy para S; dada pela parametrizacao:

Ye(t) = (L =)y (t) + 21 — 1) (3-11)

3.3.2
Raio de influéncia

No trabalho original, Kowalski et al. (9) interrompem o tragado de uma
linha de corrente quando ela intercepta um triangulo que tem singularidade.
Posteriormente, quando estenderam o trabalho para 3D, Kowalski et al. (11)
optaram por usar um raio de influéncia das singularidades. A linha é entao
interrompida quando intercepta o circulo (esfera em 3D), como ilustrado na
Figura 3.10. O raio de influéncia forca o pareamento entre singularidades

independente da resolugao da malha, trazendo estabilidade.

Figura 3.10: Caso em que uma singularidade encontra um raio de influéncia (11).
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3.4
Geracao da malha de quadrilateros

Para gerar regioes quadrilaterais, sao adicionadas as chamadas singu-
laridades geométricas, que sao os cantos da fronteira de €2. A partir dessas
singularidades, sao criadas separatrizes utilizando o mesmo processo para as
singularidades do campo do vetor de representacao.

Com isso, o conjunto de separatrizes das singularidades tanto do campo
quanto as geométricas resulta em uma particdo do dominio €2 em regides quadri-
laterais. Isso é possivel pois as regioes encontradas nao contém singularidades
em seu interior, somente em seus cantos. Assim, é possivel realizar uma parame-
trizacdo f(v,u) tanto no interior das regides, como em suas fronteiras devido
a continuidade. O tnico caso em que isso falha é quando existe uma aresta
degenerada (tamanho nulo), gerando uma regiao triangular, como mostra a
Figura 3.11.

Figura 3.11: Regiao triangular (9).

Se esse caso de degeneracao de aresta nao existir, a regiao pode ser
parametrizada por uma funcao de mapeamento f(u,v) com u,v € [0,1], como

ilustrado pelas quatro regides da Figura 3.12.

Figura 3.12: Malha de quadrildteros gerada pelo método de Kowalski et al. (9).

3.5
Implementacao e Resultados

Nesta secao vamos explicar como implementamos o método de Kowalski
et al. (9), discutindo as adaptagoes que fizemos nos vérios passos. Utilizamos

a biblioteca TopS (6) para representar a malha dos modelos. Tops é uma
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estrutura de dados topologica compacta desenvolvida para a representacao de
malha de elementos finitos. Nessa estrutura, somente os nés e os elementos
sao representados explicitamente. Além disso, todas as adjacéncias topolédgicas
podem ser recuperadas em um tempo proporcional ao nimero de entidades

recuperadas.

3.5.1
Campo de direcionalidade

Usamos o mesmo conceito de direcionalidade e de vetor de representacao.
Assim, temos que resolver o mesmo problema de propagar as informacoes
das restricoes para todo dominio. No nosso trabalho, consideramos como
restricoes tanto a fronteira do dominio quanto arestas no interior, como mostra
a Figura 3.13.

Para iniciar a propagacao, os vetores de representacao das restri¢oes sao
calculados como a média dos vetores de representacao das duas arestas que sao
incidentes a cada vértice e que também sao restrigoes. O vetor de representacao
de cada aresta é calculado a partir de sua direcionalidade, que é composta
pela normal e pela tangente da aresta. Por fim, os vetores sdo normalizados.
Para vértices com mais de duas arestas incidentes, nao prescrevemos valor de
representacao, tratando-os como vértices internos.

Propagamos as informagoes das restri¢oes para todo o dominio usando
o programa gHEM (21) para simular difusdo. O gHEM resolve um problema
de condugao de calor (difusao) baseado na conservagao de energia de uma
amostra infinitesimal e utiliza as equacgoes descritas no trabalho de Wang
e Mai (24). Usamos o gHEM para propagar os vetores de representagao
das restrigoes do dominio por componente, tanto componente z, quanto

componente y. A gHEM recebe como entrada uma malha triangular e os

Figura 3.13: Modelo com restri¢des tanto na fronteira quanto no interior.
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valores escalares (componentes do vetor de representagdo) nos vértices das
restrigoes, representando a temperatura. Usamos o programa Pos3D (22) para
visualizar o resultado do campo escalar gerado para cada componente, como

ilustrado na Figura 3.14.

(a) Vetores de representagdo prescritos a partir das restri¢des em vermelho.

8.46e-001
6.93e-001
5.39¢-001
3.85e-001
2.31e-001
7.75e-002
-7.62e-002
-2.30e-001
-3.84e-001
-5.37¢-001
-6.91e-001
-8.45e-001

-9.99e-001

(b) Campo do eixo z.

1.00e+000
8.46e-001
6.92¢-001
5.38e-001
3.84e-001
2.31e-001
7.69e-002
-7.69e-002
-2.3te-001
-3.84e-001
-5.38e-001
-6.92e-001
-8.46e-001

-1.00e+000

(¢) Campo do eixo y.

Figura 3.14: Campos do eixo = e do eixo y dos vetores de representacao.
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Esse procedimento ¢ diferente do de Kowalski et al. (9). Eles incorporam a
restrigado de que os vetores devem ser unitarios, justificando que deixar a norma
variar introduz erros e gera variagoes nas orientagoes das direcionalidades.
Entretanto, nao verificamos essas variacoes ao usar a difusao com a gHEM
componente a componente. Ao final da transferéncia, temos um valor associado
para x e para y que utilizamos para construir o vetor de representacao em cada
vértice da malha. Sempre que necessario, normalizamos o vetor. No entanto, o
vetor nao normalizado, resultante da difusao, é importante em diferentes etapas

da nossa proposta. A Figura 3.15 ilustra o resultado dessa propagacao.

~ o g a7, Vi NN gl Ny

S e Y d —>_, N

AN AN P e VA T o e A o e e e e T I S R
Indad D T o o a2, W AA

S S - - P o o, =

G999 4+, a7 LT Loy

(a) Campo do vetor de representagéo.

+++++4
—\“\’++ 4+ + ++
X T +++7L7€$

+ 4+
(b) Campo de direcionalidade.

Figura 3.15: Campo do vetor de representacao e da direcionalidade.
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3.5.2
Singularidades

Para definir o valor do campo em um ponto P no interior de um triangulo

ABC', usamos as coordenadas baricéntricas:
P=aA+ B +~C (3-12)

onde, de acordo com a Figura 3.16,

_area PBC _ area PCA _area PAB (3-13)
~ area ABC’ ~ arcaABC’ |~ area ABC
O vetor 7, do campo em P é dado por interpolacao baricéntrica:
Up = a, + U + YU, (3-14)

Na Sec¢ao 3.2 definimos que uma singularidade ocorre onde o campo de
direcionalidade é indefinido e seu vetor de representacao é nulo. Assim, se
encontrarmos um tridngulo que tenha um ponto no seu interior com vetor
de representacao nulo, esse ponto serda um ponto de singularidade. Usaremos
coordenadas baricéntricas para resolver esse problema. Nesse caso, queremos

que U, = (0,0) para que P seja um ponto de singularidade:
(O, 0) = 0617,4 + 5173 + ’7170 (3—15)

Assim, calculamos as coordenadas baricéntricas «, 3,7, do “ponto” (0,0) em
relagdo aos “pontos” v, vy, V.. Se «, 5,y € [0,1], entdao P = aA+ B +~C é

um ponto de singularidade no tridngulo ABC'.

ﬁm

A= C
va

Figura 3.16: Utilizamos as coordenadas baricéntricas para encontrar os pontos
de singularidade num triangulo.
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A vantagem de usar esse método em comparacao com o de Kowalski
et al. (9) é que j4 obtemos a posicdo exata do ponto P que tem vetor
de representacao nulo. Ao usar o método de Kowalski et al. (9), teriamos
que calcular a posicdo do ponto apos identificar que o tridngulo possui uma
singularidade; isso seria um célculo a mais.

As Figuras (a) e (a) representam a magnitude do vetor de representagcao,
em que a cor vermelha corresponde a magnitude 1 e a cor azul, a magnitude 0.
As Figuras (b) e (b) mostram em laranja os tridngulos que foram detectados
como tendo uma singularidade em seu interior, usando o método descrito acima.

Com isso, as Figuras 3.17 e 3.18 comparam magnitude do vetor de
representacao com os pontos de singularidade. Podemos ver que a regiao azul é
a mesma regiao em que foram detectados triangulos contendo singularidades, o
que ¢ esperado ja que a regiao azul é onde a magnitude é nula, que é exatamente
a definigao de singularidade. Além disso, a regidao vermelha das Figuras (a) e (a)
é exatamente a regiao da fronteira; isso é coerente pois iniciamos a difusao de

temperatura pela fronteira e com magnitude maxima (vetores normalizados).

3.5.3

1.000+000
9.23-001
8.46-001
769001
6.92¢-001
6.150-001
5.38¢-001
462e-001
3.85¢-001
3.08e-001
231e-001
154e-001

769002

0.00e+000

(a) Magnitude do vetor de representagio.

(b) Tridngulos que contém singularidades.

Figura 3.17: A magnitude nula (azul) estd relacionada com a regiao de
singularidade.
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10004000
923¢-001
8.460-001
7.69¢-001
6.92e-001

6.15¢-001

5.380-001

X/

4.62¢-001

3.850-001

X

3.08¢-001

231e-001

154e-001

769002

0.00e+000

(a) Magnitude do vetor de representacio.

(b) Tridngulos que contém singularidades.

Figura 3.18: A magnitude nula (azul) estd diretamente relacionada com a regiao
de singularidade.

Separatrizes

Para criar as separatrizes, utilizamos a mesma ideia de Kowalski et al. (9),
descrita na Secao 3.3. Entretanto, ao invés de usar somente o triangulo que
contém a singularidade, usamos os dois triangulos que compartilham a aresta
que esta mais perto do ponto de singularidade. Entao as arestas testadas sao
todas menos a aresta mais perto da singularidade, como mostra a Figura 3.19.
Fizemos isso pois para pontos de singularidade interiores muito préximos a
uma das arestas do triangulo, introduzia imprecisao numérica na determinacao
dos pontos de partida das separatrizes.

Para encontrar o ponto P onde a separatriz da singularidade S intercepta
a aresta e, devemos encontrar o ponto em que o produto vetorial entre S?
e U4, seja nulo, pois isso significa que S? e U, tém a mesma diregao. Uy,
é um dos vetores da direcionalidade de P (dp), que é encontrado a partir
do vetor de representacao de P, calculado pela interpolacao baricéntrica dos
vetores de representacao da aresta e. Percorremos a aresta e procurando uma
mudanca de sinal desse produto vetorial. Quando houver mudanca de sinal,
sabemos que o produto vetorial nulo esta nesse intervalo. Entao, usamos o
método da bisse¢ao (7) nesse intervalo para encontrar o ponto exato. Apds

obtermos o inicio de cada separatriz, prolongamos cada uma a partir do método
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S »2

U3

Figura 3.19: Utilizamos os dois tridngulos que compartilham a aresta mais
préxima da singularidade para calcular o inicio das separatrizes referentes a
essa singularidade.

de integragao descrito na Secao 3.3.

Também usamos o conceito de singularidades geométricas descrito na
Secao 3.4. A Figura 3.20 mostra um exemplo de singularidade geométrica e
como propomos gerar separatrizes a partir dela. O primeiro passo é detectar
que esse vértice é um canto da fronteira: basta percorrer a fronteira, procurando
duas arestas consecutivas que tenham um angulo menor do que ?jf ou maior
do que %’r. Esse vértice é entdo uma singularidade geométrica e tem sua
direcionalidade correspondente (desenhada pelos vetores em preto e vermelho
na Figura 3.20). Uma solucdo direta seria lan¢ar uma separatriz na diregao
de cada um desses quatro vetores. Entretanto, como a singularidade esta na
fronteira, nao é necessario lancar uma separatriz na direcao da fronteira. Para
evitar isso, eliminamos os vetores da direcionalidade que estao mais perto da
direcao da fronteira. Esses vetores estao pintados em preto na Figura 3.20.
Naturalmente, também nao tragamos separatrizes externas ao dominio. Os
vetores que nao foram eliminados serao usados para lancar uma separatriz,
esses vetores estao pintados em vermelho na Figura 3.20. As separatrizes sao
criadas com o mesmo método de integracao descrito na Sec¢ao 3.3, usando como

direcao inicial o vetor da direcionalidade correspondente.

Combinacao de separatrizes

Como sera discutido, analisamos o aumento do raio de influéncia visando
diminuir o nimero final de regioes quadrilaterais da particao do dominio. Com

isso, nosso algoritmo precisa combinar separatrizes discrepantes.
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(a) Modelo com buracos.

exterior

(b) Regido referente ao modelo da Figura (a),
exemplificando um caso de singularidade geo-
métrica.

Figura 3.20: Exemplo de singularidade geométrica e suas separatrizes.

Para combinar as separatrizes que tém como extremidades os mesmos
pontos de singularidade, usamos a mesma ideia da Secao 3.3.1. Entretanto,

substituimos a interpolacao linear pela interpolagao ciibica de Hermite (13):

wy = 283 -3t2+1
wp, = ]_—’LU()

Y(t) = won(t) +wiva(l —1t)

Fizemos essa escolha pois precisamos combinar separatrizes que sao muito
discrepantes, devido ao aumento do raio de influéncia. Como queremos que a
separatriz tenha precisao maior quanto mais perto ela esta da singularidade

que a originou, uma interpolacao ctibica funciona melhor nesse caso.
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Combinacao de separatrizes nao simétricas

Existem casos em que é criada uma separatriz que tem inicio em uma
singularidade e final em outra, mas a separatriz reversa nao tem final nessa
singularidade. Novamente, visando diminuir o niimero de regides quadrilaterais
resultantes optamos por combinar também essas separatrizes. Para fazer isso,

realizamos os seguintes passos:
1. Temos a separatriz v;, que vai de Sy até S;.

2. Verificamos qual separatriz, 7., saindo de S} tem direcdo de saida mais

proxima de ;.

3. Achamos o ponto P de 73 mais perto de Sy e usamos a Equagao 3-11
para gerar a combinagao das separatrizes com v, de Sy até Sy e 5 de Sy
até P.

3.54
Variacao do raio de influéncia

Nos préoximos exemplos, vamos ilustrar como a variacao do raio de
influéncia altera o nimero de regioes quadrilaterais. Com esses exemplos,
também é possivel entender melhor a combinagao de separatrizes.

Na Figura (a), exemplificamos um modelo com duas singularidades. Neste
modelo as duas singularidades nao se encontram com raio pequeno pois o
dominio nao é perfeitamente simétrico (o buraco da direita é maior que o da
esquerda). Aumentando o raio de influéncia é possivel atrair a separatriz v,
para uma singularidade. Com isso, v; e 72 sdo separatrizes nao simétricas. Ao
combiné-las geramos 7., como mostra a Figura (b).

Na Figura 3.22, é mais claro que o dominio também nao é simétrico.
Entretanto, mesmo se aumentarmos bastante o raio, como na Figura (b), ndo

conseguimos atrair uma separatriz para uma singularidade.

3.5.5
Particao de dominios com restricoes

Um dos objetivos desta dissertacao ¢ investigar a subdivisao de dominios
complexos, como por exemplo dominio geolégicos, que também tenham restri-
¢oes em seu interior. Queremos decompor o dominio em regioes quadrilaterais
de tal forma que as direcionalidades prescritas pelas restrigoes interiores nao

introduzam descontinuidades no campo. A Figura 3.23 ilustra um exemplo de
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(a) Raio = 0.11

35

(b) Raio =0.19

Figura 3.21: Comparagao entre diferentes raios no mesmo dominio.

(a) Raio = 0.06

(b) Raio = 0.35

Figura 3.22: Comparagao entre diferentes raios no mesmo dominio.
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Figura 3.23: Dominio com restricao em seu interior e a subdivisao gerada.

1 = [

Figura 3.24: Malha de quadrildteros gerada a partir das regides da Figura 3.23.

um dominio que possui restri¢goes em seu interior (em vermelho) e as separa-
trizes (em azul). As restri¢oes, junto com as separatrizes, formam as regioes
quadrilaterais.

Para gerar as regioes quadrilaterais, tratamos as extremidades das
restrigoes como singularidades geométricas. Isso significa que a partir de um
ponto de extremidade, lancaremos trés separatrizes pois nao é necessario langar
uma separatriz na regiao da fronteira (restri¢ao), como explica a Figura (b).

O resultado obtido mostra que as separatrizes lancadas a partir das
singularidades geométricas acompanharam o campo de direcionalidade e assim
foi possivel subdividir o dominio em regices quadrilaterais proprias para um
mapeamento direto. A Figura 3.24 mostra um mapeamento possivel. Essa
malha foi gerada pelo programa Sigma2D (22), utilizado para modelagem e
geracao de malhas de elementos finitos.

O modelo da Figura 3.23 ndao é um modelo real. Como investigacao futura,
queremos usar modelos geolégicos reais como o trabalho de Aratjo e Celes (1).

A Figura 3.25 mostra um exemplo de um dominio geoldgico.
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Figura 3.25: Dominio geolégico.
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Métrica de qualidade de alinhamento de malhas quadrilaterais

Uma aplicagao possivel para a direcionalidade ¢ usa-la para medir o

alinhamento de malhas quadrilaterais e, consequentemente, a qualidade dessas

malhas. Como mencionado no Capitulo 2, nao existe uma métrica que analise

a qualidade de alinhamento de malhas de quadrilateros. Como segunda etapa

deste trabalho, propomos uma métrica para avaliar o alinhamento de malhas

quadrilaterais, dividida nas seguintes etapas, ilustradas na Figura 4.1:

a: Entrada: Malha de quadrilateros () do dominio €2 e suas restrigdes

b: Malha de tridngulos T' criada a partir de )

¢: Campo de direcionalidade de €2

d: Saida: Métrica de qualidade de alinhamento

Dada uma malha de quadrilateros @) (Figura (a)), a primeira etapa é gerar

uma malha de tridngulos T' (Figura (b)) a partir de (). Para isso, realizamos

H
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(a) Malha de quadrildteros.
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(¢) Campo de direcionalidade.
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(d) Qualidade de alinhamento.

Figura 4.1: Etapas da geracao da métrica de qualidade de alinhamento de
malhas quadrilaterais.
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o procedimento simples de subdividir cada quadrilatero em dois triangulos
usando uma de suas diagonais. A partir da malha de tridngulos T, o préximo
passo é gerar o campo de direcionalidade (Figura (c)) do dominio. Para isso,
usamos o método de difusao da Se¢ao 3.5.1, em que propagamos as informacgoes
das restri¢oes para todo o dominio. A partir da direcionalidade em cada vértice,
avaliamos a qualidade da forma descrita a seguir.

A métrica é composta por dois fatores: desvio d e confiabilidade «a.
A métrica analisa cada vértice: cada vértice ¢ terd o seu desvio d; e sua
confiabilidade «a; correspondente.

O desvio representa o quao desalinhado estd o vértice em relacao a sua
direcionalidade. Para essa avaliagdo, comparamos cada aresta incidente ao
vértice com os vetores U da sua direcionalidade. Para cada aresta e;, achamos

qual U} faz o menor angulo (0,,i,,) com e;. O desvio serd o maior @y,

d = max{bmin, } (4-1)

A Figura 4.2 ilustra o desvio, mostrando qual aresta (azul) e qual
(vermelho) compoem d. As regides mais alinhadas sdo as regides em que a
direcionalidade sobrepoe as arestas e as regides mais desalinhadas sao as regioes

em que a direcionalidade faz 45° com as arestas.

X
Ia 7 VAR X
+ o WX\ X
+ 1 )(X XX X)
X X
+ gl X
+ & X
+ X )(/\
+ ,\"\‘ X
+ i )r)(
+ e
+ A = LM

Figura 4.2: Representagao do desvio. As arestas da malha de quadrilateros
estao representadas em cinza e a direcionalidade em preto. Os vetores azuis e
vermelhos sdo os que usamos para calcular o angulo entre uma aresta (azul) e
o vetor da direcionalidade (vermelho) do vértice mais préximo dessa aresta.

A confiabilidade « estd relacionada a quao confiavel é a medida do desvio
em cada vértice. Sabemos que a direcionalidade ¢ indefinida nas singularidades
e que é prescrita nas restrigoes. Isso significa que nao temos como avaliar o
alinhamento nas singularidades, pois nao temos a informacgao da direcionalidade
nesse ponto. Por outro lado, nas restrigoes, a medida de direcionalidade é
completamente confiavel, pois a mesma é prescrita. Entao podemos dizer que

a confiabilidade nas singularidades é 0 e que a confiabilidade nas restrigoes
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¢ 1. Esses valores sdo coerentes com a magnitude (Figura 4.3) do vetor de

representacao da direcionalidade, entdo podemos usa-la como valor de a:

a = |[|5]] (4-2)

Para a visualizacdo da métrica, propomos a composi¢ao d e «, em que

d representa a cor de cada vértice e a a transparéncia da cor, como ilustrado
na Figura 4.4. Assim, quanto menor o desvio, mais perto de azul e quanto
maior o desvio, mais perto de vermelho. Observando a Figura 4.3 junto com
a Figura 4.4, vemos que a maior transparéncia estd nas areas préximas as

singularidades.

Figura 4.3: Magnitude («) do campo do vetor de representagao da direcionali-
dade.

Figura 4.4: Métrica de qualidade de alinhamento, em o desvio (d) representa a
cor de cada vértice e a confiabilidade («) a transparéncia da cor.

Para analisar graficamente a métrica de qualidade de uma malha,
propomos o uso de um grafico de barras resultante da composicao de diferentes
histogramas. Cada histograma apresenta a distribui¢ao do desvio d considerando
apenas vértices que tém confiabilidade a dentro de um dado intervalo. Nos
graficos plotados neste texto, optamos por usar cinco intervalos. Assim, o

primeiro intervalo, mais confidvel, considera a distribui¢ao do desvio de vértices
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Figura 4.5: Grafico do desvio quantizado em intervalos de a.

com confiabilidade no intervalo [0.8, 1.0]. Para este intervalo, usamos uma cor
mais opaca no grafico. Para os demais intervalos, [0.6,0.8), [0.4,0.6), [0.2,0.4) e
[0.0,0.2), usamos cores menos opacas, compondo o grafico de barras ilustrado na
Figura 4.5 para o modelo em questao. Note como o grafico revela a boa qualidade
dessa malha. Os menores desvios (boa qualidade) sdo na grande maioria valores
confidveis, enquanto que os maiores desvios (baixa qualidade) ocorrem em
regioes de baixa confiabilidade, isto é, proximas as areas de singularidade, onde
a direcionalidade é indefinida.

Para facilitar a analise da qualidade de uma malha, em especial, para
facilitar a comparacao de qualidade entre malhas distintas, propomos também
uma forma de condensar as informagoes do grafico de barra composto em
um grafico de barra simples. O objetivo é criar uma ferramenta de andlise
baseada em valores simples, mas que ainda represente a distribuicao do desvio
considerando a confiabilidade. Para tanto, propomos um grafico de barra
que represente um “histograma de frequéncia” simples dos desvios, onde as
ocorréncias sao ponderadas pelas confiabilidades. Obtemos entao um grafico
de barras onde o tamanho de cada barra é dado pelo somatério dos valores de
confiabilidade dos desvios. A Figura 4.6 ilustra o gréfico obtido para o mesmo
modelo. Note como ele condensa de forma adequada as informacgoes do grafico

composto, permitindo uma avaliacao da distribui¢ao da qualidade da malha.
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Figura 4.6: Gréafico de barras condensado, onde a altura de cada barra é
ponderada pelo a.

4.1
Exemplos

A seguir mostraremos alguns exemplos de malhas de quadrilateros e o

resultado da métrica de qualidade de alinhamento para essas malhas.

41.1
Influéncia do raio na qualidade da malha

O Modelo 1 (Figura (a)) é um modelo totalmente simétrico e o Modelo 2
¢ uma variagao nao-simétrica do Modelo 1, em que o buraco direito é maior do
que o esquerdo. Para o Modelo 2 temos dois exemplos, o Modelo 2.1 (Figura (b))
representa a malha gerada pelas partigdes da Figura (a) em que nao ocorre
a combinagdo de separatrizes. O Modelo 2.2 (Figura (c)) representa a malha
gerada pelas partigoes da Figura (b), ap6s o aumento do raio de influéncia e
combinagao de separatrizes.

A Figura 4.8 mostra a magnitude dos vetores de representagao dos Modelos
1 e 2. Ao comparar, é possivel perceber como a nao-simetria do modelo afeta a
localizacgao das singularidades. Vemos a métrica de qualidade na Figura 4.9. O
Modelo 1 é o que possui maior drea com menor desvio, seguido pelo Modelo
2.1 e por ultimo o Modelo 2.2 que possui mais areas com maior desvio. Note
que a visualizagao proposta revela o espraiamento do desvio ao aumentarmos
o raio de influéncia das singularidades. De fato, ao diminuirmos o niimero de
particoes do dominio, tendemos a aumentar o desvio.

Os graficos de barra composto (Figura 4.10) mostram que o Modelo 2.2
tem menos vértices com menor desvio quando comparado com o niimero de
vértices do Modelo 2.1. Entretanto, os trés modelos tém qualidade muito boa

pois a maioria dos vértices tem desvio pequeno.
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(a) Modelo 1: modelo simétrico.

(b) Modelo 2.1: Modelo 2 sem o aumento do raio de influéncia.

(c) Modelo 2.2: Modelo 2 com aumento de raio e combinagdo de
separatrizes.

Figura 4.7: Modelos 1 e 2.

43
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>=1.00e+000
9.23e-001
8.46-001

7.69¢-001

6.92¢-001
6.15e-001
5.38e-001
4.62e-001
3.88e-001

3.08e-001
2.31e-001
154e-001
7.69¢-002

<=0.00e+000

(a) Magnitude do campo do vetor de representacido da direcionalidade do
Modelo 1.

1.00e+000
924e-001
8.490-001
7.73¢-001
698e-001
622e-001
5.47-001 ,
471e-001
3.95¢-001
320e-001
2.44e-001
1.69e-001
9.32¢-002
176e-002

b) Magnitude do campo do vetor de representacdo da direcionalidade do
Modelo 2.

Figura 4.8: Magnitude do campo do vetor de representacao da direcionalidade.

Os modelos nao tém o mesmo nimero de vértices, entao nao podemos
comparar os tamanhos das barras nos graficos da Figura 4.11, apenas suas
distribuigoes. O gréfico do Modelo 2.2 (Figura (c)) esta ligeiramente pior
distruibuido do que o do Modelo 2.1 (Figura (c)). Isso faz sentido, pois quando
aumentamos o raio estamos ignorando o campo de direcionalidade, isso gera

um pequeno desalinhamento.
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>=450e+001

4.15e+001

3.81e+001

3.462+001

3.12e+001

2.77e+001

2.42e+001

2.08e+001

1.73e+001

1.38e+001

1.04e+001

6.92¢+000

3.46e+000

<=0.00e+000

) Métrica de qualidade de alinhamento para o Modelo 1.

>= 450e+001
4.15e+001
3.81e+001
3.46e+001
3.12e+001
2.77¢+001
2.426+001 ;
2.08e+001
1.73e+001
1.38e+001
1.04e+001
6.92+000
3.46e+000
<= 0.00e+000

) Métrica de qualidade de alinhamento para o Modelo 2.1.
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) Métrica de qualidade de alinhamento para o Modelo 2.2.

Figura 4.9: Métrica de qualidade de alinhamento.
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(c) Gréfico de barras referente ao Modelo 2.2.
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Figura 4.10: Grafico do desvio quantizado em intervalos de «.
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(a) Gréfico de barras referente ao Modelo 1.
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(c) Gréfico de barras referente ao Modelo 2.2.

Figura 4.11: Grafico de barras condensado.
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4.1.2
Dominios com restricoes

O Modelo 3 é um modelo com restricaio em seu interior referente a
Secao 3.5.5, em que geramos uma malha de quadrildteros (Figura (b)) através
de um mapeamento direto das regides quadrilaterais geradas pelo método
de Kowalski et al. (9) (Figura (a)). O campo da magnitude dos vetores de
representacao da direcionalidade esta ilustrado na Figura 4.13. A métrica de
qualidade esta ilustrada pela Figura 4.14 e em seguida temos os dois graficos
(Figuras 4.15 e 4.16).

Analisando os gréficos e a Figura 4.14, podemos dizer que a malha do
modelo Modelo 3 possui uma boa qualidade de alinhamento, tendo a maior
parte dos seus vértices na barra de menor desvio. Esse resultado mostra que o
método da Segao 3.5.5 é capaz de gerar regides quadrilaterais que possibilitam

a geracao de malhas de quadrilateros com boa qualidade.

(a) Regides quadrilaterais geradas pela particdo de dominio,
explicada na Segdo 3.5.5. As restri¢bes estdo representadas em
vermelho.

\\
\\

= i Ll

(b) Malha de quadrilateros gerada por um mapeamento direto das
regides, utilizando o Sigma (22).

Figura 4.12: Modelo 3.
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>
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8.46e-001
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5.38e-001 |
4.62e-001 :
3.85-001
3.08e-001
2.31e-001
154e-001
7.69e-002

<=0.00e+000

Figura 4.13: Magnitude do campo do vetor de representacao da direcionalidade
do Modelo 3.

>= 450e+001
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2.42e+001 :
20804001
1.73e+001
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<= 0.00e+000
Figura 4.14: Métrica de qualidade de alinhamento para o Modelo 3.
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Desvio

Figura 4.15: Grafico do desvio quantizado em intervalos de a.

O Modelo 4 é um modelo geoldgico que contém restrigdes prescritas em
seu interior. Na Figura 4.17 vemos a malha de quadrilateros do Modelo 4, obtido
pelo algoritmo proposto por Aratjo e Celes (1) e suas restrigoes em vermelho.
O campo da magnitude dos vetores de representagao da direcionalidade esta
ilustrado na Figura 4.18, mostrando com clareza as areas das singularidades

em azul. A métrica de qualidade estd ilustrada pela Figura 4.19, em seguida os
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Desvio

Figura 4.16: Grafico de barras condensado.

dois gréficos (Figuras 4.20 e 4.21).

O método proposto por Aratjo e Celes (1) utiliza uma malha inicial que
é ajustada conforme restrigoes sao inseridas. Com isso, a malha final tende ao
alinhamento da malha inicial.

Na Figura 4.22, ilustramos uma &area em detalhes. Na Figura (a), vemos
a direcionalidade em cada vértice e as restrigoes prescritas em vermelho. Na
Figura (b), a escala de cores representa o angulo 6 da qualidade. Note que,
na regiao ilustrada, as restrigoes forcam um alinhamento da malha de 45° em
relagdo aos eixos cartesianos. Como o método parte da malha inicial cartesiana,
a regiao apresenta uma malha de boa qualidade de forma mas com alinhamento
ruim. Qualquer métrica de malha de qualidade que analisa os elementos de
forma isolada, iria indicar uma regiao de boa qualidade. Nossa métrica indica o
desalinhamento.

Esta analise de qualidade sugere uma investigacao futura para aplicacao
do método de Aratijo e Celes (1). Para o langamento da malha inicial, pode-se
considerar particionar o dominio em macros regioes com alinhamentos diferentes.

O Modelo 5 foi retirado do trabalho de Pochet et al. (16) e também
contém restrigoes prescritas em seu interior. Na Figura 4.23 vemos a malha
de quadrilateros do Modelo 5 e suas restricoes em vermelho. O campo da
magnitude dos vetores de representacao da direcionalidade estd ilustrado na
Figura 4.24. A métrica de qualidade esta ilustrada pela Figura 4.24 e em seguida
pelo gréafico de barras simples (Figura 4.27). Pelo grafico de barras, vemos
que o intervalo com maior somatoério é o de maiores angulos, isto é, a métrica
reporta uma malha de baixa qualidade em relagao ao alinhamento. De fato,
este dominio é muito desfavoravel a obtencao de malhas alinhadas. O campo
de direcionalidade do dominio apresenta diversas rotagoes. O lancamento de

uma malha estruturada neste caso exigiria o particionamento do dominio em
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Figura 4.17: Modelo 4 com suas restri¢goes em vermelho.

1.01e+000
9.34e-001
8.57e-001
7.79¢-001

7.02e-001

6.25e-001

5.48-001

4.70e-001

3.93e-001

3.16e-001

2.38e-001

1.61e-001

8.38e-002

Figura 4.18: Magnitude do campo do vetor de representacao da direcionalidade
do Modelo 4.

Figura 4.19: Métrica de qualidade de alinhamento para o Modelo 4.
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Figura 4.20: Grafico do desvio quantizado em intervalos de «.
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Figura 4.21: Gréfico de barras condensado.

diferentes regices menores. Além da complexidade do campo de direcionalidade,
o método apresentado por Pochet et al. (16) gera a malha baseado numa
decomposicao do dominio em quadtree, o que favorece o alinhamento com os
eixos cartesianos. Além disso, nesse exemplo em particular, optou-se por gerar
uma malha com alta variacao de discretizacao. As restrigoes externas sao pouco
discretizadas. Os elementos de transi¢do, usados para adaptar a mudanca de
tamanho dos elementos, apresentam baixa qualidade de alinhamento.
Novamente, métricas de qualidade locais nao capturam problemas de
alinhamento. Pochet et al. (16) usaram a métrica do Fator de Distorcao,
apresentada no Capitulo 2, para analisar a qualidade da malha. Essa métrica
apresenta bons resultados para esse modelo, pois ela é uma métrica local
(analisa o quadrilatero isoladamente) em comparagao a nossa que analisa o
dominio todo pois usamos a informagao do campo de direcionalidade. Por isso

as duas métricas deram resultados discrepantes.
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Figura 4.22: Area destacada do Modelo 4 para mostrar o desalinhamento.

Métrica de qualidade de alinhamento de malhas quadrilaterais
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(a) Em azul, a direcionalidade e em vermelho as restrigoes.

(b) A regiao em vermelho é a regido que contém o maior angulo
(45°) e em azul, o menor angulo (0°).

(¢) Qualidade de alinhamento
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\

Figura 4.23: Modelo 5 com suas restrigoes em vermelho.
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Figura 4.24: Magnitude do campo do vetor de representacao da direcionalidade
do Modelo 5.
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Figura 4.25: Métrica de qualidade de alinhamento para o Modelo 5.
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Figura 4.26: Grafico do desvio quantizado em intervalos de a.
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Figura 4.27: Grafico de barras condensado.
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5
Conclusao

Nesta dissertacao, foi utilizado um método proposto por Kowalski
et al. (9). Este é um método para geracao de malhas de quadrildteros a
partir da subdivisao do dominio em regidoes quadrilaterais e do conceito
de direcionalidade. Durante a implementagao do método, surgiram algumas
discussoes que motivaram modificagdes. O nosso trabalho se preocupou em
trabalhar com regides com restri¢oes e como tratar essas regioes na particao
do dominio, respeitando o alinhamento com a direcionalidade. Os resultados
mostram dominios subdivididos em regioes quadrilaterais.

Usando esse conceito de alinhamento, observamos que os trabalhos
existentes na literatura nao analisam o alinhamento como métrica de qualidade.
Com essa motivacao, criamos uma métrica de qualidade de alinhamento de
malhas quadrilaterais. Essa métrica utiliza o conceito de direcionalidade para
calcular o desvio angular de cada vértice e utiliza o conceito de magnitude do
vetor de representacao da direcionalidade em cada vértice como o critério de
confiabilidade do desvio. Os resultados mostram que malhas podem ter uma
boa qualidade local, mas uma qualidade de alinhamento global ruim. A nossa
métrica mostra isso de forma direta.

Mostramos que é possivel usar as extremidades das restri¢coes interiores
como singularidades geométricas e, a partir delas, lancar mais separatrizes
para subdividir o dominio. Como trabalhos futuros queremos explorar o uso
de campos de direcionalidade para a decomposicao de dominios complexos
de modelos geolégicos, em um nimero reduzido de parti¢oes, para a geragao
de malhas iniciais, as quais sao posteriormente adaptadas para acomodar as
restrigbes, como no trabalho de Aratjo e Celes (1). Também podemos investigar
o particionamento do dominio para aplicacdo do método proposto por Pochet
el al. (16), usando uma estrutura de quadtree em cada regiao particionada. Por

fim, parece promissor explorar mapeamentos diretos com restricao.
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