PUC-RIo- CertificagaoDigital N° 1412638/CA

PONTIFfCIA UNIVERSIDADE CATéLICA
DO RIO DE JANEIRO

Hugo de Souza Oliveira

Modelo de mercado finito a tempo discreto

Dissertacao de Mestrado

Dissertacao apresentada como requisito parcial para obtencao do
grau de Mestre pelo Programa de Pés—graduacdo em Matematica
do Departamento de Matematica do Centro Técnico Cientifico
da PUC-Rio.

Orientador Prof. Boyan Sirakov
Coorientador: Prof®. Ana Patricia Carvalho Goncalves

Rio de Janeiro
Fevereiro de 2017


DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 1412638/CA


PUC-RIo- CertificagaoDigital N° 1412638/CA

PONTIFI/C]A UNIVERSIDADE CATéLlCA
DO RIO DE JANEIRO

Hugo de Souza Oliveira

Modelo de mercado finito a tempo discreto

Dissertacao apresentada como requisito parcial para obtencao do
grau de Mestre pelo Programa de Pés—graduacao em Matemética
do Departamento de Matemética do Centro Técnico Cientifico da
PUC-Rio. Aprovada pela Comissdao Examinadora abaixo assinada.

Prof. Boyan Sirakov
Orientador
Departamento de Matematica — PUC-Rio

Prof?. Ana Patricia Carvalho Goncalves
Coorientador
Instituto Superior Técnico — Universidade de Lisboa

Prof®. Susan Schommer
Universidade do Estado do Rio de Janeiro — UERJ

Prof. Davi Michel Valladao
Departamento de Engenharia Industrial - PUC-Rio

Prof. Simon Griffiths
Departamento de Matematica — PUC-Rio

Prof. Marcio da Silveira Carvalho
Coordenador Setorial do Centro Técnico Cientifico — PUC-Rio

Rio de Janeiro, 22 de Fevereiro de 2017


DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 1412638/CA


PUC-RIo- CertificagaoDigital N° 1412638/CA

Todos os direitos reservados. E proibida a reproducdo total
ou parcial do trabalho sem autorizagao da universidade, do
autor e do orientador.

Hugo de Souza Oliveira

Graduado em Ciéncias Economicas pela Universidade Federal
do Rio de Janeiro.

Ficha Catalografica

de Souza Oliveira, Hugo

Modelo de mercado finito a tempo discreto / Hugo de
Souza Oliveira; orientador: Boyan Sirakov; co-orientador: Ana
Patricia Carvalho Goncalves. — 2017.

v., 67 f:il. color. ; 30 cm

Dissertacdo (mestrado) - Pontificia Universidade Catélica
do Rio de Janeiro, Departamento de Matematica.

Inclui bibliografia

1. Matematica — Teses. 2. Matematica Aplicada — Teses.
3. Precificacdo de Contratos;. 4. Martingal;. 5. Processos
estocasticos;. 6. Arbitragem;. 7. Cobertura;. |. Sirakov,
Boyan. Il. Carvalho Goncalves, Ana Patricia. Ill. Pontificia
Universidade Catélica do Rio de Janeiro. Departamento de
Matematica. IV. Titulo.

CDD: 620.11


DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 1412638/CA


PUC-RIo- CertificagaoDigital N° 1412638/CA

Dedico este trabalho a minha mae, que me criou, me educou e sempre me
apoiou.


DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 1412638/CA


PUC-RIo- CertificagaoDigital N° 1412638/CA

Agradecimentos

Agradeco a professora Ana Patricia pela dedicagao e orientacao durante
o mestrado, mesmo que a distancia.

Agradeco ao professor Boyan por ter me aceitado como orientando, pela
ajuda e pelo curso ministrado.

Agradego também ao professor Simon pelas dicas, ajuda e aulas.

Agradeco e dedico a minha mae e a Maria Claudia, pelo apoio incondi-
cional e carinho.

Por fim, agradeco a PUC-Rio, funcionarios do Departamento de

Matematica e professores que entenderam as dificuldades passadas.


DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 1412638/CA


PUC-RIo- CertificagaoDigital N° 1412638/CA

Resumo

de Souza Oliveira, Hugo; Sirakov, Boyan; Carvalho Gongalves, Ana
Patricia. Mlodelo de mercado finito a tempo discreto. Rio de
Janeiro, 2017. 67p. Dissertacdo de Mestrado — Departamento de
Matematica, Pontificia Universidade Catolica do Rio de Janeiro.

O trabalho tem como objetivo ser uma introducao ao estudo de
mercados financeiros tratados em tempo discreto com horizonte finito, bem
como a dinamica dos ativos financeiros principais. Descrevemos os tipos
de ativos negociados em nosso mercado, dando enfoque aos contratos.
Elaboraremos a hipétese central do modelo, a auséncia de arbitragem e
assim mostraremos como poderemos encontrar um preco correto ou entao
apresentaremos um intervalo de precos para os contratos. Posteriormente,
mostraremos resultados gerais relativos a correta precificagdo de contratos,
usando para isso os instrumentos de processos estocasticos e martingais.

Apresentaremos alguns exemplos a titulo de ilustracao.

Palavras-chave
Precificacao de Contratos; Martingal;  Processos estocasticos; — Ar-

bitragem;  Cobertura;
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Abstract

de Souza Oliveira, Hugo; Sirakov, Boyan (Advisor); Carvalho
Gongalves, Ana Patricia (Co-Advisor). Discrete time finite
market model. Rio de Janeiro, 2017. 67p. Dissertacio de
Mestrado —~  Departamento de  Matematica,  Pontificia
Universidade Catolica do Rio de Janeiro.

The dissertation aims to be an introduction to the study of financial
markets in discrete time with finite horizon, as well as the dynamics of
the main financial assets. We describe the types of assets traded in the
market, focusing on contracts. We will elaborate the central hypothesis of
the model, the absence of arbitrage and thus show how we can find a correct
price or, at least, a range of prices of the contracts. Subsequently, we will
show general results regarding how to find correct prices for contracts, using
the machinery of stochastic processes and martingales.As an illustration, we

present some examples.

Keywords
Pricing Contingent Claim; Martingale; Stochastic Processes; Arbi-

trage; Replicating Strategy;
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1
Introducao

Modelar a dindmica de ativos financeiros sempre foi algo desafiador
devido a dificuldade de lidar com as incertezas dos precos em instantes futuros.
Compreender como os precos flutuam pode ser uma tarefa de um investigador
que busca uma explicacdo baseada em como os precos sao formados, as leis de
mercado e iteragoes entre agentes que transacionam os ativos.

Sob uma outra perspectiva, um investigador pode estudar o mercado e
seus ativos supondo que estes tém comportamento puramente aleatorio e assim
utilizar a teoria da probabilidade a fim de obter respostas sobre os precos.

Dentre os muitos ativos financeiros que podem ser analisados sobre as
diversas perspectivas encontram-se os contratos. Neste trabalho analisaremos
sobre a perspectiva aleatéria. Os contratos sao ativos que assumem determi-
nado valor em tempo futuro segundo os rumos que a natureza pode tomar, ou
seja, tem seu valor atrelado a eventos aleatérios. Os contratos também podem
ser funcgoes que dependem do valor de outros ativos, estes também com preco
variando segundo flutuagoes aleatérias.

O problema que este trabalho aborda é o de encontrar pregos corretos de
forma a que os contratos possam ser transacionados como um ativo com risco
no mercado. O caso considerado é o de mercados com tempo finito, ou seja,
ha a delimitacao de inicio e fim bem estabelecidos onde os ativos, incluindo
os contratos, sao negociados. Estes mercados sao formados por finitos ativos
com risco e livre de risco. Trataremos do caso em que ha finitos estados da
natureza, ou seja, ha finitos eventos no espacgo amostral e os ativos com risco
podem assumir finitos valores em momentos futuros.

Para encontrarmos os pregos corretos de contratos em mercados sob
condi¢oes como as definidas no paragrafo anterior, usaremos ferramentas de
processos estocasticos, em especial a dinamica de informagoes serd modelada
usando filtros e martingais.

No segundo capitulo abordaremos os conceitos fundamentais do mercado.
Desenvolveremos o conceito de arbitragem e mostraremos sua importancia na
precificagdo de contratos tanto num modelo de dois periodos de tempo quanto
em um modelo de varios periodos de tempo. Os tipos de ativos serao definidos

e a partir deles explicaremos como uma carteira é construida e tem seu valor
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Capitulo 1. Introducio 11

definido. Também mostraremos quando é possivel encontrar um preco correto
de um contrato e quando o contrato tem um intervalo de pregos corretos,
ou seja, varios precos corretos. Também definiremos o conceito de mercados
completos, onde os contratos sempre terao cobertura, e o conceito de mercados
incompletos, onde os contratos nem sempre terao cobertura.

No terceiro capitulo introduziremos o conceito de probabilidade neutra ao
risco que sera usado extensivamente na sequéncia da dissertacao. Mostraremos
como esta medida artificial de probabilidade permite determinar o preco de
ativos com risco quando tomamos o valor esperado, com respeito a esta medida,
dos precos de tais ativos descontados pela taxa de juros.

Ainda no terceiro capitulo veremos os teoremas fundamentas desta
dissertacao. Os teoremas relacionam a existéncia de medidas de probabilidade
neutra ao risco com a possibilidade de executar estratégias que resultem em
arbitragem, bem como o fato do mercado em que estamos lidando ser completo
ou nao. Um breve exemplo do modelo binomial ¢ apresentado no capitulo 4 para
ilustrar a construcao tedrica desenvolvida. Por fim, apresentamos um apéndice
com os principais resultados de probabilidade necessarios para a leitura do

texto.
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2

Modelacao matematica de um mercado financeiro

Apresentaremos aqui o modelo de mercado usado neste trabalho de forma
gradual. Definiremos o conceito de arbitragem, contratos, estratégias e com isso

estudaremos como encontrar pregos corretos para os contratos.

2.1
Mercado

Um mercado pode ser considerado como uma organizacao onde ofertantes
e demandantes estabelecem uma relacao comercial a fim de realizarem tran-
sagoes, acordos ou trocas comerciais. No caso aqui tratado, consideraremos o
mercado onde agentes realizam trocas de ativos financeiros (especificamente
ativos com risco, ativo sem risco e contratos, que mais a frente serdo definidos)
segundo suas necessidades e segundo precos tomados como informagoes dadas
pelo proprio mercado.

O mercado serd considerado em instantes discretos de tempo. A cada
instante n teremos as cotagdes dos precos dos ativos e em n + 1 suas
novas cotacoes, de forma que conseguiremos analisar sua variacdo e com isso
utilizaremos estes dados em nosso modelo. Iniciaremos considerando somente
dois periodos de tempo (n = 0 e n = 1) e posteriormente trataremos de um

mercado com N periodos de tempo, onde N € N.

2.2
Ativos

Definiremos os ativos negociados em tal mercado. Podemos considerar a
existéncia de um agente provedor de recursos financeiros que atua como um
banco. Este agente ¢ o responsavel por disponibilizar o ativo livre de risco
e cobrar juros sobre a variacdo do tempo. A taxa de juros cobrada sobre o
ativo livre de risco é r e é uma variavel tomada como dada pelos agentes na
economia. O banco atua como emprestador e depositario de dinheiro, pagando
o retorno B(1 4+ r) em n = 1 pela quantia B que é depositada em n = 0.

Consideraremos também uma quantidade finita ¢ € N de ativos com
risco. Cada ativo com risco serd notado por S! com i € {1,2,...,¢}. O ativo

com risco pode ser considerado uma agao ou qualquer outro produto financeiro
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cujo preco no periodo n = 1 ndo é obtido de forma deterministica, mas sim
dependente dos estados da natureza. Em outras palavras, os precos no futuro
sao incertos, podendo haver alta, baixa ou estabilidade do preco, dai dizermos
ser um ativo com risco.

Cabe aqui introduzirmos o que sao os estados da natureza. Cada ativo

de risco pode ser modelado como uma variavel aleatéria
S0 —R

tendo como dominio um conjunto 2. Em nosso modelo, trataremos apenas
do caso em que €2 é um conjunto finito, ou seja, um conjunto com k € N
elementos, 2 = {wy,ws, ...,wi}. Cada w; € 2 é o que chamamos de um estado
da natureza. Entao para cada w; o mercado ird se comportar de uma maneira,
pois todos os ativos com risco assumirao um valor respectivo a tal w;. Para
representar o mesmo ativo com risco em diferentes datas de tempo usaremos
o subscrito n. Desta forma, Sé representa o preco do ativo S no tempo n = 0.
Em n = 0 o prego é conhecido por todos no mercado, S§ ¢ uma constante.
Agora, o preco em n = 1 apresenta um comportamento aleatério, ou seja, S}
é uma variavel aleatéria que pode assumir finitos valores.

Cabe aqui definir o que sao os retornos de um ativo. Claro que o retorno

dependera do estado futuro do ativo em questao.

Definicao 2.1 Cada ativo tem uma taza de retorno a; definida como
Si— S

5 (2-1)

a; =

que também depende de w;, pois Si depende de w;.

Agora definiremos o ativo que serda estudado no trabalho, o contrato. Um
contrato ¢ um ativo que quando adquirido promete pagar a quem o possui uma
determinada quantia que depende do estado futuro do mercado. Em outras

palavras, um contrato é uma variavel aleatoria positiva.

Definicao 2.2 Um contrato é uma variavel aleatéria F : @ — R, com
F(Wj) >0 ij' e Q.

Um contrato pode ser utilizado como ferramenta de protegdo contra
possiveis infortinios, como também sendo parte de uma estratégia que visa
realizar lucros em n = 1. Como exemplo de contrato podemos citar os
contratos futuros, que sao muito usados como instrumentos de protecao,
e as opgoes, que podem ser de diferentes tipos e permitem uma grande
quantidade de estratégias. A principio trataremos de contratos de maneira

geral e posteriormente trataremos de tipos de contratos especificos.
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2.3
Portfélios e Arbitragem

O mercado constituido por 1 ativo livre de risco e ¢ ativos de risco pode
ser representado por um vetor aleatério M, : Q@ — R+ n € {0,1}, onde

para cada j € {1,2,...,k} se tem
My (w;) = (B(L+7)", Sp(w;), S2(ws), -, Sa(w;)) -

Em n = 0 os precgos dos ativos sao deterministicos.
O numero de ativos de um agente é chamado de portfélio ou estratégia

e pode ser representado por um vetor.

Definicdo 2.3 Uma estratégia consiste em um vetor I' de R varidveis que
indica o niumero de ativos que o agente possui. A i-ésima coordenada de tal

vetor representa a posicio em relacdo ao i-ésimo ativo. Desta forma se

I'= (67041,062,...,06@)

¢ a estratégia de um agente e se o; > 0 o agente possui a quantidade o; do
respectivo ativo S°, enquanto que se a; < 0 o agente deve a quantidade o; do
respectivo ativo. Se 3 > 0 entdo o agente possui B unidades no ativo livre de

risco e se B < 0 este mesmo agente deve a quantidade B do ativo livre de risco.

Sabendo como representar o mercado a cada instante n e sabendo a
representacao do portfélio, vamos definir o valor do portfélio perante aquele

mercado.

Definicao 2.4 O wvalor de um portfolio I' é definido como
Vi(w;) =T« M, (w;)

onde « € o produto escalar entre o vetor portfélio I' e o vetor aleatorio M,, que
representa o mercado. O produto escalar é bem definido, pois ambos os vetores

tem ¢ 4+ 1 coordenadas.

No modelo de mercado que desenvolvemos estamos interessados em
analisar uma caracteristica especifica, chamada de arbitragem, que nos ira
auxiliar a encontrar precos corretos para contratos. Para tal, o mercado deve
ser considerado livre de arbitragem, pois a arbitragem ¢é a possibilidade de um

agente realizar lucro sem haver risco de perda.

Definicao 2.5 Um portfolio I' é uma oportunidade de arbitragem se
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2. VE(w;) = 0 para todo w; € Q;

3. Vi (wj) > 0 para algum w; € Q.

Segundo a Definicao 2.5, uma estratégia I' é uma estratégia de arbitra-
gem quando é possivel que alguém a assuma em n = 0 sem despender quantia
alguma e tenha probabilidade positiva de realizar lucro em n = 0, sem o risco
de perda.

Outra forma de definir a existéncia de arbitragem é notar que estamos
arbitrando em um mercado se Vi < 0 e V' > 0 para todo w; em 2, com
VI > 0 para algum w; € . Essas duas desigualdades dizem que em n = 0
o agente tinha um valor negativo com a estratégia I' e independentemente do
cenario em n = 1, consegue fechar sua posicao devedora sem risco algum.
Podemos mostrar que de fato é uma arbitragem segundo a Definicao 2.5.
Notemos que se em n = 0 acrescentarmos uma quantia 6By = v > 0 ao

valor do portfélio I'; By o valor do ativo livre de risco em n = 0, de forma que
Vo +7=0,

podemos dizer que na verdade construimos o portfélio I = (8 + 6, ay, ... ay).

Em n = 1 ocorrera que

VE = (B4+6)Bi + ...+ anS"
Vv =V 0B, > 0.

Em outras palavras, se algum agente consegue construir um portfélio que de
n = 0 para n = 1 passe de um valor negativo a um valor positivo, com

probabilidade positiva, entao também esta realizando arbitragem.

2.4
A precificacao de um contrato simples.

O problema central deste trabalho é o de precificar corretamente um
contrato e precisar sob que condicoes isso é possivel. Qual seria o prego correto
hoje de um instrumento financeiro que da a possibilidade de realizar lucro em
uma data futura e de que variaveis esse preco dependeria?

Consideremos um caso simples. Suponhamos que temos um mercado com

somente dois ativos, B representando o ativo sem risco e S representando o
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ativo com risco. O preco do ativo sem risco sera 1 unidade monetaria e do
ativo com risco serd s unidades monetarias. Este mercado estd definido para
dois periodos de tempo, n = 0 e n = 1, e dois estados da natureza, ou seja,
o espaco amostral é 0 = {w;,ws}. Consideremos que os possiveis retornos do

ativo de risco sao a e b.

Teorema 2.6 (Auséncia de arbitragem) Um mercado muito simples

como o definido acima € livre de arbitragem se, e somente se, a <1 < b.

Prova. A prova é feita por redugdo ao absurdo. O preco em n = 0 do ativo
com risco é denotado por s. Denotaremos a taxa de juros do mercado por 7.
Também consideremos o espago amostral € = {wy,ws}. Suponha que a > r.
A taxa de retorno a, é igual ou mais atraente do que a taxa de juros r do
mercado. Entao um agente deve considerar a compra do ativo de risco ao invés
do ativo livre de risco. Suponha que o agente pega a quantia s emprestada ao
banco, pagando a taxa de juros r e adquira uma unidade do ativo de risco. Seu
portfélio serd entao representado por I' = (—s,1). Em n = 1 os precos ficam
(1+4r) para o ativo livre de risco e Sy (wy) = s(14a) ou Sy(w2) = s(1+b) para

o ativo com risco. Para todo caso temos que s(1 +b) > s(1+a) > s(1+ 7).

Vemos que
Vi (wi) = (=s,1). M (wn)
=—s(1+7r)+ Si(w)
=—s(1+7)+s(l+a)

Vi (w2) = (—=s,1).My(ws)
= —s(147r)+ 51(ws)
=—s(14+7r)+s(1+0).

Pela desigualdade entre os retornos é claro que Vi (wy) > V' (wy) > 0.
Dessa forma, a partir de Vj = 0 é possivel obter V' > 0, temos arbitragem.

Suponha agora que r > b. Torna-se atraente adquirir o ativo livre de risco
B. Um agente pode tomar emprestado o ativo de risco e vendé-lo, ficando com
a quantia s (que é o pre¢o em n = 0 do ativo com risco) livre de risco e portanto
a estratégia agora é representada por: I' = (s, —1). Agora teremos no mercado

s(1+7r) > s(1+b) > s(1+a). O agente deve retornar o ativo que tomou
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emprestado. Logo, em n = 1 este agente estara com o valor do portfélio

Vi (wr) = (5, =1). My (w1)
= s(L+71) = Si(w1)
=s(l1+7r)—s(1+a)

ou

Vi (wa) = (s, =1). My (w2)
= 8(1 + T) — Sl(WQ)
s(1+7)—s(1+0b).

Portanto, temos V' (w;) > V' (ws) > 0. Novamente ha uma oportunidade
de arbitragem.

Note que quando r < a ou r > b ha arbitragem. Vamos mostrar a outra
implicacao, ou seja, se a < r < b entao nao ha oportunidades de arbitragem.
Tome um portfélio I' = (3, a) tal que Vi = 0, ou seja, construido de forma que
as posigoes do agente em ativo livre de risco e ativo com risco se compensem
e resultem em um valor nulo. Para que ocorra a igualdade V" = 0, deveremos
ter s = — 3, pois V' = (3, ).(1,s). Considere a # 0, caso contrario nunca ha
arbitragem, pois o portfélio seria o vetor nulo. Usando o portfélio I' = (—sa, ),

teremos em n = 1:
VE(w) = —sa(l + 1)+ aS (w) = —sa — sar + as + asa = as(a — ),

Vi (wy) = —sa(l +7) + aSi(wy) = —sa + —sar + as + asb = as(b —r).

Como tomamos por hipétese a < r < b, temos V' (w;) < 0 < V' (wy) e com
isso nao temos V| > 0 para todo w; € Q, portanto, nao hé arbitragem.
O

Agora vamos nos dedicar ao tema principal da dissertacao. Neste ponto
trataremos de um contrato em um ambiente simples. Usando o conceito de
arbitragem e fatos que mostramos ainda a pouco, mostraremos como a auséncia
de arbitragem em um mercado é uma caracteristica desejavel e como permite
a correta precificacao de um contrato.

Note que ao longo do trabalho estaremos desconsiderando totalmente
os custos de transacao. Esta hipotese é irreal, porém util para facilitar uma
primeira abordagem ao estudo dos mercados e precificacao de contratos.

Em n = 0 queremos determinar o preco P do contrato. Consideremos

um mercado sem arbitragem igual ao definido acima:
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Preco em n=0 ‘ Preco em n=1
1 (I1+7r) (1+7)
s s(1+a) s(140)

Tabela 2.1: Exemplo de mercado

com a < r < b, onde a e b sdo as possiveis taxas de retorno do ativo com risco,
e uma estratégia I' = (3, ). Estamos considerando B = 1, ou seja, o ativo

livre de risco tem preco unitario em n = 0. Podemos supor que I' é tal que
Vi =T.My=P
onde P é o valor do portfélio em n = 0.
Vi =T M(w;) = F(w)

e F(wi) = fi, Fws) = fo.
Desta forma, (8, «).(1,s) = 8+ as = P.

B(l+71)+aSi(w) = fi (2-2)

B(l —+ 7") -+ ole(wQ) = fQ (2-3)

Agora fazemos (2-3) - (2-2) e (2-2) + (2-3) para obter as seguintes
equacoes:
fo— i
as = (b—a) (2-4)
ot fi—as(a+b+2)
b= 2(1+r)
Substituimos (2-4) em (2-5) e obtemos:

Rt At (4EE) @b +2)
N 2(1+7) ’

e apo6s simplificar:

fi(1+0) — fo(1 +a).

= (1+7)(b—a)

Entao nosso portfélio é:

(A +D) = fo(l4a) fo—fi
I= ( (1+7)(b—a) ’(b—a)s)
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Como S + sa = P, realizamos esta conta com « e [ que acabamos de
encontrar para acharmos o preco P do contrato:

_ fo(r —a)+ fi(b—r)

1+r)(b—a)

Dai vemos que o pre¢o do contrato depende somente de varidaveis que nao sao

(2:6)

aleatérias. O preco correto s6 depende das informagdes do mercado e nao de
cada estado da natureza w; € €.

O prego correto do contrato em um mercado sem arbitragem, como este
que estamos considerando, deve ser tnico.

Suponha que um agente A compre o contrato de um agente B pagando
um preco P > Vi = P. O agente B adquire o portfélio " em n = 0. Em n = 1
o agente B pagard ao agente A a quantia obrigatéria firmada em contrato que
representamos por F'(w). Como para pagar esta quantia B deveré ter liquidado
VI, vemos que ele terd lucro de P — P >0, logo ha arbitragem.

Agora suponha que A pague P’ < P a B pelo contrato. Para isso, A
toma V" por empréstimo em n = 0 e compra P’.Em n = 1, A recebe F
gragas ao contrato e paga o que devia ao banco pelo empréstimo. O agente A
tem lucro de P — P” nessa operacio, usando somente arbitragem.

No modelo simples de mercado, é possivel ver que o contrato possui um
prego correto exato. Mas isso nem sempre ocorre. Um contrato pode ter mais
do que um preco correto e isso depende das caracteristicas do mercado em que
esta sendo negociado.

Como ja descrito anteriormente, o contrato F' é uma variavel aleatéria
F:Q—Rcom Q= {w,wy,...wp};k€N.

A partir de agora denotamos o prego correto do contrato por Py(F).

H& duas posig¢oes que um agente pode assumir em um contrato: a posi¢ao
larga e a posicao curta. Na posicao larga o agente recebera a quantia F'(w;) no
tempo final (n = 1) e na posicao curta ele pagard a quantia F(w;) em n = 1.
Em n = 0 os agentes tomam suas respectivas posi¢coes comprando e vendendo
o contrato em quantidades 6 € R pelo prego Py(F'). Para definir o preco Py(F')

de forma correta é necessario apresentar algumas definigoes.

Definicao 2.7 Um contrato F': Q) — R possui cobertura em um mercado M,
se existe um portfolio ou estratégia I' € R+ tal que VI (w) = F(w), Vw € Q.

Notemos que o prego correto do contrato, no exemplo acima, foi definido
utilizando um portfélio que replica o valor do contrato. Ou seja, I' é uma
cobertura do contrato e, para que niao ocorra arbitragem, Vi = By(F).

Um contrato pode possuir mais de uma cobertura assim como nenhuma

cobertura.
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Definicao 2.8 Um mercado M, livre de arbitragem é dito completo quando
para todo contrato existe uma cobertura. Se hd algum contrato sem cobertura

entdo o mercado € dito incompleto.

2.5
A Representacao Matricial

As defini¢coes de mercado, contrato e portfélio podem ser apresentadas
em notacao matricial. Contratos e ativos de risco tem seus valores em n = 1
definidos segundo os estados da natureza Q = {wy,ws, ... wk}.

Dessa forma, a cada contrato F' podemos definir o vetor com todos os

resultados possiveis deste contrato:
(F(Wl), F(w2)7 s 7F(wk)) S Rk

O mercado assumira varios estados futuros segundo os estados da natu-

reza (1. Desta forma, podemos representa-lo por uma matriz S(y11)xx, onde

1+7r 1+r» ... 1+r
o |sten st st
Si(wr) Silwa) ... Si(ws)

onde cada linha ¢ indica o preco de cada ativo i em n = 1 e cada coluna
j indica o estado da natureza que esta sendo considerado. Especificamente,
i€{0,1,...0} e j€{1,2,...k}. ST a transposta de S, é uma transformacao
linear tal que;

ST R — R,

Aplicando a transformacdo linear ST acima a um portfélio I' =
(B, a1, ,...q) teremos como resultado um vetor em R* onde cada coor-

denada corresponde ao valor de I' sob um estado diferente da natureza. Ou

seja,
Lr Siw) ... Stw) (B
1+7r Si(wy) ... Siw a

grry = |17 S SO ) v ), )
L+r SHwr) ... St(wr)) \ag

Temos que F' € Im(S7T) se e somente se, existe I' € R! tal que VI’ = F.

Logo o contrato possui cobertura se e somente se esta na imagem da aplicacao
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linear S”. Podemos verificar mais ainda. Se a aplicacdo é sobrejetiva entdo
todo contrato possui cobertura. Logo o mercado é completo se e somente se
ST ¢ sobrejetiva.

Pelo Teorema do Nicleo e Imagem sabemos que dimKer(ST) + dimIm(ST) =
dimR™*! logo dimKer(S) + dimIm(ST) = £ + 1. Se o mercado é completo

entdo ST é sobrejetiva e temos

dimKer(S") +k=1(+1
E<l+1

Portanto, se kK > ¢ + 1 entao M,, nunca sera completo.

2.6
A precificacao de contratos em um mercado finito com dois periodos de
tempo.

Nesta se¢ao mostraremos de forma rigorosa o que é o preco correto de
um contrato e como o contrato torna-se um ativo quando negociado com este
mesmo prego correto.

Um agente pode possuir um contrato e negocia-lo no mercado como
um novo ativo de risco. O contrato pode ser transacionado em quantidades
0 € R pelo prego Py(F'), ou seja, um agente pode comprar ou vender unidades

fracionadas 6 do contrato.

Definicao 2.9 Seja M,, um mercado sem arbitragem e F um contrato cujo
preco € Py(F). Entio o preco correto de F em M, é Py(F) se o novo
mercado obtido agregando o contrato como wm ativo com risco, M, :=
(B,, Sk, ... SEF,) com Fy = Py(F) e Fy = F € livre de arbitragem.

Agora sera provado, para o caso em que o mercado M, possui £+ 1 ativos
e M, é livre de arbitragem, que um contrato F' que possui cobertura I" tem

um unico preco correto.

Proposicao 2.10 Seja M, um mercado livre de arbitragem e F' um contrato.

Se F possui cobertura T' entdo seu tinico prego correto é Py(F) =V .

A prova desta proposigdo mostrard que para casos em que o preco designado
ao contrato seja diferente do que é considerado o prego justo, entao havera
oportunidades de arbitragem em M,,. O nome prego justo é dado exatamente
por ser este o preco que evita a existéncia de arbitragem em M,,.

Prova. Seja I' a cobertura do contrato F. Logo VI'(w;) = F(w;) VYw; € Q.
Suponhamos que o contrato F' esteja sendo precificado no mercado por P, tal

que P> V.
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Um agente perspicaz notara que o contrato estda sendo cotado por um
preco acima do correto. Dado isso, seria inteligente vender tal contrato por P
e, com o rendimento obtido, adquirir o portfélio de cobertura deste contrato,
embolsando a diferenca. Considerando o mercado M, = (B,,S},..., St F,)

com o contrato sendo mais um ativo negociado, a estratégia descrita ante-

riormente seria denotada por I = (8, v, ..., oy, —1), tal que o portfélio de
cobertura é I = (8, ay, ..., ay). Assim
vl =T". M,

= (B,ay,...,04,—1)« (By, Sp, ..., SE, P)
= (B,ai,...,o0)« (Bo, S8, ..., S5 — P
=T'.My—P

=Vy —P<0

A desigualdade VJ — P < 0 indica que apds adquirir I’ ainda sobrou
dinheiro em n = 0, que pode ser investido em uma conta bancaria e render a
taxa r ao agente.

Em n = 1 ocorrerd que V' = F e o agente cumprird suas obrigagdes
pagando o que exige o contrato que vendeu. Agora vemos que houve lucro de
pelo menos P—V]] sem que se assumisse risco, entao ocorreu uma oportunidade
de arbitragem, logo P nao é o prego correto.

Suponhamos agora que P < V. Nesta situacdo, o contrato estd abaixo
do prego correto, logo é atraente compra-lo. O agente pode tomar o portfolio
I' emprestado, vender e adquirir o contrato. Para isso, tomemos a estratégia
indicada pelo portfélio I'' = (=3, —a?,...—at, 1), ou seja, vende-se o portfélio

I' e adquire o contrato ao preco P. Entao

1

vl =1". M,
= (=B,—at,...—a’1).(By, Sy, ..., S P)
= (=B,—at,...—a") . (By,Ss,..., S5+ P
= -T.My+P
=y +P <0

Em n = 1 teremos V' = F, logo o agente recebe a quantia V' e fecha sua
posicdo em relacdo ao que devia por ter adquirido o portfélio I'' Em n = 0
o agente havia realizado lucro, que poderia ter aplicado no ativo sem risco a
taxa r. Entao, ha oportunidade de arbitragem em M;L, logo P nao é o prego

correto.
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Mostramos que quando o preco difere de Vj hé oportunidades de arbi-
tragem, e agora devemos mostrar que isso nao ocorre quando ha a igualdade.
Suponha que o contrato seja precificado por P =V .

Consideremos I uma oportunidade de arbitragem no mercado M, .
Temos que I pode ser da forma I' = (5,a',...,a% 1) ou entdo I' =
(B,a',...,a% —1). Ou seja, havera arbitragem vendendo ou comprando o
contrato. Suponha que tenhamos a estratégia da primeira forma I =
(6_ ,at,...,af 1). Lembramos que I' é a cobertura do contrato F' . Considere o
portfélio

:=(6,a,...,a")+T

no mercado M,. Dai, VI' = VI e VI' = V| pois ' é cobertura de F. Daf
se I'" ¢ oportunidade de arbitragem em M, teremos que [ serd oportunidade
de arbitragem em M,,, contradizendo a hipétese de nao arbitragem. Agora se

considerarmos uma estratégia da segunda forma, tomariamos

I:=(g,a',...a") T,

repetiriamos o argumento acima e obteriamos o mesmo resultado chegando a
uma contradigao.
Isso mostra que nao pode haver arbitragem em M;b e 0 unico preco do
contrato é igual a P.
O
A Proposicao 2.10 mostrou que o preco de um contrato que possui
cobertura deve ser igual ao preco do portfélio de cobertura em n = 0. Isto
vale para o caso de mercados completos, ou seja, aqueles em que os contratos
possuem sempre um portfélio de cobertura. Se existem contratos que nao
possuem cobertura o processo de definicdo do prego correto parece inviavel,
mas na verdade é possivel, porém o prego de tais contratos podera ser qualquer

valor dentro de um intervalo definido na reta real.

Definicao 2.11 Em wm mercado incompleto para um contrato F', podemos

descrever os possiveis conjuntos de portfolios
F(w), Yw € Q}

F(w), Yw € QY.

Ou seja, E_(F') é o conjunto dos portfélios que em n = 1 possuem valor menor

ou igual ao valor do contrato e E, (F") sdo os que possuem valor maior ou igual.
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Definicao 2.12 Em um mercado incompleto definimos para cada contrato F

0s sequintes valores:

p—(F):=sup{Vy;T € E_(F)},
p+(F) :=inf{Vy;T € E{(F)}.

Definindo os valores p_(F') e po(F), temos como objetivo encontrar uma faixa

de precos, ou seja, um intervalo, em que seja possivel precificar o contrato F'.

Proposigao 2.13 Se 2 é finito e nosso mercado € livre de arbitragem e

incompleto entao existem portfolios 'y € E (F) e ' € E_(F) tais que
r_ r

p-(F)=Vo ep(F)=V "

Para provar esta proposicao usaremos alguns fatos de Otimizacao Linear e
o conceito de Probabilidade de Risco Neutro, que seré apresentado e detalhado
no Capitulo 3.

Como veremos a frente no texto, o fato do mercado ser livre de arbitragem
implica a existéncia de alguma probabilidade neutra ao risco. O fato do
mercado ser incompleto e livre de arbitragem implica que existem diversas
probabilidades neutras ao risco. Um contrato possui um prego correto se para
qualquer probabilidade neutra ao risco obtemos o mesmo prego para ele em
n = 0.

Prova. Seja F' o contrato que queremos precificar. Supomos que estd em um
mercado incompleto e que nao exista somente um prego correto em n = 0 para
um contrato. Lembramos que B; é o prego do ativo livre de risco em n = 1, ou
seja, B; = (1 + ). Tomemos I' € E, (F'). Para qualquer probabilidade neutra

ao risco QQ teremos

Além disso, haverd um limite inferior para o conjunto p,(F') definido por
sup{Eqg (Bil) : Q é Probabilidade Neutra ao Risco}. Agora sabendo que Q é
finito, notemos que p,(F') pode ser interpretado como a solu¢do de um

problema de otimizacao linear

minimizar Vg
sujeito a Vlr > F
I' e R
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Como estamos minimizando nosso problema em uma regiao factivel nao vazia e
como a fung¢ao objetivo é limitada por baixo, como foi mostrado, entao o valor
6timo ¢é atingido, isso pode ser visto em maiores detalhes em [1]. Concluimos
que py(F) =V)* paraum I'y € E,.

O mesmo procedimento realizado a p_(F), porém maximizando, nos
levard & existéncia de p_(F) = Vy~ para um ['_ € E_, ¢ concluimos a
demonstracao.

O

As préximas proposicoes nos dirdo que um contrato que nao possua

cobertura num mercado incompleto tera um intervalo de precos corretos.

Proposicao 2.14 Seja F' um contrato em um mercado livre de arbitragem
M,. Para qualquer par de portfolios TV € E_(F) e T® € E.(F) temos
VY < VE? e portanto, p_(F) < p.(F).

Prova. Demonstraremos usando basicamente o conceito de mercado livre de
arbitragem. Tome o portfélio I' = T'® — '), Sabemos das definicoes que
VI < F < VE? entdo VI = VE' > 0, e por isso Vlrl > 0. Usando o fato de
M,, ser um mercado livre de arbitragem, devemos ter VOFI > 0 e temos nosso
resultado. Se fosse VOF, < 0 nosso mercado ofereceria uma oportunidade de
arbitragem. Se fizermos I'> = I' e I'! = I'_ teremos que VOF(_’ < VOF(“ e como
p-(F)=Vy~ epy(F) =V, * conclufmos que p_(F) < py(F).

O

Proposicao 2.15 Um contrato F' possui cobertura se e somente se p_(F) =
p(F). Se T é uma cobertura de F entio p_(F) =V) = p,(F).

Prova. Primeiro vamos supor que F' possui cobertura. Entao sabemos que
ar ;Vi(w) = F(w), Vw € Q. Logo T' € E_(F) N E(F). Pela defini¢do de
p_(F) e py(F) temos py (F) < Vy < p_(F). Como na Proposicio 2.14 temos
p_(F) < py(F) concluimos que p_(F) = p, (F).
Agora vamos supor que p_(F) = p,(F). Consideremos o portfélio I" =
'y —=T_,com 'y € E,(F)el'_ € E_(F) que sabemos que existem, onde
p(F) =V, ¢ p(F) = V,* . Agora temos que VOF/ = Vot =V, e
pela hipdétese que assumimos temos VOFI = 0. Como o mercado é livre de
arbitragem, devemos ter V' "~ 0o que implica em VlF+ = VIL = F.
Concluimos que V[]F* = VOF‘ e também que se chamarmos a cobertura de
[ entdo p_(F) =V) =p,(F).
O
Depois de apresentarmos alguns resultados sobre desigualdades de precos

devido a portfdlios que nao sao coberturas exatas de um contrato vamos
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mostrar que o pre¢o de um contrato sem cobertura deve estar contido em um

intervalo especifico para que nao haja oportunidade de arbitragem no mercado.

Proposicao 2.16 Seja M, um mercado sem arbitragem e F' um contrato que

nao possui cobertura. Entao o conjunto de precos corretos para F' é o intervalo
aberto (p_(F), ps(F)).

Prova. Consideremos o mercado M, onde o contrato é um ativo de risco.
Suponhamos que o prego P do contrato fosse P < p_(F). Faz sentido vender o
contrato no mercado pelo prego p_(F') = VOF‘ e adquirirmos o mesmo contrato
ao preco P. Por isso, tomamos o portfélio I = (=T_,1) em M;u ondeI'_ é o

portfélio que tem como valor VOF’ segundo a Proposicao 2.13. Entao

/

Vi =T M, =V, +P

logo, o agente embolsa uma quantia positiva em n = 0. Quando n = 1, temos

’

Vi =V +F>0

pois I'_ € E_(F). J& que F nao possui uma cobertura, I ¢ uma oportunidade
de arbitragem em M, e consequentemente P nio é o preco correto.

Agora seja P > p,(F) e tomemos o portfélio I = (I'y, —1), onde I'y é o
portfolio que tem como valor VOF+ segundo a Proposi¢ao 2.13. Vendemos o

contrato ao preco P e compramos a p, (F'). Temos

1

Vi =1". M, =V, " —P
=p+(F)—P <0

Quando n = 1, temos

i

Wo=Vit-F>0

pois 'y € E, (F). Concluimos que também hé arbitragem.
Agora, devemos mostrar que P € (p_(F), ps(F)) ndo acarreta arbitragem em
M.

Se p_(F) < P < p,(F) pode-se tentar arbitrar de duas formas em M :

1. Tomando I = (I'_, —1), ou seja, vendendo o contrato ao preco P e
adquirindo o portfélio I'_;

ou
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2. TomandoI'"” = (=T';, 1), vendendo o portfélio I'y e adquirindo o contrato
a P.

Realizando o mesmo procedimento acima, quando verificamos que haveria
arbitragem, é rapido ver que nao ha arbitragem em (p_(F'),p,(F)), pois
sempre teremos V] (w) < F(w) < V| *(w) Yw € Q, ou seja, ndo hd como
obter um ganho certo, pois o agente tem a possibilidade de nao conseguir fechar
suas posicoes sem que haja perda financeira. Desta forma, este é o intervalo

de pregos correto.
O

2.7
Um mercado com varios periodos de tempo.

O modelo considerado até aqui era dotado de £+1 ativos, sendo um ativo
livre de risco e ¢ ativos com risco. Havia somente os periodos de tempo n = 0
e n = 1, enquanto que agora iremos considerar o tempo variando de 0 a NV,
com N finito. O intervalo temporal sera finito, pois estamos interessados na

dindmica de contratos com uma data de liquidacao pré estabelecida.

Defini¢ao 2.17 Chamamos de mercado financeiro um processo estocdstico (a
defini¢io de processo estocdstico pode ser consultada na Definicao A.11) de
(+1 varidveis M,, = (B,, S}, ..., S%):n € {0,1,... N} definido sobre o espago
filtrado (2, Fy,), onde {F,},n € {1,2,... N}, de maneira que:

- Q € finito e Fy = F, onde F € a o-dlgebra da defini¢cao do nosso espago
de probabilidade.

- B, ¢é deterministico, com By =1, B, = (1 +1,)B,_1, onde {r,;n € N}

€ uma sequéncia de numeros reais.
— Emn =0 o mercado é deterministico: My = (By, S¢, ... S§) € constante.

— A filtragio {F,},n € {0,1,... N} € gerada pela sequéncia dos processos
M,
.Fn = O'(Mo, Ml, e Mn)

ou seja, € a o-dlgebra gerada pelas varidveis aleatorias My, My, ... M,. A
definicao de o-dlgebra gerada por varidveis aleatorias pode ser encontrada
na Defini¢io A.5.

B,, é nosso ativo livre de risco que tem seu valor variando de n a n + 1 de
acordo com a taxa de juros r,. Nossos ativos com risco, representados por S°

com i estando entre 1 e ¢, sdo varidveis aleatérias definidas por S*: Q — R.


DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 1412638/CA


PUC-RIo- CertificagaoDigital N° 1412638/CA

Capitulo 2. Modelacdo matematica de um mercado financeiro 28

A dindmica da informagao é dada pela filtracao originada da sequéncia de pré-
imagens de M,,, pois JF,, é formado pelas pré-imagens ]\/[j’l(B), j€{0,1,...,n}
e B € B, onde B ¢é a o-algebra de Borel em R. A cada nova observacao do
estado do mercado obtemos mais informacao que é agregada a o-algebra F,
respectiva aquele periodo n de tempo.

Em um mercado a varios periodos de tempo a definicdo de estratégia é
a mesma para o mercado a dois periodos de tempo, com a diferenga de que o
agente pode realocar as proporcoes dos ativos entre um periodo de tempo e

outro, segundo informagoes disponiveis e segundo sua restricdo de recursos.

Definigdo 2.18 Uma estratégia T, = (B,,ak,a2,....a%), n € {1,2,...,N}
¢ um processo estocdstico previsivel (a defini¢io de processo previsivel pode ser
acessada na Defini¢io A.12 ) de £+ 1 varidveis todas definidas sobre o mesmo

espaco filtrado do mercado.

No periodo de tempo n o agente tem suas posi¢oes no mercado identifica-
das pelo vetor I',,. Segundo as informagoes disponiveis até o instante de tempo
atual, representadas por F,, o agente pode tomar decisoes de alterar sua es-
tratégia para I',,;1 reorganizando as quantidades dos ativos que constituem
seu portfolio. O agente toma essa decisao baseado na informacao em n, por
isso fazemos a estratégia I',, 11 ser um processo previsivel (ver Definigao A.12).
Além disso, desejamos que durante a alteracao da estratégia entre o tempo n
e n+ 1 o agente nao realize nenhuma aplicacao de capital, ou seja, que o valor
das estratégias seja o mesmo quando o agente trocar de uma para outra. Dai

que introduzimos a seguinte definicao.

Definicao 2.19 Uma estratégia '), € auto-financiada quando
Fn - M, = I‘n—l-l . Mn
paran € {1,2,...,N —1}.

Definigdo 2.20 A cada estratégia T, associaremos o processo VY. Dessa
maneira, V' =T My e VI =T, . M,, Yn € {1,2,...,N}.

Vemos que V' é deterministico e é a quantia necessdria para iniciar a estratégia
['o. Enquanto que VI' é a quantia obtida quando h4 a liquidagao da estratégia
r,.

Proposicao 2.21 Uma estratégia é auto-financiada se e somente se
m
Vi oyl = / TdM,
n

para todo 0 <n<m < N.
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A integral usada acima ¢ definida na Definicdo A.13, onde apresentamos
a transformada martingal. A integral é uma notacdo para a transformada
martingal.

Prova. Primeiramente, vamos supor que I',, é auto-financiada. Podemos es-
crever VI' — V' como a soma telescopica 31, (Vil — V'), Usando o fato da

estratégia I',, ser auto-financiada (Definigao 2.19) desenvolvemos a soma como

n n

Z(Vzr - ‘/;1:1) = Z(Fz «M; —T;. Mi—l)
i=1 i=1

= ZFZ . (Mz — Mi—l)
i=1
que é exatamente a integral definida na Definicdo A.13. Assim mostramos a

implicagao. Para mostrar a equivaléncia vejamos que

Vnr—i-l - Vnr = Fn—i—l . (Mn+1 - Mn)

que existe diretamente da definicdo da integral. Logo
Fnire My — T o My, =T01 e My — iy« M,
onde escrevemos todos os termos como produtos escalares. Daqui resulta que
CpeM, =T,11.M,.

Assim, concluimos a prova e temos a equivaléncia.
O
Neste contexto, a definicao de arbitragem é similar a definicdo no caso
em que o modelo tem dois periodos de tempo, com a ébvia mudanga de que a
data final passa a ser NV ao invés de 1 e a estratégia que pode gerar arbitragem
é auto-financiada, ja que agora iremos nos restringir somente a este tipo de
estratégia. Relembrando o que ja vimos neste contexto, uma oportunidade de
arbitragem ¢é a existéncia de uma sequéncia de estratégias auto-financiadas
que resultem em uma probabilidade positiva de ganhar em N e extinguam as
chances de haver alguma perda financeira.
A mudanca na data final do modelo se aplica aos contratos, pois agora a

data de vencimento deles é a ultima data do modelo.

Definicao 2.22 Seja M, um mercado sem arbitragem e F : Q — R
um contrato. Considere o espago mensurdvel (2, F), a filtragio {F,},n €
{1,2,...N}, P,(F) definido sobre o espago filtrado descrito é um processo

de precos corretos para F' se
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1. Py(F)=F,
2. O mercado M, := (B, Sp, P,(F)) € livre de arbitragem.

onde B, e S, sao os precos do ativo livre de risco e do ativo com risco,

respectivamente, no periodo n € {1,2,... N},

Definir o processo dos precos do contrato como uma variavel F,,-mensuravel
faz sentido, pois em n havera a informacao a respeito do valor de P,(F).
Definir o novo mercado como sendo livre de arbitragem garante que nao ha a
possibilidade de realizar lucros sem risco.

O seguinte lema esclarece outra forma de enxergarmos arbitragem reali-
zada por uma estratégia no mercado. Note que as quantidades de cada ativo
que compoe o portfolio sao agora ajustaveis no tempo, ou seja, a,, e (3, repre-

sentam as quantidades de cada ativo no periodo n € {1,2,..., N}.

Lema 2.23 Se no mercado M, existe uma estratégia Ty, = (o, Bn) tal que

Vi <0 eVy =0 entio M, nio é livre de arbitragem.

Prova. Escrevemos Vi = (f1,a1) « My < 0. Consideremos a estratégia
L, = (B, — Vi , o) de forma que VOf = 0. Em n = N teremos V]\f, = fnBy +
anSy — VEBy. Como VE = 0 por hipétese, ficamos com VL = —VIBy > 0.

Portanto esta é uma estratégia usada para arbitrar em M,,.
O

Proposicao 2.24 Seja o mercado M, livre de arbitragem e um contrato
F:Q — R. Se F possui um portfolio auto-financiado de cobertura, ou seja,
Vi(w) = F(w) Yw € Q, entdo F possui um tinico processo de precos corretos

P,(F). Além disso,

P,(F)=VI v¥ne{1,2,...N}.

Prova. Primeiro vamos mostrar que VI é um processo de pregos corretos para
. / /7

F. Para isso vamos comecar mostrando que o mercado M, = (B,,S,, V) é

. . . s s /

livre de arbitragem. Suponha que exista uma estratégia I' = (§ 6., 0

n? an’ n
sendo a quantidade do ativo contrato presente no portfélio, gerando arbitragem

/ ! / ’

n

em M. Logo
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/ . 71 / .
o termo 0 I',,. M,, pode ser escrito como o valor de um portfélio 8 I',,, ou seja, a
/
quantia de V! I unidades de ativo livre de risco no perfodo n. Desta maneira,

com M, = (B,, S,) temos que

/

VY = (8, al) M, + VT

n

= VO T+Ban)

chegamos a uma estratégia que é arbitragem em M,,, uma contradi¢cao com a
hipétese de que M, é livre de arbitragem.

Agora devemos mostrar que se Py(F) >V ou Py(F) < Vj teremos que
P,(F) nio pode ser um processo de precos correto. Em outras palavras, VI
tem que ser o tinico processo de precos correto. Se Py(F) > Vil entdo considere
a estratégia I, = (I, —1) em M, em que um agente vende um contrato ao
preco Py(F'), que estd caro e adquire o portfélio de cobertura I', que esta
barato. Assim, VOF, = (aq, f1)«(Bo,So) — Po(F) =T1. My — Py(F) < 0 e como
é um portfélio de cobertura, teremos em N que VJEI =Ty.My— Pn(F) =
0, mostrando que M]/V nao é um mercado livre de arbitragem (arbitragem
realizada segundo o Lema 2.23). Se Py(F) < Vi o agente pode tomar a
estratégia I, = (=T, 1), em que vende o portfélio de cobertura I' (o agente
toma o portfélio emprestado e vende, mas no futuro terd obrigacao que retornar
o que tomou emprestado) e adquire o contrato ao prego Py(F') o que mostrara
que VI' =Ty My — Py(F) > 0 e Vi = —Ty. My + Py(F) = 0, ou seja,
também h4 arbitragem. Provando estes pontos concluimos que P, (F) deve ser
um processo de pregos correto.

OJ

Neste capitulo, buscamos introduzir os conceitos usados na construgao de
um modelo de mercado, inicialmente simples e gradativamente incrementado.
A nocgao de arbitragem e sua vital importancia na precificagao de contratos
deve ser ressaltada. A definicdo de cobertura e a relagao de completude em
um mercado é outro ponto importante e leva a um tratamento mais delicado
no caso de uma precificagdo em mercados incompletos. Por fim, a extensao
a varios periodos de tempo exige um instrumental de processos estocésticos
que permitem um tratamento do fluxo de informacoes. As defini¢oes basicas
se mantém quase as mesmas do modelo mais simples ao tultimo apresentado e

sao ideias fundamentais na modelagem financeira.
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Resultados Fundamentais

3.1
Probabilidade Neutra ao Risco

Nesta secao, introduziremos o conceito de Probabilidade Neutra ao Risco.
Com a probabilidade neutra ao risco sera possivel obter informacoes mais
precisas a respeito do mercado, sua completude e, principalmente, sob que
condicoes havera a correta precificagao de um contrato.
Consideremos o mercado formado por ¢ 4 1 ativos e dois periodos de
tempo
M, = (B,,S},...5%) comn € {0,1}

definido sobre o conjunto 2 = {wy, wy, ... w} finito. Consideremos agora para
cada ativo do mercado o seu preco descontado, ou seja, a razao entre o prego
do ativo no periodo n sobre o prego de outro ativo no mesmo periodo. Em geral
tomamos o preco B, do ativo livre de risco como fator de desconto e temos a

seguinte defini¢ao

para i € {1,2,.../0}.
Descontando o preco de cada ativo no mercado M, temos o mercado

M, = (1,S1,S  ...S%), ou seja, o mercado M,,, porém normalizado pelo ativo
B,.

Definigao 3.1 Seja P uma medida de probabilidade sobre o espago §2 finito tal
que P(w) > 0V w € Q. Entao P é uma probabilidade neutra ao risco para o

mercado M, se para cada ativo i do mercado vale Ep(S?) = Si.

Em outras palavras, considerando o valor do ativo livre de risco em
n = 0 como sendo By = 1, o que a definicdo acima diz é que sob a medida
de probabilidade P, o retorno esperado do ativo com risco deve ser igual ao
retorno do ativo livre de risco: Ep(S%) = (1 +r)Sg.

Convém notar que a probabilidade neutra ao risco é uma medida artificial
de probabilidade, ou seja, em geral pode diferir da medida de probabilidade

que os agentes atribuem , via inferéncia, a cada estado da natureza w.
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Em atuéria existe um conceito conhecido como Principio da Equivaléncia
afirmando que para um ativo que tenha um valor futuro incerto ser precificado
hoje, basta calcularmos o valor esperado do ativo e multiplicarmos por um
fator de desconto para trazermos a valor presente. No caso de mercados finan-
ceiros isso pode acarretar problemas, pois agentes tem preferéncias individuais
diferentes e tendem a exigir um retorno maior para um risco maior que assu-
mem. Assim, quando os agentes calcularem o valor esperado do ativo com uma
probabilidade obtida via inferéncia, estarao adicionando a aversao ao risco no
calculo do valor esperado e consequentemente o valor presente de determinado
ativo serd distinto no mercado. A solugao para este problema surgiu com o
conceito de probabilidade neutra ao risco. A probabilidade neutra ao risco é
uma medida artificial criada para realizar calculos como o dito acima de forma
a desconsiderar as preferéncias de cada agente e, assim, obter o preco justo ou
livre de arbitragem. A importancia desta medida serd apresentada nos enun-
ciados dos teoremas abaixo e no restante do trabalho.

Os seguintes teoremas serao enunciados agora, mas suas demonstragoes
serao corolarios de teoremas apresentados para mercados de N periodos. Estes
teoremas sao vitais para o trabalho, por isso na sequéncia deste capitulo serao

demonstrados e explicados em detalhes.

Teorema 3.2 FEuxiste uma probabilidade neutra ao risco em M, se e somente

se M,, é um mercado livre de arbitragem.

Teorema 3.3 Suponha M, livre de arbitragem. M, é completo se e somente

se existe uma unica probabilidade neutra ao risco.

Para exemplificar o conceito de probabilidade neutra ao risco usaremos
o primeiro modelo de mercado que analisamos, i.e, o0 mercado com dois ativos
e dois periodos de tempo representado por M, = (B,,S,), n € {0,1}.
Consideremos 2 = {w;,wy} e uma medida de probabilidade P estritamente
positiva para os dois estados da natureza, i.e., P(w;) > 0 e P(wy) > 0. Sejam
(14 a) e (1+ b) os respectivos retornos do ativo de risco para w; e wsy, com
a < b, e o retorno do ativo livre de risco como (1 + r).

Pela definicao de probabilidade neutra ao risco apresentada anterior-
mente, notamos que P é uma probabilidade neutra ao risco se ao tomarmos o

valor esperado pela medida P

Sl —

B(5) =5

P(wr) Slgjl) + Pws) SIJ(BL;)Q) =5
So(1+ a) So(1+ )

1+7r P(ewr) 147 Plwz) = S
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Na equagdo acima, faca P(w1) = ¢ e P(ws) = 1—¢q com g € (0, 1). Agora,
isolando ¢ na igualdade acima obteremos as probabilidades
_b—r - r—a
S b—a’ L

Notemos que P(w;) > 0 e P(wy) > 0, ou seja, P é probabilidade neutra

q (3-1)

ao risco, se e somente se r € (a,b) e a probabilidade neutra ao risco é tinica
neste caso.

Entao pelo Teorema 3.2 podemos afirmar que o mercado M, é livre de
arbitragem se e somente se r € (a,b). Como obtemos ¢ acima de forma tnica,
temos pelo Teorema 3.3 que o mercado M, é completo. Com este exemplo é
possivel entender a rapida aplicagao e importancia do conceito de probabilidade
neutra ao risco aos mercados.

A relacao desta medida com a precificacdo de contratos é direta e sera
apresentada em seguida.

No mercado M,, cada ativo tem seu preco descontado, entao uma estra-

tégia I' precificada neste mercado tem seu valor dado por
VI =T.M,.

Como a probabilidade neutra ao risco vale para todos os ativos de risco
do mercado, é natural desejar estender o conceito ao valor de um portfélio I'.

Assim, enunciamos a seguinte proposicao:

Proposicao 3.4 Seja M, um mercado livre de arbitragem e P uma probabi-

lidade neutra ao risco entdo para qualquer portfolio I' vale Ep (VTF) = VT)F.

Prova. Pela linearidade da esperanga podemos escrever

B () = B (1 7)
=B (7))

Como M, é um vetor de ¢+ 1 coordenadas, podemos aplicar a esperanca

a cada uma destas coordenadas e pelo que sabemos sobre probabilidade

neutra ao risco (definigao 3.1) obteremos Ep (M) = M,. Assim temos que
[.Ep (ﬁl) =T. M, = VL. Logo, Ep (VTF) S

O

Lembramos aqui que B; ¢ o prego do ativo livre de risco em n = 1 com
taxa de juros r, i.e., By = By(1 4+ r). Se By = 1 entdo By = (1 + 7).
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Proposicao 3.5 Seja M, um mercado livre de arbitragem e F' um contrato.

Se P € uma probabilidade neutra ao risco entao

F

Py(F) = Ey (Bl)

¢ um prego correto para F'.

Prova. Vamos provar a implicagao. Seja M,, um mercado livre de arbitragem e P
uma probabilidade neutra ao risco. Se P é a tinica probabilidade neutra ao risco
entao pelo Teorema 3.3 sabemos que M,, é completo. Pela defini¢ao de mercado
completo, existe uma estratégia I" tal que V' (w) = F(w) Vw € Q. Portanto pela
Proposicao 3.4 sabemos que Ep (VTF) = VT)F, ou seja, Ep (Bil) = VT)F. Usando o
fato do mercado ser livre de arbitragem, temos Vj = Py(F). Como em geral,
By =1, pois é tido como periodo base, concluimos que Py(F') = Ep (B%) .
Agora tomemos o caso em que o conjunto das probabilidades neutras
ao risco nao seja unico. Neste caso o mercado ¢ incompleto (Teorema 3.3).
Consideremos F' um contrato que nao possua cobertura. Pela Proposicao 2.13
existem portfolios T_ e 'y tais que V; (w) < Flw) < V" (w) Yw €
Q2. Pela Definicao 3.1 sabemos que quando calculamos o valor esperado
usando qualquer medida de probabilidade neutra ao risco, neste caso uma
probabilidade neutra ao risco QQ, obtemos VOF‘ =Eg (V}; ) e V0F+ =Eg V};j)
novamente considerando By = 1. Pela Proposicao 2.13 e pela Proposicao 2.16,

p(F)=Vy <p(F)=V, ",

pois F' nao possui cobertura. Isto quer dizer que tomando o valor esperado sob
uma probabilidade neutra ao risco obteremos um preco no intervalo de precos.
Py(F) =Eq (Bﬂl) € (p—(F),p+(F)) é um prego correto.

O

Usando o que ja foi discutido a respeito de precificacdo de contratos,
sabemos que se o contrato possui cobertura entdao o conjunto dos precos
corretos deve ser unitario. Se o contrato F' nao possui cobertura, entao
o conjunto dos precos corretos do contrato deve ser o intervalo de precos
(P_(F), P.(F)).

Como exemplo de precificagao de contratos, podemos voltar ao que
apresentamos no Capitulo 2, em que havia uma estratégia I' = (3, a) que
cobria um contrato F' no mercado M,, = (B,, S,). Havia dois estados possiveis
da natureza e os retornos do ativo com risco naquele cenario eram (1 + a) e

(140). Os pregos do contrato em ¢ = 1 poderiam ser F'(w;) = f1 e F(ws) = fo.
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O preco correto do contrato F' que calculamos foi

_ fo(r —a)+ fi(b—r)
1+7r)b—a)

Para este mercado ja calculamos as probabilidades neutras ao risco nas

b—r 1 r—a

equacgoes ¢ = 3— ; 1 —q = 7==. Usando o Teorema anterior, obtemos

PO(F):]EIP’(§1>
:P(Wl)'fl P(ws). fo
(1+47r) (1+7r)
_ (b—r).fi I (r—a).fo
b—a)14+r) (b—a)(l+r)
_ for—a)+ filb—7)
(1+7)(b—a)

—p

que é exatamente o que haviamos mostrado sem esta ferramenta.

3.2
Martingais

Os martingais ocupam um papel central em nossa maneira de modelar a
dindmica dos ativos. Apresentaremos aqui as defini¢coes e proposicoes necessa-

rias para a construcao que se segue.

Definic¢ao 3.6 Seja (Q, F,P) {F,;n € N} um espago de probabilidade filtrado
e {X,;n € N} um processo estocdstico assumindo valores em R. A sequéncia
{X,;n € N} € dita martingal (relativa ao filtro {F,;n € N}) quando

- E(|X,|) < oo Vn e N;
- {Xn;n € N} é F,,-mensurdvel ¥n € N;

-~ E(Xp1|Fp) = X, Vn € N.

Proposicao 3.7 Se {X,,, F,;n € N} é um martingal, entao valem as sequin-

tes afirmagoes para todo n € N:
1. Vk e N, B(X,, 1| Fn) = X5
2. E(X,) =E(Xy).

Prova. A primeira afirmacao é demonstrada por inducao em k. Por defini¢ao

de martingal a afirmacao, é valida para k = 1. Suponha valida para ky. Entao,
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usando o ponto 7 da Proposicao A.20

E(Xniro+1|Fn) = E(E(Xnikgt1|Frsro) | Fn)
= E(XnJrko‘fn) = Xn

onde usamos a hipdtese de que era valido para ky na segunda igualdade.
A segunda afirmacao é demonstrada aplicando a esperanca em ambos os

lados da primeira igualdade e usando o ponto 9 da Proposi¢ao A.20 temos que

como vale para todo n e k, temos nosso resultado.
O

Lema 3.8 Seja {X,,, Fo;n € N} um martingal e X uma varidvel aleatoria

integrdavel, ambos definidos no mesmo espaco de probabilidade. Afirmamos que

1. Se X,, é um martingal nao necessariamente de média zero entao M, =

X, — E(X,,) é um martingal de média zero;

2. {Y,, Fu;n € N} é um martingal onde Y,, = E(X|F,).

Prova. Para a primeira afirmacao devemos verificar se M,, cumpre as condigoes
para ser um martingal. Note que M, é F,-mensuravel, pois X, e E(X,) o
sao. Por outro lado vemos que X,, é integravel por ser um martingal. Falta

verificarmos uma propriedade, ou seja

E(Mn+1|fn) = ]E(Xn+1 - E<Xn+1)|fn)
=X, — E(E(Xnﬂu:n))
=X, —-EX,) =M,

onde usamos a linearidade da esperanca condicional. Para a prova da segunda
afirmacdo vejamos que Y, é integravel e F,-mensuravel. Note que E(Y,) =
E(X) < oo porque X é integravel por hipdtese e Y,, é F, pela definigdo de

esperanca condicional. Vejamos agora que
E(Yo1Fn) = E(E(X|[Fr) | Fn) = E(X[F)
e usamos o ponto 7 da Proposicao A.20.

Vejamos alguns exemplos de martingais.
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Exemplo 1. O mais bésico exemplo é uma varidvel aleatéria que assume
sempre o mesmo valor, uma constante, i.e. X,, = a, para a € R ¥n € N com
um filtro {F,,;n € N}.

Exemplo 2. Considere a varidvel aleatoria X,, representando a n-ésima
jogada de uma moeda justa. Se X,, = 1 temos 'cara’ como resultado e se X,, =
—1 temos "coroa’ como resultado da n-ésima jogada. Notemos que E(]X,,|) < oo
Vn € N, ou seja, X,, é uma varidvel aleatoéria integravel. Além disso, E(X,,) =0
Vn € N. Agoraseja S, = X1+ Xo+ ...+ X,y e F, = 0(X1, X, ... X)) a o-
algebra gerada pelas varidveis aleatérias X, Xo, ... X, (ver A.5). Como Xy = 0
e Fo = {0,Q}. Vejamos que {S,, F,;n € N} é um martingal.

Como as jogadas de moeda sdao independentes, X, ,; nao depende de
resultados anteriores, i.e., ndao depende de X7, Xo,...X,, logo S,,1+1 é indepen-
dente de F,,. Vemos que E(]S,|) < oo e que E(S,,) = 0. Agora usando o ponto
4 e logo depois o ponto 3 da Proposi¢cao A.20 obtemos

E(Sni1]Fn) = E(Xnt1|Fn) + E(S,|F)
== E(Xn+1) + Sn
pu— Sn

Por isso, concluimos que {S,,, F,,;n € N} é um martingal.

Exemplo 3. Consideremos no espago de probabilidade (Q,F,P) a
sequéncia de varidveis aleatérias independentes {7T),;n € N} tal que Vn € N
E(T,) = 0 e E(|T,]) < oo. Seja o filtro {F,;n € N} definido por F, =
o(T1,Ts,...,T,) para cada n € N. Vejamos que

X, =][1+T))
i=1

sob o filtro F, é um martingal, i.e., {X,,F,;n € N} é um martingal.
Vejamos isso: Primeiro temos que verificar se X, é JF,-mensuravel. Note
que 11, T, ..., T, sao F,-mensuraveis. A funcao f : R®" — R definida
por f(x1,xa,...,2,) = [[In;(1 + x;) é continua, portanto é mensurdvel em
borelianos de R™. Por esta razao, X, = f(T1,T5,...,T,) é F,-mensuravel.

Vejamos agora a questao da integrabilidade. E(|X,,|) = E(| T, (1+T;)]).
Como Ti,...,T, sao independentes, pela desigualdade triangular e o fato de
cada T; ser integravel teremos que E(| [T, (1 + T3)|) = I}, E|(1 + T3)| <

ie1 (1 + E[T;]) < oo
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Para a ultima propriedade, faremos

n+1
E(Xp1]Fn) = E(J[ (1 + T3)|F0)
=1
n+1
= [[EQ1+T;|F)
1=1

=11 + T)EQ + Tpia | Fn)

i=1

porque [T, (1 +7;) = X,, é F,- mensuravel

= X, E(1+ Thi)|Fn)
= Xna

pelo fato de E(7T,.1) = 0. Com isso, concluimos que {X,,F,;n € N} é um

martingal.

Defini¢ao 3.9 Um processo {X,;n € N} com filtro {F,;n € N} no espago
de probabilidade {Q, F,P} que assume valores em RY é dito um martingal
quando cada coordenada é wm martingal, i.e. X, = (X}, X2 ... X9) € tal que
{X7 Fp;n € N} é um martingal para cada j € {1,...,d}.

3.3
Integracao Estocastica Discreta

Aqui, seguiremos o que foi definido no Apéndice A.13. A propriedade
central da integracao estocastica discreta que utilizaremos é que ao realizarmos
transformagoes previsiveis(ver Apéndice A.12) as variagdes de um martingal,
a cada instante de tempo, o novo processo conserva a propriedade de ser um

martingal.

Proposicao 3.10 Sejam X, e H, processos que tomam valores em RY e
definidos no mesmo espago de probabilidade filtrado (Q, F,P), {F,;n € N}.
Se { X, Fo;n € N} é um martingal e H,, é previsivel e E(|H,|) < oo, entdo o

processo com valores em R, Y, = [;' HdX €é um martingal.

Prova. Basta verificar que [y HdX é um martingal. Y,, é F,,-mensuravel, porque
Y, =Y, Hi (X;—X;_1) éasoma de fungoes f(H;, X;, X;-1) = Hio(X;—Xi1)
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e cada funcao é F,-mensuravel. Vejamos se Y,, é integravel.

B(Y, ) = B(| [ Hax|) = B( 3 H- (X - X )

=1
<Y E(JH; - (X — X))
=1

< OQ.

Onde usamos o fato de H,, e X,, serem integraveis. Agora, facamos

n+1
B[ HAXIF,) =B (SEH: - (X - Xi)|7)
0
= ([ HIX 4 Hya (X~ X017 )
0
0

:/anX
0

onde usamos a previsibilidade de H, na terceira igualdade e o fato de
{X,, Fn;n € N} ser um martingal na tltima igualdade.
O
A integral estocastica discreta, como definida acima, possui as proprie-
dades da linearidade da soma e produto por escalar real. Isso é facil de ver,
bastando tomarmos um processo previsivel que é combinagao de outros dois
processos previsiveis (aH, + bZ,), com a,b € R. Usaremos a integral estocés-
tica como ferramenta em nosso modelo de mercado, sendo que o periodo final
N serd nosso periodo final do modelo.
O préximo resultado serd 1til na sequéncia do texto. A partir de agora

usaremos uma notagao reduzida para o conjunto {1,2,... N}, que serd 1, N

Proposigao 3.11 Seja (Q, F,P);{F,;n € 1,N}; um espago de probabilidade
filtrado e {X,;n € N} um processo estocdstico que assume valores em R? com
instante final N. {X,, Fn;n € N} é um martingal se e somente se para todo

processo previsivel H, tomando valores em R temos que E(fDN HdX)=0.

Prova. Seja {X,,Fn,;n € 1,N} um martingal com valores em R¢. Pela
Proposicao 3.10, [;' HdX ¢ um martingal em R. Usando a segunda propriedade
da Proposicao 3.7, vemos que E( ;' HdX) = 0, pois pela Proposigdo A.13 o
processo que define a integral estocéstica é [y HdX = Z,, — Z.

Para a reciproca, vamos supor que E([;' HdX) = 0 para qualquer
processo previsivel H,,. Vamos mostrar que X,, ¢ um martingal fixando um

instante ng € {1,2,... N}. Por defini¢do de esperanga condicional, tomamos
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um conjunto A € Fy arbitrario e mostraremos que
E[(Xno—irl - Xno)]IA] =0,

com I 4 sendo a funcao indicadora do conjunto A. Para isso criamos o processo
previsivel H, em que H,, = 0 para n # ng+ 1 e H,,+1 = [4. Definindo H,

desta forma, temos que
N
/0 HAX = (Xng 11 — Xoo)La.
Entao vemos que
E( /0 HAX) = B(Xpps1 — XoglFo) = 0

e assim, {X,,; F,;n € N} é um martingal.

3.4
O problema martingal

Consideremos um espago filtrado (Q,F);{F.;n € 1,N} e F = Fu.
Manteremos sempre a hipdtese de || < co. O problema que avaliaremos aqui
serd o de, considerando {X,;n € 1, N} um processo estocdstico com valores
em R? no espaco filtrado que definimos, saber se existe alguma medida de
probabilidade Q que transforma {X,,, F,;;n € 1, N} em um martingal.

O problema acima é o nosso problema martingal. Definiremos @y o
conjunto de todas as medidas de probabilidade que sao solu¢des do problema

martingal.

Definicao 3.12 Uma medida de probabilidade Q sobre o espaco mensurdvel

(Q, F) pertence a Qx se valem as sequintes condigoes:

- Q(w) > 0 Vw € Q.

— O processo {X;n € 1, N} é um martingal assumindo valores em R4,

com respeito a Q, no espaco filtrado que fitamos no inicio.

O conjunto acima pode ser vazio ou ter varios elementos, ou seja, podemos
nao ter uma solugao do problema, assim como poderemos ter uma ou varias.

Definimos o conjunto de variaveis aleatérias:

N

AX) ={¢p: Q—R; ¢ = / HdX; para algum processo H,, previsivel}.
0

(3-2)
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Vemos que A(X) é um subespago vetorial de RI®I gracas a linearidade
da integral estocastica. Cada variavel aleatoria ¢ também pode ser vista como
um vetor em RI%: ¢ = (¢(w1), @(ws), ..., ¢(wr)) Desta forma, ¢ =0 € A(X) e
(¢1 + agy) € A(X) com a € R.

Para cada medida de probabilidade Q no espago (€2, F) definimos o

conjunto

B(Q) :={¢: Q — R; Eqg(¢) = 0} (3-3)

Ou seja, B(Q) é o espago das varidveis aleatérias com média zero em relagao a

Q. O espaco B(Q) é um subespaco vetorial de RIYl. Note que Q d4 valores aos

pontos (wy,ws, . ..wy), portanto podemos ver os valores que Q toma como um

vetor de R (Q(w1), Q(wy), . .. Q(wy)). Temos que o espaco B(Q) é o espaco
onde Eg(¢) = ¢+ Q = 0, ou seja, é o espago ortogonal a Q.

Uma probabilidade Q em que Q(w) > 0 para todo w € 2 é dita uma

probabilidade nao degenerada.

Lema 3.13 Uma probabilidade Q nao degenerada pertence a QQx se e somente
se A(X) C B(Q), ou seja, Q € ortogonal a A(X).

Prova. Primeiro, notemos que Q € @y e pela Definicdo 3.12 sabemos que
{X,, Fa;n € 1,N} é um martingal que toma valores em RY com respeito
a medida Q. Gracas a transformada martingal definida na Proposicao A.13,
sabemos que uma variavel aleatoria qualquer escrita como ¢ = fON HdX
também pode ser escrita como um vetor que toma valores em RI®l para
todo processo previsivel H,, e pela definicdo de A(X) temos que ¢ € A(X).
Considerando a Proposicao 3.11, temos que se {X,,Fu;n € 1,N} é um
martingal com valores em R? entdo Eq(f) HdX) = Eg(¢) = 0, ou seja,
qualquer variavel [ HdX que estd em A(X) também estard em B(Q),
portanto A(X) C B(Q).
Seja uma variavel aleatéria Y arbitraria em A(X) C B(Q). Desta maneira
Y = [V HdX para algum H, previsivel. Pela inclusio, Y € B(Q) logo
Eqo(Y) = 0. Ou seja, Eg(f;¥ HdX) = 0 para todo H, previsivel. Agora pela
Proposigao 3.11 sabemos que um processo {X,,,n € 1, N} como o que compoe
a integral acima ¢ um martingal {X,,F,;n € 1, N} no espaco (9, F,Q).
Concluimos que se QQ é nao degenerada, entao é solugao do problema martingal,
ie., Qe Q.
O
As seguintes proposi¢des sao importantes e relacionam a unicidade de
uma solugao do problema martingal com integrais que representam martingais
de média zero. O sentido destas demonstragoes virda quando representarmos

coberturas e processos de precos de contratos usando integrais e martingais.
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Usaremos estas proposi¢oes nas demonstragoes dos teoremas fundamentais

deste capitulo.

Proposicao 3.14 Suponhamos que existe uma unica solu¢io do problema
martingal, ou seja, Qx = {Q}. Entdo todo martingal {Z,, Fu;n € 1,N}
assumindo valores em R e com média zero com relagao a medida Q € da forma
Z, = [y HdX para n € 0, N e para algum processo previsivel H, que toma

valores em R?.

Prova. Vamos provar por contradicao. Ja sabemos pelo lema acima que se
Q € @y entdo A(X) C B(Q). Suponha que existe Zy € B(Q), mas
Zn ¢ A(X). Dessa forma teriamos A(X) C B(Q). Entao existe algum vetor
q € B(Q)\ A(X). Por algebra linear, sabemos que R = A(X)®A(X)". Entdo
g€ AX)" NB(Q).

Sendo Q € @y vale Q(w) > 0 Vw € 2. Existe § > 0 tao pequeno quanto

desejamos tal que sempre temos Q(w) + d.¢(w) > 0 Podemos entao construir

Q' (w) = 5(Q(w) + d.9(w)) (3-4)

onde s = Y cq m ¢ uma constante de normalizacao. Notemos que
Q' assim construida é uma medida de probabilidade, pois Q'(w) € (0,1) e
Ywiea Q(wi) = Q'(Uy,ea{w;}) para qualquer subconjunto A de elementos de
2. Por definigao, Q'(w) > 0 Vw € Q. Como ¢q € B(Q) sabemos que ¢ é ortogonal
a Q e com isso Q' # Q.

Agora vamos mostrar que Q' como geramos acima é solu¢ao do problema
martingal. Para isso, vamos mostrar que A(X) C B(Q') e o resultado do
Lema 3.13. Seja ¢ € A(X). Entao

Ey(¢) = > ¢(w)Q(w) = sEg(¢) + 5.0 3 d(w).q(w) = 0.

we) we

Acima usamos o fato que Q é solucao do problema martingal e que g é ortogonal
a ¢.

Mostramos que Eq/ (¢) = 0 e que A(X) C B(Q'). Temos Q' diferente de
Q solucao do problema martingal pelo Lema 3.13, ou seja, um absurdo. Assim

concluimos a prova.

O

Proposicao 3.15 Suponhamos que Qx # 0 e tome Q € Qx. Se todo
martingal assumindo valores em R de média zero com respeito a Q é da forma

Jo HAX entao Q € a unica solugio do problema martingal.

Prova. Sejam Q e Q' € @y duas solugoes do problema martingal. Fixemos

um conjunto arbitrdrio A € F e mostraremos que Q(A) = Q'(A), ou seja, as
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medidas Q" e Q sdo iguais. Defina a seguinte variavel aleatéria
Zn = EQ[HA — Q(A)‘.Fn]

Vejamos que {Z,, F,;n € N} é um martingal de média zero. Do item 1

da Defini¢ao A.19 vemos que Z,, é F,-mensuravel. Agora note que

Eq(]Zn]) = Eq([Eq[la — Q(A)|F]]), e

usando a Desigualdade de Jensen (ponto 10 da Proposicao A.20) teremos

Eq([Eqlla — Q(A)|F]]) < Eq(Eg[[La — Q(A)[[Fn]).

Usando o ponto 9 da Proposicao A.20 teremos que

Eq(Eq[[la — Q(A)||F4]) = Eg[[Ls — Q(A)[] < 2Q(A).

Com isso Eg(|Z,]) < 2Q(A) e temos que Z, ¢ integravel. Agora devemos

mostrar que Z, tem a propriedade martingal. Ora
Eq(Zn+1|Fn) = Eo(Eq[la — Q(A)[Fnia]| Fn)
e pelo ponto 7 da Proposicao A.20 temos que
Eq(Eq[la — Q(A)|Fnii]|Fn) = Eglla — Q(A)|Fn] = Zn.

Logo Eq(Z,11|Fn) = Z,. Daqui resulta {Z,;n € 1, N} ¢ um martingal.

Além disso, Z,, tem média zero porque Eq(Z,) = Eqg(l4 — Q(A)) =
Q(4) - Q(A) = 0.

Por hipotese, existe H, previsivel tal que Z, = [ HdX. Sabemos
que {X,,F.;n € F,} é um martingal com valores em R? com relacdo a
Q', logo {Z,, F.;n € N} é um martingal com respeito a Q'. Pela segunda
propriedade da Proposicdo 3.7 e sabendo que Z; = 0, temos Vn € 1, N,
Eq (Z,) = Eq(Zy) = 0. Dai Eg/(Zy) = 0.

Como F = Fy e A é F-mensuravel, teremos Zy = [4—Q(A) q.c. Usando

isto em Eq/(Zy) temos que
0 = Eg/(Zy) = Eoy[Ls — Q(A)]

= Eq (I+) - Q(4)
= Q'(4) - Q(4).
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Portanto Q'(A) = Q(A) VA € F o que implica que Q' = Q Assim, a solugao
do problema martingal é tnica.
[

3.5
Teoremas Fundamentais

A partir deste ponto vamos tratar diretamente com o mercado a varios
periodos de tempo, tentando modela-lo com as ferramentas que foram apresen-
tadas até aqui. Mostraremos os dois teoremas fundamentais que nos permitirao
determinar sob que condi¢oes poderemos determinar o prego justo de contra-

tos.

Defini¢ao 3.16 Seja o mercado {M,;n € 1, N} um processo estocdstico que

toma valores em R, Associamos a este mercado o processo

que chamamos de processo de precos descontados.

O ativo pelo qual dividimos M,, neste caso B,, ¢ conhecido como
numerario. Notemos que o pre¢o do primeiro ativo em M, é sempre igual

a 1, dai se tratar de um mercado onde a taxa de juros ¢ nula.

Proposigao 3.17 Seja o mercado M,. Tome como numerdrio o ativo S'.
Uma estratégia '), € dita auto-financiada com relagdo a M, se e somente se €

auto-financiada com relagio a M,.

Prova. E claro que supomos que todos os precos séo positivos. Como I, é auto-
financiada (ver Proposi¢ao 2.19) T, . M,, = I',,41 « M,, ¥Yn € 1, N. Dividindo

ambos os lados da igualdade anterior por S, obteremos I',, « M,, = T, 1 « M,,.

Portanto a estratégia é auto-financiada com relaciao a M,,.
O

Por uma razao semelhante ao que afirmamos acima, podemos ver que o
mercado M, ¢ livre de arbitragem se e somente se M,, o é.

Adotaremos uma notacdo reduzida a partir de agora. Facamos S¢ = g—i
para i € {1,2,...¢} tal que M, = (1,S%,...5%). Com S, = (SL,...S9),
escreveremos M, = (1,5,). Se assumirmmos que a taxa de juros seja sempre
nula, entdao temos M, = (1,5,) = (1, 5,).

O problema martingal que tratamos anteriormente pode ser adaptado
para este contexto como ()g, ou seja, o conjunto das medidas de probabilidade

que sao solu¢do do problema martingal para o processo estocastico {S,;n €

0, N} no espago filtrado (Q, F,Q), {F,;n € 0, N}.
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Definicao 3.18 Cada probabilidade em (g € dita probabilidade neutra ao

risco para o mercado M,.

Lema 3.19 Seja «,, um processo assumindo valores em R’ e previsivel.
Seja ¢ € R. Eziste sempre um portfolio T, auto-financiado tal que T',, =
(Bn,an), Vne{l,2,...N} eV} =c.

A prova do Lema anterior pode ser encontrada em, [2] por exemplo.

Lema 3.20 Seja Q € Qg e T, auto-financiado. Entio V' é um martingal que

toma valores em R com respeito a Q.

Prova. Pela Proposicao 2.21 sabemos que I',, é auto-financiada se e somente
se VI =V + [ TdM. Como T, = (B,, ) e AM,, = (0,AS,) vemos que
Jo' TdM = [ adS.

Como Q € Qg temos que {S,,, F,;n € 1, N} é um martingal que toma
valores em RY. Portanto V' é um martingal com respeito a Q.

O

Consideremos o conjunto de variaveis aleatorias

C={:Q—R; {w)20Vwe, Y &w)=1}
we
O conjunto C' é convexo e isso pode ser visto sem dificuldades. Este conjunto
é compacto em RI®l e para isso devemos verificar que é limitado e fechado em

RI®I. C ¢ limitado pela bola usual em R

, ou seja, pelo conjunto de pontos
Bi((x1, 2, ..., 2)q)) : |(x1,72,...,2)9/)| < 1) onde |.| é a distancia euclideana.
Considere uma sequéncia {&,;n € N} de varidveis aleatérias de C' convergindo
a & com respeito a métrica euclideana. Como o limite de uma sequéncia de
variaveis aleatérias é uma variavel aleatoria, sabemos que £ é variavel aleatoéria.

Agora, lim,,_, &, (w) = &(w), logo

> &w) =) lim&(w)

we weN

e por €2 ser finito teremos

D limé,(w) =1im Y & (w) =1,

weN we

o que implica que > ,cq&(w) = 1. Logo £ € C e o conjunto é compacto e
limitado, como queriamos mostrar.

Usaremos novamente o conjunto das variaveis aleatérias dado por

N
AS)={6:Q—R; ¢ = / adS para algum «,, previsivel.}
0
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Lema 3.21 M, ¢ livre de arbitragem se e somente se A(S)N C = 0.

Prova. Vamos provar a primeira implicagdo por contradicdo. Suponha que
3¢ € A(S) N C. Entdo 3 a, previsivel tal que ¢ = [N adS > 0 e &(wy) > 0
para algum wqy € €.

Aplicamos o Lema 3.19 para ¢ = 0. Sabemos que temos um portfolio
auto-financiado I',, = (83, a,). Pela Proposigdo 2.21 e como V' = 0 temos que
Vi = J¥ adS. Disto implica que Vi = ¢ = [ adS > 0 e VN (wo) = &(wp) =
fON adS > 0. Entao haverd alguma oportunidade de arbitragem, o que é um
absurdo.

Agora para provar a outra implicagdo, notemos que se existe uma
oportunidade de arbitragem, ou seja, uma estratégia I', = (8, q,) capaz
de gerar arbitragem, temos Vi = fON adS > 0. Se multiplicarmos Vy;
por (Yuea Ji¥ adS(w))~" estaremos normalizando ' adS de maneira que a
variavel aleatoria gerada serd maior igual que zero e tera soma igual a 1 e
sendo escrita por uma integral. Por isso teremos esta nova variavel aleatoria
em A(S)N C e concluimos a prova.

OJ

O proximo Teorema relaciona as estratégias que geram arbitragem com a
existéncia de medidas de probabilidade neutras ao risco. Um mercado nao ira
admitir oportunidades de arbitragem se existe alguma medida de probabilidade
neutra ao risco. Intuitivamente é um resultado que faz sentido, ja que se ha
uma probabilidade neutra ao risco sabemos que é possivel calcular o prego
correto de um ativo no mercado, eliminando assim a ma precificacdo que pode
gerar ganhos por arbitragem, como vimos em alguns exemplos no Capitulo
2.

Teorema 3.22 M, ¢ livre de arbitragem se e somente se Qg # 0.

Prova. Sabemos que o conjunto A(.S) é um subespago vetorial de Rl ¢ também
sabemos que C' é convexo e compacto, logo também fechado. Usando uma
versao do Teorema de Hahn-Banach conhecido como Teorema do Hiperplano
Separador (veja [2] e [3]) existe um vetor ¢ € R/l ortogonal a A(S) tal
que ¢. & > 0 V¢ € C. Os vetores candnicos E = {ej,ey,...e,} € C, logo
(q(wy), q(wa),...q(wg))«(0,...0,1,0...0) = g(w;) > 0. Temos entao g(w) > 0
Yw € ). Sabendo que ¢ > 0 podemos normalizar o vetor de maneira que se
torne uma probabilidade Q.
Fagamos

Qw;) = _alw) > 0, Yw; € Q.

ZWEQ Q(w)
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Como @Q é miultipla de ¢ entdo é ortogonal a A(S). Pelo Lema 3.13
concluimos que Q € Qg.

Reciprocamente, se existe Q € g entao pelo Lema 3.13 temos que
A(S) C B(Q). Logo, Eg(&) = 0 V¢ € A(S), ou seja, Q. ¢ = 0. E claro
que £ € C, pois Q.& =0 = £ = 0 o que torna impossivel Y, cq&(w) = 1.
Portanto pelo Lema 3.21, concluimos que M,, é livre de arbitragem.

O

O lema seguinte ird auxiliar no teorema que mostraremos em sequéncia.
O teorema ira relacionar a existéncia de medidas de probabilidade neutra ao
risco com a completude do mercado. Com a existéncia de mais de uma medida
de probabilidade neutra ao risco, ativos de risco como os contratos nem sempre
terdo o mesmo preco correto. Ou seja, pode haver mais de uma forma de cobrir

algum contrato no mercado.

Lema 3.23 Sejam X,, e Y, dois martingais sob o mesmo espaco filtrado

(Q,F,P),{F;ne0,N}. Se Xy =Yy entao X,, =Y, g.c. Vn € N.

Prova. Seja M,, = X,, —Y,, um processo criado a partir dos martingais do
enunciado. Como Xy = Yy entdo My = 0. Vemos que E(My|Fn_1) =
Xn_1—Yn_1 = My_, pois as duas variaveis sao martingais. Fica claro que
M, é um martingal no mesmo filtro e mesma medida de probabilidade do
que suas variaveis constituintes. Pelo ponto 2 da Proposicao 3.7 sabemos que
E(My|F,) = X,,—Y,, Vk > n. Pelo ponto 1 da mesma Proposi¢ao sabemos que
a média de um martingal é constante, por isso E(My) = E(M,) = 0 e temos

X, =Y, q.c., como queriamos demonstrar.
O

Teorema 3.24 Suponhamos M, livre de arbitragem. M, é completo se e

somente se existe uma unica solugio em Qg.

Prova. Neste Teorema iremos considerar o caso em que r = 0 para facilidade
de notagao. Primeiro vamos provar que se ha uma tnica solu¢ao do problema
martingal, entdo M, é completo. Se M, ¢é livre de arbitragem, sabemos
pelo teorema anterior que ha alguma solugdo ao problema martingal. Vamos
mostrar que se Q é a tnica solu¢do do problema martingal, Q € @, entao
o mercado M, é completo. Considere F' um contrato arbitrario e um filtro
{Fn;n € 0,N}. Seja o processo

Fn = EQ(FN|fn)—EQ(FN)7 HGW-
Este processo tem média zero. Para tal, aplicando a esperanca, temos

Eq(Fn) = Eq(Eq(Fn|Fn) — E(Fi)) = Eq(Fi) — Eq(Fi) = 0.
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Acima usamos o ponto 9 da Proposicao A.20 ao passar da primeira para a

segunda igualdade. Se fizermos Eq(F,+1|F,) teremos
EQ<FR+1|~FR) = EQ(EQ<FN|~’TR+1) - EQ(FN”Fn) = Iy,

que é uma das propriedades exigidas para que {F,,F,;n € 0, N} seja um
martingal. F,, é JF,-mensuravel, pois é formado por uma termo que é uma
esperanca condicional (F,-mensuravel por defini¢gao) e Eg(Fy) que é um valor

real. Vejamos se F), é integravel. Ora

Eq (| F2l)

Eo(|[Eq(Fn|Fn) — Eo(FN)|)
Eo([Eq(FNv — Eq(F,)[Fn)l)
Eq(Eq(|Fy — Eq(FN)[|Fx))
Eq(|Fy — Eq(Fn)I)
2Eq(Fn) = 0.

N

/A

Acima usamos os pontos 10 e 9 da Proposicao A.20 na segunda igualdade
e para obter a desigualdade, respectivamente. Por fim, usamos o fato do
processo ter média zero. Pelas trés propriedades que mostramos, sabemos que
{F,, Fo;n € 0, N} é um martingal.

Pela Proposicao 3.14, sabemos que qualquer martingal de média zero
pode ser escrito na forma F,, = [’ adS para «, um processo previsivel que
toma valores em R’. Usando o Lema 3.19, ja4 sabemos que «,, é previsivel e

tomaremos ¢ = Eq(Fy). Assim temos que
F, :/ adS e / adS = Eq(Fy|F,) —c
0 0

onde substituimos F}, pelo nosso martingal definido no inicio da demonstracao.
Pelo mesmo Lema 3.19 sabemos que existe I', = (au, 3,) auto-financiado
tal que V' = Eqg(Fy). Relembrando a Proposi¢io 2.21, vemos que V| =
Eq(Fy|F,), ¥n € 0, N. Por isso,

Vx = Eo(Fn|Fy) = Fy

e provamos que I',, é uma cobertura de F,, logo o mercado é completo.
Vamos provar a reciproca. Se M, é completo entao QQ é a tnica solugao
do problema martingal. Considere um contrato Zy : Q@ — R e seja {Z,, F;n €
0, N} um martingal que toma valores em R com média zero com respeito
a Q, que existe, pois sabemos que M, ¢ livre de arbitragem e possui uma

solugdo do problema martingal (o fato de ter média zero sabemos do ponto 1
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do Lema 3.8). Como M, é completo, existe I';, auto-financiado que é cobertura
de Zy. Sabemos que Q € @5 ¢ probabilidade neutra ao risco e pelo Lema 3.20
temos que {VI F,;n € 0,N} é um martingal com valores em R. Como
Vi = Zx e T, é cobertura de Z, devemos ter Z, = VI, 0<n < N (pelo

Lema 3.23). Com isso,

n

Zn:VF:/nadS.
0

Provamos que qualquer martingal de média zero em relacdo a Q ¢é escrito
da forma [;' HdS para H previsivel e pela Proposi¢ao 3.15 sabemos que Q é
solugao unica do problema martingal.

O

Lema 3.25 Se M, ¢ livre de arbitragem, Q € uma probabilidade neutra ao
risco e I',, € uma estratégia auto-financiada entdo VTLF =TI'. M, é um martingal

com respeito a Q.

Prova. Como estamos considerando M,, = (1,5,) e S,, = S, entdo M,, = M,,.

Entao agora a prova é idéntica ao caso M,,. (Nota: Também podemos considerar
VI um martingal pelo fato de ser uma transformada martingal).

O

Na seguinte proposi¢ao mostrara que para calcularmos o prego correto de

um contrato nao é necessario que saibamos explicitamente qual sua cobertura.

Sabendo que existe uma cobertura ja é uma informacao valiosa e considerando

a probabilidade-nos calcular o tinico prego correto do contrato F'.

Proposicao 3.26 Seja M, um mercado livre de arbitragem e F' : @ — R
um contrato. Se F' possui um portfolio de cobertura I',,, entdo F tem um unico
processo de pregos corretos { P, (F);n € 0, N}. Além disso, P,(F) = VY Vn €

0, N e se Q € uma probabilidade neutra ao risco entdao
F
Po(F) = B,Eq (\]—“n) |
By

Em particular, Py(F) = BoEg(By'F).

Prova. Seja P,(F) o processo de pregos corretos de F e I', a cober-
tura do contrato. Pela Definicdo 2.22 sabemos que o mercado M, =
(B, SY, ..., S5 P,(F)) é livre de arbitragem e que Py(F) = F. Agora,
pelo Teorema 3.22 concluimos que existe uma probabilidade neutra ao
risco Q para M;L Por ser probabilidade neutra ao risco em M,;, o0 pro-
cesso {(Sn, Pu(F)(Bn)™ 1), Fu;n € 0, N} é um martingal em relagio a Q,
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com {S,,F.;n € 0,N} sendo um martingal que toma valores em R’ e
{P.(F)(B,) ", Fu;n € 0, N} um martingal em R. Como {S,,, F.;n € 0,N} é
um martingal em relagao a Q, vemos que Q é uma probabilidade neutra ao
risco para o mercado M,, = (B,,S},...,S%). O Lema 3.25 nos leva a concluir
que {VT, F,;n € 0, N} é um martingal com valores em R em relacio a Q.
Como P,(F') ser um processo de pregos corretos para F e ', é uma

cobertura de F', teremos
Py(F)(By)™' = By'F = Vy(By)™".

Dai, resulta que {VI, Fin € 0,N} e {P,(F)(B,)™", Fu;n € N} sio
martingais que assumem valores em R com respeito a Q. Como I',, é cobertura
do contrato temos VI = P,(F)B;' Vn € 0, N pelo Lema 3.23.

Para mostrar que V' é de fato o processo de pregos corretos para F,
devemos mostrar que o mercado M, = (B,,...S% V) é livre de arbitragem.
Por hipotese sabemos que M, é mercado livre de arbitragem, logo possui
probabilidade neutra ao risco Q e sabemos que {S,,F,;n € 0,N} é um
martingal com respeito a Q. Também podemos inferir que {VI, F;n € 0, N} é
um martingal com respeito a (Q gragas ao Lema 3.25. Dessa maneira, Q também
é solugdo do problema martingal para (S, m Entao pelo Teorema 3.22, M;L
é livre de arbitragem.

Mostramos que VI' tem que ser o processo de pregos correto para F'.
Como {P,(F)(B,)™", Fu;n € 0, N} é martingal em relacio a Q, temos

O
Vamos mostrar que mesmo que o contrato F' nao tenha cobertura,

poderemos calcular seu preco correto com a expressao acima

Proposicao 3.27 Seja M, livre de arbitragem, um contrato F' : ) — R, e

Q uma probabilidade neutra ao risco. Entao

F
P(F) = B.Eo (17,

¢ um processo de precos corretos para F.

Prova. Primeiro vemos que Py (F') = F. Agora devemos mostrar que o mercado
M, = (B,,S},...5 P,(F)) é livre de arbitragem.

Como Q ¢é probabilidade neutra ao risco, {S,,, Fn;0, N} é um martingal
com relagdo a Q e B, ' P,(F) = Eg(F|F,) também ¢é, pelo ponto 2 do Lema 3.8.
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Agora, notemos que Q ¢ solugao do problema martingal de (1,S,, P,(F)B;*).

n

Pelo Teorema 3.22 temos que M,, ¢ livre de arbitragem.
O
A préxima e tultima proposicao relaciona o que vimos sobre o processo
de precos corretos de um contrato F' com a existéncia de uma medida de

probabilidade neutra ao risco.

Proposicao 3.28 Seja M, livre de arbitragem, F' : @ — R um contrato
e P,(F) um processo de pregos correto para este contrato. Entio existe Q
probabilidade neutra ao risco tal que P,(F) = BnEQ(%|fn), Vn €0, N.

Prova. Por hipdtese, sabemos que P,(F') é um processo de pregos corretos,
logo Px(F) = F e M, é livre de arbitragem. Pelo Teorema 3.22 vemos que
existe Q probabilidade neutra ao risco para M. Essa mesma Q é também
probabilidade neutra ao risco M, pois com a exclusao da tltima coordenada
o vetor aleatorio {(1,S,,), F,; 0, N} continua sendo um martingal com respeito
a Q. Agora, {B, ' P,(F), F,;0, N} é um martingal. Dali,

Eq(By' Pn(F)|F,) = B, ' Py(F)

pelo ponto 2 da Proposigao 3.7. Isso prova o que desejavamos.
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4
Modelo Binomial

O modelo usado como ilustracdo da formalizagdo que apresentamos é o
modelo binomial com vérios periodos de tempo ou modelo CRR (Cox-Ross-
Rubinstein), com um ativo livre de risco e um ativo com risco. No Capitulo
2 o principal exemplo era um modelo binomial com dois periodos de tempo.
Trataremos do caso com tempo final N € N.

O ativo livre de risco varia de forma previsivel entre quaisquer duas datas
com uma taxa fixa r > —1 que mantém o prego positivo, logo B,, = B,,_1(1+7)
para n € {1, N}. O ativo arriscado tem retorno R, = % que depende
do comportamento de 5,,. Neste modelo assumimos que S,, pode comportar-se
de duas maneiras: valorizando com a taxa u ou desvalorizando com a taxa
d. Devemos ter —1 < d < wu. para que 0s pregos sempre sejam positivos no
modelo. A probabilidade de que o ativo se valorize é fixa em todas as datas do
modelo

O ativo arriscado terda um comportamento como exemplificado pela
figura 4.1 mais adiante. Este comportamento pode ser inferido para n periodos
de tempo. A cada né ha sempre duas formas de variacao do preco do ativo, o
que d4 um cardter binirio ao modelo. Na data final veremos que existem 2V
trajetorias possiveis para o preco .S,,. Desta forma podemos definir nosso espago
amostral 2 como o conjunto de todas as sequéncias possiveis de tamanho N
formadas por coordenadas representado valoriza¢oes ou desvalorizagoes. Mais

formalmente
Q={-1,+1}" ={w = (z1,29,...7x5)|z; € {~1,+1}, parai € 1, N}

Facamos 7,(w) = z, a projecdo da n-ésima coordenada de w. Podemos

escrever o retorno do ativo arriscado como

u(l —m(w)) | d(1 + T (w))

R,(w) = 5 + 5

onde R,(w) = u quando 7,(w) = —1 e R,(w) = d quando m,(w) = 1. Agora,
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podemos escrever o processo de pregos do ativo arriscado como

n

Sn =50 [[(1+ Ry)
k=1

ou e o processo de pregos descontados como

S—_Sonzzl(l—l-Rk)_ "1+ Ry
n — — M0

(14 7)™ e L

Escrevemos explicitamente o preco S,, em funcao do preco S,_; como

- Sollp_y(1+Ry) SOHZ—%(1+Rk)> 1+ R, 1+ R,
Sn = (14+7)n _< (14 r)n-t (1—1-7“)—5"1(1—1-7“)'
(4-1)

A o-algebra F que vamos considerar é a formada por todos os subcon-

juntos de €) definido acima. Para a dinamica da informacao podemos usar os
instrumentos de processos estocéasticos que elaboramos (veja a Defini¢ao A.11).
Definimos F,, = o{S1,...S,} = o{Ry,...R,}. Desta forma F, C F,; e
Fy = F. O processo de precos {S,,n € 0, N} é um processo estocastico em
que cada S,, ¢ mensuravel com relagdo a sigma-algebra F,.

A seguinte proposicao ja foi demonstrada para um caso tratado no
Capitulo 2, num modelo com dois periodos de tempo e na sequéncia do
trabalho, onde vimos que aquele modelo era completo. O modelo binomial
que tratamos neste capitulo é uma sequéncia de diversos modelos de dois
periodos de tempo conectados. Intuitivamente somos levados a crer que o

modelo binomial seja completo. Mostraremos tal fato.

Proposicao 4.1 O modelo binomial é livre de arbitragem se e somente se

d <r <wu. O modelo é completo.

Prova. Sabemos que o modelo ¢é livre de arbitragem se Qg # 0 (veja o
Teorema 3.2) e que {S,,, Fn,;n € 0, N} é um martingal com relacio a alguma

medida de probabilidade em 5. Desta forma

Sy = Eq(Sur1lF) e pela Bauagao( 4-1) .

_ 1+ R,
= 5o (IR

Logo r = Eg(R,+1|F,). Usando a esperanga e sabendo que o ativo com risco

sO pode se valorizar ou desvalorizar segundo uma probabilidade fixa, temos

r=Q(Rn1 = ulFp)u+ QR = d|Fy).d
r = @(Rn—i-l = u’fn>u + (1 - Q(‘R”‘H = u|fn))d
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Entao,

em que fizemos p* = Q(R,11 = u|F,)(w), w € Q. A expressao que explicita a
probabilidade quer dizer que, dentro da sequéncia finita w = (z1,x2,...,2y)
formada por —1 e +1, o termo x, 1 tem probabilidade p*, dada a informacao
disponivel até o tempo n, de ser z,,41 = —1 e consequentemente R, 1(w) = u,
vYnel N —1.

Note que a probabilidade p* = Q(R,y1 = u|F,) ndo tem nenhum
componente aleatério, ou seja, nao depende dos valores de Ry, Rs, ..., R,.
Como consequéncia, R, 1(w) ndo depende da informagao contida em F,, ou
seja, nao depende de Ry, ..., R,. Com isso, vemos que as variaveis aleatérias
R,,n € 1, N sao independentes e identicamente distribuidas, com distribuicao

dada por

@Rt =) = Qanr = —1) = " = -

QRns1=d) = Q(zpy1 = +1)=1-p".

Logo, vemos que o modelo ¢ livre de arbitragem se e somente se d < r < u
como foi visto no Capitulo 2. A probabilidade neutra ao risco é tnica por
construcao e pelo Teorema 3.3 o modelo é completo.

O

Como Ry, R,,... Ry sao independentes e identicamente distribuidas,
uma sequéncia w € ) com k termos iguais a —1 e N — k termos iguais a
+1 terd probabilidade dada por

Qw) =p** (L —p")" "

O modelo binomial fica entao definido no espago filtrado
(2, F,Q), {Fuin € 0, N}.

Note que quando desejarmos saber a probabilidade do preco do ativo
com risco ser Sp(1 + u)*(1 + d)N=*, deveremos considerar todas as possiveis

trajetorias até obtermos este preco. Para isso, calculamos
o k N—k\ __ N xk *\N—k
Sy = So(L+ w1+ )V ) = ()t - )

Ao longo do trabalho os contratos foram tratados de forma muito genérica
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como uma variavel aleatoria que assume valores positivos. Na pratica existem
diversos tipos de contratos, cada um com regras que definem como e quando
serd feito o pagamento ao possuidor (payoff) no periodo de vencimento, sendo
que este também pode ser variavel. O tipo mais simples de contrato tratado
sdo as opgoes européias. As opgoes européias sao um tipo de contrato em que
o pagamento de payoff no periodo de expiracdo N depende do prego do ativo
subjacente Sy. Existem as opgoes que dao ao comprador o direito de adquirir
o ativo arriscado a um prego previamente combinado K (chamadas de call
européia) ou entao de vender (put européia). Ao emitir um contrato no estilo
opgao européia, fica combinado um valor K chamado strike e o comprador tem
a escolha de na data de expiragdo N poder comprar um ativo S ao preco K

ou vendé-lo, segundo o tipo de contrato que escolheu.

So(l —|—u)2
/
T
S, — So(1+u)(1+d)
\ P
So(1+4d)
\
So(1 + d)?
n=2~0 n=1 n=2

Figura 4.1: Arvore Binomial de dois intervalos temporais
Desta maneira, em N o payoff de uma call européia deve ser
F(SN) = HlaX{SN - K,O} = (SN - K)Jr,

ou seja, o agente deseja lucrar e para isso exercera seu direito de comprar .S se
em N acontecer K < Sy, pois assim podera comprar ao preco K e vender a

Sy no mercado, lucrando a diferenca Sy — K. O payoff de uma put européia é
F(SN) = maX{K — SN,O} = (K — SN)+,

o agente pode realizar uma operagdo em que pega o quantia de Sy emprestada,
adquire o ativo de risco, vende a K e devolve a quantia que tomou antes,
lucrando K — Sy.

Tendo apresentado este tipo de contrato, podemos utilizar o modelo

binomial para precifica-lo.
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Podemos representar graficamente o modelo binomial como na Fi-
gura 4.1. Como de um periodo de tempo para outro o preco do ativo com
risco pode se valorizar ou se desvalorizar, ocorre que a cada periodo de tempo
as possiveis trajetérias que o preco pode seguir duplicam. O que se origina ¢é
uma figura em formato de arvore.

Para precificar uma call européia, vamos seguir um processo retroativo na
estrutura em forma de arvore, de forma a encontrar os precos do contrato em
cada né do periodo de tempo anterior. Se a arvore s6 tem uma data, fazemos
somente Eg(F) = Eq(p*F(S}) + (1 — p*)F(5¢)) = P, para encontrar o prego
correto da call, aqui representada por F', que é uma funcao do preco do ativo
arriscado em n = 1. Para duas datas, devemos realizar o cdlculo do valor
esperado pela probabilidade neutra ao risco a partir do periodo n = 2, onde
a call pode assumir trés valores distintos gragas aos possiveis pregos do ativo
com risco: F(S¥), F(S4) ou F(Syd) = F(S¢"). Sdo somente trés valores que
a call pode assumir, pois dois dos quatro possiveis precos do ativo arriscado

sao iguais
53¢ = So(1+u)(1+d) = So(1+d)(1+u) = S5

Desta forma encontraremos dois valores em n = 1, P* e P2, que sdo os
precos da call para cada um dos cenérios de n = 1. Den = 1 paran = 0
aplicaremos novamente o valor esperado pela probabilidade neutra ao risco
usando os valores encontrados na primeira etapa de cédlculos que realizamos
(de n = 2 para n = 1). As equagbes que representam o que explicamos acima

sd0 as seguintes, que mostram as férmulas para P e P e posteriormente para
Poi

Pl = ——Eq(p' F(SE") + (1= ") F(S1Y)
d 1 * du o dd
P1—1+7,EQ(19F(52>+(1 P)F<Sz))-

= m(p*QF(Sé‘“) +2p"(1 = p")F(S5?) + (1 — p*)*F(S57)).
Para N datas, podemos proceder seguindo o mesmo método, notando que
sempre que as quantidades de valorizagoes e desvalorizacoes do ativo com
risco sao iguais entdo ele tera um preco igual, consequentemente a call
pagarda o mesmo payoff. Procedendo assim obteremos a férmula fechada, que
F

¢ exatamente Eq (W) = P, citada na Proposicao 3.26:
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Py = (1+1r>N 2 @/)p*’“u =PV ES(L+ ) 1+ N (42)

Para encontrar o preco de uma call européia em algum periodo n € 0, N,

usamos a Proposicao 3.26 e temos

2=t 2

)p*’“u RS (1 4+ ) (14 )N

O contrato F' possui cobertura e pela Proposicao 3.26 tem um tnico
processo de pregos corretos P,(F) =V},

Podemos encontrar a cobertura do contrato usando uma maneira muito
semelhante a que usamos do Capitulo 2, quando lidamos com um contrato
no modelo com dois periodos de tempo.

Seja T, = (ay, 3,) uma estratégia auto-financiada. Seja P, (F) = VI |“ =
Tpe(Bu, Sn1(14u) e Py(F) = VI, * =T, (B, Su_1(1+d)) os dois possiveis
valores do processo de precos no periodo n, que dependem da valorizagao ou
desvalorizacao do ativo com risco. Logo, podemos escrever que tal estratégia
gerard o valor do contrato caso haja uma valorizacao ou uma desvalorizagao

do ativo com risco:

BuBn 1 (14+7) 4+ pSp (1 +u) =VE (1 4+u)
BuBn_1(1+7) 4+ apSn1(1+d) =V (14+d

Solucionando o sistema acima, obtemos

u d
. — VnF 1 VnF—l
" (’LL — d)Sn_l
4 — 1 1+uw)VE "~ (1 +dVE,"
" (147 u—d
( )

que ¢é a estratégia replicadora do contrato F'.

Mostramos entao como se dé a dindmica no modelo binomial e usando o
que desenvolvemos no trabalho, concluimos algumas propriedades do modelo,
como auséncia de arbitragem e completude. Usando o que estudamos, vimos

uma forma de encontrar o preco correto de uma call européia e sua cobertura.
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Conclusao

Esta dissertacdo consiste em um estudo introdutério a precificacdo de
contratos em um ambiente de mercado com horizonte finito e finitos estados
da natureza. Mostramos como se faz a precificacio de um contrato em um
ambiente simples, com dois periodos de tempo e dois estados possiveis da
natureza. Expandimos o contexto para o caso em que se tem varios periodos
de tempo e varios estados da natureza, sempre mostrando a importancia da
hipotese de nao arbitragem para que a construcao teérica faga sentido.

E claro que no mundo real é dificil que esta hipétese de nao arbitragem
se sustente a todo instante, mas ha a crenca de que as oportunidades de
arbitragem tendem a desaparecer no mercado.

Apds mostrarmos como os precos corretos de contratos se devem compor-
tar, introduzimos as ferramentas dos processos estocasticos e as probabilidades
neutras ao risco, relacionando os dois conceitos na precificacao de ativos. Com
isso, expandimos a analise do modelo de mercado e mostramos em que condi-
¢oOes valem a auséncia de arbitragem e a completude do mercado. Apresentamos
o método da precificagdo de contratos usando o processo de pregos corretos,
que num mercado completo deve ser o valor do portfolio de cobertura. Por
fim, ainda apresentamos um exemplo que ilustra o desenvolvimento tedrico do
trabalho. No modelo binomial pudemos mostrar algumas aplicagoes da teo-
ria de precificacao que foi elaborada durante o trabalho. Nele, conseguimos
uma férmula explicita para o prego correto de uma opg¢ao de compra européia.
Mostramos a completude e a auséncia de arbitragem do modelo.

A intuicdo adquirida aqui com o estudo dos modelos a tempo discreto
pode ser expandida para modelos a tempo continuo com as devidas adaptagoes.

Isto é trabalho para o futuro.
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A
Probabilidade

Este Apéndice trata de conceitos da Teoria de Probabilidade importantes
para a compreensao do texto. Muitos resultados sao bem conhecidos na
teoria, portanto algumas provas serao omitidas. Nem todos os resultados serao
explicitamente usados no texto, porém tem importancia dentro da teoria e em

demonstragoes de outros resultados.

Al
Espacos Mensuraveis e Funcoes Mensuraveis

Os conceitos e definigoes apresentados aqui fazem parte da construcao
formal da teoria da probabilidade. Vamos nos restringir ao caso de tempo
discreto e espaco amostral finito.

Considere um conjunto finito {2 e uma colecao F de subconjuntos deste
conjunto. Podemos classificar essa colecao como sendo uma o-dlgebra segundo

algumas propriedades que F possua.

Definicao A.1 F ¢é uma o-dlgebra se é munido das sequintes propriedades:

-QeF
- Se X € F entao Q\ X € F

— Se {A;; i € N} € uma sequéncia enumerdvel formada de conjuntos A; tal

que A; € F, entao UienA; € F.

A partir da defini¢ao dada acima é possivel verificar alguns fatos imediatos. Se
F é o-algebra, é claro que () € F. Também, toda unido finita de conjuntos de F
estd em JF, basta em uma sequéncia infinita enumeravel de conjuntos B; € F
fazer B; = By Vi > k, logo UfeNBi € F. Como a uniao de uma sequéncia
enumeravel estd em F, tomando o complemento teremos que a intersecao
também estara em F. Entao a o-algebra é fechada para unides e intersecoes
enumeraveis. Esta tultima propriedade é a que basicamente distingue uma o-
algebra de uma algebra, ja que uma algebra é fechada apenas para uniGes
finitas.

A menor o-dlgebra de subconjuntos de Q2 é o conjunto {(), 2}, chamada

de o-algebra trivial e denotada por 7. A maior o-algebra é o chamado conjunto
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das partes do conjunto €2, denotado por P(£2), que inclui todos os subconjuntos
possiveis de 2 e suas relacoes de unido e de complementaridade. Para o caso
de Q ser finito ou enumerével, sabemos que a cardinalidade do conjunto P(£2)
serd 2/,

Um caso importante é o dos ntmeros reais. De modo geral, em d
dimensoes, definimos a cole¢io de subconjuntos B(R?) como a menor o-4lgebra
gerada por conjuntos abertos de R%. Ou seja, considere S como a familia dos
subconjuntos abertos de R?, estamos afirmando que B(R?) = ¢(S). A menor

o-4lgebra formada pelos abertos de R? é a chamada o-4lgebra dos borelianos
de R

Definicao A.2 Quando um conjunto ) é munido de uma o-dlgebra F, dize-

mos que o par (2, F) € um espago mensurdvel.

Defini¢ao A.3 Dados dois espagos mensurdveis (Qq, F1) e (Qq, Fo), dizemos
que uma funcao H : 3 — Qo € mensurdvel se para todo conjunto B € Fy

temos H™'(B) € F.

O caso de fungao mensuravel usado neste trabalho é o de uma variavel

aleatoria.

Definicao A.4 Uma funcio H : Q0 — R € dita uma varidvel aleatéria quando
dados os espagos mensurdveis (2, F) e (R, B(R)), H é uma fun¢do mensurdvel.

Dizemos que H é um vetor aleatdrio quando é mensuravel com respeito a (€2, F)

e (R%, B(RY).

Uma funcdo mensuravel pode gerar uma o-algebra em seu dominio

usando pré-imagens de conjuntos de sua imagem. Formalmente

Definigao A.5 Sejam (1, F1) e (2, F2) espagos mensurdveis fivados. Seja
a funcao H : Q; — €y uma funcao mensurdvel. Entao o conjunto Fy =

{HY(B) C Qq; B € Fo} é uma o-dlgebra e diz-se a o-dlgebra gerada por H.

Definicdo A.6 Considere os espagos mensurdveis (21, F1) e (Qa, F2). Seja
uma fungdo mensurdvel H : Q1 — Qo . Seja uma o-dlgebra G C Fi. Dizemos

que a variavel H é G-mensurdvel se Fg C G.

Defini¢ao A.7 Diremos que m = {Ay, Ao, ..., Ay} é uma particio do conjunto
Q S@Q:U§:1Ai GAZQAJZQVZ#‘]

Proposicao A.8 Se G é uma o-dlgebra finita, ou seja, uma o-dlgebra com
cardinalidade finita, entdo existe uma particio © que gera G, ou seja G = G(7),

representando a o-dlgebra gerada pela particdo.
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Proposicdao A.9 Seja (Q, F) um espago mensurdvel e F uma o-dlgebra finita.
Denotemos por m = {Ay, Ay, ... Ax} a particao de Q que gera F. A wvaridvel

aleatdria H : Q@ — R? € constante sobre cada conjunto A;.

Prova. Tomemos um elemento arbitrario A; da particdio 7 e vamos supor
que a funcao H nao seja constante sobre A;. Se s6 existe um elemento em
A; entdo isto é um absurdo. Suponhamos entao que A; = {a,as,...a,} €
H(Aj) = {c1,¢a,...co} com ¢; # ¢; Vi # j, ou seja, H ndo é constante
em A; e assume ¢ valores distintos. Seja By = {c1},...,Br = {c/} e assim
H(A;) = BiU...UBy. E claro que A; € H Y(B,)U ... U H'(By). Como
Vi e {1,2,...0}, H Y(B;) € F entao cada H'(B;) ¢ gerado por elementos
da particao . Dessa forma, vemos que A; deve estar contido em uma uniao de
elementos de F gerados por 7, logo nao poderia ser um elemento da particao

7, um absurdo.
O

A.2
Processos Estocasticos

Aqui apresentamos as ferramentas necessarias para a modelagem do
mercado num ambiente em que novas informagdes sao agregadas a cada

instante de tempo n. Consideraremos o tempo discreto, ou seja, n € N.

Definicao A.10 Seja 2 um conjunto finito e fixo. Uma sequéncia de o-
dlgebras {F,;n € N} é chamada filtro, se

Neste caso diz-se que € uma sequéncia crescente de o-dlgebras.

Um espago mensuravel (2, F) é dito filtrado quando fixamos um filtro
{Fn;n € N}, onde para cada n € N temos F,, C F. Com isso podemos dar a

definicao formal de um processo estocastico.

Definicdo A.11 Um processo estocdstico que assume valores em R¢ consiste
num espago filtrado e uma sequéncia de wvetores aleatorios {X,;n € N},
X (9, F) — (RY B(RY)) tal que cada X,, é F,-mensurdvel.

Se X,, é um processo estocastico assumindo valores em R?, entdo X,, =
(X1 X2, ..., X% onde cada coordenada ¢ um processo estocdstico que toma
valores em R, ie, X! : (Q,F) — (R,B(R)) é um processo estocdstico
Vie{l,2,...d}.

Os portfolios serao modelados usando os processos previsiveis.
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Definigao A.12 Fizado o espago filtrado (2, F),{Fn;n € N}, dizemos que
um processo {H,;n € N} que toma valores em RY é previsivel se Vn € N,

H, .1 é F,-mensurdvel.

Apresentamos agora uma operacao importante também conhecida por

transformacao martingal.

Definicao A.13 Sejam X, eY, dois processos estocdsticos assumindo valores
em R? definidos sob o mesmo espago filtrado (Q, F), {Fn;n € N}, com Y,

previsivel. Com isso, definimos o novo processo Z,, onde Zy =0 como

Z,=> Y (X, - X,11), VYn>=1,

=1

que denotamos por:
Z, = / YdX.
0

Usaremos também a notacdo

Zm—Zn:/mYdX, Vm,n >0

n

para representarmos 0 processo acima.

As definigoes apresentadas irdo ajudar na modelagem da dindmica de
informagao do mercado. O filtro representara o acréscimo de informacao que
ocorre a cada instante de tempo que passa e com isso mais se conhece a respeito

do comportamento das varidveis aleatérias envolvidas na modelagem.

A.3
Independéncia e Esperanca Condicional

Considere o espago mensuravel (2, F). Seja P : F — [0,1] uma
medida de probabilidade. Se adicionarmos a medida de probabilidade ao
espago mensuravel anterior, diremos que o espaco (€2, F,P) é um espago de
probabilidade.

Definicao A.14 Seja (2, F1) um espaco mensurdvel e seja H : (Q, F) —
(Qq, F1) uma funcao mensurdvel. Definiremos pig como a medida induzida por

H sobre (4, F1), da sequinte forma:

un(B) = P(HY(B)), VB e F.

Como para B € Fy, H '(B) € F temos uy bem definida. Chamamos a
iy a distribuicao de H.


DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 1412638/CA


PUC-RIo- CertificagaoDigital N° 1412638/CA

Apéndice A. Probabilidade 65

No espaco de probabilidade (2, F,P) consideraremos nossos conjuntos.
Sejam Gy, o, ... G sub g-dlgebras de F. Vamos definir independéncia entre
o-algebras e entre varidveis aleatérias para depois tratarmos da esperanca

condicional.

Definicao A.15 As o-dlgebras Gy, Gs, ... Gy sdo ditas independentes se VA; €
Gieie{l,2,...,k}, tivermos

P(mleAi) - ﬁ P(A;).

i=1

Definicao A.16 Sejam Xi, X, ... Xy varidveis aleatorias definidas no espago
de probabilidade (2, F,P). As wvaridveis sio ditas independentes se as o-
algebras geradas pelas varidveis aleatorias sao independentes, i.e, as o-dlgebras

Fxi, Fxys - Fx, sao independentes.

O conceito de esperanca e o conceito de integrabilidade sao muito importantes

em defini¢oes posteriores. Cabe agora definirmos o que sao.

Definigao A.17 Seja f: (Q,F) — (R, B(R)) uma fungao mensurdvel tal que
f e Lr(Q,F,P), ou seja, f faz parte da classe das fungoes p-integraveis, com
p € R ep > 1. Dizemos que [ € p-integravel se [|f|PdP < oo. Para o caso
em que p = 1 dizemos somente que [ ¢é integrdvel. Note que f € integrdvel se

e somente se |f| € integravel.

Mais detalhes acerca da defini¢cdo anterior podem ser encontrados em [4] ou

em alguma obra de Teoria da Medida e Integracao, bem como em obras de
Teoria da Probabilidade.

Definigao A.18 Considere uma varidvel aleatéria X tal que X € LY(Q, F,P).

Definimos a esperanca de X por

E(X) = /Q XdP.

Quando em um espago de probabilidade como o definido anteriormente
desejamos conhecer a esperancga de uma variavel aleatoria havendo restrigao de
informagcao disponivel, estamos tratando do conceito de esperanca condicional.
Por exemplo, consideremos a variavel aleatéria X : (Q, F) — (R, B(R)) e uma
sub o-algebra G C F. A esperanga condicional E(X|G) é uma variavel aleatéria

que melhor aproxima o valor de X quando restrita a G.
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Definicao A.19 Seja X : Q@ — R uma varidvel aleatoria integravel. Defini-
mos E(X|G) como uma varidvel aleatéria Z : (Q, F) — (R, B(R)) tal que

1. Z é G-mensurdvel;

2. VA € G temos
/ XdP = / ZdP.
A A

Qualquer variavel que cumpra as condigoes citadas acima ¢é dita uma
versao da esperanca condicional. A existéncia e a unicidade em quase todo
ponto da variavel aleatéria Z é mostrada pelo Teorema de Radon-Nykodin. A

prova para este fato é curta e pode ser vista em [4].

Proposicao A.20 As principais propriedades da esperanca condicional estdo

listadas abaizo:
1. E(X|T) = E(X), lembrando que T é a o-dlgebra trivial;
2. Se X é G-mensurdvel entao E(X|G) = X;

3. Se G e X sao independentes, ou seja, G e o(X) sao independentes, entdo

E(X]G) = E(X);
4. E(X +YIG) = E(X[G) + E(Y]G);
5. Ve € R, E(cX|G) = cE(X|G);
6. Se Y é G-mensurdvel, entio E(XY|G) = YE(X|G);
7. Se Gy C Gy entio E(E(X|Gy)|G1) = E(X|Go);
8. Se X <Y entio E(X|G) < E(X|G);
9. E(E(X]9)) = E(X);

10. Se ¢ : R — R é uma fungdo conveza, vale a desigualdade de Jensen:

P(E(X]9)) < E(p(X)[G).

As demonstragoes para todos os itens listados acima estao em (4).
Proposicao A.21 Seja (2, F,P) um espaco de probabilidade e X : Q@ — R
uma variavel aleatoria integravel. Seja G C F wuma o-dlgebra gerada pela
particao m = { Ay, Ag, ... Ax}. Entao E(X|G) € a varidvel aleatéria Z : Q — R
definida por

T sew € A
ro Sew € A
Z(w) = 2 2

T se w € A
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onde x; = m Ja, XdP e P(A;) > 0. Note que x; pode ser qualquer valor se

Prova. Pela Definicao A.19 existe uma variavel aleatoria Z tal que VA; € G

vale
/XdIP:/ ZdIP’:/ E(X|G)dP,
Ai Ai Ai

e Z é G-mensuravel. Com X sendo constante sobre cada conjunto da particao

(vimos isto na Proposigao A.9), teremos

/XdIP’:/ Zd]P’:/ 2:dP
Ai Ai Ai

/ XdP = 2,P(A;)
A;

1
% = By /AiXdIP’

e o resultado fica provado.
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