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Continuo Generalizado

Um meio continuo cldssico é composto por particulas, distribuidas de
maneira uniforme, sendo cada uma delas representadas por um ponto, aqui
denominado de P. Este ponto material possui coordenadas cartesianas, que faz
referéncia a um sistema de eixos ortogonais x;, sendo i=1,2 e 3. Do ponto de visto
cinematico, o meio continuo cldssico possui graus de liberdade associados por
vetores de deslocamentos u;, € a particula do material terd os graus de liberdade
associados a micro deslocamentos € micro rotagdes.

Nesta secdo serd apresentado como a microestrutura do material pode ser
levada em consideragdo num meio continuo. Os primeiros a formalizarem a teoria
foram os irmaos Cosserat [31], e posteriormente durante a década de 60, Mindlin
[35], [36], [37] e [38] Mindlin & Tiersten [39] e Erigen [43] publicaram estudos
teodricos a cerca do continuo generalizado, cada um com uma cinematica de
particula distinta.

Posteriormente 0 meio com microestrutura, também chamados de meio
micromorfico, multipolares, entre outros, foi estudado sistematicamente por
Germain [8] através da aplicacdo do principio do trabalho virtual. Este conseguiu
formular matematicamente através do PVT a decorréncia de grandezas estaticas
através de equagdes constitutivas que levam em consideragdo a energia, trabalho,
gerado pela cinematica da particula.

Durante a década de 70 e 80, Cowin & Nunziato [42], Eringen [44] e
Miihlhaus [40] e [41] publicaram estudo sobre o continuo generalizado com outras
proposi¢des a cerca da cinemadtica da particula.

Na teoria que leva em consideracdo a microestrutura do material, cada
particula ainda ¢ representada por um ponto P. Porém suas propriedades
cinematicas s3o definidas sob um ponto de vista microscopico. Deste ponto de
observagdo, o ponto P passa a ser definido como um continuo de pequena

extensao C(P) ao redor do ponto P.
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Para a teoria de Mindlin [35], o material linear isotropico possui 18
parametros, conforme descrito abaixo.

Na teoria da elasticidade classica o tensor constitutivo do meio é isotropico.
Sendo assim os tensores de ordem zero ou nulos de qualquer ordem sdo
isotrépicos. Ja os tensores de ordem impar ndo sdo isotrdpicos € os de ordem par
sdo expressos como fungdo linear do delta de Kronecker para serem considerados

isotropicos. Por extensdo da lei de Hooke tem-se a seguinte 33:

O o B ikl ) ikim || €
S i (= | Miju ¢ ikl ﬂ’ijklm M
Vip Xkt Pipta S ijptam | Xam

o X Ao Q.
kl kl kl kl
Como os tensores ~Ukm = /upkl - “rikim g Fip

sdo de ordem impar, estes nao
podem ser considerados como tensores isotropicos € por isto seus parametros nao

precisam ser determinados. Devido a condicdo de isotropia a matriz dos tensores

de parametros constitutivos precisa ser simétrica, para isto, P M :

A seguir
sdo apresentados os tensores de ordem par, isotrdpicos, em funcdo do delta de
Kronecker, conforme equagéo 34 até 37.

Ay = A6,0, +G,6,0, +G,0,0,

IBg'jkl = ﬂlé‘[/'é‘kl +ﬂ25ik§j1 + 16351'15‘/76

gifk/ = 515?/'51‘[ + 5251'/65]'1 + 5351'15‘]'/(

g;’jpklm: éllé‘g’jé‘pké‘/m +§25;'j5p/5mk +é’35"5 5kl +§45' 5 é‘lm +§5 éT/'pé‘ilgmk +§65' 5 5kl

ij~ pm Jp~ ik Jp~im

4/75 0, 51m +é,8§pi§jl5mk+é/9§pi5jmé‘kl+é/105ik5j15 +é/115jk5p155m+§125pk5i15‘ +§135 0,0,

ik™ jm~ pl

pi~jk

614910,01 +6150,49,,9,

pk~im™ jl

pm jm

Qi = & jiy ﬂg/k/ = IB_jik[ S ijpkim
9

Como = Skmip devido a simetria,
G =Gy, By=p, ¢ =¢6.¢,=¢,, ¢s =8¢ ¢, =, conforme demonstrado

abaixo.

€

iy = /Ié‘g/é‘kl + G15ik§_/1 + G25i15jk

33

34

35

36

37

38


DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 0510741/CA


PUC-RIo - Certificagdo Digital N° 0510741/CA

45

Ay = 26,8, +G,5,5,+G,8,5,

iy = A jig

28,6y +G\85,8, +G,8,6, = 25,8, +G,5,8, +G,5,5,

/1(5 O — 5ji5kl) = Gl(5jk§il _5ik§jl)+ G, (5j15ik -

0.=0.0

y Jt

G1(51k5i1 _5ik§jl) = G2(5 5[]{ 5 5jk)

G =G,=G

Por analogia chegam-se aos mesmos resultados para B e ¢ . Entdo os

pardmetros necessarios para material linear isotropico sdo: Ae G, pardmetros

classico de Lamé’ ﬂl’ ﬂ2’§1,§2’ 53, é'l’gz’§3’§4’§5’§8’§10’§11,§1354/14 e é’ls‘

Das equagdes 33 até 37 e as condi¢des de simetria descritas acima, as

equagdes constitutivas sio:

O; = /’Lay‘gkk +2G¢; +:B15ij77kk + 5, (77,]- +77ji)

Sy = B0y + 20,85 + 810,00y + SoTly + 6311

yp é/l(xkkré;p +xkkré;p) +é/2(xklg ip +xkpké;/) +§3 kkp i +l4 zkk §/4 +é;( Jkk ip +xk1k ]p) +é/8xkjk ip

éIIOX[/'p-i_ 11 pt/ ]pz)+§3x1p]+§4x]zp+ 15 pji

3.1.Continuo de Cosserat

O continuo micropolar de Cosserat assume que a particula C(P) tem

movimento de corpo rigido. Conseqilientemente o tensor y,,

¢ puramente anti-

simétrico e isto corresponde ao movimento de rotacdo individual de cada

particula, como conseqiiéncia x;, também ¢ anti-simétrico, conforme equagéo 49

e Figura 5 abaixo.

Xy = Xy =y

39

40

41

42

43

44

45

46

47

48

49
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Eixos Cartesianos Globais Microcontinuo u(C)
Continuo Macroscopico

Figura 5 - Representagéo esquematica do continuo micropolar.

Segundo o modelo de Cosserat, este permite que o continuo macroscopico
se comporte como um continuo classico € a0 mesmo tempo permite rotagdo livres
para o continuo microscopico. Para representar as condigdes cinematicas
mencionadas acima associadas em energia, para o trabalho virtual das forcas
internas, existem os seguintes tensores: o tensor convencional, tensdes de Cauchy

(o), ou tensdes macroscopicas, tensdes microscopicas (S, ), ou tensdes relativas

e segunda tensdo microscopica (v, ), ou tensdo dupla, pois x;,, € puramente

[

anti-simétrico. Para o trabalho virtual das forcas externas de massa (f;) e
superficie (7} ), a forga dupla da massa (‘) e a for¢a dupla de superficie (M ;,),
ambas anti-simétricas ja que v}, ¢ puramente anti-simétrica .

Além disto, no continuo de Cosserat, para o material linear isotropico ¢
necessario definir mais dois parametros além dos necessarios para o continuo
classico. O primeiro ¢ o modulo de cisalhamento anti-simétrico ou rotacional (Gc)
e o segundo ¢ o modulo de flexdo (B). O mddulo de cisalhamento rotacional
controla a influéncia da particula nas distribuicdes de tensdes da macroestrutura.

O moédulo de flexdo relaciona-se a propria flexdo da particula e de seu momento,


DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 0510741/CA


PUC-RIo - Certificagdo Digital N° 0510741/CA

47

rotagdo e curvatura induzidas. Como a dimensdo desta grandeza corresponde a
forga, sendo assim a razdo desta com qualquer outro modulo tem dimensdo de
comprimento ao quadrado. Dai o fato de que o modulo de flexdo ser uma medida
indireta do comprimento caracteristico da particula, ou da microestrutura.

Os irmios Cosserat introduziram o conceito de tensdes de Cosserat, 50,
descrita como tensor total, anteriormente, que ¢ também divido agora em parcela

simétrica e anti-simétrica, conforme equagdo 51 e 52.

o' =0,+S; 50
o i) =0, +S(l.j) 51
O-C[ii] = S[g/] 52
O gradiente relativo ¢ assimétrico, porém sua parcela simétrica é igual a
deformag@o macroscopica, € 0 mesmo € um tensor simétrico, dai 7., =17, pois
X € puramente assimétrico.
Ny = €ap 53
iy =£25 =<2 >4
Da equacdo 53 e da condicdo de simetria tem-se:
o, =A0;&y +2Ge, + Bi0,ny + 26,1, 55
Da 47 e da condi¢do de simetria, ¢ dividindo o tensor microscopico
assimétrico na parcela simétrica e anti-simétrica, tem-se:
S(l.j) = ﬁ@jakk + 2ﬂ28ij + 515”7/,{,{ + 77(,].)(52 +&5) 56
S[ij] :77[,‘]](52 _663) 57

Substituindo na equacdo 51 a equagdo 53,55 e 56 tém-se:
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o) = (ﬂ’é‘ij +20, + &) +2G+4p, + 6, +83)€;

Substituindo na equagdo 52 a 57 tem-se:

o iy = Min (S, —¢3)

Do principio dos trabalhos virtuais, tem-se para um meio que ocupa um

. . . 1
volume V e uma fronteira I, o trabalho virtual das forgas internas (5W ):

S = j{(o-l.j +8,)0¢; —8;0m,; +V;,0,0,;,)dV
V

Substituindo as equagdes 51 e 52 na equacdo 60 temos:

W' = [(0° 538, =0 10N + V1,0, 85,,)dV
4

Aplicando a integracdo por partes:

oW, = I_ {(Gc(ij)éjé‘u[ + (O Vi — O'C[ij])é‘)([g‘]}dV + j{ac(ﬁ)§uini + Ve — ol YOX 1y bl
v r

O passo seguinte ¢ introduzir o trabalho virtual das forgas externas, que
pode ser dividido em trabalho virtual devido as forcas externas de massa e devido
as forcas externas de superficie, conforme primeiro paragrafo do 3.1. Suas

equacgdes se encontram apresentadas abaixo.

W' s = [(f,0u, + Wy S7,,)dV
Vv

7]

W e = [(T0u, + My, 81,,)T
r

Como ja explanado anteriormente podemos igualar diretamente os
coeficientes do trabalho virtual devido as forcas externas e internas de massa.

Assim temos as seguintes equacdes de equilibrio e condi¢cdes de contorno:

fi + aj(Tc((,') =0

c J—
Wy + 05 + 0,V =0

58

59

60

61

62

63

64

65

66
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c
T,=0"%n,

My = vy,

3.2.Continuo referente a Teoria do 2° Gradiente

A teoria do segundo gradiente ¢ obtida ao assumir que a particula esta sujeita a
mesma deformagdo que o continuo macroscopico. Com isto o mesmo ¢ valido,
entre a deformagdo da particula e do continuo macroscdpico, parte simétrica, e a
rotagdo da particula e do continuo macroscdpico, parte anti-simétrica, conforme

equacgoes 69, 70 e 71.

Oty = Xy
Eay = Xap
€ = X

Como as deformagdes e rotacdes da particula sdo as mesmas do continuo

macroscopico, ndo ha mais grandezas relativas 77, e as tensdes associadas a esta

grandeza tornam-se indeterminadas. Como o tensor relativo de terceira ordem,

define a variagdo do tensor de segunda ordem ;. Tanto da sua parcela simétrica
quanto da anti-simétrica, ou seja, o gradiente y,, referente a rotagdo e
deformagdo da particula, coincide com o gradiente ¢, referente a rotagdo e

deformacdo do continuo macroscopico. Entdo o tensor relativo de terceira ordem
corresponde a segunda derivada do deslocamento e da rotagdo do continuo
macroscopico, dai o nome da teoria do segundo gradiente, conforme 72 até 77.
Como ja explanado rotacdo do continuo macroscopico ndo ¢ uma grandeza

objetiva e por isto ndo entrard nas equagdes constitutivas.

Xk = akZij
ik = Xk
Xy = O X

67

68

69

70

71

72

73

74
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X = 0
Xy = 8k8jul
Xijp = O 3 U;

Para representar as condigdes cinematicas mencionadas acima associadas
em energia, para o trabalho virtual das forcas internas, existem os seguintes
tensores: somente o tensor convencional, referente ao continuo macroscopico,

denominado de Cauchy (o), o tensor microscopico € indeterminado (S, ), ja que
a grandeza relativa 77, € nula devido a condigdo referente a equagéo 69, e o tensor
duplo € simétrico v, , ja que a parcela anti-simétrica &, macro rotagdo, ndo €
objetiva. Para o trabalho virtual das forcas externas de massa e superficie, existem
forgas: a forca de massa ( f;) e a for¢a de superficie (7;), ambos referentes ao

tensor convencional do ponto de vista macroscdpico, a forga dupla da massa

(¥;) e a forga dupla de superficie (M ;) ), ambas simétricas, pois sdo referentes

ao tensor duplo, que devido a equag¢do 72, somente a parcela simétrica ¢ uma
grandeza objetiva.
Da equacdo 46 tomando a equacdo 72 em consideragdo, as equagdes

constitutivas do continuo macroscdopico sao as mesmas do continuo classico:

o, = /15l.jgkk + 2Ggl.j

O tensor duplo simétrico V;, correspondera:

Vink = VX

Da equagdo 77 sabemos:

Xk = 0xé )

A relagdo entre U;; X ;) pode ser descrita através de um tensor de 4 ordem, ja

que as componentes que de fato contribuem sdo as relagdes entre U; € &, . Para

material linear e isotropico, da teoria da elasticidade, sabemos que para descrever
a relagdo entre dois tensores simétricos sdo necessarios dois parametros

independentes, conforme equacdo 81.

75

76

77

78

79

80
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v, =806,&, +9¢;

Entdo para descrever o material isotrdpico linear sdo necessarios quatro
parametros A,G, %ed,.

Do principio dos trabalhos virtuais, tem-se para um meio que ocupa um

. . . 1
volume V e uma fronteira I, o trabalho virtual das for¢as internas (5W ):

8,8, )dV

i)k

W' = [(o,06, +v,
Vv

Aplicando a integracdo por partes:

Al ij ijké‘Zijnk}dF

W, = [~1(0,0,0u, +8,v,,62,3dV + [{o,um +v
v r

Substituindo na equacdo 83 a equagdo 79 ¢ 80 tem:

i ijk

W, = J'_ (0,0 ,6u, +0,0,0,0u,}dV + I{sz&‘i”i OGN TRV Y. pr—
V r

Podemos escrever a equacdo de trabalho virtual interno para um volume V e

uma fronteira I" da seguinte maneira:

W, = [{4,00; + 0, B, S, }dV + [E,dun, + Fyd ,Gun, Yl =0 s
vV r

Para poder aplicar diretamente a express@o do trabalho virtual é necessario
escrever a parte esquerda da equacdo 85 de forma que apenas variaveis
independentes relacionadas ao deslocamento virtual aparegcam. Entdo para obter a

integral de volumes manipularemos a equacio 85 da seguinte forma:

W, = [{(4, - B, )0du,dV + [B,n,0du,dl =0
4 r

Como a integral de volume € zero independente do valor de Jdu,, temos

que:

A, - B, =0

i ijk

Substituindo na equacdo 86 a equagdo 29 e 30, temos:

Ai/. =1 +(0'4./. +Si/.)

81

82

83

85

86

87

88
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By =Y, +S,+0,0;,

Escrevendo:

=0, -V, 0,0,

Por analogia com a equagao 29 temos:

jfi+aj;g,' =0

Substituindo a equagdo 91 na equagdo 90 temos a seguinte equagdo

constitutiva:

Ji+0,(0; =¥, —0,0,)=0

A integral de superficie da equagdo 85 € apresentada abaixo:

W' = I{I_;é‘ui +m&’li)}dr+ inébidl
r I

Onde:
J. dl ¢ integral de linha
I

Dai temos as seguintes condi¢des de contorno naturais:

Das condicdes de contorno naturais podemos perceber que € necessario
prescrever a condi¢do de contorno referente ao tensor convencional € ao tensor

duplo juntamente. O mesmo sucede com as condi¢des de contorno essenciais ja

que Ju;e Oy; sdo linearmente dependentes um do outro. O problema de

localiza¢do de deformagdes é dependente das condigcdes de contorno existentes,
porém estas ndo sdo de facil determinagao.

Sendo assim devido as condi¢gdes cinematicas propostas nao ha um grau de
liberdade a mais como no continuo de Cosserat, conforme equacido 92, os graus

de liberdade sd@o os mesmos do continuo classico e é necessario prescrever a

89

920

91

92

93

94

95

96
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condi¢do de contorno sobre a fronteira referente ao tensor de Cauchy e ao tensor
de forgas duplas simétrica, sem momento, pois o tensor duplo simétrico é auto-
equilibrado.

Esta teoria é apenas apresentada devido a hipdtese de que a particula em
questdo apresenta movimento de corpo rigido, devido a diferencga de rigidez entre
0 grao e o continuo, fato que ndo ocorre nesta teoria, além do que a rotacdo da
particula, parcela anti-simétrica, ndo existe na teoria, fato que para representar o

comportamento de alguns meios granulares ¢ importante.

3.3.Continuo referente a Teoria das tens6es-momento

A teoria das tensdes-momento ¢ obtida através da hipdtese de que a
particula tem movimento de corpo rigido, conforme equagdo 97, ¢ que a micro-
rotagdo da particula € igual a rotagdo do continuo macroscopico.

Devido ao fato da particula apresentar apenas movimento de corpo rigido

existem, o trabalho virtual das forcas internas ¢ constituido da parcela do tensor
. o, . .
convencional ("), do tensor relativo (S, ) e do tensor duplo, apenas a parte anti-
e Vi
simétrica ( 1¥),
Como as rotagdes s@o idénticas da particula e do continuo macroscdpico, o

gradiente relativo sé possui parcela simétrica (77(’7 )), conforme demonstrado entre

as equacdes 98 e 103.

X =0 97
Xi = Xap + Xun = X 98
Ty =0 4; = Xu 2
0u; = iy 100
Q,=0Q, 101
My =0 102
My =Ny =04 = Xy = 04 103

Para um meio que ocupa um volume V e uma fronteira I, o trabalho virtual

das forgas internas € apresentado abaixo, utilizando as considera¢des mencionadas
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no paragrafo anterior, e da equag¢do 20 e da equagdo 97 até 103, teremos o

seguinte trabalho virtual interno:

oW, = J(Gy53y + 8507 5y + Vi Ky )V

14

o' =0,+S;

o) =0, + 8

O-C[ij] = S[,‘j]

Substituindo na equagdo 104 as equacdes 105, 106 e 107, teremos a seguinte

equagdo para trabalho virtual interno:

W, = [ )02, =0 11Oy + Vi Sy AV
Vv

=0 < . . . \ ~
i , 9l fica indeterminado e o termo referente a tensdo total

Como
de Cosserat parcela anti-simétrica ndo contribui para o trabalho virtual interno, dai

temos a seguinte equacao:

5x[l.j] )dv

L1k

W, = [(owdSe, +v
Vv
Integrando por partes a equagdo 109 e utilizando as equagdes 6 e 9 temos:

W' =—[0,0ndudV = [0,v,,,5,dV + [0 wdum,dl+ [vi, 8, m,dT
14 14 r r

Para poder aplicar diretamente a expressdo do trabalho virtual € necessario
escrever a parte esquerda da equacdo 85 de forma que apenas variaveis
independentes relacionadas ao deslocamento virtual aparegam. Entdo para obter a
integral sera utilizada a equagao 86.

Como a integral de volume ¢ zero independente do valor de Odu ., temos

ij

que:

A, - B, =0

i ijk

Substituindo na equacdo 110 a equacdo 29 e 30, temos:

104

105
106
107

108

109

110

111
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A; =1, +0 u

By =Wy + 0V

Escrevendo:

- —_— ¢ . — —
75 =0 w =Yy =0V

Por analogia com equag¢do 29 temos:

f,+0,75=0

Substituindo a equacdo 114 na equacdo 115 temos a seguinte equagdo

constitutiva:

fi+0,;(0%wm =Yy —0,Vy)=0

A integral de superficie da equagdo 85 ¢ apresentada abaixo:

W1 = [{T,6u, + N,Déu,) U + [R,u,dl
r I

Onde:
_[ dl ¢ integral de linha
I

Dai temos as seguintes condi¢des de contorno naturais:

As condi¢des de contorno essenciais na teoria de tensdes-momento nao
podem ser prescrita de maneira desacoplada como na teoria de Cosserat, pois

O u; = X € por isto ndo sdo independente, entdo € necessario prescrever uma

condi¢do de contorno que atenda ao tensor convencional e ao tensor duplo, no
caso com momento, parcela anti-simétrica. O mesmo ocorre nas condi¢des de
contorno naturais. E pelo mesmo problema mencionado na teoria do segundo

gradiente, estas condi¢des de contorno ndo sdo de facil determinacgio.

112

113

114

115

116

117

118
119

120
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Na teoria de Cosserat ¢ inserido um grau de liberdade a mais, fato que néo
ocorre na teoria das tensdes-momento, conforme equacdo 116, assim como na

teoria do segundo gradiente.
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