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ANALISE DE CONFIABILIDADE COM ANALISE LIMITE

A avaliacdo da seguranca das estruturas geotécnicas tem sido sempre um
dos objetivos da Engenharia Geotécnica. A forma convencional de quantificar a
seguranca de uma estrutura foi e é feita ainda pela analise deterministica, baseado
no conceito de fator de seguranga. No entanto, o calculo de fator de seguranca
pela analise deterministica pode ser muito conservador, pelo fato de que no seu
calculo ndo sdo levadas em consideracdo as incertezas das variaveis como
carregamentos e propriedades do material.

Por outra parte, a confiabilidade é uma medida do nivel de seguranca de
uma estrutura que leva em consideracdo as incertezas das variaveis envolvidas
considerando-as como variaveis aleatorias.

Para materiais fabricados artificialmente como ago ou concreto €
perfeitamente possivel estimar os parametros estatisticos de suas propriedades, a
partir de uma base de dados de experiéncias anteriores. No entanto, para materiais
de origem natural como o solo e rocha, cuja formacdo obedece a diferentes
processos fisicos e quimicos em diferentes condi¢bes de pressdo e temperatura,
ndo € possivel ter uma base de dados confiavel, j& que em cada lugar as
propriedades do material sdo completamente diferentes ou aleatorias.

Pelo fato de que as propriedades de solo sdo obtidas mediante ensaios de
campo ou de laboratério, incertezas de diferentes origens estdo presentes nas
propriedades dos materiais assim obtidas o que torna a realizacdo de uma analise
de confiabilidade necessaria na analise de estruturas geotécnicas. Por outra parte,
conhecer os parametros estatisticos das propriedades dos materiais requer realizar
varios ou muitos ensaios de campo ou de laboratdrio, o qual inviabiliza o uso da
analise de confiabilidade em estruturas de pequeno porte, pelo custo econémico
que implica realizar estes ensaios. No entanto, para estruturas de grande porte e
importancia, onde, uma possivel falha ou colapso possa causar grandes perdas
econbmicas, de vidas humanas, danos ecoldgicos e sociais, realizar a analise de

confiabilidade é perfeitamente possivel, necessaria e viavel.
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A confiabilidade é o complemento da probabilidade de falha e é avaliada,
entdo, a partir do calculo da probabilidade de falha. Para problemas com funcéo
de falha linear e dependente de poucas variaveis aleatorias com distribuicao
normal, a probabilidade de falha pode ser calculada pelo método de integracdo
direta, como mostrado no trabalho de mestrado (Carrion, 2004). Mas, na pratica, a
funcéo de falha pode néo ser linear e as variaveis aleatdrias podem nao ter uma
distribuicdo normal, como mostrado por Baecher & Christian em 2003, onde a

partir de dados de laboratdrio, verifica que o angulo de atrito ¢ para alguns tipos

de solo tem uma distribuicdo Beta (Baecher & Christian, 2003). Sendo assim, sdo
necessarios métodos alternativos que permitam o calculo de confiabilidade para
uma funcéo de falha qualquer dependente de variaveis aleatorias com distribuicdo
qualquer.

Para a andlise de confiabilidade considerando variaveis aleatorias com
distribuicdo qualquer, algumas técnicas ja foram desenvolvidas, tais como o
método FORM (First Order Reliability Method) e o método SORM (Second
Order Reliability Method) (Melchers, 2002). Estes métodos ja foram amplamente
pesquisados, testados em diferentes trabalhos como (Kiureghian, 1994), (Wang e
Grandhi, 1994), (Val et all, 1995), (Imai e Frangopol, 1999), (Lee, 2000), (Pereira,
2007), (Lopes, 2007) e (Almeida, 2008).

O objetivo deste capitulo é descrever os conceitos fundamentais de
confiabilidade, apresentar um resumo dos diferentes métodos de calculo,
apresentar um resumo do processo de calculo pelo método FORM usado neste
trabalho e finalmente a Analise de Confiabilidade com a Anélise Limite é
ilustrada com dois exemplos de aplicagdo. Um primeiro exemplo é aplicado para
um problema de talude 2D e o segundo exemplo para um problema de talude
confinado 3D. Para complementar o entendimento deste capitulo, no Apéndice A,
sdo apresentados 0s conceitos basicos da estatistica.

O método FORM usado no presente trabalho, foi implementado, testado e
aplicado em varias pesquisas do Departamento de Engenharia Civil da PUC-Rio,
entre eles (Pereira, 2007), (Lopes, 2007) e (Almeida, 2008). No presente trabalho
usa-se este algoritmo simplesmente como usuario para a funcéo de falha dada pela

Equacdo 4.4 e a gradiente da fungéo de falha dada pelas equagdes (4.39-4.42).
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4.1.
Conceitos Fundamentais da Analise de Confiabilidade

Sendo o objetivo do presente trabalho a aplicabilidade pratica da
confiabilidade em estruturas geotécnicas, nesta se¢do sdo apresentados somente

alguns conceitos de interesse para o presente trabalho.

4.1.1.
Incertezas

A incerteza é a falta de conhecimento a priori de forma exata do resultado
de uma medicdo ou previsio da seguranca no caso de uma estrutura. E dizer
aplica-se para prever ou quantificar a influéncia da ndo exatiddo das medidas
fisicas realizadas (como na medicao das propriedades dos materiais) e na previsao
de eventos (como a seguranca ou falha de uma estrutura). Este termo é utilizado
em um vasto nimero de campos, como a filosofia, estatistica, economia, ciéncia,
engenharia, etc.

Na engenharia geotécnica, pelo fato que as propriedades de solo sao obtidas
mediante ensaios de campo ou de laboratério, as incertezas nas medi¢des podem
ser devido a diferentes fatores como erros humanos, ma calibracdo dos
equipamentos de laboratorio, alteracdo dos estados das amostras, etc. Estas
incertezas impossibilitam que uma estrutura apresente uma seguranca absoluta ou
que a medida de algum nivel de seguranca seja calculada de forma absoluta ou
deterministica.

Para levar em conta estas incertezas, as propriedades do material séo
consideradas como variaveis aleatorias (ver secdo A.1l), e a andlise de
confiabilidade pode ser realizada para conhecer o nivel de seguranca da estrutura,
dependente destas variaveis.

4.1.2.
Funcéao de Falha

A falha de uma estrutura é um estado que significa que a estrutura atingiu
condicBes indesejaveis, podendo ocasionar colapso total ou parcial (estado limite

ultimo) ou entdo, interrupcdo do seu uso normal (estado limite de servico). A
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funcdo matematica que representa este estado é conhecida como a funcéo de falha.
Esta funcdo, é também conhecida na literatura como a fungéo de estado limite, de
performance ou de margem de seguranca.

Para um conjunto de variaveis aleatorias X, com i=12,..n expressa pelo

vetor X (Equacdo 4.1). Pode-se dizer que, a funcdo de falha é uma funcéo
matematica dependente das varidveis aleatorias (Equacdo 4.2). Esta funcéo, define
a regido segura e a regido de falha (ndo segura) de uma estrutura em funcdo das

variaveis aleatorias envolvidas com a estrutura (Figura 4.1)
X ={X, X;,., X, ¥ (4.1)
F(X) = F(X, X500 X)) (4.2)

Na Figura 4.1, este conceito € ilustrado graficamente para uma fungédo de

falha F(X) dependente de duas varidveis aleatdrias X, e X,. Esta funcéo é
construida de tal forma que F(X) <0 representa a regido de falha, F(X)>0
representa a regido segura, € F(X) =0 representa a superficie de falha, ou seja

uma superficie de separacdo entre os estados de falha e de seguranca da estrutura.

A F(X)<0
Regido de falha

F(X)>0
Regido segura

Y
X

Figura 4.1 — Funcéo de falha.
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Para a andlise de confiabilidade de estruturas geotecnicas, o vetor das
varidveis aleatorias esta em funcdo dos parametros dos materiais e dos

carregamentos atuantes sobre a estrutura como expresso pela seguinte equacao.

X ={C,,CrisCo 0 Doy @ Vi Vgreons Vi @y @ ooy @ 3 (4.3)

onde m é o numero de materiais da estrutura, n € o nimero de carregamentos
atuantes; C,(coesdo), ¢,(&ngulo de atrito) e y,(peso especifico) sdo as
propriedades do material para i =12,..,m; e w; sdo 0s carregamentos externos
para j=12,.,n.

A funcdo de falha usada para a Analise de Confiabilidade com a Anélise

Limite é expressa pela seguinte equacao:

F(X)=aa(C,p)—-bw(y;,0;)—c (4.4)

onde « ¢é o fator de colapso determinado pela Analise Limite que depende dos

parametros de resisténcia C, e ¢, dos materiais, w representa o carregamento
aleatorio que pode estar em funcédo de cargas de gravidade y, ou cargas externas
®;, a é uma constante que representa o carregamento inicial na Analise Limite,

b é um fator constante que multiplica aos carregamentos aleatorios, e ¢ é uma

constante que representa aos carregamentos néo aleatorios.

4.1.3.
Funcéo Densidade de Probabilidade Conjunta

Quando se trabalha com mais de uma variavel aleatoria, entdo, a funcao

densidade de probabilidade conjunta p(x;,X,,...,X,) € usada para descrever as

varidveis aleatorias. Assim, a funcdo densidade de probabilidade conjunta das

variaveis aleatorias X, X,,..., X, , deve satisfazer as seguintes condigdes:

P(X X100 %) 2 0 (4.5)
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+00 +00 400

J' I..._[p(xl,xz,...,xn)dxldxz...dxn =1 (4.6)
b b, b,
”I P(X, Xy yeey X, )AX, OX,...0X, = Pr[a, < X, <b,...,a, < X <b,] 4.7

onde Pr[a <X,<b,a,<X,<b,,...,a, <X,<b] e probabilidade que as
variaveis X, sejam maiores que a, e menores que b, para i=12,...,n; onde a, e

b, sdo constantes.

A funcdo densidade de probabilidade conjunta de varias variaveis aleatorias,
fornece uma completa informacdo de probabilidade sobre a funcdo densidade
probabilidade de quaisquer das variaveis aleatorias. Assim, a funcdo densidade de
probabilidade (PDF) de cada uma das variaveis aleatorias é chamada de funcéo
densidade de probabilidade marginal.

Duas ou mais varidveis aleatdrias sdo estatisticamente independentes
qguando a funcdo densidade de probabilidade conjunta € igual ao produto das
funcgdes densidade de probabilidade marginal de cada uma das variaveis aleatorias
(Equacéo 4.8).

P(X, Xa0eee %) = POX) P(X,)- P(X,) (4.8)

Para o caso de duas variaveis aleatorias a funcdo densidade de probabilidade
conjunta e as funcgbes densidade de probabilidade marginal s&o ilustradas na
Figura 4.2 (Melchers, 2002).
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P(%,X,) |

X

Figura 4.2 — Funcéo densidade de probabilidade conjunta (Melchers, 2002).

4.1.4.
Probabilidade de Falha

De uma forma geral pode-se dizer que a probabilidade de falha é uma
integral n-dimensional da funcdo densidade probabilidade conjunta, como

expressa pela seguinte equacao:

P, :“’” P(Xy, Xy poens X, )X, X, ...0OX, (4.9)

F<0

onde p(x,,X,,...,X,) é a funcdo densidade de probabilidade conjunta da variavel

aleatéria X e F <0 representa a regido de falha.
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Quando os parametros estatisticos ou a funcdo densidade de probabilidade
da funcédo de falha séo conhecidos ou podem ser determinados, a probabilidade de

falha é como ilustrada pela Figura 4.3, e calculada pela Equacéo 4.10.

Pe(f)
A

Area =P,

T == mmm e

Y

Figura 4.3 — Probabilidade de falha.
0
P = [ p(f)df (4.10)

onde P, é a probabilidade de falhae p(f) é a funcdo densidade de probabilidade
da funcéo de falha F .

A probabilidade de falha também pode ser avaliada a partir do célculo do

indice de confiabilidade S (Secdo 4.1.6). Desde logo, existem métodos que

avaliam a probabilidade de falha em funcdo de indice do confiabilidade, como

mostra a Secéo (4.2).

4.1.5.
Confiabilidade

A confiabilidade é uma metodologia cientifica aplicada para conhecer a
estimativa da seguranca associada a uma estrutura, de forma a assegurar que esta

cumpra sua funcdo sem falhar durante sua vida util. Esta metodologia, leva em
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consideragdo as incertezas associadas as variaveis envolvidas com a estrutura,
considerando estas como varidveis aleatdrias. Portanto, a confiabilidade é a
probabilidade de uma estrutura desempenhar sua funcdo, sem falhar por um
determinado periodo de tempo e dentro das condi¢des de uso especificado. Deve-
se ter em conta que, para uma estrutura operar com um nivel especificado (alvo)
de confiabilidade, é necessario que ele tenha sido adequadamente projetada,

construida e operada.

Matematicamente, a confiabilidade de uma estrutura ¢ definida como o

complemento da probabilidade de falha, como expressa pela seguinte equacao:

C=1-P, (4.11)

onde C éaconfiabilidade e P, é a probabilidade de falha (se¢éo 4.1.4).

Da Equacdo 4.11, pode-se observar que o calculo de confiabilidade depende
diretamente do calculo da probabilidade de falha (Secdo 4.1.4). Pelo que, o
calculo de probabilidade de falha torna-se fundamental no calculo de

confiabilidade.

4.1.6.
indice de Confiabilidade

Pelas dificuldades apresentadas no célculo de probabilidade de falha pela
integracdo n-dimensional (Equacdo 4.9), alguns métodos fazem o célculo de
probabilidade de falha a partir da avaliacdo de indice de confiabilidade. O indice
de confiabilidade é definido como a relagdo entre o valor esperado e 0 desvio
padrdo da funcdo de falha (Equacdo 4.12). Esta relacdo, é definida apenas para
funcdes de falha lineares e para variaveis com distribuicdo normal e ndo considera
outro tipo de distribuicdo, pelo que métodos que calculam a probabilidade de falha
a partir de indice de confiabilidade considerando outros tipos de distribuices,
precisam transformar para uma distribui¢cdo normal equivalente (se¢éo 4.1.8).
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_ E<F(X)>

ar(F (X)) (4.12)

onde, S é o indice de confiabilidade, E < F(X) > é o valor esperado da funcédo

de falha e Var(F (X)) é a variancia da funcéo de falha.

A interpretacdo grafica do indice de confiabilidade S é apresentada na

Figura 4.4, onde se observa que este indice & um fator que multiplicado ao desvio

padrdo, mede a distancia entre a origem e o valor médio da funcéo de falha.

Pe(F) A

falha (F <0) | seguro(F >0)

Po |
-
1

1
|
1
|
1
|
1

Figura 4.4 — Funcéo densidade de probabilidade.

Da Figura 4.4, pode-se observar também que existe uma relacdo entre a

probabilidade de falha P, e o indice de confiabilidade /. Esta relacdo é

apresentada na Tabela 4.1, onde, podem-se observar os valores de probabilidade
de falha para diferentes valores de indice de confiabilidade.

Em métodos baseados no indice de confiabilidade, a probabilidade de falha
pode ser estimada a partir da Tabela 4.9, ou entdo, pode ser calculada como

expressa pela seguinte equacao.

P, =®(-p) (4.13)

onde, ® ¢ fungdo cumulativa normal padréo (Equacéo 4.16).
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B Pr
5.200 1.00E-07
4.750 1.00E-06
4.270 1.00E-05
3.720 1.00E-04
3.090 1.00E-03
2.320 1.00E-02
1.280 1.00E-01
0.841 2.00E-01
0.524 3.00E-01
0.253 4.00E-01
0.000 5.00E-01
-0.254 6.00E-01
-0.525 7.00E-01
-0.842 8.00E-01
-1.286 9.00E-01
-1.645 9.50E-01
-2.327 9.90E-01

Tabela 4.1 — indice de confiabilidade e probabilidade de falha.

4.1.7.
Espaco Reduzido

Espaco reduzido € um espaco onde as varidveis aleatorias com média
diferente de zero (X #0) e desvio padrio diferente de um (o, #1), sdo
transformados para um espaco equivalente onde a média é igual a zero (Y =0) e
0 desvio padrdo € igual a um (o, =1). Esta transformacéo é feita pela seguinte

equacéo.

(4.14)

onde Y é a variavel aleatoria no espaco reduzido e X é a variavel aleatoria no

espaco original com média X e desvio padrdo o, .

A Figuras 4.5, mostra a transformacdo de uma variavel aleatoria normal de
espaco original (X #0 e o, #1 ) para espago reduzido (Y =0e o, =1 ). A

distribuicdo normal no espaco reduzido € conhecida como distribuicdo normal
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padréo, onde, sua funcdo densidade de probabilidade e sua funcéo distribuicdo de

probabilidade sdo dadas pelas equacgdes que seguem:

#(y) = %{e‘z (4.15)
o(y) :%ﬁ [e7az (4.16)

A Figura 4.6, ilustra a transformagdo de duas variaveis aleatérias com

distribuicdo quaisquer (X #0 e o, #1 ) para 0 espago reduzido com

distribuigio normal padrdo (Y =0e o, =1).

p(x)
p(y)

_

0 X X Y=0 y
Espaco original Espaco reduzido (normal padréo)

Figura 4.5 — Espaco original e espaco reduzido para uma variavel.
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Y1

Espaco original Espaco reduzido (normal padréo)

Figura 4.6 — Espaco original e reduzido para duas variaveis.

4.1.8.
Distribuicdo Normal Equivalente

Uma variavel aleatéria X com distribuicdo diferente da normal, pode ser

transformada para uma distribuicdo normal equivalente no ponto de pesquisa X~

como € ilustrada pelas Figuras 4.7 e 4.8.

p(x) A

PDF normal

Figura 4.7 — Funcdes densidade de probabilidade PDF.

<Y
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P(x) A

1.0

*

P(x)

*

X

=Y

Figura 4.8 — Funcdes distribuicdo de probabilidade CDF.

Obter uma distribuicdo normal equivalente implica obter a média e o desvio
padrao desta distribuicdo. Estas grandezas, séo calculadas igualando-se as fungées
densidade de probabilidade PDF e de distribuicdo CDF da distribuicéo real de X
e da distribuicdo normal equivalente no ponto de pesquisa X , cOmo expressa

pelas seguintes equacoes.

iw{ s - ‘ j= p(x") (4.17)
(o2 (o2

q{%j - P(x") (4.18)
(o)

onde, ¢(.) e ®(.) correspondem as funcdes PDF e CDF da distribuicdo normal

padrdo respectivamente, p(.) e P(.) correspondem, respectivamente, as funcdes

~

PDF e CDF da distribuicdo ndo normal da variavel X e o) e u) sdo,

X
respectivamente, a média e desvio padrdo da normal equivalente no ponto X .
As variaveis o) e u!', sdo calculadas através da resolugio das EquagGes

4.17 e 4.18 e sd0 expressas como:

sl Pe)]

= (4.19)
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p =x oMo P(x)] (4.20)
onde, ®*(.) corresponde a inversa da distribuicdo cumulativa normal padréo.

4.2.
Métodos de Calculo

Segundo a Equacdo 4.13, a confiabilidade € avaliada a partir do calculo da
probabilidade de falha. Para o célculo da probabilidade de falha existem diferentes
métodos desenvolvidos que a seguir sdo descritos brevemente.

Para os casos onde é conhecida a funcdo densidade de probabilidade
conjunta(se¢éo 4.1.3) ou a fungdo densidade de probabilidade marginal de cada
variavel aleatdria (variaveis estatisticamente independentes), a probabilidade de
falha pode ser determinada pela avaliacdo da integral n-dimensional (Equacao
4.9). Este método é conhecido como método de integracédo direta e pode ser
aplicado para problemas com poucas variaveis aleatrias e com a mesma
distribuicéo.

Sagrilo em 2003, indica que a avaliacdo da Equacdo 4.9, ndo é muito
simples, uma vez que ela envolve a avaliagdo de uma integral n-dimensional num
dominio complexo, onde n é o ndmero de varidveis aleatorias. Mesmo com
desenvolvimento de técnicas modernas de integragdo numérica e com
computadores cada vez mais eficientes, na préatica, a avaliacdo da Equacéao 4.9 por
integracdo, tem se restringido a varidveis com 5 ou 6 variaveis aleatorias no

maximo(Sagrilo, 2003).

Método de Montecarlo, é um método de simulacdo que também pode ser
usado para o célculo da probabilidade de falha, como mostrado na dissertacdo de
mestrado (Carrion, 2004). A caracteristica fundamental deste método é a geracdo
de dados amostrais para as variaveis aleatdrias hum experimento computacional.
Conjuntos de valores aleatérios sdo gerados para as varidveis aleatorias e a
resposta da estrutura é entdo avaliada para cada um dos dados aleatérios gerados.
O grande inconveniente deste método é a grande quantidade de avaliacdo da

resposta da estrutura, o que torna este método computacionalmente caro, quando a
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avaliacdo da resposta da estrutura, tem custo computacional alto, como é o caso da

Analise Limite Numérica pelo MEF.

A probabilidade de falha também pode ser avaliada pelo método Estatistico
Linear como mostrado na dissertacdo de mestrado (Carrién, 2004). Este método
baseia-se simplesmente na média, desvio padréo e coeficiente de correlacdo das
variaveis aleatdrias, onde os parametros estatisticos da funcao de falha (Equacdes
4.22 e 4.23) sdo aproximados a partir da aproximacgédo da funcédo de falha pela
serie de Taylor de primeira ordem (Equagéo 4.21).

F(X)= F()?)+i%(xi — X))+ (4.21)
F =E<F(X)>F(X) (4.22)
ol =Var(F) = VF(X).S, VF(X)' (4.23)

onde, F e o, sdo a média e o desvio padrdo da funcio de falha F(X), VF(X)
é a gradiente da funcdo de falha avaliado na média e .S, € a matriz covariancia
das variaveis aleatorias (Equagdo A.14).

Calculado os parametros estatisticos da funcdo de falha, neste método, a

probabilidade de falha é determinada pela Equacéo 4.12.

Método MVFOSM (Mean Value First Order Second Moment). Este
método também é baseado na aproximacéo de primeira ordem por serie de Taylor
da funcdo de falha na media das variaveis aleatorias (Equacdo 4.21) (Cornell,
1969). E dizer, os parametros estatisticos s&o calculados do mesmo modo que para
0 método Estatistico Linear, mas a probabilidade de falha é calculada a partir da

avaliacdo do indice de confiabilidade /£, onde, este indice, € determinado pela

seguinte equacdo:

B = = (4.24)
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Logo, a probabilidade de falha pode ser aproximada a partir da Tabela 4.1

ou calculada como P, = ®(—4), onde ® é a fungdo cumulativa normal padréo.

Ditlevesen (1973) e Veziano (1974) indicam que, o método MVFOSM d&
uma idéia tosca do nivel de confiabilidade, isso pode ndo ser aceito como uma
aproximacdo valida devido a falta de formulacdo invariante e sua falha para
incorporar a informacdo da distribuicdo das variaveis aleatorias (Ditlevesen, 1973
e Veziano, 1974). Lee em 2000, indica que o indice de confiabilidade definido
pela Equacdo (4.24) falha ao ndo ser constante para uma funcéo de performance

formulada de forma diferente mas mecanicamente equivalente(Lee, 2000).

O problema descrito no paragrafo anterior, foi superado pelo método
AFOSM (advanced first-order second moment), transformando as variaveis
aleatdrias de espaco original para espaco reduzido (Hasofer and Lind, 1974).

O método AFOSM proposto por Hasofer e Lind é aplicavel para variaveis
aleatdrias com distribuicdo normal. Neste metodo, o indice de confiabilidade para
o célculo de probabilidade de falha é definido como a minima distancia da origem
a superficie de falha no espaco reduzido, como ilustrado na Figura 4.9, para uma
funcdo de falha ndo linear. Como primeiro passo, a varidvel em coordenadas reais
deveria de ser transformada para coordenadas reduzidas (secdo 4.1.7). Logo a
funcéo de falha no sistema de coordenadas originais é transformada tambem para

sistema de coordenadas reduzidas como:

F(Y)=F(.Y,,...Y,) (4.25)
onde, Y, sdo as variaveis aleatorias e F(Y) a fungéo de falha, ambos no espago

reduzido.
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Y, A
Regido segura Regido ndo segura
F(Y)>0 \\ F(Y)<0
.
Funcdo de falha
B F(Y)=0
0 7

Figura 4.9 — Variaveis em coordenadas reduzidas: funcao de falha nédo linear.

Na Figura 4.9, o ponto y~ que representa a distancia minima da origem a
funcdo de falha é nomeado como ponto de projeto ou ponto mais provavel de
falha MPP(most probable point). Para a funcdo de falha ndo linear, o célculo da

minima distancia torna-se um problema de otimizacéo, e é formulado como segue:

Minimize p=+y'.y (4.26)
st. F(Y)=0 '

O problema de otimizacdo (Equacdo 4.26) foi resolvido por Shinozuka
(1983), usando o método de multiplicadores de Lagrange, de onde, a minima
distancia no espaco reduzido que representa o indice de confiabilidade é avaliada

pela seguinte equacéo.

p=—T—c (4.27)

onde as derivadas (STFJ sdo avaliadas no ponto de projeto, (Y;, Yy, Y.).
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O indice de confiabilidade de Hasofer-Lind para o célculo de probabilidade
de falha é avaliado de forma exata, somente, quando todas as variaveis aleatérias

tém uma distribuicdo normal.

A grande desvantagem dos métodos anteriormente descritos € que eles ndo
consideram a informacé&o referente ao tipo de distribuicdo das variaveis aleatérias

e que a avaliacdo da probabilidade de falha P, pode ser exata sO para variaveis

aleatdrias com distribuicdo normal.

Métodos baseados no ponto de projeto foram desenvolvidos como
alternativa aos metodos anteriormente descritos, entre estes métodos tem-se o
método FORM (first-order reliability method) e 0 método SORM(second-order
reliability method). A idéia do método SORM € a mesma que do método FORM,
a diferenca entre estes dois métodos esta na aproximacao feita para a superficie de
falha no espaco reduzido. No método FORM a funcdo de falha € aproximada no

ponto de projeto y~ como superficie de falha linear pela série de Taylor de até

primeira ordem (Equacdo 4.21). No caso do método SORM, a funcdo de falha é
aproximada como superficie quadratica pela série de Taylor de até segunda
ordem. Varios trabalhos ou pesquisas ja foram realizados usando estes meétodos,
entre eles Lee (2000), Lopez (2007), Pereira (2007) e Almeida (2008).

Lee(2000) indica que apesar do SORM poder prover melhores resultados
que FORM no mesmo problema, a necessidade de usar aproximacao pelo método
SORM parece nao ser significante. Chega a esta conclusdo principalmente da
comparacdo do esforco computacional requerido e da melhora nos resultados
obtidos. O método SORM requer das derivadas parciais de segunda ordem da
funcdo de falha que pode ser dificil de avaliar para estruturas complexas e requer
tempos de calculo ndo necessarios. Por outra parte, ndo é evidentemente obvio
que os resultados podem ser mais proximos que os obtidos pelo método FORM.
Portanto, FORM pode ser um método mais pratico que SORM para problemas de
engenharia, considerando a simplicidade conceitual e eficiéncia(Lee, 2000).

Segundo Almeida (2008) indica que o método FORM propicia, ha maioria
dos problemas, uma precisdo satisfatoria com um tempo da analise computacional
reduzido quando comparado a outros metodos, o que justifica sua larga utilizacao
nas diversas analises de confiabilidade (Almeida, 2008).


DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 0421307/CA


PUC-RIo - Certificagdo Digital N° 0421307/CA

112

Pelo indicado nos paragrafos anteriores, neste trabalho tenta-se aplicar o

método FORM, para avaliar a confiabilidade de Estruturas Geotécnicas.

4.2.1.
Método FORM (First-Order Reliability Method)

O metodo de confiabilidade de primeira ordem FORM, é também conhecido
na literatura como a aproximagdo de Rackwitz-Fissler (Rackwitz e Fiessler,
1978). A grande vantagem deste método € que considera o tipo de distribuicdo das
variaveis aleatorias.

Rackwitz e Fiessler (1978) sugerem que, quando o problema envolve
variaveis aleatérias com distribuicdo ndo normal, eles podem ser resolvidos pela
transformacdo das varidveis ndo normais em varidveis normais equivalentes
(Secéo 4.1.8).

Este método, é usado extensamente em muitos trabalhos de pesquisa. No
entanto, o calculo s6 pode dar resultados aproximados para o caso de funcdo de
falha com alta ndo linearidade. Nao obstante, esta aproximacdo tem sido
considerada como um método efetivo na Analise de Confiabilidade por causa de

sua simplicidade e versatilidade.

4.2.1.1.
Transformacgéo de Variaveis

Para problemas de confiabilidade, onde, a funcdo de falha depende de
variaveis aleatorias X com distribuicdo ndo normal e sdo estatisticamente
dependentes ou correlacionadas, existem métodos para transformar estas variaveis
em variaveis aleatdrias Y com distribuicbes normais estatisticamente
independentes ou n&o correlacionadas.

As variaveis aleatorias estatisticamente independentes (ndo correlacionados)
com distribuicdo diferente da normal, podem ser transformadas para distribuicéo
normal equivalente no ponto de pesquisa como mostrado na Secédo 4.1.8, e quando
as variaveis sdo estatisticamente dependentes (correlacionados) também é possivel
usar a mesma transformacéo para obter as normais equivalentes, mas neste caso,

os coeficientes de correlacdo entre as variaveis originais devem também ser
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corrigidos para coeficientes de correlagdo equivalentes. A correcdo dos
coeficientes de correlacdo e apresentada na Tabela 4.2. Uma referéncia completa
sobre a correcdo de coeficiente de correlacdo pode ser encontrada em Kiureghian
e Liu (Kiureghian e Liu, 1986) ou Lopes (Lopes, 2007).

Distribuicdo
Var. (i) Var. (])

Coeficiente de Correlacdo Equivalente

Normal PijE =P

- 3§

L I P = _Pjj
ognorma j In(L+57) j

Rayleigh | p; =1.014p;

Uniforme pijE =1.023p;

Normal
Tipo | (Max) -
(Gumbel) p; =1.031p;
(r;ll—ii:i(:nlo) pijE =:|..031pij
(rr;l—é:siorr:cl)s) pijE = (1.030+0.2385j +O.3645jz)pij
Tipo dIH(min) | & _ (1 031+0.1955, +0.32852) p,
ety | 1~ | +03285))p,

Tabela 4.2 — Coeficiente de correlacdo equivalente.

Na Tabela 4.2, &, € o coeficiente de variagdo (ver secdo A.4.6) e pode-se
observar que o coeficiente de correlagéo equivalente ,oijE ndo depende do ponto

x" onde a transformagao esta sendo realizada.

Para transformar variaveis normais correlacionadas em variaveis normais
estatisticamente independentes (ndo correlacionadas), o método amplamente
usado na andlise de confiabilidade é o método conhecido como a Transformagéo
de Nataf (Kiureghian and Liu, 1986).

A transformacdo de Nataf indica que para um vetor X de variaveis

aleatérias normais correlacionadas entre si, um outro vetor Y de variaveis
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aleatorias normais padrdo estatisticamente independentes pode ser obtido pela

seguinte equacdo de transformacao:

Y =J(X -m) (4.28)
7= g (4.29)
OX

onde, m ¢é o vetor com as médias das normais equivalentes e J € o Jacobiano da
transformacdo, L € uma matriz triangular inferior obtida pela fatoracdo de

Choleski (Equacdes 4.30-4.32) da matriz coeficiente de correlacdo p (Equacédo

A.16) e o ¢é amatriz do desvio padrdo (Equacdo A.10), das normais equivalentes.

p=LL (4.30)
L, 0 0 O
L, L 0 O
L= * 7 (4.31)
Lnl Ln2 Lnn
L,=10
Ly = P i=1..n
1 = .
L = L_kk Pik ~ 2 LijLy l<k<i (4.32)
i1
L =.[1-> L i>1
=L

onde p, € o coeficiente de correlagdo entre as variaveis X, e X,.
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4.2.1.2.
Pesquisa de Ponto de Projeto

O objetivo no calculo de probabilidade de falha pelo método FORM é
calcular o indice de confiabilidade £. Segundo a Figura 4.10, o indice de
confiabilidade € a distancia entre a origem no espacgo reduzido e o0 ponto mais
provavel de falha ("), sendo que, 0 ponto mais provavel se encontra na menor
distancia da origem do espaco reduzido a superficie de falha. Este problema é
formulado como um problema de minimizacdo da distancia entre o origem e a

superficie de falha com uma restricdo. Este problema é formulado entdo como

segue:

min|Y |

st. F(Y)=0 (4.33)
O problema expresso pela Equacao 4.33, pode ser resolvido por qualquer

algoritmo de otimizacdo, mas o algoritmo mais usado na analise de confiabilidade

é aquele desenvolvido por Hasofer and Lind (1974) e melhorado por Rackwitz e

Fiessler (1978). Este algoritmo, comumente conhecido como HL-RF, apresenta a

seguinte expressao de recorréncia.

k+1 1 k\Ty/ k k ky\T
Y =— VF(Y V*—F( F
|VF(Yk)|2[ (") (YVFYH) (4.34)

onde VF(Y*) é a gradiente da funcdo de falha no espaco reduzido e F(Y*) é o

valor da funcéo de falha, ambos avaliados no ponto Y *.
As seguintes relacfes sdo necessarias no processo de célculo pelo método
HL-RF:

J=L"'0c" (4.35)
F(Y)=F(X) (4.36)
Y =J(X -m) (4.37)
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(4.38)

onde VF(X) ¢é a gradiente da funcdo de falha no espaco original avaliado no

ponto X.

Para a Andlise de Confiabilidade com Anélise Limite, onde as varidveis

aleatorias sdo expressas pela Equacdo 4.3 e a funcdo de falha pela Equacdo 4.4, a

gradiente da funcdo de falha VF(X) é calculada por diferengas finitas como

segue:

oF _ala(C; +1C, 4)~a(Ci. 4)]

oC,; nC,
oF _ala(Ci. ¢ +14)-a(Ci ¢)]
a¢i 77¢|

F_p

07,

F

0w

onde, 7 é o fator de perturbacéo.

Segundo a literatura o fator de perturbacdo pode

107 <77 <107*. No presente trabalho usou-se 7 =107".

2

>
N
<

F(X)>0\ F(X)<0
F(Y)>0 F(Y)<0

(4.39)

(4.40)

(4.41)

(4.42)

estar entre

D
2

)
2 Newk

Espaco original -x Espaco reduzido -Y

Figura 4.10 — Espaco original e reduzido para duas variaveis.

JJ \Fm:ycl)

FORM
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O processo de célculo da Anélise de Confiabilidade pelo método FORM é

resumido pelo seguinte fluxograma.

(tnicio )

B Dados
X, Ox.» Piis o,, distribuigéo
7
Calcular pi,-E =Vpj
v
Inicializar k=0 Xik = )Ti
¥
v _glePe)])
Xi - *
Calcular p(Xi )
we =X, —of o[P(x)]
v
Montar ‘ m c L« LL =p
N7
J=L_1O'_1
F(Y)=F(X)
Calcular
VE(Y)= J‘1VF(X)
Y*=J(X*-m")
Yk+1Z;Z[VF(YK)T.YK_F(Yk)]VF(Yk)T
[VF(r)
c Iy =gyt
alcular erro= .
Y
N7
Incremento k=k+1

Calcular

Figura 4.11 — Fluxograma da Analise de Confiabilidade pelo método FORM.

Fim
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4.3.
Exemplos de Aplicacao

Com a finalidade de ilustrar a aplicabilidade da Analise de Confiabilidade
com a Analise Limite, dois exemplos de aplicacdo sdao apresentados a seguir. No
primeiro e segundo exemplo sdo apresentados os resultados do célculo de
confiabilidade.

Para o céalculo da funcdo de falha (Equacdo 4.4) o programa GEOLIMA é
chamado desde o algoritmo do método FORM e para o calculo da gradiente da
funcdo de falha por diferencas finitas (Equacbes 4.39 e 4.40) o programa
GEOLIMA é chamado também mais duas vezes. E dizer, para estruturas formadas
somente por um tipo de material, para cada iteracdo do método FORM o
programa GEOLIMA é chamado 3 vezes e para estruturas formados por dois

materiais diferentes o programa GEOLIMA seria chamado cinco vezes.

4.3.1.
Talude 2D

Este exemplo tenta mostrar a aplicabilidade da Anélise de Confiabilidade
com a Analise Limite em uma aplicacdo 2D. A malha do problema a ser analisada
é apresentada na Figura 4.12. Os dados do problema considerados como variaveis

aleatérias sdo: Coesdo média de X, =15 kN/m? angulo de atrito médio
X, =22.5° e peso especifico médio X, =16 kN/m? considerou-se coeficiente

de variacdo de 5% para as trés variaveis e o coeficiente de correlacdo entre a
coesdo e angulo de atrito de 5%. O tipo de distribuicdo considerado para as
variaveis sdao Normal para coesdo, Lognormal para angulo de atrito e Gumbel
Tipo | para o peso especifico.

Como se pode observar nos resultados da Andlise de Confiabilidade, a
convergéncia pelo método FORM alcancada na iteragdo 208. O indice de
confiabilidade calculado pelo método é £ =1.575045, a probabilidade de falha

calculada é P, =5.76% e a confiabilidade é C =94.26% .

O ponto mais provavel de falha MPP determinado pelo método FORM é
X, =15.042, X, =24312 e X, =15.884. A visualizacdo grafica das zonas de
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plastificacdo, assim como a superficie de falha, para o ponto mais provavel de
falha s@o apresentadas nas Figuras 4.13 e 4.14.

Esta anélise foi feita apenas com uma malha de 25 elementos, que gera um
problema de otimizacdo de pequena escala, com 75 restricdes no total. O tempo
requerido pelo programa GEOLIMA para resolver o problema em cada chamada
foi de 1 seg, fazendo um total de 3 seg para cada iteragdo do método FORM. O

tempo total requerido ate alcancar a convergéncia foi de 624 seg.

Figura 4.12 — Malha de elementos finitos 2D (25 elementos com 36 noés).

RELIABILITY ANALISYS REPORT
Method : FORM

Project : These

Structure: Slop 2D

User :mcp

DATA

| Var.| Mean | Desv.Std. |Distribution |Xo |
| X1 |15.0 ]0.75 | Normal [15.0 |
| X2 225 |1.12 | LogNormal  |225 |

| X3 ]16.0 |0.80 | Gumbel Tipo 1]16.0 |
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Correlation Matrix
1.00 0.05 0.00
1.00 0.00

1.00

Iterations = 208

Most Probable Point

X1 =15.042
X2 =24.312
X3 =15.884

Failure Function: F(X) = 4.203146e-02
Reliability Index: beta = 1.575045

Failure Probability: Pf = PHI(-beta ) = 5.76%
Reliability: C = 94.24%

Figura 4.13 — Zonas de plastificacdo no MPP(Most Probable Point).

Figura 4.14 — Superficie de falha no MPP.
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Plastic zones

-0.93654
-1845
-368¢.2

. 5533.3
. 7371.4
- -0221.5
- 11066

-12910
14754
16508

[Velocities|

1.0807
0.96865
0.84757

- 0.7264¢8
- 0.60541
- 0.48433
- 0.36324

0.2421¢
0.12108
0
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Para se ter uma idéia da importancia dos valores iniciais das variaveis, uma
nova analise é feita, mas desta vez os valores iniciais das variaveis ja ndo sao as

médias como na analise anterior, os valores iniciais correspondem a os valores da

iteracdo 190 da primeira andlise (X; =15.041285, X, =24.291812,
X3 =15.883648). Para este caso, o numero de iteracGes necessarias para a

convergéncia foi de 18 e os resultados foram as mesmas da primeira analise. 1sso
indica a importancia do ponto de inicio para acelerar a convergéncia da analise, 0
qual indica que a estimativa de ponto de inicio diferente das médias, deve ser
pesquisada em futuros trabalhos.

RELIABILITY ANALISYS REPORT
Method : FORM

Project : These

Structure: Slop 2D

User :mcp

DATA

| Var.| Mean | Desv.Std. |Distribution | Xo |
| X1 ]15.0 ]0.75 | Normal | 15.041285 |
| X2 225 |1.12 | LogNormal | 24.291812 |
| X3 |16.0 ]0.80 | Gumbel Tipo 1] 15.883648 |

Correlation Matrix
1.00 0.05 0.00
1.00 0.00

1.00

Iterations = 18

Most Probable Point

X1 =15.042
X2 =24.312
X3 =15.884

Failure Function: F(X) = 4.203146e-02
Reliability Index: beta = 1.575045

Failure Probability: Pf = PHI(-beta ) = 5.76%
Reliability: C = 94.24%
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4.3.2.
Talude Confinado 3D

Este segundo exemplo mostra a aplicabilidade da Analise de Confiabilidade
com a Analise Limite em um problema 3D. A malha do problema de talude
confinado a ser analisada é apresentada na Figura 4.15. Os dados do problema
considerados como variéveis aleatorias sdo: Coesdo média de X, =25 kN/m?,
angulo de atrito médio X, =5° e peso especifico médio X, =19 kN/m>;
considerou-se coeficiente de variacdo de 5% para as trés variaveis e coeficiente de
correlagdo para coesdo e angulo de atrito de 5%. O tipo de distribuicdo
considerado para as variaveis sdo Normal para coesdo, Lognormal para angulo de
atrito e Gumbel Tipo | para o peso especifico.

O método FORM alcanca a convergéncia na iteracdo 241. O indice de

confiabilidade calculado pelo método é £ =1.7801, a probabilidade de falha
calculada é P, =3.75% e a confiabilidade é C =96.25% .

O ponto mais provavel de falha MPP determinado pelo método FORM é
X, =25.110, X,=5458 e X,=18.844. As zonas de plastificacio e a

superficie de falha para o ponto mais provavel de falha sdo apresentadas nas
Figuras 4.16 e 4.17.

Esta analise foi feita apenas com uma malha de 27 elementos, que gera um
problema um problema de otimizacdo de pequena escala, com 81 restricdes em
total. O tempo requerido pelo programa GEOLIMA para resolver o problema em
cada chamada foi de 3 seg, fazendo um total de 9 seg para cada iteragcdo do
método FORM. O tempo total requerido ate alcancar a convergéncia foi de 2169

seg.
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Figura 4.15 — Malha de elementos finitos 3D (27 elementos com 64 noés).

Figura 4.16 — Zonas de plastificacdo no MPP.
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[Velocities|
0.0097362
I 0.0086544
0.0075726
- 0.0064908

- 0.005409
0.0043272
- 0.0032454
0.0021636
0.0010818

0

Figura 4.17 — Superficie de falha no MPP.

Dos exemplos apresentados no presente Capitulo, pode-se concluir que a
convergéncia pelo método FORM é alcangada em nimero de iteracbes maior que
200, o qual implica um custo computacional muito grande, porque para cada
iteracdo € necessario fazer trés Analises Limite. Este fato inviabiliza o uso da
Andlise de Confiabilidade pelo método FORM com a Anélise Limite para
problemas com malhas muito refinadas.

O método requer de mais esforco computacional, que o requerido pelo
método de Monte Carlo. Pelo método de Monte Carlo é necessario avaliar entre
200 a 400 vezes a resposta da estrutura pela Analise Limite. Pelo método FORM
seria necessario avaliar mais de 600 vezes a resposta da estrutura, iSso porque para
cada iteracdo é necessario avaliar 3 vezes a resposta da estrutura, uma para 0
calculo da funcdo de falha (Equacdo 4.4) e duas para o calculo da gradiente da
funcéo de falha(Equacoes 4.39 e 4.40).

Em geral, para estruturas formadas por mais de um tipo de material o
nimero de avaliagbes necessarias da resposta da estrutura seria duas vezes o
nimero de materiais mais um, para cada iteracdo do método FORM; para
estruturas formados por cinco materiais, como € o caso da aplicacédo 4 do seguinte
Capitulo, seriam necessarias 11 avaliacdes da resposta da estrutura pela Analise

Limite, para cada iteracdo do método FORM.
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