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ANALISE LIMITE NUMERICA

O objetivo principal da Analise Limite é determinar a carga que leva uma
estrutura ao colapso (carga de colapso). As formulacdes existentes na Analise
Limite para o célculo da carga de colapso sdo baseadas nos teoremas de Anélise
Limite (inferior ou superior). A formulacdo pelo limite inferior (formulacao
estatica) deve satisfazer as condi¢Ges de admissibilidade estatica dos campos de
tensdes; a formulacédo pelo limite superior (formulacdo cinematica) deve satisfazer
as condicdes de admissibilidade cinematica dos campos de velocidades; e,
finalmente, a formulagdo mista tem a forma da formulacdo pelo limite inferior,
com variaveis em tensdes, mas o campo de tensdes ndo é estaticamente
admissivel, a ndo ser de forma aproximada.

A solucdo de problemas geotécnicos, entdo, pode ser feita por meio da
aplicacdo de qualquer uma das formulacGes estatica, cinematica ou mista. Estas
formulagdes podem tambeém ser classificadas em formulacdo forte e formulacéo
fraca. A formulacdo é forte quando satisfaz explicitamente as condicdes dos
teoremas da Analise Limite, e é fraca quando as condicdes sdo satisfeitas por meio
do principio dos trabalhos virtuais.

No presente trabalho é usada a formulagdo mista fraca baseada no principio
dos trabalhos virtuais para representar as equacoes de equilibrio do sistema, o qual
estabelece que, para qualquer pequeno movimento cinematicamente admissivel, o

trabalho das forgas externas seré igual ao trabalho das forcas internas.

N&o é o proposito deste trabalho descrever em detalhe toda a teoria da
Analise Limite, portanto, neste Capitulo é apresentado somente um resumo de
alguns conceitos importantes que permitem a compreensdo das formulagOes

estabelecidas no Capitulo seguinte.
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2.1.
Teoremas da Analise Limite

Os teoremas fundamentais da Analise Limite foram apresentados por
Gvosdev (1960); Drucker et. al. (1952); Drucker, Greenberg and Prager (1952).
Chen (1975) apresentou estes teoremas para materiais com comportamento
plastico perfeito (Figura 2.1). Neste tipo de comportamento, as deformacdes
plasticas ocorrem sem que haja mudanca nas tensbes. Apesar de representar
apenas uma aproximacdo do comportamento real dos materiais, a hipotese pode
ser utilizada com seguranca porque as deformacdes elasticas sdo despreziveis em
relagdo as plésticas.

Os teoremas da Anélise Limite sdo formulados em termos de

admissibilidade dos campos, conforme descrito a seguir.

2.1.1.
Campos de Tensbes Estaticamente Admissiveis

Define-se que um campo de tensbes em um corpo tridimensional é

estaticamente admissivel quando satisfaz as seguintes condigdes:

e Equilibrio no volume.
e Condicdes de contorno.

e Critério de escoamento.

2.1.2.
Campos de Velocidades Cinematicamente Admissiveis

Define-se que um campo de velocidades é cinematicamente admissivel ou

geometricamente compativel quando:

e Satisfaz as condi¢6es de contorno em termos de velocidades.
e Satisfaz as condicdes de compatibilidade cineméatica em termos de
deformacoes.

e Trabalho externo € igual a dissipacdo de energia interna.


DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 0421307/CA


PUC-RIo - Certificagdo Digital N° 0421307/CA

25

2.1.3.
Teorema de Limite Inferior

Se um campo de tensBes correspondente a uma carga atuante (ou externa) é
estaticamente admissivel, entdo a carga atuante € menor ou igual a carga de
colapso. A carga ou fator de colapso assim obtido sera um limite inferior do fator

de colapso real.

2.1.4.
Teorema de Limite Superior

Se um campo de velocidades € cinematicamente admissivel, o colapso
ocorre quando o trabalho externo (forcas externas) for igual ou maior ao trabalho
interno (forgas internas). A carga ou fator de colapso assim obtido serd um limite
superior ao fator de colapso real.

2.2.
Consideracdes na Analise Limite

Algumas consideragcdes importantes sdo apresentadas a seguir, para um

melhor entendimento dos conceitos utilizados na formulacao pelo MEF.

2.2.1.
Consideracéo de Plasticidade Perfeita

O solo exibe comportamento elastico para pequenas deformacdes.
Evidéncias de experimentos em laboratério mostram que deformagdes
permanentes ou irrecuperaveis ocorrem quando elas ultrapassam uma deformacéo
de tolerancia. Este tipo de comportamento pode ser descrito por meio da Teoria da
Plasticidade.

A Anélise Limite faz a consideracdo de que o material, no colapso,
comporta-se como perfeitamente plastico (Figura 2.1). Neste tipo de
comportamento, as caracteristicas de endurecimento e amolecimento s&o

ignoradas.
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Figura 2.1 — Relacéo tensédo deformacéo para solo real e ideal (Chen, 1975).

2.2.2.
Consideracfes sobre Escoamento

Para se caracterizar o comportamento de um material submetido a um
estado de tensdes complexo, a Teoria de Plasticidade define uma superficie de
escoamento (Figura 2.2), caracterizada por uma funcdo de escoamento. A
superficie de escoamento pode ser interpretada como: para um estado de tensdes
dentro da superficie, s6 acontecem deformacdes elasticas; se 0 estado de tensbes
alcanca a superficie, ocorrem deformacdes plasticas e finalmente, os estados de
tensdes acima da superficie de escoamento sdo excluidos.

Assim, os estados de tensdes para o qual F(o;)>0 sdo excluidos,
enquanto que, F(o;) <0 implica em comportamento elastico e F(o;) =0 indica

que ocorre fluxo pléastico.
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Figura 2.2 — Superficie de escoamento no espacgo de tensfes principais.

Para um material perfeitamente plastico, a funcdo de escoamento F
depende somente do conjunto de componentes de tensdes o e ndo de
componentes de deformacdo g; Portanto, a fungdo de escoamento é fixa no espago
de tensdes e o fluxo plastico ocorre quando a fungdo de escoamento € igual a zero,

ou seja:

F(Gij)zo (21)

Se 0 material é isotropico, 0 escoamento plastico depende apenas da
magnitude das trés tensdes principais e ndo de suas dire¢es. Neste caso, de uma
maneira geral, a superficie de escoamento pode ser expressa matematicamente em

funcdo dos invariantes de tensdes, ou seja:

F(Ilez’Js):O (2-2)

onde:
I Primeiro invariante do tensor de tensdes
J,  Segundo invariante do tensor desviador

Ja Terceiro invariante desviador
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2.2.3.
Consideracdes sobre a Lei de Fluxo

Diz-se que um fluxo pléstico acontece quando o estado de tensdes no espago

das tensdes (Figura 2.3) alcanca a superficie de escoamento. A magnitude do
fluxo plastico total (&) nestas condicGes € ilimitado. Portanto € evidente que ndo
se pode falar nada sobre a deformacdo plastica total e por isso a descricdo do
processo de fluxo pléastico é feita pela cinemética de fluxo plastico, ou seja, por

meio das velocidades de deformagdo plastica (£;) em vez da deformagdo plastica

total (&;). A velocidade de deformagdo total (£;) € composta por uma parte

elastica e outra plastica, que pode ser expressa da seguinte forma (Chen, 1975):

&y =& T (2.3)

onde:

& Velocidade de deformacéo total

£¢  Velocidade de deformacéo elastica

= @

& Velocidade de deformacdo plastica

As velocidades de deformacéo eléstica e as tensfes estdo relacionadas por
meio da lei de Hooke. Mas, como as velocidades de deformacdo eléstica sdo
pequenas em relacdo as pléasticas, elas sdo consideradas despreziveis. Ndo entanto,
as velocidades de deformacdo plastica dependem do estado de tensdes (Chen e
Liu, 1990).

Para a discussdo sobre as velocidades de deformacdo pléstica, € necessario
definir suas direcGes. Os eixos das coordenadas no espaco de tensdes ja
mencionados para a superficie de escoamento podem também ser usados para
representar simultaneamente velocidades de deformacdo plastica. Sendo assim,
cada eixo de tensdes representard também um eixo de velocidades de deformacéo
plastica (Figura 2.3).
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Figura 2.3 — Superficie de escoamento e vetor de deformacéao plastica.

Para materiais estaveis, nos quais o incremento de tensdes e deformacdes
realiza um trabalho positivo, o vetor de velocidades de deformacéo plastica tem
direcdo e sentido das normais a superficie de escoamento (Figura 2.3). Portanto, a
velocidade de deformacéo plastica pode ser expressa por (Lancellotta, 1995):

. OF (o)
gp = "7
i oo, (2.4)
onde:
Gij Campo de tensdes
F(aij) Funcdo de escoamento
A Fator de proporcionalidade (escalar)

&f Velocidade de deformacédo pléastica

A Equacdo 2.4 representa a lei de fluxo associada ou lei da normalidade, por

ser associada com a normal a superficie de escoamento do material.
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2.3.
Principio dos Trabalhos Virtuais

O principio dos trabalhos virtuais pode ser usado para tratar problemas de
colapso de estruturas em materiais geotécnicos. Este principio € uma expresséo de
trabalho equilibrado e pode ser aplicado para materiais deforméaveis como o solo.
Para a analise limite, o principio dos trabalhos virtuais deve ser escrito em termos
do campo de velocidades virtuais e campo de tensdes reais:

“se uma estrutura esta em equilibrio, o trabalho das forcas externas sobre
um campo de velocidades virtuais dado, compativel com as condicdes de
fronteira, deve ser igual ao trabalho interno realizado pelas tensdes sobre as
velocidades de deformagdes virtuais, compativeis com o campo de velocidades
virtuais dado” (Lancellotta, 1995).

2.4,
Critérios de Escoamento

Sendo de interesse conhecer as tensdes de escoamento para definir um
campo de tensdes estaticamente admissivel (condicdo do teorema de limite
inferior da Analise Limite), neste trabalho sdo mostrados dois critérios de
escoamento que, mediante equacdes matematicas, definem o lugar geométrico
onde se da o escoamento do material. De uma forma geral estas funcBes de

escoamento podem ser definidas em termos dos invariantes de tensdes, ou seja:

l,=0,+0,+0; (2.5)

‘]2:%[(0'1_0-2)"'(0-2_0'3)"'(0-3_0-1)] (2.6)

2 1 4
J, :E(Ul +0o, +0'3)—§[012 (o, +0'3)+0'22(0'1 —i-o-3)—i-0'32 (o, +O'2)]+§610'20'3 (2.7)

onde:

Iy Primeiro invariante de tensor de tensdes

J,  Segundo invariante do tensor de tensdes desviador
J3  Terceiro invariante desviador

o1 Tensdo principal maior
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o»  Tensdo principal intermediaria

oz Tensdo principal menor

2.4.1.
Critério de Mohr-Coulomb

De acordo com o critério de ruptura de Mohr-Coulomb, a funcdo de
escoamento F que define a superficie de escoamento € expressa em sua forma

mais geral pela Equacéo 2.8 (Chen e Liu, 1990).

F(1,3,,0) =3, sin(0+ %) —E , +%\/J_zcos(0+%)}sin(¢) +Ccos(d) (2.8)

1 {ﬁ J;

ezgsin i JSIZ} (2.9)
2

onde:
0  Angulo de Lode
¢  Angulo de atrito

C Coesao

No espaco de tensbes principais, 0 critério de escoamento de Mohr-

Coulomb é representado por uma piramide hexagonal irregular (Fig. 2.4).
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Figura 2.4 — Superficie de escoamento, critério de Mohr-Coulomb.

Este critério apresenta algumas deficiéncias, como por exemplo:

e Em 2D, a envoltoria no diagrama de Mohr-Coulomb € composta de linhas
retas, o que indica que o parametro ¢ (angulo de atrito) ndo muda com a
pressdo de confinamento. Esta aproximacdo é razoavel somente para um
intervalo limitado de press6es de confinamento.

e Em 3D, a superficie de escoamento tem descontinuidades, as quais dificultam
seu uso em andlise numérica. E, portanto, inadequada matematicamente para
seu uso na analise tridimensional de problemas geotécnicos (Chen e Liu,
1990).

Pela deficiéncia descrita no paragrafo anterior, no presente trabalho, este
critério é somente usado para analise de problemas em 2D.
Para o caso bidimensional (2D), a Equacéo 2.8 fica simplificada para:

F(Il,Jz)z\/I—%Ilsin(¢)—Ccos(¢) (2.12)

O caso bidimensional (2D) do criterio de Mohr-Coulomb é representado no

espaco de tensdes principais pela Figura 2.5.
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%
__ Lisin(g)
tan(y) = 1—:i2(¢)
C. = 2Ccos(¢)
CO 0 = 1-sin(¢)

Figura 2.5 — Critério de escoamento de Mohr-Coulomb 2D.

2.4.2.
Critério de Drucker-Prager

Drucker e Prager (1952) propuseram uma extensdo do critério de Von
Mises. Este critério € muito usado em inimeras aplica¢des praticas. Em termos
dos invariantes das tensdes, a funcao de escoamento F que define a superficie de

escoamento (Figura 2.6) é expressa por:

F(l,,3,,,k) =3, —al, -k (2.11)

onde:
I,  Primeiro invariante do tensor de tensoes
J,  Segundo invariante do tensor de tensGes desviador

o,k Parametros do material
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Figura 2.6 — Critério de escoamento de Drucker & Prager.

As principais caracteristicas deste critério sdo:

e O critério de ruptura é relativamente simples.

e Possui somente dois parametros, k e « . Estes parametros podem ser
facilmente aproximados a partir dos parametros de resisténcia (C e ¢) no caso
de materiais geotécnicos.

e A superficie é continua e, por isso, matematicamente apropiada para uso em

aplicacdes tridimensionais (3D).

Os parametros k e « podem ser obtidos a partir de uma aproximagdo do
critério de Mohr-Coulomb para o qual sdo ajustados dois circulos diferentes, um
deles passando pelos vértices de compressdo e outro passando pelos vértices de
tracdo.

A primeira aproximacdo é obtida fazendo o &ngulo de Lode de € =0°no
criterio de escoamento geral de Mohr-Coublomb (Equacao 2.8), obtendo-se os
parametros k e « do circulo superior ou de compressdo como mostradas pelas

seguintes expressdes (Chen e Liu, 1990):
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_2sin(¢)
T Ja(3=sin(4)) (212)
6C cos(¢p) 2.13)

" J3(3-sin(¢))

A segunda aproximacdo é obtida para um valor de angulo de Lode de
€ =60° no critério de escoamento geral de Mohr-Coulomb, obtendo-se o0s

pardmetros k e « do circulo inferior ou de trag&o, ou seja (Chen e Liu, 1990):

_2sin(¢)

“ T 33 sin(e)) (2.14)
_ 6Ccos(¢)
 J3(3+sin(4)) (2.15)

onde:

C,¢ Parametros de resisténcia do material

No caso 2D, para os problemas em estado plano de deformacdo, os
pardmetros k e « do critério de Drucker-Prager podem ser aproximados pelas
seguintes Equacdes (Chen e Liu, 1990):

tan(¢)

“" J9+12tan®(¢) (2.16)

3C

k =
J9+12tan’(¢) 217

2.5.
Formulacdo Numérica da Andlise Limite pelo MEF

O objetivo principal da Analise Limite é determinar a carga que leva uma
estrutura ao colapso (carga de colapso), onde a carga de colapso é determinada
como produto da carga inicial por um fator de colapso. As formulacgdes existentes
na Analise Limite para o calculo da carga de colapso sdo baseadas nos teoremas
de Andlise Limite (inferior ou superior). A formulacdo pelo limite inferior
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(formulagdo estatica) deve satisfazer as condi¢Ges de admissibilidade estatica dos
campos de tensdes; a formulacdo pelo limite superior (formulacdo cinematica)
deve satisfazer as condi¢bes de admissibilidade cinematica do campo de
velocidades; e, finalmente, a formulagdo mista tem a forma da formulagéo pelo
limite inferior, com variaveis em tensdes, mas o campo de tensbes nao é
estaticamente admissivel a ndo ser de forma aproximada.

A solucdo de problemas geotécnicos pode entdo ser feita através da
aplicacdo de qualquer uma das formulacGes estatica, cinematica ou mista. Estas
formulagdes, podem também ser classificadas em formulagdo forte e formulacéo
fraca. A formulacdo é forte quando satisfaz explicitamente as condicdes dos
teoremas da Andlise Limite, e é fraca quando as condicdes sdo satisfeitas através
do principio dos trabalhos virtuais.

No presente trabalho é usada a formulacdo mista fraca com o uso do

principio dos trabalhos virtuais para representar as equacées de equilibrio estatico.

2.5.1.
Condicao de Equilibrio

Na formulagdo mista fraca a condicdo de equilibrio é garantida pelo
principio dos trabalhos virtuais. Este principio estabelece que, para qualquer
campo de velocidades cinematicamente admissivel, o trabalho das forcas internas

é igual ao trabalho das forcas externas, como mostra a Equacéo 2.19.

jggTadv =j5uaFodv +j5uTaTodS (2.19)
v v S

F, Forca de volume inicial
T, Forca de superficie inicial

a Fator (escalar) que multiplica as forcas iniciais
ou  Campo de velocidades virtuais
o  Campo de velocidades de deformagéo virtuais

o Campo de tensdes
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Pela teoria de elementos finitos, os campos sdo interpolados a partir de valores

nodais:
Su' =o' NI (2.20)
& = ou" BT (2.21)

6=N_ (2.22)

onde:

c Campo de tensdes

c Campo de tensdes nodais

u Campo de velocidades

" Campo de velocidades nodais

& Campo de velocidades de deformacéao

N,  Matriz de interpolacdo de velocidades

N,  Matriz de interpolacéo de tensdes

Matriz de compatibilidade cinematica obtida de N,

>°)

Substituindo-se as equacdes (2.20), (2.21) e (2.22) em (2.19), tem-se que:

[0 BTN, 60V = o[ u" N]FoaV +a [ u NI TS (223)
\Y v °

Fatorizando:

Su'" l:[IBTNG dvj&—a[ijFo v+ [N T, dSH =0 (2.24)
Vv \ S

Como " = 0, deslocamentos virtuais arbitrarios, a Eq. 2.24 fica como:

UETNGdVJ&—aUNJFOdV +_[NuTTodS]:O (2.25)
\ \ S
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Fazendo:

B:J-ETNO_ dV (226)
\Y

b=[N]F,dV +[N]T,ds 2.27)
\ S

A Equacéo 2.25 pode ser escrita como:
Bo=ab (2.28)

Note-se que, na Equacdo 2.28, as varidveis do problema a serem
determinadas s&o as tensdes nodais e o fator de colapso. Quando os elementos séo

considerados de tenséo constante, a matriz N_ é igual a matriz identidade 1, o

que conduz a:

_ nT
B= jB dv (2.29)
\%

2.5.2.
Condicdes de Contorno

As condigdes de contorno precisam ser fornecidas para a solucdo do

problema. Para nés com campos de velocidades prescritos Sit=ou=0, entio,
deve-se eliminar de B e b (Equacdo 2.28) as linhas correspondentes as

velocidades prescritas.

2.5.3.
Condicao de Escoamento

Uma das condicbes para que o campo de tensdes seja estaticamente
admissivel (requisito do teorema de limite inferior) é que ele satisfaca um critério
de escoamento (Equacéo 2.30).

g2(6)<0 (2.30)
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25.4.
Problema de Anélise Limite

Das Equacdes 2.28 e 2.30, a solucdo do problema pela Anélise Limite (AL)
consiste em determinar o campo de tensbes correspondentes a um fator «, que
maximiza a carga que a estrutura pode suportar sem violar a condicdo de
escoamento do material. O problema a ser resolvido consiste em um problema de
otimizacdo como é apresentado a seguir e cuja solucdo sera mostrada no Capitulo
3 deste trabalho.

max. f(a)=«a (2.31)
st. g(6)<0 (2.32)
Bo=ab (2.33)

2.5.5.
Elementos Finitos Implementados

No presente trabalho foram implementados dois tipos de elementos finitos:
o0 elemento quadrilateral de 4 nds em 2D e o elemento hexaédrico de 8 nds em 3D.
Estes elementos sdo mostrados nas Figuras 2.7 (a) e (b). As funcbes de

interpolacdo N, utilizadas para interpolar as velocidades sdo as mesmas funcdes

de interpolacdo utilizadas para interpolar deslocamentos na formulacdo

convencional do MEF em deslocamentos.
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Figura 2.7 — Elemento finito: (a) quadrilateral (2D), (b) hexaédrico (3D).

N, :%(1+ nr)d+s;s) i=1,.,4
1 .
N, =§(1+ rr)d+s,s)L+1tt) i=1,..8
onde:
N .  Funcdes de interpolacdo de velocidades

ul
ris,t  Coordenadas paramétricas

ri,Si,ti Coordenadas nos pontos nodais parametricas

40

8 (-1.1.1)

4 (-1,1,-1)

(2.34)

(2.35)

Para se interpolar os campos de tensdes usa-se uma matriz identidade

(Equacdo 2.36) que corresponde a se adotar um campo de tensbes constante

dentro do elemento.

(2.36)

A escolha desses campos de tensbes foi baseada em estudos feitos em

trabalhos anteriores (Gonzaga, 1997) (Farfan, 2000) e (Carrion, 2004).
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